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optymalizacja, fenotypowe metody ewolucyjne,
adaptacja lokalna i globalna,

analiza teoretyczna,

nieskonczone i bardzo male populacje

Iwona KARCZ-DULEBA*

DYNAMIKA ADAPTACIJI
EWOLUCYJNYCH METOD FENOTYPOWYCH

W dysertacji przedstawiono rezultaty analizy teoretycznej metody poszukiwan ewolu-
cyjnych z migkka selekcja. Metoda bazuje na prostym modelu darwinowskiej ewolucji
fenotypowej dzialajacej z selekcja proporcjonalna i mutacja gaussowska (z rozkladem
normalnym). Polaczenie obu mechanizméw reprodukeji powoduje, ze ewoluujgce popu-
lacje sa w stanie eksplorowaé nieograniczone wielowymiarowe rzeczywiste przestrzenie
w poszukiwaniu wyzszych przystosowan funkcji celu. Algorytmy optymalizacyjne imple-
mentujace metode maja pozadane w optymalizacji wlasciwosci: zdolno§é przekraczania
siodel pomiedzy optimami funkeji celu, a tym samym znajdowania optiméw globalnych,
niewielki spadek efektywnosci wraz ze wzrostem wymiarowosci przestrzeni poszukiwan
oraz mala wrazliwoéé¢ na niedokladnosci i zaszumienia w odczycie wartosci funkcji celu.
Zaprezentowano analize teoretyczng dynamiki ewoluujacych populacji dla skrajnych li-
czebno$ci populacji: nieskonczonych i dwuelementowych, w jednowymiarowych rzeczy-
wistych przestrzeniach poszukiwan bez ograniczen. Wyniki teoretyczne uzyskano, jak
do tej pory, tylko przy tych upraszczajacych zalozeniach, poniewaz metody ewolucyjne
sg skomplikowanymi nieliniowymi procesami stochastycznymi. Badano zaréwno dyna-
mike lokalng — przy poszukiwaniu jedynego optimum jednomodalnych funkeji celu, jak
i globalng — gdy funkcja celu byla wielomodalna. Dla jasnosci wywodu w przypadku dy-
namiki globalnej ograniczono si¢ gléwnie do funkcji dwumodalnych i analizy mechanizmu
przejscia siodla pomiedzy optimami, aczkolwiek niektére badania rozszerzono na funkcje
o wiecej niz dwdch optimach.

Nieskonczone populacje scharakteryzowano za pomocg rozkladéw cech i opisano przez
funkcje gestosci prawdopodobiefistwa rozkladu osobnikéw z dana cecha. Ustalono, ze dla
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jednomodalnych funkcji celu populacja dazy do stanu réwnowagi wokét optimum, a jej
rozklad jest normalny. Nieskoficzone populacje sa wiec zbiezne wedlug éredniej i z praw-
dopodobienistwem do optimum jednomodalnej funkeji celu. Dla funkcji wielomodalnych
rozklad nieskoniczonych populacji jest mieszaning rozkladéw gaussowskich, ktérych pa-
rametry okreslono. Rozklad sumaryczny mieszaniny jest przesuniety w strone optimum
globalnego. Jego warto$é oczekiwana lezy w poblizu optimum globalnego, w odleglosci
zaleznej od wariancji mutacji. Symulacyjnie zbadano wplyw postaci funkeji celu oraz
parametréw procesu ewolucyjnego na rozklady populacji.

Analize dwuelementowych populacji przeprowadzono w przestrzeni stanéw populacji,
w ktérej kazdy punkt odpowiada calej populacji. Obliczono warto$ci oczekiwane sta-
néw populacji, ktére generuja dwuwymiarowy dyskretny uklad dynamiczny. Giéwnym
przedmiotem zainteresowan byly trajektorie oraz zachowania asymptotyczne ukladu.
Analizowano liczbe i polozenie punktéw stalych oraz okre§lono warunki ich stabilno-
Sci. Badano obszary przyciggania punktéw stalych oraz szybko$é zbieznosci do nich.
Liczba punktéw stalych ukladu zalezy od modalnosci funkcji celu, a takze od wartosci
odchylenia standardowego mutacji. Punkty stale sa zwykle polozone w poblizu optiméw
funkeji celu i siodel pomiedzy optimami. Udowodniono, ze punkty stale lezace w poblizu
siodel sa niestabilne. Stabilne punkty stale polozone w poblizu optiméw moga stracié
stabilno$¢ dla duzych wartoéci odchylenia standardowego mutacji. Pojawiajg sie wtedy
orbity periodyczne. Dla niesymetrycznych funkeji celu obserwowano cigg bifurkacji po-
dwajania okresu prowadzacy do zachowan chaotycznych. Zachowania chaotyczne badano
nastepujacymi metodami: wykreséw fazowych, widma mocy, funkeji autokorelacji oraz
wykladnikéw Lapunowa.

Uzyskane rezultaty badan dynamiki nieskonczonych i dwuelementowych populacji wy-
korzystano do analizy innych aspektéw dzialania metod ewolucyjnych. Badano wplyw
réznych mechanizméw ewolucyjnych: selekcji, rekombinacji i mutacji, na réznorodnosé
populacji. Wyniki symulacyjne potwierdzily wczeéniejsze obserwacje dotyczace zmian
réznorodnoéci populacji w trakcie procesu ewolucyjnego. Poczatkowo znacznie rozpro-
szone populacje szybko sie skupiaja, a poczatkowo jednorodne populacje zwickszaja swa
roznorodnoéé. W efekcie, populacja w zaledwie kilku generacjach tworzy zwarty klaster
osobnikéw o zblizonych typach. Najwigkszy wplyw na zwigkszanie lub podtrzymywanie
réznorodnoéci populacji ma mutacja. Selekcja i w wigkszosci przypadkéw rekombinacja
powoduja zmniejszenie rozproszenia. Parametry krytyczne ukladu dynamicznego, dla
ktérych punkty stale zmieniaja stabilnosé, postuzyly do opracowania heurez dotycza-
cych sposobéw doboru parametréw algorytmu ewolucyjnego oraz identyfikacji nieznanej
jednowymiarowej funkcji celu.

W pracy dokonano takze przegladu znanych w literaturze, a zwigzanych z tematem pracy,
sposobéw analizy metod ewolucyjnych: modele algorytméw fenotypowych oraz modele
wykorzystujace tancuchy Markowa i teorie uktadéw dynamicznych. Przeglad uzupelniono
krétkim opisem innych popularnych sposobéw analizy metod ewolucyjnych.



Wykaz wazniejszych skrotéw i oznaczen

Skalary oznaczone sa czcionka normalng, wektory i macierze — pogrubiong.
Indeks gérny oznacza zwykle numer iteracji (z wyjatkiem analizy nieskonczo-
nych populacji, gdzie numer populacji jest oznaczany przez indeks dolny), indeks
dolny — numer osobnika.
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1. Wstep

1.1. Tlo historyczne i motywacja

W ostatnich latach obserwuje si¢ znaczng popularno$é metod inspirowanych
ewolucja naturalng, ktére sg stosowane gléwnie do rozwigzywania problemdw
optymalizacyjnych. Odpowiednio zaprojektowane algorytmy ewolucyjne znajduja
rozwigzania (dokladne lub przyblizone) wielu skomplikowanych zadan optymali-
zacyjnych, w tym NP-trudnych; z wielowymiarowymi przestrzeniami poszukiwan;
o funkcjach celu wielomodalnych, zaszumionych, nieciaglych, nierézniczkowal-
nych czy nie zadanych w postaci analitycznej; z niepelnymi danymi czy ukrytymi
zmiennymi; z dynamicznie zmieniajacym si¢ srodowiskiem; z nieliniowymi ogra-
niczeniami. O swoistej ,modzie na ewolucje” $wiadczyé moze lawinowy wzrost
liczby zastosowan metod ewolucyjnych, rosngca liczba ksiagzek, publikacji, czaso-
pism oraz konferencji po$wigconych metodom ewolucyjnym.

Poczatki obliczen ewolucyjnych datuje si¢ na lata 60. ubieglego wieku, gdy
na fali fascynacji teorig ewolucji (a szczegélnie genetyka) i wiary w ,moc ewo-
lucji” zaczeto przenosié idee biologiczne do techniki, zwlaszcza do metod ob-
liczeniowych. Za prekursora zastosowania mechanizméw ewolucyjnych w teorii
optymalizacji uwaza si¢ H.J. Bremermanna [21]. Niewiele pézniej L. Fogel wraz ze
wspoélpracownikami [61] zastosowali idee ewolucji do pewnego problemu sztucznej
inteligencji, w ktérym symulowano ewolucje maszyn o skoriczonej liczbie stanéw
do prognozowania sekwencji symboli spelniajacych zadane kryteria. Zapropono-
wana technika zostala rozwinigta przez D. Fogla [57] i nazwana programowaniem
ewolucyjnym (ang. evolutionary programming, EP)!. Na poczatku lat 70. XX w.
I. Rechenberg [170] uzywal metody inspirowanej ewolucja do wyznaczania opty-
malnych parametréw podczas eksperymentéw laboratoryjnych. Rozwinigcie jego
pomysltéw dalo poczatek strategiom ewolucyjnym (niem. Evolutionsstrategie, ang.
evolution strategy, ES) [187]. J. Holland [91] zaproponowal wykorzystanie mecha-
nizmoéw genetycznych do rozwigzywania zadan optymalizacji, zapoczatkowujgc
najbardziej popularna i rozwinieta galaz metod ewolucyjnych okre§lanych jako
algorytmy genetyczne (ang. genetic algorithms, GA). Do polskich twércéw metod
ewolucyjnych nalezy R. Galar [62], ktéry zaproponowal oryginalne modele poszu-

! Poniewaz nazewnictwo w jezyku polskim nie jest do koiica ustalone, w pracy do terminéw
polskich dodano ich angielskie odpowiedniki, a w niektérych przypadkach podano jedynie nazwy
angielskie.
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kiwari ewolucyjnych z miekkq selekcjg, badal ich wlasciwosci oraz zastosowania
w optymalizacji.

Rozwdj tej dziedziny nauki w latach 80. i 90. zwigzany byl z upowszechnieniem
komputeréw, ich wzrastajaca mocq obliczeniows i zasobami pamigci. Metody
optymalizacyjne inspirowane ewolucja znane sa obecnie pod wspélng nazwa al-
gorytmdw lub obliczert ewolucyjnych (ang. evolutionary algorithms/computation)
i obejmujq, oprécz wymienionych uprzednio algorytméw genetycznych, strategii
ewolucyjnych i programowania ewolucyjnego, takze nowsze techniki, takie jak
programowanie genetyczne (ang. genetic programmaing) czy programy ewolucyjne
(ang. evolution programs).

Duza latwo$é implementacji metod ewolucyjnych, a przede wszystkim ich wy-
soka efektywnosé w zadaniach optymalizacji globalnej spowodowala, ze nawet
typowo biologiczna terminologia nie odstrasza rzeszy potencjalnych uzytkowni-
kéw tych metod, przewaznie o technicznym wyksztalceniu. Sukces technik ewo-
lucyjnych wynika z ich prostoty, latwosci zastosowan dla szerokiego spektrum
probleméw inzynierskich oraz duzej skutecznosci w rozwiazywaniu zlozonych za-
dan optymalizacyjnych. Chociaz metody ewolucyjne nie gwarantuja znalezienia
najlepszego rozwigzania?, ich dzialanie zalezy od odpowiedniego wyboru parame-
tréw, operatoréw i reprezentacji, czesto wymagaja wiecej obliczen wartosci funk-
cji celu niz metody klasyczne3, to jednak sprawnie (a w wielu przypadkach jako
jedyne z dotychczas stosowanych) znajduja rozwiazania akceptowalne. Latwo je
takze laczyé z innymi, zwykle lokalnymi technikami, tworzac metody hybrydowe.
Istnieje mozliwoé¢ wlaczenia wiedzy o specyfice dziedziny czy konkretnego za-
dania do reprezentacji rozwigzywanego zadania, wykorzystywanych procedur lub
wartosci inicjujacych obliczenia. Komputerowe wspomaganie projektowania (pro-
jektowanie ksztaltéw, rozplanowanie), rozpoznawanie obrazéw [141], zarzadzanie
produkcja (szeregowanie zadan, planowanie prcceséw, planowanie eksperymen-
téw [99], harmonogramowanie), przetwarzanie sygnaléw, chemia (analiza struk-
turalna), fizyka (elektromagnetyzm, mechanika plynéw), robotyka (planowanie
$ciezek i ruchu robotéw, koordynacja dzialania robotéw [42, 43, 45]), elektronika
(projektowanie ukladéw [4]), telekomunikacja (projektowanie sieci [4]), uczenie
maszynowe (systemy uczace i klasyfikujace, automatyczne programowanie), sieci
neuronowe (optymalizacja topologii [153], algorytmy uczace [127]), energetyka,
a nawet sztuka — to tylko kilka wybranych dziedzin, w ktérych metody ewolu-
cyjne znalazly zastosowanie. Stosuje si¢ je jednak nie tylko do rozwiazywania
zadan optymalizacji, lecz takze w zadaniach sztucznej inteligencji (szczegdlnie
w systemach uczacych si¢) lub jako narzedzie symulacyjne do analizy pewnych

2 Sa to raczej metody adaptacyjne, a nie optymalizacyjne per se [35], chociaz stosowane sa
gléwnie jako te drugie.

3 Generujace deterministyczny ciag rozwiazan na podstawie obliczen np. gradientu funkcji
celu.
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mechanizméw i zjawisk, np. w teorii ewolucji naturalnej, ekologii, ewolucyjnej
ekonomii, socjologii. W niniejszej monografii obliczenia ewolucyjne rozpatrywane
beda w aspekcie metod adaptacyjnych, aczkolwiek badany model moze byé takze
rozwazany w kategoriach modeli ewolucji biologicznej. Poniewaz metody adapta-
cyjne nie zatrzymujq sie po zidentyfikowaniu optimum, moga zlokalizowaé wicle
optiméw lokalnych, a wéréd nich globalne, lub adaptowaé si¢ do ewentualnych
zmian (w dynamicznym $rodowisku) znalezionego juz optimum. Poszukiwania
kolejnych optiméw prowadzone sa w taki sposéb, aby straty w jakosci rozwigzan
poérednich byly jak najmniejsze, co ma duze znaczenie przy zadaniach rozwiazy-
wanych on-line. Kryterium adaptacji zadaje dla tych metod funkcja celu.

Wielosci aplikacji metod ewolucyjnych nie towarzyszy, niestety, rozwdj ich teo-
rii. Stochastyczna i heurystyczna natura metod ewolucyjnych utrudnia, lub wrecz
uniemozliwia, opracowanie podstaw teoretycznych wielu z nich. Dodatkowg kom-
plikacje powoduje rozmaito$¢ algorytméw, reprezentacji i operatoréw, struktura
populacyjna, réznorodnosé optymalizowanych funkcji, ich nieliniowo$é lub brak
jawnej postaci. Do naukowego traktowania metod ewolucyjnych konieczna jest
analiza teoretyczna, aby w pelni lub chocéby czeSciowo wyjadnié istote procesu
ewolucji badz jego poszczegélnych mechanizméw. Zrozumienie dzialania metod
inspirowanych ewolucja, czy tylko zbadanie ich wlasciwosci, umozliwiloby lepsze
projektowanie algorytmow, zwigkszenie ich efektywnosci i wykorzystanie odpo-
wiednich operatoréw. Pozwoliloby réwniez na okreslenie jak zmiany parametréw
algorytméw ewolucyjnych wplywajg na ich dzialanie i mogloby by¢é pomocne
w optymalnym doborze parametréw. Ulatwiloby takze opracowanie praktycz-
nych zasad implementacji i dalo odpowiedz na nurtujace praktykéw pytanie: czy
stosowac algorytm ewolucyjny do rozwiazania konkretnego zadania? Jesli tak — to
ktéry, z jaka reprezentacja, z jakimi operatorami i jakie powinny byé wartosci pa-
rametréw? Modele matematyczne metod ewolucyjnych moga byé takze pomocne
dla biologéw-teoretykéw w badaniach réznorodnych cech i zachowan osobnikéw
oraz populacji. Trudno$é materii oddaje trafnie znane powiedzenie Johna von
Neumanna If people do not believe that mathematics is simple, it is only because
they do not realize how complicated life is, ktére mozna odnie$é zar6wno do nauk
biologicznych, jak i spolecznych oraz traktowac zaréwno jak przestroge, lecz takze
jako wyzwanie.

W ostatnich latach obserwuje sie wzrost zainteresowan ewolucyjnymi meto-
dami fenotypowymi, ktére dzialaja bezposrednio na przestrzeniach poszukiwan
okreslonych przez funkcje celu, bez koniecznosci ich kodowania i dekodowania do
innych przestrzeni (gléwnie binarnych). Jedna z metod fenotypowych z kodowa-
niem rzeczywistoliczbowym jest metoda poszukiwan ewolucyjnych z migkkq selekcjg
[62], bedaca przedmiotem zainteresowan dysertacji. Podstawowa wersja algorytmu
implementujacego metode wykorzystuje jedynie selekcj¢ proporcjonalng (zwang
w metodzie migkka) oraz mutacje z rozkladem normalnym. Metoda, charaktery-
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zujaca si¢ niewielka liczba parametréw, jest efektywna w optymalizacji globalnej
dla wielowymiarowych przestrzeni poszukiwan. Wobec trudnosci jakie nastrecza
analiza teoretyczna metod ewolucyjnych (szczegdlnie w przestrzeniach ciaglych)
wydaje sie¢ metodologicznie uzasadnione podjaé¢ prébe analizy dla modeli skrajnie
nieskomplikowanych, a uzyskane wyniki rozszerza¢ na coraz bardziej zlozone.

1.2. Cel i zakres pracy

W literaturze zaproponowano wiele modeli i teorii dla metod ewolucyjnych.
Podstawowe prace w zakresie algorytméw genetycznych [91, 203] czy strategii
ewolucyjnych [14] nie sg jednak kompletne. Przyjmuja wiele zalozen upraszczaja-
cych, dotycza czesto wersji kanonicznych i bardzo prostych funkcji celu, istnieje
wiec potrzeba dalszych badan w tym kierunku. Niniejsza monografia stanowi
prébe wzbogacenia studiéw teoretycznych nad fenotypowymi metodami ewolu-
cyjnymi dzialajacymi w przestrzeniach rzeczywistych (14, 163, 164] o synteze
wynikéw teoretycznych i symulacyjnych otrzymanych w wyniku badan modelu
ewolucji z migkka selekcja [62]. Przedmiotem zainteresowania jest analiza dyna-
miki populacji ewoluujacych zgodnie z regutami tego modelu.

Gléwnym wyréznikiem prezentowanych badan jest liczebno§é populacji.
Analizowano dwa skrajne przypadki: populacje dwuelementowe oraz nieskon-
czenie liczne. Wyniki teoretyczne uzyskano dla jednowymiarowej przestrzeni
poszukiwan.

Nieskoniczone populacje opisano ich rozkladem w przestrzeni poszukiwan, co
pozwolilo na analize dynamiki w optymalizacji lokalnej oraz globalnej. Udowod-
niono, ze rozklad populacji znajdujacej sie w stanie réwnowagi selekcyjno-muta-
cyjnej wokél optimum lokalnego jest normalny i okreslono jego parametry. Dla
wielomodalnych funkcji celu pokazano, ze populacja ma rozklad bedacy miesza-
ning rozkladéw gaussowskich. Opisano sposéb konstrukeji rozkladu mieszaniny
oraz obliczania parametréw rozkladéw skladowych. Przedstawiono wyniki badan
symulacyjnych, w ktérych rozwazano wplyw parametréw algorytmu ewolucyjnego
oraz funkcji celu na rozktady populacji. Analiza warto$ci oczekiwanych pozwolila
na pokazanie fraktalnych wlasciwoéci modelu nieskoficzonych populacji (zbioru
Cantora generowanego przez te wartosci).

Stosujac zaproponowany spos6b opisu procesu ewolucji w postaci rozktadu
prawdopodobienistwa polozenia elementéw w kolejnej generacji, studiowano dy-
namike dla drugiego skrajnego przypadku — populacji dwuelementowych. Ewo-
lucje badano w przestrzeni wszystkich mozliwych populacji (przestrzeni stanéw)
i analizowano charakterystyki sekwencji populacji, generowanych przez proces.
Ograniczenie analizy do jednowymiarowych funkcji celu umozliwilo teoretyczne
badania warto$ci oczekiwanych stanéw populacji i ich trajektorii. Pokazano, ze
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wartoéci oczekiwane stanéw populacji generujag dwuwymiarowy dyskretny uktad
dynamiczny. Zbadano zachowania asymptotyczne tego ukladu, okreslono poloze-
nia i charakter punktéw stalych oraz wyspecyfikowano warunki ich stabilnosci.
Szczegblowe badania przeprowadzono dla wybranego zbioru funkeji celu (jedno-
i dwumodalnych, symetrycznych i asymetrycznych). Dla asymetrycznych funkcji
celu zaobserwowano zachowania chaotyczne, ktére dokladniej rozwazono stosu-
jac, znane z teorii uktadéw dynamicznych, metody badania zjawisk chaotycznych.
Dokonano analizy oczekiwanego czasu zbieznosci wartosci oczekiwanych stanéw
populacji do optimum. Przedstawiono takze wyniki badan symulacyjnych uogdl-
niajacych model na populacje kilkuelementowe.

Badania teoretyczne uzupelniono wynikami badan symulacyjnych dotyczacych
réznorodnosci oraz wielkosci populacji. Badano wplyw réznych rodzajéw operato-
réw selekeji, rekombinacji i mutacji na rozproszenie populacji. Pokazano, ze muta-
cja jest mechanizmem podtrzymujacym lub zwigkszajacym réznorodno$é popula-
cji, a pozostale operatory powoduja jej zmiejszenie. Zaproponowano wykorzystanie
wynikéw analizy zachowan asymptotycznych ukladu dynamicznego do okreslenia
parametréw procesu ewolucyjnego oraz identyfikacji nieznanych, jednowymiaro-
wych funkcji celu.

Uzyskane wyniki pozwalaja na opisanie dynamiki analizowanego procesu ewo-
lucyjnego. Symulowana ewolucja jest procesem o dwéch ,,predkosciach”: popula-
cja bardzo szybko tworzy klaster elementéw o podobnych cechach, ktéry nastep-
nie wolno dryfuje w kierunku obszaréw o wyzszych przystosowaniach. Utworzenie
przez populacje klastra oznacza osiagnigcie pewnego charakterystycznego poziomu
réznorodnodci: poczatkowo rozproszone populacje ujednolicaja sie¢, a poczatkowo
jednorodne - zwigkszaja swa réznorodnosé. Zmniejszanie réznorodnosci poczat-
kowo znacznie zréznicowanej populacji (o rozproszeniu rzedu kilku odchylen stan-
dardowych mutacji) jest nieodlaczng cechg ewolucji i zachodzi nawet wtedy, gdy
presja selekcyjna nie dziala. Zwarta populacja wedruje wzdluz grzbietéw funkcji
celu, a lokalizacja optimum jest zwykle niedokladna. W przypadku analizowanego
modelu, nie nalezy przeciwdziala¢ utracie réznorodnosci populacji, gdyz poszuki-
wanie optimum funkcji celu nie polega na ,rozrzuceniu” populacji tak, aby z duzym
prawdopodobienstwem pewien element znalazl si¢ w otoczeniu ekstremum, lecz
na eksploracji przestrzeni poszukiwan przez zwartg populacje w procesie zaleznym
od $ciezki. Bardzo waznym czynnikiem majacym wplyw na dynamike populacji
jest wielkos¢ odchylenia standardowego mutacji. Skupienie populacji (,,promien”
klastra) jest rzedu wielkosci tego parametru. Im mniejsze odchylenie standardowe
mutacji, tym lepsza identyfikacja optimum. Zbyt duza warto$¢ parametru powo-
duje, ze w procesie ewolucji pojawiaja si¢ zachowania chaotyczne i populacja nie
Jest w stanie si¢ ustabilizowaé. Badania pokazuja, ze wysoka efektywno$é¢ w eks-
ploracji krajobrazu adaptacyjnego w poszukiwaniu optimum globalnego funkcji
celu wykazuja male (kilkuelementowe) populacje.
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1.3. Uktad pracy

Praca sklada sig¢ z siedmiu rozdzialéw uzupelnionych dodatkiem i spisem li-
teratury. W rozdziale drugim opisano pokrétce metody ewolucyjne, przedstawia-
jac ich podstawowe idee, algorytmy i mechanizmy. Szczegélowo przedstawiono
metod¢ poszukiwan ewolucyjnych z migkka selekcja, jako podstawowy algorytm
badany w dysertacji. Oméwiono takze dynamike poszukiwan ewolucyjnych, wy-
korzystujac ide¢ krajobrazu adaptacyjnego funkcji przystosowania.

Rozdzial trzeci zawiera przeglad sposobéw teoretycznej analizy metod ewolu-
cyjnych. Oméwiono teorie zwigzane z tematem monografii: modele fenotypowe
z kodowaniem rzeczywistoliczbowym, modele wykorzystujace taficuchy Markowa
oraz modele systeméw dynamicznych. Pokrétce opisano inne popularne podejsciaz:
teori¢ schematéw, modele wykorzystujace fizyke statystyczng, modele oparte na
teorii genetyki populacyjnej.

W kolejnych rozdzialach przedstawiono analize metody poszukiwan ewolucyj-
nych z migkka selekcja. Dynamike nieskoficzonych populacji w optymalizacji lokal-
nej i globalnej opisano w rozdziale czwartym. Przedstawiono wyniki badan symu-
lacyjnych rozkladéw oraz wlasciwosci fraktalne wartosci oczekiwanych rozkladéw.
Rozdzial pigty zawiera analize dynamiki bardzo malych populacji. Zapropono-
wano metode analizy dwuelementowej populacji w przestrzeni stanéw i przed-
stawiono badania warto$ci oczekiwanych stanéw populacji. Oméwiono dyskretny
uklad dynamiczny generowany przez wartosci oczekiwane stanéw populacji oraz
przedstawiono badania punktéw stalych i ich stabilnosdci. Podrozdzialy zawierajq
wyniki symulacyjne zachowan chaotycznych oraz oczekiwanego czasu zbieznosci
do optimum. Rozdzial zamykaja uwagi dotyczace kilkuelementowych populacji.

W rozdziale széstym opisano wykorzystanie rezultatéw analizy dynamiki po-
pulacji do badan innych aspektéw dzialania metod ewolucyjnych. Rozwazano
wplyw operatoréw rekombinacji i mutacji na réznorodnosé populacji. Zapropo-
nowano sposoby zastosowania wynikéw analizy ukladu dynamicznego do okre-
Slania parametrow procesu ewolucyjnego i funkcji celu. Przedstawiono dyskusje
dotyczaca doboru wielkosci populacji.

Rozdzial siédmy stanowi podsumowanie pracy. Zebrano w nim najwazniejsze
rezultaty teoretyczne i wnioski wynikajace z symulacji. Calosci dopelnia rozdzial,
w ktérym opisano funkcje testowe wykorzystywane w pracy.
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Ze wzgledu na powszechnosé literatury dotyczacej metod ewolucyjnych (takze
w jezyku polskim (3, 79, 139, 140]) w rozdziale zaprezentowano ogélny schemat
dziatania metod ewolucyjnych, uwypuklajac jedynie zagadnienia, do ktérych na-
wigzano w kolejnych czesciach rozprawy. Z bogatego zbioru technik ewolucyjnych
opisano pokrétce algorytmy genetyczne — jako najbardziej popularne i najlepiej
przebadane, oraz strategie ewolucyjne — jako przyklad metody fenotypowej z ko-
dowaniem rzeczywistoliczbowym. Omédwiono jedynie operatory genetyczne naj-
czeSciej stosowane w literaturze oraz wykorzystywane w pracy. Bardziej szczegd-
lowo przedstawiono metody fenotypowe, a przede wszystkim metode poszukiwarn
ewolucyjnych z miekkq selekcjqg, ktéra stanowi podstawe prezentowanych dalej
badan. Rozdzial zamyka ogélny opis dynamiki poszukiwan ewolucyjnych wraz
z definicja krajobrazu adaptacyjnego, bedacy wstepem do analizy teoretycznej
ewolucji fenotypowe;j.

2.1. Podstawowe idee

2.1.1. Ogéblny schemat algorytmu ewolucyjnego

W klasycznych metodach optymalizacyjnych przeszukiwanie przestrzeni w celu
znalezienia optimum! skalarnej funkcji celu q(x) odbywa si¢ przez odpowiednie ge-
nerowanie sekwencji punktéw bazowych xz° z!, ..., stanowigcych potencjalne roz-
wigzania. Zwykle punkt bazowy w iteracji (i + 1) jest pewng modyfikacja punktu
bazowego z iteracji i-tej oraz ma lepsza jako$é q(z**!) > ¢(z?). Metody ewo-
lucyjne nie operuja na pojedynczym punkcie bazowym, lecz na m-elementowym
zbiorze zwanym populacjg P = {z1,Z2,...,Zn}. Element zbioru utozsamiany jest
w biologii z osobnikiem, a w optymalizacji z rozwigzaniem. Osobnik z opisywany
jest przez n-wymiarowy wektor? cech zwany typem i przyjmujacy wartoéci z prze-
strzeni typow T. W zaleznosci od metody, typ moze odpowiadaé biologicznemu
genotypowi lub fenotypowi®, a przestrzeh typéw moze byé ciagla lub dyskretna.
Kazdemu typowi przypisany jest wskaznik przystosowania, czyli wartosé liczbowa

W pracy zadanie poszukiwania optimum jest utozsamiane z poszukiwaniem maksimum.
W ogélnym przypadku moze to byé takze macierz, drzewo czy graf.

Zespol genéw danego organizmu warunkujacych dziedziczenie.

Zbiér cech organizmu uwarunkowany przez genotyp oraz srodowisko.

AW N =
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okreélajaca jako$é osobnika, obliczany na podstawie nieujemnej funkcji przystoso-
wania (ang. fitness function). W ogblnym przypadku funkcja przystosowania jest
odpowiednikiem funkcji celu, jednak gdy fenotyp jest kodowany przez genotyp,
wtedy wartosci przystosowania (okreslanej dla genotyp6w) nie musi odpowiadac
warto$é funkcji celu (ocenie fenotypu)S.

Pomimo szczegbélowych réznic implementacyjnych mozna przedstawi¢ ogélny
schemat dzialania algorytmu ewolucyjnego [9, 139]. Ewolucja (proces przeszu-
kiwania przestrzeni) nastepuje poprzez tworzenie kolejnych generacji rozwigzan
wykorzystujac, inspirowane procesami ewolucji naturalnej, mechanizmy selekcji,
rekombinacji i mutacji (zob. schemat na rys. 2.1). Zwykle populacje poczatkows

procedure ALGORYTM EWOLUCYJNY
begin
1 =0
inicjalizacja P° = {z9,%9,...,2%}
ocena P° — {q9, 43, ..., am}
while (warunek stopu niespelniony) do
begin
selekcja P’ z P*
operacje ewolucyjne (rekombinacja, mutacja) P” z P’
ocena P — {q{,q5, ..., q",
zastepowanie (P?, P") — Pit!
1:=14+1
end
end
Rys. 2.1. Schemat algorytmu ewolucyjnego [3, 139]
Fig. 2.1. Evolutionary algorithm according to [3, 139)

tworzy sie losowo, korzystajac z rozktadu réwnomiernego w (ograniczonej) prze-
strzeni poszukiwan, cho¢ w pewnych metodach preferuje sie populacje z elemen-
tami o jednakowych lub zblizonych typach. Kazdy osobnik poddawany jest ocenie:
na podstawie funkcji celu obliczany jest jego wskaZnik przystosowania. Osobniki
w generacji (i + 1)-szej sa potomkami elementéw populacji P' z i-tej generacji.
Proces reprodukcji polega na selekcji z Pt bazowej populacji rodzicielskiej, ktéra
poddana dzialaniu stochastycznych operatoréw ewolucyjnych tworzy nows gene-
racje®. Proces selekcji jest zwykle procesem stochastycznym, choé¢ w niektérych

® Funkcja celu (o przeciwdziedzinie niekoniecznie nieujemnej) jest powszechnie stosowana
w optymalizacji. Funkcja przystosowania, definiowana w metodach ewolucyjnych, jest nieujemna.
Dalej oba terminy sa stosowane zamiennie.

5 Za proces reprodukcji uwazamy wszystkie operacje przeprowadzane na generacji biezacej,
ktére w rezultacie tworza kolejna generacje osobnikéw. Niekiedy reprodukcja zwany jest jedynie
proces selekcji rodzicéw z populacji biezacej [3, 58].
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metodach stosuje sie selekcje deterministyczng. Do przeksztalcenia typéw rodzi-
cielskich w potomne uzywa si¢ réznych operatoréw, gléwnie rekombinacji i mu-
tacji. Operatory dzialaja na pojedynczych elementach (mutacja) lub grupach,
najczesciej parach, osobnikéw (rekombinacje). Nowo utworzeni potomkowie sta-
nowig kolejna generacj¢ (ang. generational model). Inne pomysly to zastepowanie
przez nowo utworzonych potomkéw nie calej populacji biezacej, lecz tylko jej cze-
Sci (ang. generation gap model) lub tylko jednego, zwykle najgorszego osobnika
(ang. steady-state model) [37, 196]. W niektérych metodach (najczesciej strate-
giach ewolucyjnych) zastepowanie (zwane takze sukcesja) okresla spos6b wyboru
elementéw do nowej populacji z wiekszego niz liczebno$é populacji bazowej zbioru
potomkoéw lub lacznego zbioru rodzicéw i potomkéw. Ten ogdlny cykl ewolucyjny
przebiegajacy wedlug regul:

biezgca generacja — reprodukcja = selekcja + operacje ewolucyjne —
— nowa generacja

powtarza si¢ we wszystkich typach metod ewolucyjnych. Réznice polegaja na
szczegdlowych implementacjach metod selekcji, operatoréw i réznych reprezenta-
cjach typéw osobnikéw.

2.1.2. Algorytmy genetyczne (AG)

Zaproponowana przez J. Hollanda [91] metoda rozwigzywania zadan optyma-
lizacyjnych, bazujaca na mechanizmach znanych z genetyki, dala poczatek najpo-
pularniejszej galezi metod ewolucyjnych zwanej algorytmami genetycznymi (AG).
Podstawowymi strukturami, na ktérych operuja AG, sg wektory zwane chro-
mosomami. Zasadnicza jednostka chromosomu sg geny, ktére moga przyjmowaé
ograniczony zbidr wartosci zwanych allelami. Najczesciej geny maja reprezentacje
binarng, czyli allele moga przyjmowaé wartosci 0 lub 1. Reprezentacja binarna
cechujaca sie¢ prostota implementacyjna uwazana byla za najbardziej efektywng
(szczegdly w rozdziale 2.3). Pozycja genu w chromosomie nazywana jest locusem.
Aktualna struktura genetyczna osobnika odpowiada jego genotypowi, a obserwo-
wane przystosowanie wynikajace z danego genotypu nazywane jest fenotypem.
Zbiér chromosoméw tworzy populacje. Proces reprodukcji polega na selekcji ele-
mentéw, ktére poddane operacjom rekombinacji i/lub mutacji stanowig nowg
generacje.

Klasyczna wersja algorytmu genetycznego, zwana tez prostg lub kanoniczna
(ang. simple genetic algorithm, SGA), dziala na wektorach binarnych o stalej dtu-
gosci, wykorzystujac selekcje proporcjonalna, krzyzowanie jednopunktowe i mu-
tacje zmieniajaca, z zadanym prawdopodobienstwem mutacji p,,, kazdy allel na
przeciwny. Obecnie czgsciej stosuje si¢ inne rodzaje selekcji (przykiadowo tur-
niejowa, rankingowa czy progowa), a takze inne wersje krzyzowania (np. wie-
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lopunktowe, réwnomierne). W teorii AG podkresla sie znaczenie rekombinacji
realizowanej za pomoca operatora krzyzowania.

2.1.3. Strategie ewolucyjne (SE)

Grupa algorytméw zwana strategiami ewolucyjnymi (SE) wykorzystywana jest
gléwnie jako narzedzie optymalizacji parametrycznej w R". Rozwinetla si¢ z pro-
stej metody zaproponowanej przez I. Rechenberga [170] nazywanej strategiq
(1+1), ktéra za pomoca mutacji i selekcji przeksztalcala tylko jednego osob-
nika w jego potomka. Typ elementu opisywany byl wektorem liczb rzeczywistych.
Najwazniejszg role w tej metodzie odgrywala mutacja z rozkladem normalnym,
w ktérej do kazdej wspblrzednej wektora cech dodawano zmienng losows o rozkta-
dzie normalnym. Zasieg mutacji, mierzony odchyleniem standardowym o, dobie-
rano wedlug requly 1/5 sukcesdw, czyli iloraz wszystkich zakonczonych sukcesem
mutacji (dajacych lepsze przystosowania) i liczby wykonanych mutacji powinien
wynosié w przyblizeniu 1/5. Jezeli iloraz byl wiekszy — nalezalo zwigkszy¢ odchy-
lenie standardowe, jezeli byl mniejszy — zmniejszano ten parametr.

W kolejnych wersjach metody znanych jako (u+ A) i (i, A), z p-elementowych
populacji bazowych generuje sie A-elementowe populacje potomne [187]. Rodzice
losowani sg z jednakowym prawdopodobiefistwem (ze zwracaniem) z populacji
bazowej, a ich typy poddaje sie¢ nie tylko mutacji, lecz czesto takze rekombina-
cji. Nastepnie ze zbioru rodzicéw i potomkéw, dla strategii (u + A), lub tylko
samych potomkéw, dla strategii (4, A), wybiera si¢ p najlepszych osobnikéw (za-
stepowanie deterministyczne) do nowej populacji. Wymienione wersje algoryt-
moéw wzbogacono o samoadaptacje parametréw sterujacych, ktére ewoluuja wraz
z osobnikami. Elementy populacji sa wtedy kodowane za pomoca dwéch wektoréow
o wartos$ciach rzeczywistych. W jednym wektorze przechowywane sa typy osobni-
kéw, a w drugim wartosci parametréw sterujacych procesu, najczedciej odchylenie
standardowe mutacji. Samoadaptacja zasiegu mutacji, ktéra zastapila regule 1/5
sukceséw, powoduje zmiane wielko$ci w drugim chromosomie tak, aby minimali-
zowaé warto$é oczekiwang czasu (liczby iteracji) osiggniecia optimum. Dostrajane
parametry wykorzystywane sg do transformacji typéw rodzicielskich w potomne.

2.2. Mechanizmy ewolucji

W metodach ewolucyjnych stosuje si¢ bardzo rézne sposoby selekcji, muta-
cji 1 rekombinacji. W podrozdziale przedstawiono kilka powszechnie stosowanych
operatoréw uzupelnionych o te wykorzystywane w dalszej czesci pracy. Poniewaz
przedmiotem zainteresowania sa metody oparte na ewolucji fenotypowej w R™,
akcent potozono na mechanizmy stosowane dla reprezentacji rzeczywistoliczbowej.
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2.2.1. Metody selekcji

W zaleznosci od metody, selekcja moze byé procesem deterministycznym lub
stochastycznym, a jej najczestsze postacie to:

Selekcja twarda (ang. hard) — jest selekcja deterministyczna, ktéra polega na
wyborze rozwigzania do tej pory najlepszego na jedynego rodzica m osobnikéw
kolejnej generacji.

Selekcja progowa (ang. truncation) — moze by¢ traktowana jako pewna
modyfikacja selekcji twardej. W selekcji progowej z jednakowym prawdopodo-
bienstwem reprodukuje si¢ jedynie pewna czes¢ populacji bazowej, ta najlepsza,
o rangach powyzej ustalonego poziomu progowego T'r (ang. truncation thresh-
old)".

Selekcja proporcjonalna/ruletkowa (ang. proportional/roulette wheel) —
jest to prosta wersja selekcji stochastycznej. Prawdopodobienistwo wyboru ele-
mentu zp na rodzica jest proporcjonalne do jego przystosowania: Pr(zy) =
q(zr)/ 2751 q(z;). Intensywnosé selekcji proporcjonalnej zmniejsza si¢ w kolej-
nych generacjach oraz na plaskich obszarach funkcji celu, poniewaz wartosci
przystosowania osobnikéw staja sie zblizone.

Selekcja turniejowa (ang. tournament) — nalezy do grupy selekcji stocha-
stycznych. Z populacji biezacej wybierana jest losowo (z jednakowym prawdo-
podobiefistwem, jako wariacja z powtérzeniami) k-elementowa grupa osobnikéw
zwana turniejem. Wéréd elementéw wybranej grupy rozgrywany jest turniej, kté-
rego zwyciezca jest element o najwyzszej jakoSci. Zwyciezca lokuje swego po-
tomka w nowej generacji. Turnieje powtarzaja sie m razy, by wypelnié generacje
potomna. Najczesciej stosowany wariant selekcji turniejowej, zwany turniejem
binarnym, zaklada wspélzawodnictwo tylko dwdch osobnikéw (k = 2).

Selekcja rankingowa (rangowa) (ang. ranking) — elementy biezacej populacji
sg uszeregowane wedlug ich jakosci i kazdemu z nich nadawana jest ranga od-
powiadajaca numerowi porzadkowemu w szeregu. Prawdopodobiefistwo wyboru
osobnika na rodzica jest zalezne od jego rangi, a nie od przystosowania. W se-
lekcji rankingowej prawdopodobienstwo selekcji osobnika jest okreslone w jawnej
postaci funkcyjne;j8.

Selekcja elitarna (ang. elitist) — elitaryzm, w ktérym najlepsze rozwigzanie
jest automatycznie kopiowane do kolejnej generacji, jest czesto dodawany do réz-
nych schematéw selekcji’. Wykorzystywana w pracy selekcja elitarna polega na

7 Jezeli potraktowaé populacje potomna strategii ewolucyjnej (1, A) jako populacje bazowa,
to sposéb selekcji w algorytmie (i, A\) odpowiada selekcji progowe;j.

8 Najczedciej sa to liniowe lub wyktadnicze funkcje prawdopodobienstwa, zalezne od rangi
(3, 77, 139].

® W niektérych pracach elitaryzm traktowany jest jako jeden ze schematéw zastepowania
(sukcesji) (patrz schemat na rys. 2.1) [3], a do populacji potomnej przechodzi nie tylko najlepszy
osobnik, lecz pewien zbiér osobnikéw o najwyzszych przystosowaniach.
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dodaniu najlepszego biezacego osobnika do populacji bazowej zlozonej z (m — 1)-
-elementéw wybranych w procesie selekcji proporcjonalnej.

2.2.2. Mutacja

Mutacja jest operatorem, ktéry dziala na typie pojedynczego osobnika i po-
lega na losowej zmianie wektora cech. W przypadku metod, w ktérych osobniki
maja reprezentacje binarna, operator mutacji z zalozonym prawdopodobieristwem
mutacji p, neguje kazdy bit z wektora cech. W przestrzeniach rzeczywistych mu-
tacja polega na dodaniu do kazdej wspdlrzednej wektora cech realizacji zmiennej
losowej o zadanym rozkiadzie. Osobnik £ w generacji (i + 1), bedacy potomkiem
osobnika #', bedzie mial zmodyfikowany typ rodzica o cechach: a;;-“ = :i; ki
J=1,2,..,n, gdzie {; jest realizacja jednowymiarowej zmiennej losowej o zada-
nym rozkladzie.

Dodawane zmienne maja czgsto rozklad normalny N(0,0), a odpowiadajacy
im operator zwany jest mutacjg gaussowskq, z jedynym parametrem — odchyle-
niem standardowym mutacji 0. W niektérych algorytmach (np. strategiach ewo-
lucyjnych) odchylenie standardowe mutacji jest rézne dla kolejnych wspoéirzed-
nych przestrzeni poszukiwan o = (o1,09,...,0y) i, dodatkowo, moze podlegaé
zmianom lub samoadaptacji w trakcie procesu poszukiwan. Gléwna wiasciwoscia
mutacji gaussowskiej jest generowanie potomkéw w niewielkiej odlegtosci od ro-
dzica w przestrzeniach poszukiwan o niskiej wymiarowosci. Odlegtod¢ ta zwieksza
si¢ jednak wraz ze wzrostem wymiarowosci przestrzeni [153]. W ostatnich latach
wykorzystuje sie takze mutacje¢ z rozkladem Cauchy’ego [153, 216], ktéry ma
bardziej splaszczone i szersze ,ogony”niz rozklad gaussowski, przez co zwieksza
sie prawdopodobiefistwo duzych zmian cech, czyli makromutacji.

2.2.3. Operatory rekombinacji (krzyzowania)

Do przeprowadzenia operacji rekombinacji (krzyzowania)!® potrzebny jest wie-
cej niz jeden (najczeéciej dwa) element rodzicielski, wybrany w procesie selekcji.
Pierwsze dwa opisane ponizej rodzaje krzyzowania dotycza zar6wno kodowania bi-
narnego, jak i rzeczywistoliczbowego (choé gléwnie stosowane sa w tym pierwszym
przypadku). Rekombinacje usredniajace stosuje si¢ dla wektoréw rzeczywistych.

Krzyzowanie jedno- i wielopunktowe (ang. one- and multi-point crossover).
Typy potomne skiadane sa z cech (genéw) rodzicéw. Typ jednego lub dwéch
potomkéw jest wynikiem wymiany fragmentéw wektoréw cech rodzicielskich roz-
poczynajacych sie w losowo wybranym punkcie (jednopunktowe) lub punktach
(wielopunktowe) wektora.

9 W terminologii metod ewolucyjnych terminy rekombinacja i krzyzowanie stosuje sic
zamiennie, choé czasem termin krzyZowanie ogranicza si¢ do metod z kodowaniem binarnym.
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Krzyzowanie rownomierne/jednorodne (ang. uniform crossover). Kazda
cecha potomka jest wylosowana, z jednakowym prawdopodobienstwem, cechg jed-
nego z jego rodzicéw.

Krzyzowanie udredniajgce/arytmetyczne (ang. intermediate crossover).
Ogolna formula rekombinujaca rzeczywistoliczbowe typy rodzicéw z, i o w typ
potomkaZ, = (Ze,1, %62, ..., Te,n) zadana jest zaleznoscia r, = oz y+(1—a)z2 4,
(k=1,2,...,n) i wymaga przyjecia wartosci parametru « € [0, 1], ktéry czasami
jest losowany z rozkladem jednostajnym na tym przedziale. Typy potomkéw lezg
wiec na odcinku laczacym pary typdéw rodzicielskich lub we wnetrzu hiperpro-
stopadloscianu generowanego przez typy rodzicielskie, gdy parametr a przyjmuje
potencjalnie rézne wartosci dla kolejnych wspéirzednych wektora z,. W przy-
padku najczedciej przyjmowanej wartoSci @ = 1/2, cechy potomka sg $rednig
arytmetyczng cech jego rodzicow.

Operatory rekombinacji czesto uwazane sg za najwazniejszy czynnik decydu-
jacy o sukcesie metod ewolucyjnych, zwtaszcza algorytméw genetycznych z kodo-

waniem binarnym?!?!.

2.3. Metody fenotypowe. Metoda poszukiwan ewolucyjnych
z miekka selekcja

2.3.1. Modele ewolucji fenotypowej

W zastosowaniach praktycznych oraz w analizie teoretycznej czesto stosowano
metody ewolucyjne (przede wszystkim algorytmy genetyczne), w ktérych osobniki
opisywane sg przez kodowane binarnie genotypy. Genotypy przeksztalcane sg na-
stepnie w fenotypy, ktére podlegaja ocenie srodowiska. Na podstawie fenotypéw
okre$lana jest jakosé osobnika. Wybdr przestrzeni genotypow jako podstawowej
w algorytmach genetycznych spowodowany byl poczatkowo analogia do ewolucji
biologicznej, a p6zniej przekonaniem, ze kodowanie binarne jest najlepsze, zgodnie
z tak zwana zasadg minimalnego alfabetu (ang. principle of minimal alphabets) [91].
Panowala opinia, ze reprezentacja binarna jest w pewnym sensie najlepsza, gdyz
uzywaminimalnego alfabetu, w ktérym liczba podzbioréw podobiefistwa (tzw. sche-
matow, zob. rozdzial 3.4) przypadajaca na bit informacji jest najwigksza, i ktéry
w najwiekszym stopniu maksymalizuje liczbe przetwarzanych réwnolegle schema-
téw (tzw. implicit parallelism) [77]'2. Uwazano, ze typy kodowane przez inny niz

1 Role operatoréw rekombinacji w metodach ewolucyjnych, analizujac gtéwnie ich wplyw
na réznorodnosé¢ populacji, oméwiono w rozdz. 6.1.

2 Jednak Antonisse [2], inaczej niz klasycznie interpretujac, schematy pokazal, ze jest prze-
ciwnie, i ze alfabety o duzej liczebnosci symboli zawieraja wiecej schematéw niz binarne.
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binarny alfabet nie beda odpowiednio reprezentowane w skoniczonej populacji i ko-
nieczne bedzie wykorzystanie bardzo licznych populacji [173]*3. Argumentowano
takze, ze w praktyce problemy rozwiazywane sg przez komputery, w ktérych obo-
wiazuje reprezentacja binarna, czyli zadania z innych dziedzin i tak beda w koncu
kodowane binarnie. W reprezentacji binarnej latwiej jest dokonywaé niektérych
operacji genetycznych, gtéwnie krzyzowania, z ktorym wiaze sie efektywnosé metod
ewolucyjnych. Kodowanie binarne ulatwia tez analize matematyczna tych metod.

Obecnie powszechng praktyka staje sie wybér reprezentacji bardziej adekwatny
do rozwigzywanego zadania (ang. problem specific representation), np. rzeczy-
wistoliczbowa, ktéra wydaje sie¢ naturalna w zadaniach zdefiniowanych w cig-
glych przestrzeniach rzeczywistych (32, 52, 89, 139] czy strojeniu sieci neurono-
wych [127, 176]; calkowitoliczbowa w zadaniach optymalizacji kombinatorycznej
[56, 82, 133]; uporzadkowanej listy w problemach szeregowania [196, 198]; macie-
rzowa w problemach transportowych [138].

W metodach zwanych fenotypowymsi operuje sie bezposérednio na fenotypach,
pomijajac etap kodowania. Genotyp jest utozsamiany z fenotypem, ktory stuzy
bezposrednio do obliczenia przystosowania osobnika. Za bezpo$rednim wykorzy-
staniem fenotypéw przemawia wiele wzgledow:

— przyspieszenie procesu obliczeniowego, nie ma etapu kodowania i dekodowa-
nia;

— zwiekszona dokladno$é uzyskiwanych wynikéw. Dyskretne kodowanie cia-
glych dziedzin nigdy nie jest dokladne, co moze by¢ klopotliwe, szczegdlnie dla
wielowymiarowych problemoéw, w ktorych potrzebna jest duza precyzja obliczen.
Zwigkszanie liczby bitow w celu zwiekszenia dokladnosci obliczenn powoduje eks-
ponencjalny (z liczba bitéw) wzrost mocy przestrzeni poszukiwan. Wystarczajaco
duza dokladno$é w reprezentowaniu liczb rzeczywistych przez wspéiczesne kom-
putery powoduje, ze skonczonos$é zbioru liczb maszynowych nie zmniejsza precyzji
obliczen;

— zmniejszenie wymiarowosci przestrzeni poszukiwan w stosunku do zadania
kodowanego binarnie;

— zapobieganie redundancji, ktéra moze wystepowaé, gdy binarnie kodowane sa
liczby nalezace do skoniczonego dyskretnego zbioru o mocy réznej od poteg dwéjki;

— czesto mniejsza liczba generacji potrzebnych do znalezienia rozwigzania o po-
rownywalnej jakosci;

— przestrzen poszukiwan jest okreslona jedynie przez funkcje celu, podczas gdy
w przypadkach kodowania (dyskretnego) topologia przestrzeni poszukiwan jest
takze zalezna od stosowanej metody kodowania (sgsiedztwa indukowanego przez
operatory [95]);

13 Co wynika z przyjmowanego zalozenia, ze dla efektywnoéci AG kazdy mozliwy punkt
przestrzeni poszukiwan powinien by¢é osiaggalny z populacji poczatkowej tylko za pomoca operatora
krzyzowania.



2.3. Metody fenotypowe. Metoda poszukiwari ewolucyjnych z miekkg selekcjg 21

— kodowanie moze zmienic¢ strukture krajobrazu adaptacyjnego, np. moga po-
jawié¢ sie nowe optima, nieliniowoéci czy tzw. klify Hammingal?;

— rozszerzony zbior dostepnych operatorow mutacji i rekombinacji, opartych
na operacjach arytmetycznych i rozkladach prawdopodobienstw;

— mozliwo$é wykorzystania apriorycznej wiedzy o problemie;

— latwiejsza implementacja niektorych zadan z ograniczeniami;

— wieksza kompatybilnos$¢ z innymi metodami optymalizacyjnymi, co utatwia
ich hybrydyzacje;

— mozliwoé¢ strojenia parametrow metody oraz stopniowego ulepszania rozwig-
zan biezacych dla cigglych funkeji przystosowaniaz R", gdy male zmiany zmiennych
powoduja male zmiany wartosci funkcji.

W metodach fenotypowych duza grupe stanowia zastosowania, w ktorych funk-
cja celu jest definiowana explicite w R™ [32, 89, 139, 167, 177, 209]. Poréwnujac
kodowanie binarne z rzeczywistoliczcbowym, Michalewicz przyznal, ze: reprezen-
tacja zmiennopozycyjna jest szybsza, daje bardziej zblizone wyniki w roznych prze-
biegach i prowadzi do lepszej dokladnosci (w szczegélnosci przy wiekszych dziedzi-
nach, gdzie kodowanie binarne wymaga zbyt dlugich reprezentacji) [139]. Jedna
z metod fenotypowych z kodowaniem rzeczywistoliczbowym, metoda poszukiwan
ewolucyjnych z miekks selekcja, jest przedmiotem badan niniejszej pracy.

2.3.2. Poszukiwania ewolucyjne z miekka selekcja

Darwin w teorii ewolucji stwierdzil, ze kumulacja wyselekcjonowanych, lepiej
dostosowanych osobnikéw w populacji prowadzi w dluzszym czasie do zwieksze-
nia $redniego przystosowania populacji [31]. Wzorujac si¢ na teorii darwinowskiej,
Galar zaproponowal adaptacyjna metode poszukiwani ewolucyjnych z miekkq se-
lekcjg, ktora dziala w przestrzeniach rzeczywistych bez ograniczen (62, 63, 64].
Wyprowadzono jg z prostego modelu ewolucji fenotypowej, w ktérej gléwna role
odgrywaja selekcja oraz mutacja. Inspiracja powstania metody stala si¢ sprawnosé
pokonywania putapek ewolucyjnych i przejscia siodel przez populacje ewoluujace
zgodnie z tym modelem. Gléwne zalozenia modelu systemu ewolucyjnego przed-
stawiono nastepujaco: Populacja osobnikéw jednego gatunku zZyje w stalym, jed-
norodnym i izolowanym Srodowisku, zawierajgcym pewng liczbe identycznych nisz
osobniczych. Reprodukcja jest aseksualna, kolejne generacje nie zachodzg na siebie,
potencjal reprodukcyjny jest dostateczny, by wszystkie nisze byly zapelnione. Typy
osobnikéw sq okreSlone wartosciami kilku cigglych cech fenotypowych. Od typu
zalezy stopien przystosowania (fitness) mierzony szansami reprodukcji osobnika:
prawdopodobienstwo umieszczenia potomka osobnika danego typu w dowolnej niszy
jest proporcjonalne do wartosci wskaznika przystosowania tego typu. Oczekiwane

4 Obszary potozone bardzo blisko optimum w przestrzeni fenotypowej, lecz bardzo daleko
w terminach odlegloéci Hamminga.
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wartosci cech potomkdw sq takie same jak wartosci cech rodzicielskich. Zrealizowane
wartoéci cech potomkdéw rézniq sie od wartoéci rodzicielskich o losowe modyfika-
cje — niezalezne 1 normalnie rozlozone. Rozklad wskaznikéw przystosowania nad
przestrzenig cech okresla krajobraz adaptacyjny. W tym krajobrazie typy osobnikéw
w populacyi tworzq grupe, ktéra w kolejnych generacjach przemieszcza sig — ewoluuje
— w strone obszardw, ktére zapewniajg wyzsze $rednie przystosowanie [64).

Model procesu ewolucji sformalizowano jako algorytm optymalizacyjny, ktory
przedstawimy na podstawie schematu z rys. 2.1. Populacja P sklada si¢ z m ele-
mentéw P = {z1,2Z2,...,Zm }. Kazdy element opisany jest n-elementowym wekto-
rem cech rzeczywistych — typem ¢ = (g1, Tk,2, ..., Tk,n), K = 1,...,m. Populacja
ewoluuje w cigglej i nieograniczonej przestrzeni poszukiwarn (typéw) T = R™.
Jako$é k-tego elementu okreslona jest przez ewaluacje rzeczywistej nieujemne;j
funkcji przystosowania, zadanej na przestrzeni poszukiwan ¢: R* — Rt U {0},
dla danego typu: gz = g(xy). Proces ewolucji, przeksztalcajacy populacje P*
w i-tej generacji w populacje potomng Pt!, przebiega w dwéch krokach:

selekcja proporcjonalna (zwana w tym modelu takze migkkg!®) — okredla
prawdopodobienstwo wylosowania elementu :z:}c z biezacej m-elementowe]j populacji
P jako rodzica do kolejnej generacji

iy q(z})
Pr(z}) = TT;(‘”;—)’ (2.1)

mutacja polegajaca na dodaniu do kazdej skladowej wektora cech rodzica :z:}'c
realizacji jednowymiarowej zmiennej losowej £ o rozkladzie normalnym N(0, o)

a:’.j}l = :c}'c’j FE€i I =1y (2.2)

Cala populacja P! jest zastepowana, otrzymang w procesie selekcji i mutacji,
populacja potomng. W przedstawionej metodzie sa jedynie dwa parametry: roz-
miar populacji m oraz odchylenie standardowe mutacji o. Poniewaz stan generacji
kolejnej zalezy tylko od generacji biezacej, generowany proces jest jednorodnym
tancuchem Markowa o nieskoriczonej liczbie stanéw.

Dwutaktowy model opisany prawdopodobienstwami selekcji i mutacji mozna
zapisaé lacznie w postaci rozkladu prawdopodobiefistwa polozenia elementu z
nalezgcego do kolejnej generacji, przy zalozeniu, ze biezaca generacja jest P? [97],
o funkcji gestosci prawdopodobienistwa (FGP) danej wzorem

fen@l Py =3 (ﬂ))g@,m@ =S a()gle,sh),  (23)
k=1

m 1
i \ =1 a(2;

15 W oryginalnym modelu selekcje proporcjonalna nazwano miekka i takie okreslenie pozo-
stalo w nazwie metody. Obecnie za ,,migkkie” (ang. soft) uwaza sig¢ wszystkie rodzaje selekcji, ktore
z niezerowym prawdopodobiefistwem pozwalaja na wybér kazdego z dopuszczalnych rozwigzan,
czyli usytuowane pomiedzy selekcja twarda (ang. hard) a czysto losowa (ang. pure random search).
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gdzie a(zl) opisuje prawdopodobiefistwo wyboru elementu zt, a g(z,zl) jest
rozkladem mutacji k-tego osobnika, g(z,z%) = NV (z%, o). W odréznieniu od wigk-
szosci metod optymalizacji stochastycznej, gdzie rozklady sa zwykle jednostajne
lub co najwyzej jednomodalne [217], rozklad (2.3) moze by¢ wielomodalny. Wie-
lomodalnoé¢ rozkladu moze byé przyczyna duzych (,skokowych”) zmian polozen
elementéw w kolejnych generacjach.

Badania symulacyjne algorytmu wykazaly jego duza efektywnos$é w pokonywa-
niu siodet oddzielajacych optima wielowymiarowych funkcji celu (25, 63, 64, 149].
Dzieje si¢ tak gléwnie dzigki wiasciwosciom selekcji proporcjonalnej, ktéra daje
szanse na reprodukcje kazdemu, nawet najgorszemu elementowi. Populacje spraw-
nie przechodzg bardzo szerokie siodla (dziesiatki razy wieksze niz o) oraz takie
o waskich grzbietach. Zwigkszenie wymiarowos$ci przestrzeni poszukiwan nie sta-
nowi powaznego problemu dla algorytmu: populacja nadal znajduje optimum
globalne, cho¢ w nieco dluzszym czasie. Co wiecej, zaobserwowano, ze na bardzo
szerokich siodlach sprawno$é przestaje zaleze¢ od wymiaru przestrzeni poszu-
kiwan. Najbardziej efektywne w pokonywaniu siodel sg male, kilkuelementowe
populacje. Metoda jest malo wrazliwa na wybér dlugosci kroku poszukiwan o
oraz rodzaj topografii, perturbacje i zmiany ksztaltu krajobrazu adaptacyjnego
(27, 26).

Do algorytmu wprowadzano takze rekombinacje usredniajaca, gdzie typ po-
tomka posiadal cechy bedace $rednig cech rodzicéw [64, 96]. Populacje, w kto-
rych wystepuje rekombinacja cech, majg wyzsze $rednie przystosowanie w okolicy
optimum i sg bardziej skoncentrowane (réznorodno$é populacji jest mniejsza).
Przechodzg siodla jako zwarta grupa o malym rozproszeniu, a przejscie jest tym
szybsze, im populacja jest mniejsza.

Metoda poszukiwan z miekka selekcja stanowi raczej algorytm adaptacyjny niz
optymalizacyjny. Proces poszukiwan jest procesem zaleznym od Sciezki: Fwolucja
nie jest asymptotycznie zbiezna do optimum — sprawno$é interpolacyjna miekkiej
selekcji jest staba. Ewolucja jest wrazliwa raczej na lokalne relacje bezwzglednych
wysokosci, niz na lokalne gradienty powierzchni odpowiedzi. Ewolucja prowadzi
kolejne generacje prob raczej do wyniesionych obszardw powierzchni odpowiedzi
niz do maksiméw. Ewolucja zapoczgtkowana na wysokim i smuklym wzgdrzu ja-
kosci moze sig ustabilizowaé na wzgérzu nizszym, ale szerszym. Ewolucyjna sta-
bilizacja nie jest ostateczna; proces moze niekiedy oscylowaé miedzy sgsiednimi
wierzcholkami [64].

Praktyczne aplikacje metody poszukiwan z miekka selekcja wykazaly jej sku-
tecznos¢ w zadaniach optymalizacji — strojenia sieci neuronowych [132, 150, 151],
detekcji komérek nowotworowych na obrazach mikroskopowych pochodzacych
z mikroskopii kontrastowo-fazowej [141], a takze modelowaniu proceséw rozwoju
(65, 67] i zarzadzania [66, 68].
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2.4. Dynamika poszukiwan ewolucyjnych

W celu lepszego zrozumienia sposobu w jaki dzialaja metody ewolucyjne, opi-
szemy jako$ciowo dynamike przeszukiwania przestrzeni przez ewoluujace popula-
cje, wyjasniajac weczesniej pojecie krajobrazu adaptacyjnego. Typowe zachowania
ewoluujacych populacji przedstawiono na podstawie badan symulacyjnych doty-
czacych metod fenotypowych z kodowaniem rzeczywistoliczbowym [63, 64, 153],
a ktore obserwowano takze dla algorytméw z kodowaniem binarnym [145, 146].
Analiza ta uzyska teoretyczne uzasadnienie w dalszej czesci pracy.

Znajomo$¢ dynamiki ewolucyjnej moze ulatwié okreslenie klas funkcji (proble-
méw), dla ktérych wskazane jest ewolucyjne przeszukiwanie przestrzeni poszuki-
wail. Interesujace jest jednak pytanie o istnienie pewnego uniwersalnego algorytmu
umozliwiajacego efektywne rozwiazanie praktycznie wszystkich zadan. Jest, lub
bylo, ono stawiane w wielu dziedzinach nauki (np. préba konstrukeji ogélnego roz-
wigzywacza probleméw, ang. GPS - general problem solver, w sztucznej inteligen-
cji). Odpowiedzi dostarcza podrozdzial 2.4.3, w ktérym przedstawiono twierdze-
nie ,No free lunch”. Jakkolwiek twierdzenie jest ogdlne i dotyczy efektywnosci
wszystkich metod optymalizacyjnych, to czesto jest cytowane w kontekscie metod
ewolucyjnych.

2.4.1. Krajobraz adaptacyjny funkcji przystosowania

Aby opisaé relacje pomiedzy fenotypami (genotypami) a przystosowaniem Wri-
ght [214] zaproponowal koncepcje krajobrazu adaptacyjnego lub krajobrazu funkcji
przystosowania (ang. adaptive topography, adaptive fitness landscape). Krajobraz
adaptacyjny jest (n+1)-wymiarowa przestrzenia otrzymang przez rozpiecie funkcji
przystosowania nad przestrzenia typéw. Kazdy typ z przestrzeni 7' ma swoja repre-
zentacj¢ w krajobrazie, a ,wysoko$¢” punktu na krajobrazie odpowiada jego jako-
Sci. W przestrzeni fenotyp6w niewielkie zmiany cech powoduja niewielkie zmiany
w wartosci funkcji przystosowania. W przestrzeni genotypéw — niekoniecznie. De-
finiuje si¢ takze pojecie sgsiedztwa, jako zbioru punktéw, w ktérych moga sie zna-
lez¢ typy potomkéw danego osobnika w jednym (kilku) krokach dzialania metody.
Krajobraz adaptacyjny wyznaczaja wiec zbiér typéw ze zdefiniowang odlegloscia
i sasiedztwem oraz odpowiadajace im wartosci przystosowanial®.

W krajobrazach adaptacyjnych mozna wyréznié kilka podstawowych ,forma-
cji”: wzgdrza o grzbietach réznej stromosci, ktérych wierzcholki odpowiadajg opty-
malnemu (lokalnie) fenotypowi; siodla pomiedzy wzgérzami; pasma wzgérz; pla-
skowyze (plateau), czyli plaskie rozlegle obszary o jednakowej lub podobnej war-
tosci przystosowania. Najbardziej nosna jest chyba metafora Eigena, ktéry po-

1 Pojecie krajobrazu jest takze wykorzystywane przez fizykéw do badania potencjatéw lub
powierzchni energii, ale w tym przypadku poszukiwane jest minimum funkcji.
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Rys. 2.2. Krajobraz adaptacyjny gaussowskiej dwumodalnej funkcji przystosowania.
Typowi osobnika opisanego przez wspdlrzedne x = (z1,z2) odpowiada przystosowanic
q(z) = exp[—5(a? + z2)] + 2 exp[—5(z? + (z2 — 1)?)]

Fig. 2.2. Evolutionary landscape for a bimodal Gaussian function. The fitness value
q(z) = exp[—5(z? + 23)] + 2 exp[—5(x? + (2 — 1)?)] corresponds to type of individual
described by coordinates z = (z1, z32)

wiedzial, ze taki krajobraz przypomina laficuchy gér na Ziemi [48]'7. Analizujac
krajobrazy adaptacyjne, moznarozpatrywac rézne wlasciwosci: liczbeg optiméw, ich
wysokosci i rozlozenie, $rednie réznice w jakoéci pomigdzy poszczegdlnymi punk-
tami zwane struktura korelacyjna krajobrazu. Na rysunku 2.2 przedstawiono przy-
kladowy krajobraz adaptacyjny dla funkeji przystosowania bedacej suma dwéch
funkcji Gaussa w dwuwymiarowej przestrzeni poszukiwann.

Efektywnosd¢ poszukiwan ewolucyjnych zalezy od topografii krajobrazu adap-
tacyjnego. Plaskowyze moga stanowi¢ problem dla metod ewolucyjnych, poniewaz
taki krajobraz nie zawiera zadnej informacji, ktéra ukierunkowalaby poszukiwa-
nia. Nie dziala wtedy selekcja, a procedury ewolucyjne zachowujg si¢ podobnic
jak bladzenie losowe (ang. random walk). Ewolucja preferuje raczej obszary o wy-
sokich przystosowaniach, niz pojedyncze punkty o bardzo wysokiej jakosci (np.
funkcje typu ,jigla w stogu siana”, ang. the needle-in-the-haystack), gdzie niewiclka
zmiana typéw wywolana na przyklad mutacja nie powoduje drastycznej zmiany
w jakosci rozwiazania. Krajobrazy adaptacyjne réznig si¢ tez gladkoscig. Gladkie
krajobrazy (ang. smooth) o niewielkiej liczbie szczytéw i niewielkich $rednich rézni-
cach w jakosci sasiednich punktéw sg zadaniami latwymi dla metod ewolucyjnych.
Efektywnos¢ ewolucji w krajobrazach, gdzie wiele lokalnych szczytéw jest otoczo-

17 QObserwacje te potwierdzaja analizy krajobrazéw w zlozonych zadaniach typu problem
komiwojazera [19], podzialy graféw [137] czy szeregowanie [174]. Optima s tam zwykle roz-
mieszczone w skupiskach zwanych central massif.
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nych przez glebokie doliny i réznice w jakosci sasiednich punktéw sa duze (ang.
rugged), zalezy od stopnia pofaldowania i jest stosunkowo duza dla nieznacznych
nieréwnosci a mniejsza dla funkeji, w ktérych lokalne szczyty przypominaja funkcje
»iglowe” [93]. Stosunkowo duza odpornoéé (ang. robustness) metod ewolucyjnych
na niedoktadnosci okreslenia funkcji celu moze byé wielka zaletg w praktycznych
zastosowaniach, gdzie wartoéci przystosowania sa zaszumione lub mierzone z nie-
wielka dokladnoscia [20].

Przedstawiane zwykle jedno- lub dwuwymiarowe krajobrazy funkcji przystoso-
wania, to przyklady akademickie, gdyz w rzeczywistoéci przestrzenie poszukiwan
sq wielowymiarowe, a funkcja celu czesto nie jest dana w postaci analitycznej, lecz
moze by¢ wynikiem pomiaréw, dodatkowych wyliczen numerycznych lub zmienng
procesu technologicznego. Idea krajobrazu adaptacyjnego jest jednak bardzo po-
mocna w intuicyjnym zrozumieniu dzialania zaréwno ewolucji, jak i metod opty-
malizacyjnych, a szczegdlnie dynamiki populacji.

2.4.2. Dynamika populacji

Zdefiniowanie pojecia krajobrazu adaptacyjnego ulatwia opis dynamiki ewolu-
ujacej populacji. Rozpatrzmy populacje znajdujaca sie na zboczu wzgorza w krajo-
brazie adaptacyjnym, dla ktérego funkcja przystosowania posiada jedno optimum.
Mutacja i rekombinacja produkuja pule nowych typdéw, z ktérych selekcja wybiera
zwykle te lepiej przystosowane. W rezultacie populacja pnie sie ku lokalnemu
optimum, przy czym érednia jakoéé populacji roénie'®. Kiedy populacja osiggnie
otoczenieszczytu, znajduje si¢ wokoél niego w stanie tzw. quasi-réwnowagi pomiedzy
selekcja, utrzymujaca populacje blisko optimum, a losowymi perturbacjami spo-
wodowanymi mutacja czy rekombinacja. Oczekuje sie, ze rozklad populacji wokét
szczytu jest w przyblizeniu normalny [96, 169]'°. Populacja przebywa w stanie
quasi-réwnowagi zwykle znacznie dluzej niz trwalo osiggniecie szczytu. Selekcja,
oprocz wzrostu Sredniego przystosowania, przyczynia sie¢ takze do zmniejszenia
réznorodnosci populacji, ktéra staje sie zbiorem punktéw o bliskich typach. Mu-
tacja, wprowadzajac bledy w reprodukcji, zapobiega ujednolicaniu sie populacji.
W rezultacie dzialania tych mechanizméw osobniki tworzg zwarta grupe — klaster,
ktéra porusza sie w krajobrazie adaptacyjnym. Taki zbiér blisko powigzanych
mutantéw, zwykle znajdujacych sie wokél optymalnego typu, zwany jest czesto
quasi-species (quasi-gatunkiem) [47, 49].

W krajobrazach z wieloma wzgérzami znalezienie innego optimum moze by¢
wynikiem serii kolejnych drobnych zmian typéw lub ,skoku” w obszar przycia-

18 Proces wzrostu $redniej jakosci populacji niekoniecznie jest monotoniczny. Mutacje
i rekombinacje moga powodowaé chwilowe zastoje lub obnizenie przystosowania.

= Potwierdzaja to wyniki badan do$wiadczalnych i analitycznych w genetyce populacyjnej
[128, 135).



2.4. Dynamika poszukiwarni ewolucyjnych 27

gania innego szczytu, spowodowanego rekombinacjg genéw lub makromutacja.
Jezeli presja selekcji jest zbyt duza (np. selekcja twarda), osobniki o nizszym niz
optymalne przystosowaniu nie beda przezywaly, a populacja znajdzie sie w tzw.
putapce ewolucyjnej. W tym przypadku znalezienie kolejnego optimum moze sie
zdarzy¢ tylko w wyniku skoku. Jezeli selekcja jest tagodniejsza, mutacja moze spo-
wodowaé obnizenie jakosci osobnikéw i przesuniecie populacji z optimum w dét
wzgérza. Ciag ,niekorzystnych” lokalnie krokéw, zmniejszajacych biezace $rednie
przystosowanie populacji, moze doprowadzi¢ osobniki w poblize siodla pomiedzy
wzgérzami. Dzieki topologii siodla (wyzsze przystosowania w kierunku kolejnego
optimum) populacja moze przejsé jego grzbietem na inne wzgérze. Mozliwe jest wiec
opuszczenie lokalnego wierzcholka (wyjscie z pulapki), przekroczenie siodla i zna-
lezienie kolejnego wzniesienia, by¢ moze optimum globalnego [58, 62, 63, 64]. Czasy
przej$¢ pomiedzy optimami sg znacznie krétsze niz czasy fluktuacji wokét szczytu.

Takie dluzsze okresy zastoju i krétkie okresy szybkich zmian mozna zauwa-
zy¢, analizujac zachowanie si¢ Sredniego przystosowania populacji ewoluujacej
w wielomodalnych krajobrazach adaptacyjnych (tzw. epochal evolution) 84, 130].
Na rysunku 2.3 przedstawiono przykladowe wykresy Sredniego oraz najlepszego
w generacji przystosowania dla 8-elementowej populacji ewoluujacej z selekcja
proporcjonalng i mutacjg gaussowska w krajobrazie adaptacyjnym dla funkcji
celu bedacej suma trzech funkcji gaussowskich o réznych wysokosciach??. War-
to$¢ przystosowania niewiele si¢ zmienia w okresach quasi-stabilnego trwania po-
pulacji wokél znalezionego optimum, zwanych tez epokami fitness lub fazq la-
tentng. Faza latentna moze trwaé bardzo dlugo w poréwnaniu z okresami naglych
i szybkich wzrostéw Sredniego przystosowania zwanych innowacjami lub fazq ak-
tywng (64, 146, 153]. W czasie innowacji populacja wspina si¢ na nowo odkryte
wzgbrze i jej érednie przystosowanie roénie®!. Jezeli w krajobrazie adaptacyjnym
znajdujg si¢ inne optima, to cykl faza latentna — faza aktywna moze si¢ po-
wtarza¢. Dlugo$¢ trwania okreséw, czas pojawienia sie innowacji jest zjawiskiem
losowym i zalezy miedzy innymi od parametréw procesu ewolucji. W biologii
zjawisko ewolucji zachodzacej w cyklach stabilno$ci nastepujacych po okresach
naglych zmian znane jest jako shifting balance evolution [215] lub punctuated
equilibria [50].

W dynamice poszukiwan ewolucyjnych wyréznia si¢ wiec dwie przeciwstawne
tendencje:

eksploracja oznaczajaca przeszukiwanie przestrzeni poszukiwan w celu zna-
lezienia obszaréw o lepszej jako$ci, czyli wychodzenie na zewnatrz obszaru przy-
ciggania zlokalizowanego juz optimum, przeszukiwanie globalne;

20 Funkcje celu wykorzystywane w pracy opisano w Dodatku.

21 Moze sie takze zdarzyé, ze kolejne znalezione przez populacje wzgérze jest nizsze niz
poprzednie i wtedy $rednie przystosowanie populacji potozonej w nowym optimum jest mniejsze
niz przystosowanie na poprzednio znalezionym wzgoérzu.
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funkcja celu:

q(z) = exp(-52?%) +
2exp[—5(z — 1)%]+
3exp[—5(z — 2)?.

gen
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Rys. 2.3. Srednie (linia ciagla) oraz najlepsze (linia przerywana) przystosowania
populacji ewoluujacej z selekcja proporcjonalna i mutacja gaussowska (o = 0,2, m = 8)
Fig. 2.3. Average (solid line) and the best (dashed line) fitness of a population
evolving with proportional selection and Gaussian mutation (¢ = 0.2, m = 8)

eksploatacja — poszukiwanie najlepszej wartosci w zlokalizowanym juz obsza-
rze przyciggania optimum, czyli wspinanie si¢ na wzgorze, przeszukiwanie lokalne.
Znalezienie réwnowagi miedzy eksploracja a eksploatacja jest wazne dla zapewnie-
nia efektywnego dzialania metod ewolucyjnych. Eksploatacyjny nacisk selekcji jest
réwnowazony przez eksploracyjny nacisk mutacji i rekombinacji, a ich wielkosci
(ustawiane przez odpowiednidobér rodzaju selekcjii parametréw operatoréw repro-
dukcji) moga regulowaé wplywy poszczegélnych tendencji. Szczegélnie istotny wy-
dajesie byé wybor wielkodci mutacji, czyli odpowiedniego zasiggu mutacji dla metod
z kodowaniem rzeczywistoliczbowym i prawdopodobienistwa mutacji p,, dla kodo-
wania binarnego. Mutacja zapewnia, ze kazdy punkt w przestrzeni poszukiwan moze
by¢ przeszukany. Dostatecznie duze mutacje sg potrzebne dla podtrzymania lub
wprowadzenia réznorodnodcei do populacji. Jednak zbyt duze mutacje mogg prze-
ksztalcié proces w czysto przypadkowy, przypominajacy bladzenie losowe. Poszuki-
wanie z bardzo malym krokiem (prawdopodobiefistwem) mutacji upodabnia proces
optymalizacyjny do metody lokalnego wspinania, powoduje jego wigksza wrazliwos¢
nazaklécenia funkcji celu i uniemozliwia adaptacje w przypadku dynamicznie zmie-
niajacych si¢ funkcji celu. Znalezienie optymalnej wielko$ci mutacji jest trudne, po-
niewaz procesy te zalezg takze od rodzaju selekcji, reprezentacji, innych operatorow
oraz funkcji przystosowania. Najczesciej proponuje si¢ wartosci otrzymane empi-
rycznie [7] lub heurystyki [90]. Jednym z pomysléw moze by¢ zmiana zasiggu mutacji
w trakcie poszukiwan (np. samoadaptacja w strategiach ewolucyjnych (8, 46]).
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2.4.3. Twierdzenie No free lunch

Twierdzenie znane pod nazwa No free lunch theorem (NFLT) [207] wskazuje, ze
w ogblnym przypadku, dla wszystkich mozliwych funkcji celu rozpigtych na prze-
strzeni poszukiwan (dyskretnej i skoniczonej), nie mozna wskazaé¢ metody, ktéra
jest lepsza od wszystkich innych metod. Srednie jako$ci rozwigzan uzyskane dana
metoda, usrednione po zbiorze wszystkich mozliwych funkcji celu i dla kazdej miary
efektywnosci metody, ktéora nawigzuje do liczby réznych odwiedzonych punktéw
przestrzeni, saidentyczne dla kazdego algorytmu. Jezeli procedura optymalizacyjna
jest efektywna dla ustalonego problemu, to prawdopodobnie bedzie nieodpowiednia
dla innego. Nie ma uniwersalnie efektywnego algorytmu, a metode nalezy dobiera¢
uwzgledniajac specyfike rozwigzywanego problemu. Procedury optymalizacyjne sg
zwykle kierowane do pewnej szczegblnej klasy zadan i dla niej moga byé najlep-
sze, ale moga nie sprawdzi¢ si¢ dla innych probleméw. Wolpert i Macready [207]
zaproponowali nawet miare dopasowania algorytmu do danego problemu.

NFLT wywotalo wiele dyskusji w $rodowisku [40, 166]. Adwersarze argumento-
wali, ze zbiér wszystkich mozliwych funkcji celu dla dyskretnej i skoficzonej prze-
strzeni poszukiwan sklada si¢ gléwnie z catkowicie ,chaotycznych” funkcji, w kto-
rych warto$ci przystosowania sasiadujacych punktéw nie sg skorelowane. Tak wigc
problem, z ktérym dany algorytm sobie nie radzi, moze by¢ bardzo abstrakcyjny
i niespotykany w rzeczywistosci. Zarzucano, ze twierdzenia opracowane zostaly dla
algorytmow, ktére mogg tylko raz odwiedzi¢ dany punkt w przestrzeni poszukiwan,
co nie zachodzi w przypadku metod ewolucyjnych. Ponadto twierdzono, ze w prak-
tyce nie sg potrzebne metody, ktore dzialajg efektywnie dla wszystkich mozliwych
funkcji, a jedynie na pewnym ich podzbiorze, ktéry wynika z rzeczywistych potrzeb.
W odpowiedzi na krytyke zaprezentowano generalizacje twierdzenia dla procedur,
ktére moga wielokrotnie odwiedzaé te same punkty [166]. Dowiedziono takze wersji
twierdzenia, méwigcej, ze NFLT zachodzi dla kazdego podzbioru rozpatrywanych
funkcji celu, jesli tylko zbiér 6w jest zamknigty ze wzgledu na permutacje (tzw.
block uniform functions) [51].

Z twierdzenia NFLT wynika, ze funkcje przystosowania, ktére nie maja zadnych
regularnosci, sa trudne do optymalizacji dla kazdego algorytmu. Przedstawiona
w poprzednim podrozdziale dynamika ewoluujacych populacji moze poméc w okre-
Sleniu (bardzo ogblnym) klasy funkcji przystosowania, dla ktérych algorytmy ewo-
lucyjne moga dzialaé stosunkowo efektywnie. Generalnie, sg nimi funkcje przypo-
minajace, opisane wczesniej, ,eigenowskie” lancuchy gér, z wyraznymi zboczami,
wierzchotkami i siodlami.






3. Teoria metod ewolucyjnych

Do analizy teoretycznej metod ewolucyjnych stosuje sie klasyczne teorie mate-
matyczne (np. taicuchy Markowa, uklady dynamiczne), metody fizyki statystycz-
nej, genetyki populacyjnej, a takze specjalnie opracowane teorie (np. schematéw).
Wiekszo$¢ modeli teoretycznych dotyczy algorytmoéw genetycznych z kodowaniem
binarnym, gléwnie ze wzgledu naich popularnoéé oraz tatwiejszg analize przestrzeni
dyskretnych i kodowania binarnego. Wyniki uzyskane dla AG przenosi si¢ na inne
algorytmy ewolucyjne (np. programowanie genetyczne), a niektére rozszerza na
ogb6lne metody heurystyczne losowego przeszukiwania przestrzeni.

Pomimo wielu podejmowanych wysitkéw, uzyskane dotychczas rezultaty ana-
lizy teoretycznej metod ewolucyjnych nie sa w pelni zadowalajace. Stochastyczny
charakter metod, skomplikowane zaleznosci i wielowymiarowosé zadan powoduja,
ze otrzymane wyniki sa zwykle niepelne. Do tej pory nie opracowano efektywnych
teorii matematycznych dla tak zlozonych zagadnien (np. teorii proceséw Markowa
z ciagla i nieskofczona przestrzenia stanéw). Najczesciej buduje sig¢ modele aprok-
symacyjne, dotyczace ograniczonej klasy algorytmoéw, operatoréw, funkcji celu, czy
oblozone restrykcyjnymi lub nierealnymi zalozeniami (np. nieskoficzone popula-
cje). Istniejace dokladne modele markowowskie mozna stosowaé tylko w odniesieniu
do probleméw o malych rozmiarach i szczeg6lnych parametrach i operatorach. Teo-
rie opisujace zachowanie algorytmu w jednym kroku, takie jak teoria schematéw,
nie dajg wiedzy o zbieznosci, zachowaniach asymptotycznych czy prawdopodobiern-
stwie sukcesu. Prébowano takze opracowaé wspolng teorie obliczen ewolucyjnych
w ogélnosci, co dodatkowo utrudnia obszernos¢ i réznorodno$¢ dziedziny [143, 167].

W rozdziale przedstawiono teorie powigzane z tematem dysertacji: sposoby ana-
lizy metod z kodowaniem rzeczywistoliczbowym, modele wykorzystujace tancuchy
Markowa, teorie ukladéw dynamicznych. Inne modele, wazne ze wzgledu na rozwdj
dziedziny, opisano pokrétce w podrozdziale 3.4.

3.1. Analiza metod z kodowaniem rzeczywistoliczbowym

Analiza matematyczna metod fenotypowych z kodowaniem rzeczywistolicz-
bowym jest trudniejsza niz metod z kodowaniem binarnym i przestrzeniami
dyskretnymi. Wykorzystywane w tych algorytmach sposoby mutacji opisywane
sg cigglymi rozkladami prawdopodobienistwa, algorytm jest zatem modelowany
jako proces losowy, w ktérym zmienne losowe maja okreslony rozklad prawdo-
podobienstwa. Do analizy ewolucji rozkladéw w czasie uzywa si¢ np. modelu
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dyskretnego procesu stochastycznego [4, 163, 164] lub zaklada sig, ze mutacja
generowana, jest przez dyskretne zmienne losowe, dzieki czemu rozkiad populacji
moze przyjmowaé skonczong liczbe stanéw w kazdej generacji [87].

Analizujac ewolucje jako proces stochastyczny, ktérego stan nalezy do
wielowymiarowej przestrzeni euklidesowej, Qi i Palmeri rozpatrywali bardzo
duze (dazace do nieskorficzonosci) populacje, co ulatwilo analize matematyczng
zachowania zespolowego populacji [163, 164]. Populacje opisywano sekwencja
rozkladéw prawdopodobiefistwa, charakteryzujacych rozklad calej populacji.
Populacje nieskonczone pokrywaja cala przestrzen poszukiwan, a rozkiad
gestodei charakteryzuje czesto$é wystepowania elementéw przestrzeni poszukiwan
w populacji. Badano zmiany funkcji gestosci nieskonczonych populacji poddanych
dziataniu operatoréw genetycznych. Pokazano, ze selekcja powoduje koncentracje
osobnikéw w regionie o wyzszym niz $rednie przystosowanie!. Badajac zbieznosé
udowodniono, ze selekcja wraz z mutacja moga znalez¢ maksimum funkcji celuy,
jezeli zasieg mutacji jest dostatecznie maty. Podano warunki konieczne dla monoto-
nicznej zbieznosci Sredniego przystosowania dla klasy funkcji lipszycowskich, ktéra
nie gwarantuje jednak zbieznosci do optimum globalnego. Zasugerowano schemat
adaptacji mutacji w trakcie procesu poszukiwan oparty na danych z populacji
biezacej. Pokazano, ze rekombinacja réwnomierna nie wplywa na warto$¢ oczeki-
wang i wariancje rozkladu populacji, lecz prowadzi do zaniku korelacji pomiedzy
wspolrzednymi przestrzeni poszukiwan, pozostawiajac niezmienione rozklady
brzegowe kazdej wspodlrzednej. Rekombinacja powoduje takze wzrost entropii
populacji, utrzymujac wartosé wariancji populacji na poziomie wariancji populacji
poczatkowej. Badajac laczny efekt operatorow selekcji, mutacji i rekombinacji,
podano formalne uzasadnienie roli rekombinacji w poszukiwaniach globalnych:
dany obszar przestrzeni poszukiwan jest prébkowany czesciej, jezeli jakakolwiek
hiperptaszczyzna zawierajaca ten rejon daje wyzsze $rednie przystosowanie.

Metody z kodowaniem rzeczywistoliczbowym byly analizowane takze za
pomoca teorii schematéw (patrz rozdz. 3.4). Wright [209] podal twierdzenie
o schematach dla algorytmoéw genetycznych z chromosomami kodowanymi
liczbami rzeczywistymi, krzyzowania jednopunktowego i selekcji proporcjonalne;j,
korzystajac z ciaglej wersji schematéw, tzw. connected schemata. Pokazal, ze
w takim przypadku prawdopodobieistwo mutacji powinno by¢ znacznie wicksze niz
dla kodowania binarnego. Do badain probleméw z parametrami cigglymi postuzyly
takze schematy uogdlnione przez Radcliffa [168], tzw. formae. Przedstawiono
zasady konstrukcji operatoréw rekombinacji efektywnych dla probleméw okreslo-
nych w ciaglych dziedzinach rzeczywistych. Zaproponowano nowa wersje mutacji
zwang end point mutation, pozwalajacg na ponowne pojawienie sig¢ w populacji

! Rezultat ten moze byé analogiem dla przestrzeni ciaglych twierdzenia o schematach, ktére
moéwi, ze oczekiwana wartoéé polepszenia rozwigzania roénie z generacji na generacje (zobacz
rozdz. 3.4).
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typow o ekstremalnych wartoSciach, ktére operatory rekombinacji gubig. Inny
typ schematéw dla kodowania rzeczywistoliczbowego, tzw. interval-schemata,
wykorzystano w pracy [52]. Badano operatory krzyzowania zachowujace i eksplo-
rujace ten rodzaj schematow, oraz pokazano, ze np. rekombinacja arytmetyczna
i BLX? produkuja potomkéw nalezacych do tych samych schematéw co rodzice.

Dla strategii ewolucyjnych analizowano gléwnie asymptotyczne zachowania
czasowo-lokalne (w jednym kroku algorytmu) modeli (1,X) i (u, ) [14, 170].
Dynamike ewolucyjng badano, korzystajac ze statystyk pozycyjnych prostych
(takze wielowymiarowych) funkcji celu: liniowych, kwadratowych (tzw. model
sferyczny) oraz funkcji barierowych (tzw. model korytarzowy). Estymowano
zachowania populacji pod dzialaniem operatoréw genetycznych za pomocy
dwéch lokalnych miar: tempa postepu (ang. progress rate), definiowanego jako
oczekiwana zmiana odlegloSci centrum masy populacji od optimum globalnego
w funkcji czasu, oraz wzrostu jakosci (ang. quality gain) jako wartosci oczekiwanej
polepszenia jakosci w kolejnych generacjach. Analityczna postaé¢ wspdlezynnika
tempa postepu otrzymano dla wypuklych funkcji celu i wykorzystano w analizie
zbieznosci. Dla algorytmu (i, A\) w krajobrazie funkcji kwadratowej pokazano, ze
populacja nie $ledzi lokalnego gradientu, jak wczesniej sadzono, lecz dokonuje prze-
szukiwania losowego przestrzeni. Badania rozszerzono na funkcje przystosowania
z zakléceniami, algorytmy z rekombinacjg oraz samoadaptacja [13, 15].

Metody wykorzystujace samoadaptacje mutacji sa jeszcze trudniejsze do ana-
lizy, poniewaz generuja niejednorodne lancuchy Markowa, a ewolucja procesu opi-
sywana jest za pomocg réwnan Chapmana-Kolmogorowa. Dokonuje si¢ wigc pew-
nych uproszczen i rozwigzuje przyblizone réwnania dynamiki. Rudolph [180] poka-
zal, ze dla funkcji niewypuklych kazda metoda samoadaptacji prowadzi do zbiez-
nosci globalnej, pod warunkiem, ze selekcja jest elitarna, a reguly adaptacyjne nie
naruszajg ergodycznych wlasciwosci procesu z mutacja.

3.2. Modele, w ktérych stosowane sg lancuchy Markowa

Do analizy teoretycznej algorytméw genetycznych z kodowaniem binarnym za-
proponowano zastosowanie teorii proceséw Markowa, co pozwolilo na modelowanie
zachowan metod, bez zbednych uproszczen i aproksymacji. Nix i Vose [148] przed-
stawili kompletny (z krzyzowaniem i mutacja) i dokladny (bez uproszczert) model
markowowski prostego AG3. Pézniej opracowano modele dla innych wersji algo-

2 Rekombinacja opracowana dla kodowania rzeczywistoliczbowego, gdzie cechy potomkéw
sg losowo wybierane z odcinka utworzonego przez cechy rodzicéw.

3 Lanicuchy Markowa wykorzystywano takze wczesniej do analizy niektérych aspektéw dzia-
tania algorytméw genetycznych [33, 83].
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rytméw (34, 181, 182, 195, 208] i rozszerzono model podstawowy dla reprezentacji
calkowitoliczbowej z alfabetu o okreslonej mocy [123].

Realizacje algorytméw ewolucyjnych w czasie sa procesami stochastycznymi.
Wszystkie mozliwe wartosci, jakie moga przyjmowaé¢ zmienne losowe opisujace
kolejne generacje, nazywamy stanami. Prawdopodobiehstwo zmiany stanéw w ko-
lejnych iteracjach procesu jest opisywane przez odpowiednie rozklady prawdopo-
dobienstwa, ktére mogg ewoluowaé w czasie. Poniewaz kolejna generacja zalezy
od generacji biezacej, jest to proces Markowa, a sekwencja populacji w czasie two-
rzy jednorodny lancuch Markowa [94]. Korzystajac z teorii lancuchéw Markowa,
mozna okresli¢ diugoterminowe zachowanie procesu. Analizuje si¢ trajektorie pro-
cesu, bada ich zachowania asymptotyczne oraz rozklady w stanie ustalonym.

Rozpatrujac algorytmy ewolucyjne w terminach lancuchéw Markowa, prze-
strzen stanéw definiuje sie jako zbiér wszystkich mozliwych populacji. Poniewaz
dla klasy algorytméw genetycznych z kodowaniem binarnym, ktére sg najczesciej
analizowane w terminach lancuchéw Markowa, przestrzenn poszukiwan jest dys-
kretna i skoficzona, zwykle populacje reprezentowane sa przez wektor czestosci
wystepowania w niej poszczegélnych typow elementéw w przestrzeni. Wymiaro-
wos¢ wektora czestosci jest réwna rozmiarowi przestrzeni poszukiwan, a reprezen-
tacja populacji jest niezalezna od jej licznosci. Poszczegdlne mechanizmy repro-
dukeji (selekcja, mutacja i rekombinacja) definiuja prawdopodobienstwa przejscia
w przestrzeni stanéw (jadro markowowskie). Ulatwieniem w badaniach jadra jest
mozliwoéé jego dekompozycji na niezalezne jadra odpowiadajace poszczegblnym
operatorom. Dla skoficzonych przestrzeni stanéw jadro markowowskie jest opisane
macierzq przejécia [181], ktéra zawiera prawdopodobiefistwa réznych mozliwych
zmian dyskretnych stanéw. Analiza macierzy przejScia pokazuje, ze dla algoryt-
méw wykorzystujacych tylko selekcje, wszystkie jednorodne populacje, posiadajace
kopie tylko jednego typu, sg stanami absorbujgcymi. Tak wiec kodowany binarnie
AG (bez mutacji i krzyzowania) jest zbiezny do populacji jednorodnej, nie zawsze
zawierajacej typy globalnie, a czasem nawet lokalnie, optymalne. Graniczne za-
chowanie algorytmu jest zalezne od stanu poczatkowego, a zbieznosé¢ do optimum
globalnego nie jest gwarantowana.

Dodanie do selekcji mutacji powoduje, ze macierz przejécia staje sie reqularna®,
nie ma juz stanéw absorbujacych, a lancuch Markowa jest ergodyczny [94]. Dla
regularnych macierzy przejscia, z niezerowym prawdopodobienstwem, algorytm
z populacjg o skoficzonej liczebnosci odwiedzi wszystkie stany. Zgodnie z twier-
dzeniem ergodycznym [54] asymptotyczne zachowanie laficucha ergodycznego jest
opisane przez stacjonarny rozklad graniczny nad wszystkimi mozliwymi stanami

4 Na przyklad gdy stosuje sie zmienne w czasie prawdopodobiefistwa mutacji, rekombinacji
lub niejednorodny sposéb selekcji [34].

5 Regularno$é¢ macierzy powoduje, ze wszystkie stany moga sie ze soba komunikowaé w skoni-
czonej liczbie krokéw.
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(ang. steady state distribution). W granicy prawdopodobiefistwo, ze populacja jest
w pewnym stanie, nie zalezy wiec od jej stanu poczatkowego, a jedynie od funk-
cji celu i parametréw badanego algorytmu. Pokazano [204], ze dla wzrastajace]
liczebnosci, populacja przez wiekszo$¢ czasu (mierzonego liczbg iteracji) znajduje
si¢ w stanie odpowiadajacym punktowi stalemu modelu markowowskiego, jezeli
jest jedynym takim punktem. Jezeli punktéw stalych jest wiecej, to mozna okreslié
gdzie, z dodatnim prawdopodobienstwem, znajda si¢ punkty graniczne stacjonar-
nego rozkladu granicznego. W przypadku nieskoficzonych populacji i algorytmu
dzialajacego tylko z selekcja i mutacja, istnieje niezalezny od stanu poczatkowego
jednoznaczny rozklad graniczny wektora czestosci, do ktérego proces jest zbiezny
[85]. Ergodycznosé tanicucha, dla dodatniego prawdopodobiefistwa mutacji, deter-
minuje asymptotyczng gwarancje sukcesu oraz zbieznos$é¢ globalng [183]. Krzyzo-
wanie nie zmienia typu macierzy przejscia, ktéra nadal jest regularna, bez stanéw
pochtaniajacych, a wigc nie przynosi znaczacych korzysci w zwiekszaniu efektyw-
nosci algorytmu.

Kanoniczny AG nie jest zbiezny do optimum, bedzie odwiedzal nieskorniczenie
wiele razy wszystkie stany. Zbiezno$é algorytmu z prawdopodobienistwem jeden
moze zagwarantowa¢ wykorzystanie elitarnego sposobu selekeji [180, 194] lub po-
wolne zmniejszanie do zera prawdopodobiefistwa mutacji i krzyzowania oraz zwigk-
szanie presji selekcyjnej [34, 195]. Zmniejszanie prawdopodobiefistwa mutacji nie
gwarantuje jednak zbieznosci do optimum, ale do pewnej homogenicznej populacji.
Takze wzrost liczebnosci populacji moze zwiekszy¢ prawdopodobienstwo zbieznosci
procesu do globalnie optymalnej populacji [34].

Modele algorytméw ewolucyjnych wykorzystujace tancuchy Markowa sa do-
kiadne, lecz obliczenia wykonywane na ich podstawie s ztozone obliczeniowo [190].
Macierze przejécia sa w praktycznych przypadkach bardzo duze, poniewaz liczba
stanéw rosnie wraz z liczbg cech oraz iteracji. Dodatkowo, wigkszo$é rezultatéw
otrzymano przy zalozeniu nieskonczonej populacji [33, 179, 194]. Pewnym rozwig-
zaniem problemu jest ograniczanie wielko$ci macierzy przej$é przez grupowanie
podobnych stanéw i definiowanie prawdopodobienstw przejscia pomiedzy tymi gru-
pami [191] lub zastosowanie teorii punktéw stalych modeli ukladéw dynamicznych
(142]. Proponowano tez operowanie na wektorach reprezentujacych rozkltad funkcji
przystosowania, co redukuje rozmiary macierzy przejscia [146].

Oprécz badania zachowan asymptotycznych — szybkoéci zbieznoéci do stanéw
ustalonych czy momentu pierwszego dojscia do stanu [33, 34, 148, 179, 195, 208],
markowowskie modele algorytméw ewolucyjnych stosowano takze do analizy za-
chowan w stanie nieustalonym [36], badania réznych schematéw selekeji [24], ana-
lizy rozproszenia populacji oraz zjawiska przedwczesnej zbieznosci [129], poszuki-
wan kryterium zatrzymania algorytméw [6], estymacji parametréw procesu (np.
prawdopodobiefistwa krzyzowania i mutacji) [171], oraz modelowania specyficz-
nych wlasciwodci AG, takich jak selekcja, dryf genetyczny, niszowanie [37, 83, 92].
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Lancuchy Markowa wykorzystywano takze do analizy strategii ewolucyjnych [180]
oraz programowania genetycznego [157].

3.3. Modele, w ktérych stosuje sie teorie
ukladéw dynamicznych

Rozszerzeniem markowowskich modeli algorytméw genetycznych z kodowaniem
binarnym (szczegélnie [148]) sa modele wykorzystujace teorie ukladéw dynamicz-
nych. Nie analizuje sie w nich zachowania populacji, lecz ich wartosci oczeki-
wane, podajac dokladne rozklady prawdopodobienstwa wykorzystywane w wy-
borze osobnikéw do kolejnej generacji. Vose wraz ze wspolpracownikami zapropo-
nowali model populacji ewoluujacej w skonczonej dyskretnej przestrzeni poszuki-
wan {2 o n stanach [203, 204, 205]. Przestrzen {2 zawiera wszystkie mozliwe ciagi
kodowe o okreslonej dlugosci. Podobnie jak w modelu markowowskim, populacja
reprezentowana jest przez n-wymiarowy wektor populacji p opisujacy rozkiad cze-
stosci wystgpowania poszczegdlnych elementéw przestrzeni 2 w populacji. Wek-
tory populacji odpowiadaja punktom n-wymiarowego simpleksu jednostkowego®.
Kazdy wektor p dla skoficzonej populacji lezy w simpleksie, ale nie wszystkie punkty
w simpleksie odpowiadajg skoniczonym populacjom’. Ewolucje populacji mozna
rozwazaé jako trajektorie¢ wektora p w simpleksie.

Proces ewolucji jest definiowany przez kolejne iteracje operatora heurystycz-
nego G. Operator G(p) opisuje rozklad prawdopodobienstwa nad wszystkimi po-
pulacjami kolejnej generacji i reprezentuje warto$¢ oczekiwana kolejnego wektora
populacji. Nastepna generacja bedzie miala wektor populacji rowny rzeczywiscie
p't! = G(p!), jesli populacja bedzie nieskoficzona (r — 00), a selekcja nieelitarna.
Dla nieskoficzonych populacji proces staje sie deterministyczny i jego trajekto-
ria p, G(p), G%(p), ... w simpleksie moze by¢ analizowana jako klasyczny uklad dy-
namiczny. Dla rzeczywistych, skonczonych populacji obserwowane beda stocha-
styczne odchylenia od tej trajektorii. Opisany model nazywany jest w literaturze
modelem nieskoriczonej populacji (ang. infinite population model) i dla niego uzy-
skano wigkszo$é rezultatéw [203].

Dla nieskoniczonych populacji odwzorowanie G(p) operujace na wektorze p de-
finiuje dyskretny ukiad dynamiczny w simpleksie. Szczegdlowa interpretacja ope-
ratora heurystycznego zalezy od przyjetych mechanizméw ewolucji i przejawia sie
w zlozeniu funkecji definiujacych selekcje, mutacje oraz krzyzowanie. Badajac dyna-
mike operatora heurystycznego, mozna okresli¢ asymptotyczne zachowanie procesu
—punkty stale iich stabilnoéé. Populacje nieskoniczone reprezentowane sg jako zbior

6 Simpleks jest (n—1)-wymiarowym hiperczworo$cianem, zawierajacym si¢ w n-wymiarowej
przestrzeni otaczajacej, czyli generalizacja czworo$cianu do n wymiaréw.
" Na przyktad punktom z niewymiernymi wspétrzednymi nie odpowiada zadna populacja.
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gesty w simpleksie, a stabilne punkty stale dla modelu bez mutacji znajduja si¢
w jego naroznikach. Punkty stale nie muszg odpowiadaé rozwigzaniom optymal-
nym, lecz reprezentuja oczekiwany, w dlugim czasie, rozktad duzej populacji. Gdy
zalozymy mutacje o niezerowym prawdopodobiefistwie, populacja w punkcie sta-
lym nie jest jednorodna [146], zawiera pewnag cze$é optymalnych typéw, ale takze
inne, polozone w sasiedztwie optimum.

Wiaczenie rekombinacji powoduje dalsza komplikacje modelu. Operator G,
ktéry zdefiniowano dla mutacji oraz krzyzowania jedno-, dwupunktowego i row-
nomiernego, jest trudny do zanalizowania, a okreslenie jego punktéw stalych i ich
stabilnosci staje si¢ nielatwym zadaniem. Dla krzyzowania jednopunktowego i mu-
tacji wykazano, ze gdy prawdopodobiefistwo mutacji jest mniejsze niz 0,5, to kazdy
punkt staly operatora jest atraktorem [122]. W przypadku liniowych funkcji celu
udowodniono, ze pod dzialaniem selekcji i krzyzowania $rednie przystosowanie po-
pulacji roénie, iterowanie operatora G zawsze prowadzi do punktu stalego, a wszyst-
kie punkty state odpowiadaja populacjom skiladajacym sie z osobnikéw jednego
typu [205]. Wyniki te uogélniono pézniej dla innych funkcji celu [208]. Wigkszosé
wersji algorytmu genetycznego z samg rekombinacja prowadzi do wielokrotnych
stanéw absorbujacych, ktorymi sag homogeniczne populacje. Rekombinacja powo-
duje, ze w stanie ustalonym zmniejsza si¢ liczba optymalnych osobnikéw, a zwieksza
liczba prawie optymalnych.

Pokazano takze bardziej skomplikowane zachowania uktadu dynamicznego ge-
nerowanego przez algorytm genetyczny z kodowaniem binarnym. Dla selekcji pro-
porcjonalnej, szczegdlnych postaci mutacji i krzyzowania pojawiajg sie orbity pe-
riodyczne o okresie 2 i wigkszych, gdy prawdopodobienstwo mutacji ro$nie [211].
Dla selekcji progowej i mutacji zaleznej od gestosci (ang. density-depended muta-
tion)® wykryto atraktory periodyczne oraz chaos [210]. Pokazano, ze dla modelu
z selekcjg proporcjonalng, mutacja oraz krzyzowaniem réwnomiernym [212] lub
wybierajacym poszczegélne allele potomka z calej puli genowej biezacej populacji
(ang. gene pool crossover) [213], w krajobrazie ,iglowej” funkcji przystosowania
(ang. needle-in-the haystack) istnieja dwa stabilne punkty stale (ang. bistability),
jeden w poblizu optimum, a drugi w centrum simpleksu, ktéremu odpowiada popu-
lacja, w ktérej wszystkie typy sa jednakowo czesto reprezentowane. Populacje ewo-
luujace w przestrzeni funkcji majacych dwa iglowe wierzcholki (ang. bineedle-in-the
haystack) moga mie¢ trzy punkty stale, po jednym dla kazdego maksimum i trzeci
w centrum simpleksu [212]. Do analizy niektérych aspektéw modelu stosowano
takze funkcje ortogonalne przeksztalcane transformacjami Fouriera i Walsha, co
uelastycznilo i uogdlnilo teorie [201, 202, 203].

W przypadku skoniczonych populacji model Vose’a prowadzi do markowow-
skiego modelu opisanego w poprzednim podrozdziale. Operator G wykorzystuje

8 Operator, w ktérym prawdopodobieiistwo mutacji jest rézne dla kazdej wspéirzednej wek-
tora typéw i zalezne od czestosci cech w populacji dla danej wspéirzednej.



38 3. Teoria metod ewolucyjnych

sie do obliczania prawdopodobienstw przejscia taiicucha Markowa. Przedstawiono
twierdzenie asymptotyczne [148, 203], w ktérym udowodniono, ze dla bardzo duzych
populacji i dlugiego czasu dzialania algorytmu trajektorie populacji sa zbiezne do
punktéw stalych operatora G. Twierdzenie to dziala przy pewnych zalozeniach
dotyczacych operatora G [125]. Model nieskofczonej populacji mozna wtedy trak-
towaé jako aproksymacje modelu rzeczywistych skoiczonych populacji.

Przedstawiony model stosuje si¢ nie tylko do algorytméw genetycznych z kodo-
waniem binarnym. Operator G jest réwnowazny z heurystyka zwang przez Vose’a
Random Heuristic Search RHS, ktéra definiuje szeroka klase algorytméw przeszu-
kiwania heurystycznego, zawierajaca takze inne procedury optymalizacyjne, np.
programowanie genetyczne, strategie ewolucyjne (u+ A), symulowane wyzarzanie
czy algorytmy wspinaczkowe (ang. hill-climbing). Model ten zastosowano w al-
gorytmach z kodowaniem rzeczywistoliczbowym [124, 182] oraz w analizie miar
probabilistycznych algorytmu genetycznego [184, 185].

Model Vose’a dla nieskoficzonych populacji charakteryzuje sie minimalng liczba
zalozen. W wigkszo$ci przypadkéw pozwala na obliczenie wartosci wlasnych jako-
bianu w punktach stalych, a wiec na okreslenie stabilnosci tych punktéw. Chociaz
prezentowane podejscie jest dokladne dla nieskoficzonych populacji, to jego wada
jest ograniczenie w dlugosci analizowanych wektoréw binarnych oraz komplika-
cja operatora G dla niektérych wersji algorytmu, ktéra uniemozliwia analityczne
obliczanie punktéw stalych (obliczane sa wtedy numerycznie). Wigkszo§é wyni-
kéw otrzymano dla ograniczonej klasy funkcji celu (tzw. unitarnych, ang. unitation
function). Twierdzenie asymptotyczne, méwiace o zbieznosci populacji do punktéw
stalych operatora G jest spelnione tylko dla algorytmu genetycznego z reprezenta-
cja binarng o ustalonej dlugosci wektora cech, z selekcja proporcjonalng, mutacja
bitowg o bardzo malym prawdopodobienstwie p,, i bez rekombinacji. Jednak nawet
tak restrykcyjne zalozenia nie gwarantuja, ze model nieskonczonej populacji bedzie
odpowiednim przyblizeniem do modelu populacji skoficzonych [125].

3.4. Inne modele

Teoria schematéw. Pierwszym historycznie modelem teoretycznym opisuja-
cym dzialanie algorytméw ewolucyjnych byta teoria schematéw (ang. schema the-
ory), ktéra Holland [91] przedstawil dla algorytméw genetycznych z kodowaniem bi-
narnym. Gléwng idea tej teorii jest dekompozycja skomplikowanych probleméw na
pewna hierarchie latwiejszych zadan. Przypuszczano, ze AG rozwiazuja najpierw
prostsze (pod)zadania i te czeSciowo dobre odpowiedzi przeksztalcajg réwnolegle
(gléwnie przez rekombinacje) w rozwiazanie zlozonego problemu. Na potrzeby mo-
delu zdefiniowano schematy (ang. schema) — zestaw wzorcéw podobienstwa, ktdre
majq szczegdlny zbiér zdefiniowanych wartosci, lub inaczej — maja te same allele
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dla okreslonych loci (miejsc). Kazdy schemat odpowiada pewnemu podzbiorowi
przestrzeni poszukiwan.

Korzystajac ze schematéw, oszacowano oczekiwang wartos¢ polepszenia rozwig-
zania z generacji na generacje uzyskiwana przez algorytm z selekcja proporcjonalna,
krzyzowaniem jednopunktowym i mutacja bitowa. Obliczenia dokonano dla duzych
populacji pokrywajacych przestrzen poszukiwan tak, ze znajduje sie w niej wiele
egzemplarzy réznych podzbioréw. W twierdzeniu o schematach udowodniono, ze
liczba schematéw o ponadprzecigtnej jakosci (wyzszej niz $rednie przystosowanie
wszystkich wektoréw binarnych w przestrzeni poszukiwan) wzrasta wykladniczo
w kolejnych generacjach, a liczba schematéw o niskiej jakosci maleje wykladniczo
[77, 91]. Z twierdzenia o schematach wyciagnieto wniosek, znany jako hipoteza
blokow tworzgcych (ang. building block hypothesis) (77], méwiacy o tym, ze bloki
tworzqce, czyli krétkie schematy o wysokiej jakosci (zwane takze cegietkami), ktére
znajduja si¢ w réznych rodzicach, mogg byé rekombinowane i tworzyé¢ schematy
0 jeszcze wyzszym przystosowaniu. Hipoteza przedstawia krzyzowanie jako giéwne
zrédlo efektywnego dzialania AG.

Oryginalna teoria schematéw Hollanda zostala znacznie rozbudowana. Zapropo-
nowano wiele uogdélnien dotyczacych bardziej ogdlnych reprezentacji (tzw. forma
analysis) (166, 167], dodano inne typy operatoréw [53, 80], a takze uszczegélo-
wiono, podajac dokladng wartosé wartosci oczekiwanej szacowanej w twierdzeniu
o schematach {157, 203]. Teoria schematéw byla wielokrotnie krytykowana [1, 175].
Jej uzytecznos¢ jest ograniczona, gléwnie ze wzgledu na stosunkowo restrykcyjne
zalozenia oraz postaé nieréwnoéci. Byla jednak pierwszg prébg formalnego opisu
algorytméw ewolucyjnych i mimo swoich wad wniosta wazny wklad w rozwdj teorii.
Nadal stosowana jest w badaniach metod ewolucyjnych, szczegdlnie w programo-
waniu genetycznym [158].

Modele, w ktorych stosuje sie fizyke statystyczng. Do analizy dynamiki
algorytmow genetycznych z kodowaniem binarnym wykorzystuje sie takze metody
stosowane w fizyce statystycznej [161, 162]. Ewoluujace populacje, zwlaszcza bar-
dzo liczne, moga przypominac¢ systemy czastek w cieczach lub gazach, ktére sa
badane w fizyce. Aproksymacyjne metody mechaniki statystycznej pozwalaja na
badanie zbioru czastek poprzez jego wartosci $rednie — kumulanty. Kumulanty sa
wielkodciami zwigzanymi z momentami rozkladéw prawdopodobienstwa. Pierw-
sza kumulanta odpowiada warto$ci oczekiwanej, druga — wariancji, a kumulanty
wyzszego rzedu mierza jak bardzo analizowany rozklad rézni sie od rozkladu nor-
malnego. Trzecia i czwartg kumulante mozna traktowaé jako odpowiedniki sko-
$nosci i kurtozy rozkladu. Rozpatrujac wartosci $rednie pewnych cech populacji,
mozna analizowa¢ makroskopowe zachowanie systemu. Jezeli przyjmie si¢ zaloze-
nie, ze populacje sa nieskofniczone, otrzymane wyniki beda statystycznie poprawne.
Przenoszac rezultaty otrzymane dla nieskonczonych populacji na skoficzone, nalezy
uwzgledni¢ fluktuacje wynikajace z probkowania danego rozktadu skoniczong liczbe
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razy (ang. sampling effect) i wprowadzi¢ odpowiednie korekty [159]. Dla bardzo
malych populacji korekty te moga by¢ znaczne.

W modelach mechaniki statystycznej analizuje si¢ rozklady funkcji celu (jako
odpowiednika energii), a szczegdlnie wartosci srednie ich kilku pierwszych kumu-
lant. Kumulanty traktowane sg jako makroskopowe zmienne poddane dziataniu
selekcji, mutacji i rekombinacji. Iterujac deterministyczne réwnania opisujace ku-
mulanty dla danych operatoréw, mozna analizowaé ich trajektorie i bada¢ dyna-
mike ukladu. Analiza modeli fizyki statystycznej pozwala na bardziej dokladna,
niz modele uktadéw dynamicznych, predykcje zachowan krétkoterminowych skon-
czonych populacji. Niestety, stosuje sie ja dla ograniczonej klasy funkcji celu typu
one-max (D.7) i jej modyfikacji np. funkcji typu ,basen z barierg”.

Badano rézne rodzaje selekcji: proporcjonalng, turniejowa, rankingowa, Boltz-
manna. Pokazano, ze selekcja powoduje wzrost Sredniego przystosowania i zmniej-
szenie rozproszenia populacji. Wplyw mutacji i rekombinacji na rozkltady funkec;ji
celu i ich kumulanty zalezy od rozwiazywanego problemu i jego reprezentacji. Re-
kombinacja powoduje redukcje kumulant wyzszego rzedu, co daje lepsza doktad-
no$¢ modelu. W zadaniach typu one-max (D.7) kombinacja selekeji i rekombinacji
powoduje wzrost $redniego przystosowania i lepsza zbieznosé populacji do optimum
[162]. Rekombinacja jest bardziej efektywna od mutacji w ,skoku przez barierg”,
przy optymalizacji funkcji typu ,basen z bariera” [178]. Otrzymane estymaty ku-
mulant pozwalaja takze na okreslenie optymalnych wartosci parametréw procesu
ewolucyjnego.

Modele bazujace na teorii genetyki populacyjnej. Inspiracje biologiczne
w metodach ewolucyjnych nie ograniczaja sie jedynie do aplikacji mechanizmdw
naturalnych, ale takze do wykorzystania metod analizy teoretycznej stosowanej
w genetyce populacyjnej (iloSciowej) (ang. population/quantitative genetics) [23].
Genetyka populacyjna koncentruje sie na analizie czesto$ci wystepowania poszcze-
goblnych alleli w populacjach naturalnych i bada rézne czynniki wplywajace na te
czestosci (np. selekcja, mutacja, dryf genetyczny).

Do badan proceséw, dla ktérych ewolucja sredniego przystosowania nastepuje
epokowo (ang. epochal evolution), wykorzystano konstrukcje matematyczne za-
czerpniete z genetyki populacyjnej, molekularnej teorii ewolucji oraz mechaniki
statystycznej [145, 146, 147]. Makroskopowy stan populacji opisywano wektorem
czestodci wystepowania osobnikdéw o danym przystosowaniu, ktéry w analogii do
teorii Eigena [47], nazwano fenotypowa quasi-populacjg (ang. quasi-species). Ana-
lizowano dynamike ewolucji i badano mechanizmy jej kontroli. Podobnie jak w mo-
delu Vose’a, zdefiniowano operator G bedacy tutaj zlozeniem operatoréw selekcji
1 mutacji, ktory dzialajac na biezacym rozkladzie przystosowania daje oczekiwany
rozklad jakosci populacji w nastepnej generacji. Okreslono wladciwosci operatora
wyjadniajace epokowos¢ ewolucji $redniego przystosowania. Pokazano, ze rola re-
kombinacji w ewolucji epokowej jest marginalna. Oszacowano analitycznie liczbe
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koniecznych obliczefr funkcji celu, aby osiagnaé optimum globalne w zaleznoéci od
tempa mutacji, rozmiaru populacji oraz funkeji celu, co pozwolilo na rozwigzanie
zadania optymalnego doboru parametréw dla danych klas zadan. Najbardziej efek-
tywne okazaly sie wartosci parametréw, dla ktérych populacje w fazie latentnej sa
stabilne brzegowo.






4. Dynamika modelu nieskonczonej populacji

Trudnosci, jakie napotykaja badacze podejmujacy proby analizy teoretycznej
algorytmoéw ewolucyjnych zmuszaja do przyjmowania zalozen uproszczajacych, a w
przypadkach modeli doktadnych (np. markowowskich) do analizy prostych przykla-
déw o niewielkiej liczbie wymiaréw. Jedna z najczesciej stosowanych aproksymacji
jest zalozenie nieskonczonej liczebnosci populacji. Warunek ten lezy u podstaw za-
réwno modelu Vose’a [203, 204], jak i modeli wykorzystujacych fizyke statystyczna
[162], genetyke populacyjna [146] oraz innych [75, 200]. Zalozenie jest w pewnym
sensie rozszerzeniem powszechnej praktyki stosowania w algorytmach genetycz-
nych z kodowaniem binarnym licznych populacji, tak aby, z duzym prawdopodo-
bienstwem, w populacji poczatkowej egzemplarze zer i jedynek byly reprezentowane
dla kazdej cechy [76, 172]. Nieskoniczone populacje sa takze analizowane w biolo-
gii, np. w teorii quasi-species Eigena [47, 49], modelach cech ilosciowych [128] czy
rozwoju populacji wiruséw [17].

Dzieki analizie nieskoniczonych populacji, losowe fluktuacje z generacji na gene-
racj¢, wystepujace w ewolucji populacji skonczonych, moga byé aproksymowane
nieliniowymi procesami deterministycznymi z ciagla przestrzenig stanéw. Warunek
ten umozliwia opisanie w spos6b makroskopowy zbiorowego zachowania populacji
jako calosci przez podanie kilku parametréw, takich jak: wartosci oczekiwane, wa-
riancje i wyzsze kumulanty [162]. Oczekuje sig, ze trajektorie nieskoniczonych popu-
lacji sa zbiezne do oczekiwanych trajektorii populacji mniejszych. W rzeczywistosci
ewolucja modelu aproksymacyjnego moze by¢ istotnie rézna od poszczegdlnych
realizacji proceséw rzeczywistych [159, 199]. Jednakze modele nieskoficzonych po-
pulacji (czasem przy pewnych dodatkowych zalozeniach) pomagaja w zrozumieniu
dynamiki algorytméw ewolucyjnych z populacjami skoniczonymi [147].

Modele nieskonczonych populacji dotyczace metod z kodowaniem binarnym roz-
patrywane sg w skonczonych przestrzeniach poszukiwan. Nieskoficzone populacje
w nieskonczonych, rzeczywistych przestrzeniach poszukiwan, ktore sa przedmiotem
tego rozdzialu, byly analizowane przez Qi i Palmeriego [163]. Proces stochastyczny
z czasem dyskretnym wykorzystano do modelowania zmian funkeji gestosci prawdo-
podobienstwa opisujacego rozklad calej populacji poddanej dzialaniu operatoréw
genetycznych (zobacz rozdzial 3.1). Analize rozkladéw prébkowania nieskoniczo-
nych populacji dziatajacych w R™ dokonano takze w rozprawie [4]. W niniejszym
rozdziale przeanalizowano metode poszukiwan ewolucyjnych z miekka selekcja dla
nieskoniczonych populacji w rzeczywistych, nieograniczonych przestrzeniach po-
szukiwan [98, 100, 101, 102, 116]. Zalozenie o nieskoniczonej liczebnodci populacji
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umozliwia rozpatrywanie rozkladéw populacji w kolejnych generacjach w krajo-
brazach jedno- oraz wielomodalnych funkcji celu.

4.1. Model poszukiwan ewolucyjnych z miekka selekcjg
dla nieskonczonych populacji

Metoda poszukiwan ewolucyjnych z miekka selekcja, przedstawiona w roz-
dziale 2.3.2, jest w ogélnym przypadku (m osobnikéw i n-wymiarowa przestrzef
poszukiwai) trudna do analizy teoretycznej. Aproksymacja modelem nieskoficzo-
nej populacji w jednowymiarowej przestrzeni poszukiwan (n = 1) przynosi korzysci
w postaci opisu populacji poprzez funkeje rozkiadu cech (proporcji osobnikéw z ce-
cha o danej wartosci) w populacji. Zakladamy, ze gdy liczebno$é populacji roénie,
réznice pomiedzy mozliwymi rzeczywistymi przebiegami ewolucji a ich oczekiwana
aproksymacja dla nieskoficzonych populacji beda maleé!.

W generacji i-tej rozklad cechy opisany jest przez funkcje gestosci prawdopodo-
biefistwa p;(2) osobnikéw z cechg x. Zgodnie z zasadami selekcji proporcjonalnej,
FGP po selekcji pi(z) jest wyrazona jako iloczyn rozkladu FGP populacji bieza-
cej oraz funkcji celu, ktéry jest znormalizowany wartoécia oczekiwana funkcji celu
wzgledem rozkladu prawdopodobienstwa p;(x) populacji w i-tej generacji

q(2)pi(z)
J% 4(2)pi(z) dz

pi(z) = (4.1)

oraz [*2_ pi(z)dz = 1. Wartoéci FGP po selekeji p)(z) wzrastaja dla cech, ktérych
przystosowania osobnikéw sa duze. Jednak takze dla cech o niewielkiej wartosci
funkcji celu FGP przyjmuje wartosci rézne od zera. Latwo zauwazy¢ jedna z wia-
Sciwosci selekeji proporcjonalnej: lepsze (o wigkszym przystosowaniu) osobniki sa
preferowane, ale réwniez gorsze majg szanse na ,wybranie”. Operacja mutacji jest
opisana splotem funkcji gestosci po selekcji pi(z) oraz funkcji rozkladu mutacji
g(z,y), ktéra definiuje prawdopodobiefistwo zmiany cech osobnika z y na z. Roz-
klad populacji w generacji ¢ + 1 jest wiec réwny

2% aW)pi(v)g(z, y) dy
( .

pin(@) = [ oo, ) dy = i) dz

(4.2)

Otrzymano rozklad znany z deterministycznych modeli genetycznych cech ilocio-
wych jako rozklad nieskonczonej liczby alleli w nieskoniczonej populacji [119]. Zgod-

Badania symulacyjne z rozdz. 4.3.3 potwierdzaja prawdziwosé tego zalozenia.
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nie z zalozeniami modelu poszukiwan z migkka selekcja przyjmiemy, ze g(z,y) ma
rozklad normalny wokél cechy y z wartoscig wariancji o2 jako parametrem:

(@9) = Ny o)) = ——exp (- E—2 @3)
9g\x,y) = Y, - \/2—71'0' p 202 : :
Zalozenie, ze mutacja powinna wprowadzaé niewielkie zmiany do rozktadu po selek-
cji oraz prawdopodobienstwo zmiany tych cech wskutek mutacji powinno male¢
ze wzrostem odleglosci miedzy x i y, usprawiedliwia postaé operatora mutacji.
W literaturze spotyka sie takze zastosowanie rozkladéw Cauchy’ego jako gestosci
mutacji, ktére maja znacznie bardziej ptaskie ,ogony” niz rozklady gaussowskie, co
zwigksza prawdopodobiefnstwo mutacji o wigkszym zasiegu (makromutacji) i wyj-
Scia z pulapki ewolucyjnej [152, 216].

Funkcje celu?. W niniejszej dysertacji, dynamike lokalna nieskonczonych po-
pulacji badano w krajobrazie jednomodalnej funkcji celu zadanej réwnaniem ¢(z) =
exp(—ax?) (patrz Dodatek, funkcja (D.2)), z maksimum w zerze i parametrem a
opisujacym nachylenie zbocza, a odpowiedzialnym za intensywno$¢ selekcji. Na
potrzeby analizy wygodnie jest takze opisaé funkcje gaussowsks parametrem sze-
rokoéci wzgoérza (2, tak aby odchylenie standardowe mutacji i rozleglo$é wzgérza
mialy taka sama miare odlegiosci. Funkcja celu jest wtedy zapisana w nastepujacej
postaci: ¢(z) = exp[—z2/(2¢?)], gdzie ¢? = 1/(2a).

Dynamike globalng analizowano dla rodziny dwumodalnych funkcji jakosci be-
dacych suma dwéch krzywych Gaussa, zadanych zaleznoscia g(x) = exp(—ax?) +
hexp|—a(z — d)?] (patrz Dodatek, funkcja (D.4)), z maksimum lokalnym o war-
todci jeden w zerze oraz maksimum globalnym o wartosci h, (h > 1) polozonym
w punkcie d. Wybrano krzywe gaussowskie, poniewaz moga one aproksymowaé
szerokie klasy funkcji, sa opisane przez niewielks liczbe parametréw oraz tworza
zamknigta klase ze wzgledu na operacje, ktérym poddawane sa populacje (wyniki
tych przeksztalcen takze naleza do klasy krzywych gaussowskich). Gaussowskie
funkcje przystosowania stosuje si¢ takze w genetyce populacyjnej do analizy modeli
ewolucji fenotypowej {120, 128]. Do celéw poréwnawczych beda stosowane dodat-
kowo funkcje tréjkatne.

4.2. Dynamika lokalna

Nawet dla jednomodalnej gaussowskiej funkcji przystosowania (D.2) nie jest
mozliwe podanie dokladnej formy p;(z) dla dowolnego rozkiadu poczatkowego
populacji, poniewaz réwnania (4.1) oraz (4.2) nie sg rozwigzywalne analitycznie
w przypadku ogélnym. Gdy jednak zalozymy, ze poczatkowa populacja ma roz-
klad normalny po(z) = N (no, v2), to mozliwe jest wyznaczenie rozktadu w kolejnej

2 Szczegbtowe opisy funkcji celu wraz z ich reprezentacjg graficzna zebrano w Dodatku.
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generacji. Wybér rozkladu normalnego podyktowany jest jego pozadanymi wlasci-
wosciami analitycznymi i statystycznymi®. Poniewaz funkcja przystosowania jest
takze gaussowska, wiec caltkowanie w nieskoficzonych granicach réwnania (4.2) daje
w wyniku funkcje nalezaca do klasy funkcji gaussowskich. Ponadto, dowolna funk-
cje (ograniczona i ciagla w przedziale —oo < ¢ < z < b < 00) mozna, z matym
bledem, aproksymowaé w tym przedziale przez liniowg kombinacje funkcji gaus-
sowskich. Przyjmujac nawet, ze rozklad populacji poczatkowej jest innego typu,
np. jednostajny w zadanym przedziale, to, ze wzgledu na normalng postaé¢ mutacji,
w kolejnych generacjach zbliza sie do normalnego? (rys. 4.11) lub co najmniej jest
nieréwnomierny i staje si¢ normalny po pewnym czasie [4]. Rozklady normalne
stosowano rowniez do analizy rozkladéw przystosowania w modelach algorytmoéw
genetycznych wykorzystujacych fizyke statystyczna, co ulatwilo znalezienie war-
todci $rednich i wariancji przystosowania w kolejnych generacjach [161]. Sa tez
stosowane w biologii, w analizie rozkladéw populacji i wplywéw na nie réznych
mechanizméw ewolucyjnych [119, 128].

Rozklad populacji w (i + 1)-generacji, przy zalozeniu normalnego rozkiadu
populacji w i-tej generacji oraz jednomodalnej gaussowskiej funkcji przystoso-
wania (D.2), obliczony na podstawie rozkladu (4.3), jest normalny p;41(z) =
N (ni41, V3 1) ze Srednig n;11 oraz wariancjg 2, ; danymi wzorami

i
= 4.4
Ti+1 1_*_2&1/12: ( )
2
2 _ 2 Vi
Ui-}—l =0"+ 1+ 501111-2' (45)

Mozna zauwazy¢, ze 1,41 < 1, czyli rozklady populacji przesuwaja sie w kierunku
zera. Wariancja 1/;2+1 jest wieksza od wariancji modyfikacji 02. W granicy otrzymu-
jemy rozklad stacjonarny (dynamiczny stan réwnowagi) p;(z) = pi+1(x), ktérego
parametry opisuje nastepujacy lemat:

Lemat 4.2.1. Nieskoriczona populacja w stanie réwnowagi selekcyjno-mutacyjnej
ma rozktad normalny N (ns,v?) wokdt optimum jednomodalnej funkcji przystoso-
wania z warto$cig oczekiwang w ekstremum ns; = 0 oraz wariancjg opisang wzorem

2

Ve = % (1 + /14 2/(aa2)> = %2 (1 s W) : (4.6)

Dowdd: Dlai — 400 wartosci oczekiwane 7); tworzg $cisle monotoniczny ciag liczb
rzeczywistych ze wspolczynnikiem zawezenia ;41 /m; = 1/(1+2av?) < 1. Tak wiec,

3 W pracy [16] podano szczegblowa charakterystyke wtadciwodci rozkladéw gaussowskich,
a takze ich mieszanin.
4 Wariancja tego rozkladu zalezy od wariancji mutacji oraz nachylenia a funkcji celu.
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n; — 0, gdy ¢ — +o00. Wartos¢ oczekiwana rozktadu stacjonarnego jest réwna zeru,

czyli jest polozona w punkcie, dla ktérego funkcja przystosowania osigga optimum.

Stacjonarng warto$¢ wariancji v? zadanej przez wzér (4.6) otrzymano z warunku
2 2

Vi = Vit U

funkcja celu: q(z) = exp(—5z?)
=0,

0% =0,64,0,16,0,04

wariancja poczatkowa v3:
L v2 =150%

II. 3 = o2

II. v¢ = 0,502

2 2

Rys. 4.1. Wariancja rozkladu v? dla réznych parametréw o? i 12
w kolejnych generacjach
Fig. 4.1. Distribution variance v? for various parameters o2 and v?

in consecutive generations

Lemat 4.2.1 wskazuje na zbiezno$é rozkladéw nieskoriczonych populacji wedlug
$redniej oraz z prawdopodobiefistwem do optimum. Wariancja u1~2+1 opisana réw-
naniem (4.5) jest zawsze wieksza niz wariancja rozkladu mutacji o2 i niezalez-
nie od rozkladu poczatkowego bardzo szybko zbiega do wartosci stacjonarnej v?
(rys. 4.1). Warto$¢ wariancji rozkladu stacjonarnego zalezy zaréwno od wariancji
mutacji o2, jak i od szerokosci wzgérza (2 funkcji przystosowania. Rozproszenie
populacji jest mniejsze dla matych o2. Jezeli wptyw ¢2 dominuje nad o2 (¢2 > o2),
to wariancje v2 mozna oszacowaé jako v2 ~ o2(1 4 ¢ )/2. Gdy wariancja mutacji
jest znacznie wigksza od szerokodci wzgérza o2 > (?, warto$é v2 mozna osza-
cowaé jako v? ~ o%. Wynik ten jest zbiezny z wnioskiem Qi i Palmeriego [163]
dotyczacym niekorzystnego wplywu zaburzen wywolanych mutacja na jako$é po-
pulacji. Podobne rezultaty przyniosta analiza pierwszych dwéch momentéw dla
jednomodalnej gaussowskiej funkcji przystosowania w modelu wykorzystujacym
fizyke statystyczna [161] oraz badania dynamiki rozkladu prébkowania nieskon-
czonych populacji [4]. Wariancja szybko osiaga warto$é stacjonarna, a zbiezno$é
wartosci oczekiwanej jest wolniejsza.
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4.3. Dynamika globalna

4.3.1. Rozklady populacji

Dla efektywno$ci poszukiwan globalnych wazne sg eksploracyjne wlasciwosci
metody, pozwalajace na opuszczenie obszaru optimum lokalnego i penetracje in-
nych obszaréw krajobrazu w poszukiwaniu ekstremum globalnego. Zbadamy wiec
mozliwos$ci eksploracyjne analizowanego modelu, w szczegélnosci przejscie siodla,
w krajobrazie dwumodalnej funkcji przystosowania (D.4), gdy populacja poczat-
kowa skoncentrowana jest na nizszym jej wzgérzu. Stanem wyjSciowym bedzie
populacja w stanie réwnowagi selekcyjno-mutacyjnej, rozlozona normalnie wokél
optimum lokalnego, z wariancja 12 (rys. 4.2a.). Funkcja gestoéci prawdopodobiefi-
stwa rozkladu populacji jest wtedy zadana zalezno$ciag

1 5°
pO(:E) = \/27r_ygexp (—2_1;g> . (47)

Rozklad populacji pierwszej obliczony na podstawie réwnan (4.1), (4.2), z wyko-
rzystaniem danych (4.3), (4.7), jest wyrazony wzorem

1 hK,l 1 2
= N(0,v3) + —LELL Af(yy1,02), 48
pl (3;) 1 + hnl,lN( lul) + 1 + hK:l’l (7111 Vl) ( )
gdzie:
2 2 2
9 9 Vs ad 2av;
=glp 0 = T — =2 g,
Vi o° + 1+ 2(11/3, K11 exp ( 1+ 2(“/3) ) 71,1 1+ 20,1/3

Warto$é oczekiwana rozkladu o FGP p;(z) wynosi

h
Ll 1,1 (4.9)

M=Ty hki,1

Otrzymany rozklad (4.8) jest suma dwéch rozkladéw normalnych (rys. 4.2b): jed-
nego o wartosci oczekiwanej réwnej zeru i wariancji v? (skupionego na szczycie
nizszego wzgdrza) i drugiego o wartosci oczekiwanej réwnej 1,1 i wariancji 7
(przesunigtego w kierunku wyzszego wzgoérza). Poniewaz p; > o, populacja nie
pozostaje w optimum lokalnym, lecz przemieszcza si¢ w kierunku optimum global-
nego. Wielko$¢ przesunigcia wartosci oczekiwanej (4.9) zalezy od odleglosci miedzy
wzgérzami d, wariancji rozktadu poczatkowego v i parametréw funkcji celu h, a.

Rozklad populacji po generacji drugiej jest sumg czterech rozkladéw normal-
nych

(z) = N(0,12) + hrg i N (72,1, V3) + kg aN (12,2, V2) + h2ka s N (v2,1 + 72,2, V2)
P2 14+ hﬁg,l + hh‘,212 + h2l<.‘,2,3

(4.10)
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z parametrami

2 2
2 __ 2 ! _ __Mna _ _2ay;
MECH TG ™M T Trw? T Tioa?®

ad? 07%,1
K21 = €Xp —m ) K2,2 = K1,1 €Xp -m )

a(y,1 — d)2> _

28 = BL1LeP (_ 14+ 2(11/12

Ponownie jeden z rozkladéw sktadowych jest skoncentrowany wokél optimum lo-
kalnego, a pozostale sg przesunigte w kierunku optimum globalnego (rys. 4.2c).
Kontynuujac, mozna obliczy¢ rozklady populacji w kolejnych generacjach, aczkol-
wiek obliczenia staja si¢ coraz bardziej skomplikowane. W generacji trzeciej rozklad
jest suma oémiu (rys. 4.2d)%:%, a w i-tej — 2¢ rozkladéw normalnych.

Modele, w ktérych wystepuja mieszaniny rozkladéw o danej funkcji gestosci
prawdopodobienstwa (szczegélnie rozklady normalne, ang. Gaussian Mizture Mo-
dels GMMs [41]) sa znane i czgsto stosowane w statystyce do klasyfikacji danych
oraz w okreslaniu wielowymiarowych rozkladéw zmiennych losowych. Mieszaniny
gaussowskie s3 popularne, poniewaz umozliwiaja wierng reprezentacje zlozonych
FGP i skomplikowanych wzajemnych powigzan w zbiorach danych?. Zwykle mie-
szaniny rozkladéw otrzymuje si¢ wtedy, gdy prébki pochodza z réznorodnych po-
pulacji lub wielowymiarowych niejednorodnych danych, gdzie dane z kazdej klasy
s modelowane przez pojedynczy rozklad [136] (np. analiza czestosci wystepowania
ryb o danej dlugosci w ryboléwstwie [131]), podczas gdy w badanym w pracy przy-
padku populacja jest jednorodna8. Réwniez w dziedzinie algorytméw ewolucyjnych
wykorzystywane sa mieszaniny rozkladéw normalnych jako estymatory kolejnych
rozkladéw prawdopodobiefistwa dla metod, ktére nie stosuja w badaniach popu-
lacji osobnikéw, lecz populacje rozkladéw [73]. Oprécz mieszanin gaussowskich
zaproponowano inne estymatory, przykladowo rozklady Erlanga [126]. Poniewaz
rozklad mieszaniny rozkladéw gaussowskich nie jest normalny, jego analiza w ogdl-
nym przypadku jest utrudniona.

4.3.2. Parametry rozkladu mieszaniny

Analizujac kolejne generacje osobnikéw w krajobrazie dwumodalnej funkcji
przystosowania, mozna okresli¢ parametry rozkladéw skladowych i-tej generacji,

® Caztery z o$miu rozkladéw nie sa widoczne na rysunku z powodu bardzo malej wagi.

5 Tréjkat Av na rys. 4.2, 4.4-4.8, 4.10, 4.11 wskazuje wartoéé oczekiwang mieszaniny.

" Opis wykorzystania mieszanin rozkladéw gaussowskich w réznorodnych dziedzinach, od
psychologii przez geologie po astrofizyke, mozna znalezé w [197].

8 Wszystkie cechy naleza do jednej klasy.
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a) generacja 0 b) generacja 1
2 2

0,5r

0

c) generacja 2 d) generacja 3
2 . . : 2

Rys. 4.2. Rozklady nieskoniczonych populacji w krajobrazie dwumodalnej funkcji (D.4),
a=5h=2,d=1, ¢%=0,1. Rozklad poczatkowy po(z) = N(0,12), 13 = 0,162
Fig. 4.2. Distributions of trait in the landscape of bimodal fitness functions (D.4),
a=5 h=2d=1, 0% =0.1. Initial distribution: po(z) = N(0,22), v3 = 0.162

dla populacji poczatkowej polozonej w optimum lokalnym. Ponizej przedstawiono
sposéb obliczenia warto$ci oczekiwanych rozkladéw skiadowych 7; j, oznaczajac
przez Iy (k = 0,1,...,4 Yt_olx = 2¢) liczbe rozkladéw skladowych, dla ktérych
wartosci oczekiwane sg sumg k wspélczynnikéw +; ;. Rozklad mieszaniny w i-tej
generacji jest wigc suma:

- lo = (3) = 1 rozkladu o wartosci oczekiwanej réwnej zeru n;0 = 0, ktéry
pozostaje w optimum lokalnym;

- Iy = () = 4 rozkladéw, dla ktérych wartosci oczekiwane sg réwne wspél-

czynnikom 7; j: M1 = Yi,1y+-+ Mg = Vi,is
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-la= (;) rozkladéw, dla ktérych wartosci oczekiwane sa réwne sumie dwéch
wspolczynnikow v; j: mir = Yip+i,s, gdzier = i+1,...,i+lo,apis(p,s =1,...,17)
przebiegajg zbiér wszystkich par (p, s),

— I3 = (3) rozkladéw, dla ktérych wartosci oczekiwane sa réwne sumie trzech
wspolezynnikow v; j: 0ir = Yip + Vi,s T Yirts 8dzier =i+ lo+1,...,i+ 12 + 13, a p,
s, t (p,s,t =1,...,1) przebiegaja zbiér wszystkich tréjek (p, s, t),

- l; = (}) = 1 rozkladu, dla ktérego warto$¢ oczekiwana jest réwna sumie
wszystkich wspélezynnikoéw i j: m; 2i_1) = ¥i1 + Yi2 + -+ + Vi

Poniewaz powyzszy sposéb okre§lania wartosci oczekiwanych rozkladéw sklado-
wych jest do$é skomplikowany, zaproponowano prostsza metode wyznaczania pa-
rametréw mieszaniny. Rozklad populacji w i-tej generacji jest sumg 2¢ sktadowych
rozkladow normalnych opisanych ogdlnie jako

2i—1

pi(z) = 3 BON@D, 1), (4.11)

=0

gdzie wspétczynniki ,BI(J ). j=0,...,2 —1 opisuja wagi poszczegdlnych rozkladéw.
Rozklad (4.11) mozna uogélnié dla funkcji wielomodalnej o k& maksimach (D.1),
sumujac k! rozkladéw normalnych w i-tej iteracji.

Z analizy rozkladéw poczatkowych przedstawionych narys. 4.2 wynika, ze kazdy
sktadowy rozklad normalny generuje w kolejnej generacji dwarozklady ,,potomne”:
jeden ulokowany w poblizu optimum lokalnego, a drugi w okolicach optimum
globalnego. Potomka polozonego w poblizu optimum lokalnego oznaczaé bedziemy
indeksem 0, a potomka lokowanego w poblizu ekstremum globalnego opatrzymy
indeksem 1. Zmienng r indeksujaca kolejno$¢ rozkladéw w mieszaninie wygodnie
jest zakodowaé binarnie. W takiej interpretacji binarny indeks kolejnego rozkiadu
(czytany od strony lewej ku prawej) wskazuje na rodowéd danego rozkladu. Tak
wigc globalny rozklad skladowy w generacji czwartej oznaczony (1011) jest potom-
kiem dwdch rozkladéw globalnych (,0jciec” i ,pradziad”) oraz jednego lokalnego
(,dziad”). Rozklady, ktérych lancuch rodowodu koniczy 0 nazwane sa frakcjg
lokalng, a te zakonczone 1 — frakcjq globalng. Wykorzystywany dalej zapis indeksu
(j0/1) oznacza konkatenacje binarnej reprezentacji j oraz 0/1 (na przyklad dla
J = 5:(j0) = (1010),a(51) = (1011)). Zapis tancucharodowodu w postaci binarnej
ulatwia okreslenie parametréow kolejnych rozkladéw w postaci rekurencyjne;.
Lemat 4.3.1 podaje warto$ci oczekiwane, wagi oraz wariancje rozktadu mieszaniny
w i-tej generacji, gdy populacja poczatkowa polozona jest w optimum lokalnym.

Lemat 4.3.1. Dla dwumodalnej funkcji przystosowania (D.4) j-ta skladowa roz-
kladu populacji w generacji i-tej danego wzorem (4.11), o wartosci oczekiwanej
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an ) i wadze ,3(] ), generuje w kolejnej generacji dwa nowe rozklady o wartosciach

oczekiwanych:

. (9)
i =1 (412)
nd 1
77:(1-11)— +d(1 z~)’ (4.13)
wagach
Y9 = g0 exp(-and’/z) @19)
£23 67 (exp(-an{’ /z) + hexp(-a(d = 1{)2/z))
(1) _ 40) hexp( a(d—nP)?/z)
Biyi =B ., (4.15)

e ﬂ()(exp( an{" /zt)+hexp(—a(d " ))2/21))

i takiej samej wariancji

vi, =02+ 7 (4.16)
+1 = 2 ’ :

gdzie z; = 142av?. Rozklad populacji w kolejnej generacji przedstawia sume frakcji
lokalnej i globalnej i wynosi

2i—1
(@) = 3 (BEINGEY, vi) + BEINGEY, V)
j=0
2+l
2 N@EvEy). (4.17)

Dowéd: Obliczenia kolejnych rozkladéw mieszaniny (4.11), przeprowadzone we-
dlug réwnan (4.1), (4.2), (4.3), daja w rezultacie wzory (4.12)—(4.16). O

Zauwazmy, ze wariancja (4.16) jest réwna wariancji rozkladu dla jednomodalne;j
funkcji przystosowania (4.5). Poniewaz wariancja szybko zbiega do swojej wartosci
stacjonarnej (4.6), mozna przyja¢ warto$¢ wariancji poczatkowej réwng wariancji
stacjonarnej vy = v,. Ulatwi to analize rozkladéw, gdyz wariancja nie zmienia sie
w kolejnych generacjach, czyli wariancje rozkladéw skladowych (4.16) sa nieza-
lezne od numeru generacji, podobnie jak parametr z; = z = 1 + 2av?. Rozklad
nieskonczonej populacji w kolejnych generacjach mozna teraz wyrazi¢ w bardziej
zwartej formie.
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Whniosek 4.3.1. Dla normalnego rozkladu nieskonczonej populacji poczatkowej
z wartoscia oczekiwang w optimum lokalnym N(0,18 = v2), rozktad populacji
pi+1(z) w generacji (i + 1) jest mieszaning rozklad6éw normalnych dana wzorem

pin(e) = 3 (AN GER D+ AONGED D), (419
j=
gdzie
99 = S), (4.19)
a9 = (’)+d(1_%), (4.20)
Y9 = 9 exP(“”h /z) . (4.21)

£25 60 (exp(-an{"*/2) + hexp(-a(d - 1{)2/2))

hexp(—a(d - n?)?/z)

gy =6 (4.22)
25 60 (exp(-an?’/2) + hexp(-a(d = n")2/2))
Wartosé oczekiwana p;4q oraz wariancja v2,; rozkladu piy1(z) wynosza
2i+l 21'
0), (§0) 1), (51
piv1= Y ﬂ(i)mfi)l = Z (859n8% + EAEY) (4.23)
j=0 j=0
2i+1_1 2 .
] 0 1
Vi1 = v Z ﬁi(f'l-)l = v Z ( 1(11) (il) ) (4.24)

Wariancja mieszaniny (4. 24) jest mniejsza niz wariancja (4.16) rozkladéw sklado-
wych, albowiem 22 . _1(ﬁfi)1)2 < 1. Poniewaz 0 < Th( 01) < 17( ) < nglll), jeden
z rozkladow potomnych jest ulokowany blizej optimum lokalnego, a drugi blizej
optimum globalnego niz rozklad rodzicielski. Odleglo$é pomiedzy rozkladami po-
tomnymi jest stala i wynosi d — d/z, jest wiec mniejsza niz odleglo$¢ pomigdzy
wzgérzami funkcji przystosowania. Obie frakcje zawierajg jednakows liczbe 2¢1
rozkladéw, lecz ,masa” frakcji lokalnej jest mniejsza® i maleje w kolejnych genera-
cjach. Skladowy rozklad globalny opisany laficuchem zlozonym z samych jedynek
szybko zaczyna mie¢ dominujace znaczenie, gdyz jego waga jest proporcjonalna do

® Wagi frakcji globalnej s3 mnozone przez h.
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Rys. 4.3. Wartos$ci oczekiwane rozktadu populacji (4.23)
dla réznych wartosci 02 w kolejnych generacjach

Fig. 4.3. Distribution expected values (4.23) parametrized

with the mutation variance o2 in consecutive generations

i-tej potegi wysokosci wzgoérza globalnego h*. Warto$é¢ oczekiwana tego rozkladu
mozna obliczyé ze wzoru

—d —d
Mo—d _ g, Mo
[TiZ0% 2

a poniewaz z > 1, wiec dazy ona do optimum globalnego lim;_,, n}!+1! = d.

-1 = g 4

)

Skomplikowana forma rozktadu populacji (4.18) uniemozliwia otrzymanie do-
ktadnych rezultatéw z analizy stanéw ustalonych. Wartosci oczekiwane rozktadu
moga by¢ obliczone tylko numerycznie, a wyniki ich ewolucji przedstawiono na
rys. 4.3. Wartosci te stabilizuja si¢ juz po kilku generacjach, przy czym im wigksza
wariancja mutacji o2, tym zbiezno$¢ jest szybsza. Wartoéci oczekiwane rozkladéw
stacjonarnych nieleza doktadnie w optimum globalnym, lecz sa przesuniete w strone
nizszego wzgdrza. Niedokladnosé lokalizacji zalezy od wariancji mutacji i jest tym
wigksza, im wieksze jest o2.

4.3.3. Badania symulacyjne rozkladéw

Rozklady nieskonczonej populacji opisane réwnaniami (4.18)—(4.22) symulo-
wano w krajobrazie dwumodalnej funkcji przystosowania dla réznych wartosci pa-
rametréw procesu oraz krajobrazu:

— wariancji mutacji 2 = 0,04;0,16; 0,64;

— nachylenia zboczy wzgdrz funkcji przystosowania a = 5, 10, 15;

— wysokosci optimum globalnego h = 1,2, 3.
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Praktycznie we wszystkich symulacjach poczatkowa populacja ma rozklad nor-
malny A (0,22). Liczbe mozliwych do wykonania generacji ograniczono do 15 ze
wzgledu na ograniczenia zasobowe komputera (w i-tej generacji obliczano 2¢ rozkla-
déw wraz z ich parametrami)!?. Rozklad z generacji 15. moze byé traktowany jako
rozklad w stanie réwnowagi, gdyz dla podanych wartosci o2 wartosci oczekiwane
rozkladu mieszaniny sg juz stacjonarne (zob. rys. 4.3).

Na rysunku 4.4 przedstawiono rozklad poczatkowy oraz rozklady po 5. i 15. ge-
neracji dla dwumodalnej funkcji przystosowania (D.4) z parametrami h = 2,a = 5
oraz réznych wartosci wariancji mutacji. Populacja poczatkowo rozlokowana wokét
optimum lokalnego szybko przesuwa sie w kierunku wyzszego wzgdérza i stabilizuje

i=0, 02 =0,04 i=5, 02 =004 i =15, 0% = 0,04
i -1 Av -1 Av
i=>5, 0% =0,16 i=15,0%=0,16
AN BN A\
g v \ > _T/ > \ _1_/ x \
i=0,0%=0,64 i=5,0%=0,64 i=15,02=0,64
' T y ‘ _— i‘-‘
-1 1 2 =1 Av -1 Av

Rys. 4.4. Rozklady nieskoriczonej populacji (4.18) w generacjach 0,5, 15
dla réznych wartosci wariancji mutacji 02, a =5, h = 2
Fig. 4.4. Distributions of trait (4.18) in generations 0,5, 15 for diverse values of
the mutation variance 02, a =5, h = 2

10 Sposéb aproksymacji rozkladéw wyzszych generacji przedstawiono w dalszej czesci roz-
dziatu.
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a=5((=01),02=004 a=10(¢=0,05),02=004 a=15((=0,03),02=0,04

E :

Av 2 -1 Av 2 =1 Av 2

Rys. 4.5. Rozklady nieskoriczonej populacji (4.18) w 15. generacji
jako funkcja nachylenia zbocza wzgorz a, h =2, i =15
Fig. 4.5. Distributions of trait (4.18) in the 15th generation as a function of
a hillside decline a, h =2, 1 =15

sie w jego sasiedztwie. Dla duzych wartosci o2 stabilizacja jest szybsza. Rozktady
w generacji numer 15, cho¢ podobne ksztaltem, nie sa jednak rozkladami normal-
nymi, z powodu zaburzen spowodowanych frakcja lokalng. Dla malych wariancji
mutacji wartos$¢ oczekiwana rozkladu mieszaniny jest polozona bardzo blisko eks-
tremum globalnego, a skladowe lokalne maja niewielkie wagi. Dla wickszych o2
populacja jest szeroko roztozona w krajobrazie funkcji przystosowania, a wartosci
oczekiwane rozkladéw lokalizujg wzgdrze globalne, aczkolwiek dokladnosc¢ lokali-
zacji optimum pogarsza si¢ wraz ze wzrostem wartosci o2.

Wplyw nachylenia zboczy wzgdrz funkcji przystosowania na rozktad mieszaniny
w 15. generacji przedstawiono na rys. 4.5. Zmiana parametru a powoduje zmiany
szerokosci wzgérza (opisywanego parametrem (2) oraz glebokosci siodla pomiedzy
optimami. Réznice w szerokosci wzgérz maja wplyw na rozktad tylko dla bardzo
malych o2. Wtedy parametry o2 i ¢2 maja podobne wielkodci i nie mozna pomi-
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Rys. 4.6. Zalezno$¢ rozkladéw nieskonczonej populacji (4.18) w 15. generacji
od wysoko$ci optimum globalnego h, a =5, 1 =15
Fig. 4.6. Distributions of trait (4.18) in the 15th generation as a function of
the global optimum height h, a =5, i =15

na¢ wplywu zadnego z nich. Bardziej intensywna selekcja powoduje wzrost wag
frakeji lokalnej i przesunigcie rozkladu w strong optimum lokalnego. Gdy o2 > (2,
szeroko$¢ wzgbrza nie ma znaczacego wplywu na rozklad populacji.

Bardziej zréznicowane rozklady obserwuje si¢ wtedy, gdy analizujemy wplyw
wysokodci wzgérz (rys. 4.6). Wraz ze wzrostem wysokosci optimum globalnego,
wagi frakcji globalnej (mnozone przez h) rosng i dominuja nad frakcjg lokalng. Im
wyzsze wzgérze globalne, tym szybciej warto$é oczekiwana rozkladu mieszaniny
jest zbiezna do ekstremum, dokladniej go lokalizuje, a rozktad bardziej przypo-
mina normalny. Gdy optima maja jednakowg wysoko$é h = 1, warto$é oczekiwana
rozkladu lezy na siodle dla wigkszych wartoéci 2. Punkt siodlowy jest punktem
stacjonarnym rozktadu. Gdy wariancja mutacji jest bardzo mala, zbieznosé rozkla-
déw jest powolna i w generacji 15. (przedstawionej na rysunku) warto$¢ oczekiwana
mieszaniny jest niewiele przesunieta z optimum lokalnego. Mozna oczekiwaé, ze
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a) 75. generacja, po(z) = N(0;0,09) b) 50. generacja, po(z) = N(0,5;0,09)
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Rys. 4.7. Dwumodalny rozklad nieskoniczonej populacji (4.18),
dla jednakowych wysokoéci optimum (h =1, a = 5, 0% = 0,04)
i réznych rozktadéw poczatkowych
Fig. 4.7. Bimodal distribution of trait (4.18) for equal optima height
(h=1,a=5, 0% =0.04) and various initial distributions

2.

\ populacja poczatkowa rozlozona
/ N woké! optimum globalnego:
0 v \ po(z) = N (1;0,23);
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Rys. 4.8. Rozklad nieskonczonej populacji (4.18) w 15. generacji
Fig. 4.8. Distribution of trait (4.18) in the 15th generation

podobnie jak w przypadku wiekszych o2, oczekiwana warto$é stacjonarna bedzie
lezala na siodle. Hipoteze te sprawdzono, pomijajac w mieszaninie rozklady skla-
dowe o bardzo malej wadze, mniejszej od zalozonego parametru (rys. 4.7). Symu-
lacje potwierdzily przypuszczenia: oczekiwana warto$é stacjonarna lezy na siodle
ws = 0,5, a otrzymany rozklad stacjonarny jest dwumodalny (rys. 4.7a). Rozktad
dwumodalny otrzymamy takze wtedy, gdy populacje poczatkows roztozymy wo-
két punktu siodlowego (rys. 4.7b), na co wskazuja obliczenia parametréw zgodnie
z réwnaniami (4.12)—(4.15).

Dla 02 = 0,16 sprawdzono, jak zachowa sie populacja rozlozona poczatkowo
w optimum globalnym po(z) = N(d, v2) (rys. 4.8). Widoczny jest wplyw wzgérza
lokalnego, ktéry deformuje rozklad, przyciagajac jego wartos¢ oczekiwang.

Whyniki przedstawionych symulacji pokazuja, ze nieskoniczone populacje potrafia
zlokalizowaé optimum globalne badanej funkcji celu, nawet wtedy, gdy réznica wy-
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Rys. 4.9. Symulowane rozklady duzych populacji. Jednorodna populacja poczatkowa.
Punkty przedstawiaja osobniki dla: a) jednomodalnej, b) dwumodalnej funkeji celu
(a=5, h=2,0%=0,04). W lewym rogu podano histogramy populacji wynikowej
Fig. 4.9. Simulated distributions of big populations initiated with identical individuals.
Points denote individuals in the landscape of: unimodal (a), bimodal
(b) fitness functions (a =5, h = 2, 02 = 0.04). Upper-left corner —
the histogram of a final population

sokosci szczytdw jest znaczna czy siodlo jest bardzo glebokie. Przyjecie niewielkich
wartoéci wariancji mutacji o2 spowalnia zbiezno$é, ale pozwala na dokladniejsza lo-
kalizacje ekstremum, a w przypadku jednakowych wzgérz prowadzi do otrzymania
rozkladéw dwumodalnych. Przytoczone badania rozkiadéw nieskonczonych poréw-
nano z symulacjg populacji bardzo duzych, lecz skoficzonych (rys. 4.9). Populacje te
sg roztozone wokoét optiméw: lokalnego dla funkcji jednomodalnej i globalnego dla
funkcji dwumodalnej. Im liczniejsza populacja, tym bardziej otrzymane rozklady
przypominajg rozklad normalny przewidziany w analizie teoretycznej. Populacja
majaca kilka tysiecy osobnikéw wystarczy do dobrej aproksymacji modelu nieskon-
czonego.

Analizowano takze w jaki sposéb zalozenie, ze zaréwno rozktad populacji po-
czatkowej, rozklad mutacji, jak i funkcje przystosowania sg gaussowskie wplywa na
zachowanie nieskonczonej populacji. Rozklady nieskoficzonych populacji zasymu-
lowano dla innej funkcji celu — tréjkatnej niesymetrycznej i dwumodalnej (patrz
Dodatek, funkcja (D.6)) (rys. 4.10). Rozklady stacjonarne przypominajg rozklady
otrzymane dla gaussowskiej funkcji dwumodalnej (por. rys. 4.4). Dla tego samego
krajobrazu przetestowano réwniez inne rozktady mutacji: jednostajny oraz tréj-
katny (Simpsona). Zalozono, ze populacja poczatkowa jest prawie homogeniczna —
zawiera tylko typy quasi-optymalne. Rozklad populacji poczatkowej jest mocno
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Rys. 4.10. Rozklady nieskoniczonej populacji (4.18) w 100. generacji, w krajobrazie
tréjkatnej funkeji (D.6), dla réznych wariancji mutacji i v3 =0,1, a =5, h =2
Fig. 4.10. Distributions of trait in the 100th generation in the landscape of the tent
fitness function (D.6) for different mutation variances and 13 = 0.1, a =5, h = 2

a) jednostajny w [—0,1;0,1] b) jednostajny w [—0,4;0,4] c) tréjkatny w [—0,1;0,1]
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Rys. 4.11. Rozklady nieskonczonej populacji (4.18) w 100. generacji, w krajobrazie
tréjkatnej funkeji (D.6), dla réznych rozkladéw mutacji. Rozklad populacji poczatkowe;j
jest jednostajny w przedziale [—0,01; 0,01], skoncentrowany na optimum lokalnym
Fig. 4.11. Distributions of trait (4.18) in the 100th generation in the landscape of the
tent fitness function (D.6) for various distributions of mutation. Distribution of the
initial population is uniform in the range [—0.01;0.01], centered in the local optimum

skoncentrowany na optimum lokalnym i przypomina delte Diraca. Przedstawione
narys. 4.11 rozkltady stacjonarne w 100. generacji przypominaja rozktady dla funk-
cji gaussowskich (por. rys. 4.5). Podobnie jak uprzednio, duzy zasieg mutacji przy-
spiesza proces dochodzenia do stanu rownowagi, ale powoduje jednocze$nie wiek-
sze niedokladnosci w lokalizacji ekstremum globalnego. Zaobserwowano ciekawe
zachowania poczatkowego rozkladu aproksymujacego delte Diraca. Zanim gtéwna
masa rozkladu populacji zajeta wzgorze globalne, rozklad sie splaszczyl, jego war-
to$¢ maksymalna szybko zmalala, podczas gdy wartosé oczekiwana praktycznie
nie zmienila swojego polozenia w poblizu optimum lokalnego. Kiedy fragment
rozszerzajacego sie rozkladu przekroczyl siodlo, bardzo szybko, bo juz po kilku
generacjach rozklad przesunal sie i ustabilizowal na wzgérzu globalnym. Z prze-
prowadzonych analiz mozna wigc wnioskowaé, ze przyjecie funkcji gaussowskich
do badan nie ogranicza ogélnosci otrzymanych rezultatéw.
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Rys. 4.12. Rozklad graniczny nieskonczonej populacji (wiersz gérny) oraz wagi
rozkladéw skladowych i granicznych (wiersz dolny) uzyskany za pomoca
metody fraktalnej, dla réznych parametréw modelu, a = 5
Fig. 4.12. Limit distribution of trait (the first row); weights of component and limit
distributions (the second row) obtained by applying the fractal method,
for different parameters of the model, a = 5

Poniewaz parametry rozkladéw skladowych (4.19) i (4.20) opisuja determini-
styczny system iteracyjny [156], zaproponowano fraktalng metode analizy rozkla-
déw granicznych [116], dzigki ktérej mozna z duza dokladnoscig oszacowaé pa-
rametry kolejnych rozkladéw bez wzgledu na zasoby pamieciowe i obliczeniowe
komputera. Pomija si¢ w niej rozklady generacji poczatkowych, pamietajac tylko
K koncowych, gdzie K jest parametrem metody i zalezy od zasobéw obliczenio-
wych komputera. Oszacowane bledy aproksymacji metody sa dostatecznie male,
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aby uznaé metode za wiarygodna. Na rysunku 4.12 przedstawiono uzyskane me-
todg fraktalng wykresy wag rozkladéw skiadowych oraz granicznych dla réznych
wartoSci wariancji modyfikacji. Otrzymane rezultaty potwierdzaja obserwacje, ze
ewolucja nieskoficzonych populacji z matymi wartoéciami o2 najdokladniej lokali-
zuje optimum globalne. Uzyskano takze dwumodalny rozklad graniczny dla matych
wariancji mutacji oraz wzgérz o jednakowej wysokosci.

4.3.4. Dyskusja

Zbadajmy wplyw mutacji na zachowanie modelu nieskonczonych populacji.
Rozwazmy przypadek, gdy mutacja nie wystepuje. W tym przypadku p;y1(z) =
pi(z) i rozklad populacji w kolejnej generacji opisany jest réwnaniem (4.1). Mozna
tez zbadaé rozklad po selekcji i mutacji p;+1(z) dla malych (dazacych do zera)
wartodci wariancji mutacji. Mutacja znaczaco przyspiesza proces zbieznosci do roz-
kladu stacjonarnego, a zatem i do optimum globalnego (zobacz rys. 4.4). Jedno-
czednie, podtrzymujac réznorodnosé populacji, mutacja o duzym zasiegu nie po-
zwala na dokladng lokalizacje ekstremum. Gdy rozpatrzymy przypadek lokalny,
bez mutacji (02 = 0), warto$é oczekiwana rozkiadu (4.4) jest réwna v, | /v; =
1/(1+2av?) < 1, a wspélezynnik zawezania wynosi n;41 = niui2+1/ui. Gdy i — oo,
woéwcezas v; — 0 1 wspdlczynnik zawezania zbliza si¢ do jedynki. Wtedy war-
toéé oczekiwana bardzo wolno dgzy do jej wartosci stacjonarnej. Gdy mutacja jest
obecna, wariancja rozkladu populacji, zgodnie z (4.6), nie moze by¢ mniejsza niz
02 /2. Tak wiec réznorodnosé w populacji jest zachowana, a zbiezno$é do rozkladu
stacjonarnego jest szybsza niz w przypadku bez mutacji (rys. 4.13a). Zmiany wa-
riancji rozkladu (4.16) w krajobrazie jedno- i dwumodalnej funkcji przystosowa-
nia, gdy nie wystepuje mutacja (02 = 0), przedstawiono na rys. 4.13b. Widoczny
efekt szybkiego ujednolicania populacji moze spowodowaé, ze rozklad populacji nie
skoncentruje sie na optimum globalnym, lecz na pewnym punkcie w jego otoczeniu
(przyklad tzw. przedwczesnej zbieznosci rozktadu) (rys. 4.13a).

Przedstawiona analiza modelu nieskoficzonych populacji pozwala na sformu-
lowanie pewnych spostrzezen dotyczacych konstrukcji fenotypowych algorytmoéw
ewolucyjnych. Aby zachowaé dobre wlasciwosci eksploatacyjne i eksploracyjne
poszukiwan ewolucyjnych, zasieg mutacji powinien byé wiekszy na poczatku
poszukiwan i male¢ w ich trakcie. Spostrzezenie potwierdza wyniki uzyskane
w pracy [163]. Wniosek ten jest znany i wykorzystywany w praktyce, np.
adaptacja parametru o mutacji w strategiach ewolucyjnych [8, 46, 170] czy
zmiana temperatury w symulowanym wyzarzaniu {121].

Interesujgca wlasciwoscia modelu nieskoniczonych populacji wydaje si¢ wy-
stepowanie dwumodalnych rozkladéw w jednorodnych populacjach, dla ktérych
wszystkie cechy nalezg do jednej klasy. W przypadku wzgérz o réwnych wysoko-
$ciach i malych o2 mutacji populacje zajmuja oba optima, nie wyrézniajac zadnego.
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Rys. 4.13. a) Wartosci oczekiwane 71; rozkladu populacji dla réznych parametréw
rozkladu poczatkowego no, 1 = 0,25. Linie przerywane — bez mutacji (o2 = 0),
ciagle — z mutacja (02 = 0,16). Jednomodalna funkcja celu (D.2), a = 5.

b) Wariancja v? w ewolucji bez mutacji (¢ = 0) dla réznych wartosci v3.
Jedno- i dwumodalne gaussowskie funkcje celu, a =5, h =2
Fig. 4.13. a) Expected value of distribution for various parameters of the initial
distribution 79, 13 = 0,25. Evolution without mutation (02 = 0) marked
with solid lines, and evolution with mutation (62 = 0.16) with dotted lines.
Unimodal fitness (D.2), a = 5.

b) Variance v2 for evolution without mutation (02 = 0) for different values of 2.
Uni- and bimodal fitness, a = 5, h =2

Rozklad réwnowagi moze by¢ traktowany jako suma dwéch rozktadéw skoncentro-
wanych na poszczegélnych szczytach. Wartosé oczekiwana rozkladu tacznego jest
jednak polozona w obszarze siodla. Znajac jedynie warto$¢ oczekiwang rozktadu,
mozna traktowaé go jako jednomodalny i skupiony miedzy optimami. W rzeczy-
wistosci jednak tylko bardzo mala cze$é¢ populacji ma cechy zblizone do iacznej
wartosci oczekiwanej, podczas gdy wiekszo$¢ ma cechy bliskie jednemu lub dru-
giemu ekstremum. Opisany przyklad wskazuje jak istotnie rézne wyniki mozna
otrzymadé, analizujac cale rozklady lub aproksymujac je ze statystyk rozkladow
(patrz tez [159]).

4.3.5. Zbioér Cantora generowany przez wartosci oczekiwane rozkladu

Ewolucja rozkladéw nieskonczonych populacji przypomina proces generowania
fraktali przez uklady odwzorowan iterowanych (ang. iterated function system
IFS) [156]. Fakt ten wykorzystano, miedzy innymi, w opisanej powyzej fraktalnej
metodzie analizy rozkladéw granicznych. Blizsze badania wartosci oczekiwanych
rozkladu pokazuja takze inne ciekawe fraktalne wlasciwosci badanego modelu
nieskonczonych populacji [101]. W krajobrazie dwumodalnej funkcji przysto-
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sowania, dla d = 1, réwnania opisujace warto$ci oczekiwane frakcji lokalnej
i globalnej (4.12), (4.13) definiujg afiniczne przeksztalcenia zwezajace postaci

Floc(x) = cz,

Faion(®) = ez + (1 - <), (4.25)

gdzie ¢ = 1/z = 1/(1 4+ 2av?) < 1, a = jest polozeniem wartosci oczekiwanej da-
nego rozktadu. Jezeli rozpatrzymy dwa normalne rozktady poczatkowe, ulokowane
jeden w optimum lokalnym, a drugi w globalnym, to przyjmujemy, ze ich wartosci
oczekiwane wyznaczaja odcinek [0, d]. Iteracja transformacji (4.25) przeksztalca
odcinek [0, d] w dwa odcinki (o lacznej dtugosci réwnej ¢ < 1). Krance odcinkéw sa
wyznaczone przez wartosci oczekiwane rozkladéw wygenerowanych na podstawie
rozktadéw biezacej iteracji. W granicy (dla nieskoficzonej liczby iteracji) otrzymu-
jemy zbiér Cantora. Wynik przeksztalcenia zalezy od parametréw a oraz o2 (przez
wplyw na v2). Kilka pierwszych iteracji generujacych zbiér Cantora przedstawiono
na rys. 4.14. Klasyczny zbiér na odcinku [0,1] i ze wspélczynnikiem zawezania 3
otrzymamy dla d =11z =3, czyli gdy av? =11 ac? =2/3.

0 1
— —
| Sl wwz" |
1 P _--" [
[} [} 1 ]
% -- iteracja 1
00 M., _ Ot i )
- ’ N~ 2N -
! s 7 PAaRS S _—'— A . .
! S I e Vs ! iteracja 2
| LTS i ~F |
000 109 - 06 SHe 007 gL ol '
| T Tma T Tl N e se M N em T iteracja 3
1 et DL IO !
| 75 /r><~’:’\<»—\_\—<\ \\ 1
00001000 -2 -Z2%-r=s Suv SO
1110 1

Rys. 4.14. Zbiér Cantora tworzony przez ewolucje wartosci oczekiwanych dwéch
rozkladéw poczatkowych ulokowanych w optimach funkcji przystosowania, o = 0,04
Fig. 4.14. The Cantor set generated by the evolution of expected values of two initial

distributions of trait in optima of the fitness function, o2 = 0.04

Skomplikowane twory fraktalne mozna wiec odkryé nawet w tak prostym mo-
delu. Jest to kolejny przyklad potwierdzajacy stynne stowa M.F. Barnsleya: fractals
are everywhere [11].
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W rozdziale 4 przedstawiono analize modelu ewolucji fenotypowej z miekka
selekcja dla nieskonczonych populacji. Takie uproszczenie, aczkolwiek bardzo po-
pularne w literaturze, moze czasami prowadzi¢ do mylnych wnioskéw, poniewaz
w rzeczywistosci symulowane populacje sa zawsze skonczone. Zwykle trajekto-
rie badane w modelach nieskonczonych nie pokazujg zachowania pojedynczych
uruchomien algorytmu, ale raczej przebiegi usrednione po wszystkich mozliwych
realizacjach. Tak jest dla badanego modelu z miekka selekcja w krajobrazach gaus-
sowskich funkcji celu, gdzie trajektorie nieskoficzonych populacji dobrze aproksy-
muja usrednione przebiegi duzych populacji. W malych populacjach obserwuje sie
wysoki stopien fluktuacji zachowan z generacji na generacje. Predykcje ich ewolucji,
uzyskane z pomocg modeli nieskoficzonych, moga by¢ niedokladne, a czesto takie
usrednione wyniki sa diametralnie rézne od rzeczywistych zachowan populacji
(125, 159, 199, 203].

Analiza drugiej skrajnosci na osi liczebno$ci populacji, mianowicie bardzo ma-
lych populacji, moze przynie$§é wnioski blizsze rzeczywistosci, tym bardzicj, ze
w wielu zastosowaniach praktycznych stosuje si¢ wlasnie male populacje. Badania
symulacyjne wykazaly, ze niewielkie populacje zachowuja sie co prawda bardziej
chaotycznie niz liczebniejsze, ale sa bardziej mobilne, a wiec bardziej efektywne
w przekraczaniu siodel miedzy optimami (takze tych bardzo szerokich i wielowy-
miarowych) [29, 64, 186]. Dodatkowo, wykorzystanie malych populacji jest niekiedy
konieczne w problemach, dla ktérych obliczanie funkcji celu jest bardzo czaso-
chlonne badz kosztowne.

Ze wzgledu na zlozony charakter opisujacych je proceséw stochastycznych, nie-
wiele prac po$wieconych jest analizie teoretycznej malych populacji. Réwniez i w
tym przypadku dokonuje sie¢ dodatkowych zalozen upraszczajacych, na przyklad
populacje opisywane sa w terminach $rednich lub innych makroskopowych cha-
rakterystyk. Dla probleméw dyskretnych o malych rozmiarach bardzo mate popu-
lacje moga by¢ opisywane wprost za pomoca teorii lancuchéw Markowa (zobacz
rozdz. 3.2). Takze podejScie wykorzystujace mechanike statystyczna stosuje sie
do skonczonych populacji [159] (zobacz rozdz. 3.4). Badania wartosci oczekiwa-
nych dla skonczonych populacji wektoréw binarnych, w tym dwuelementowych,
opisano w [22]. Rozwazano tylko operator krzyzowania, bez mutacji. Podobnie
jak w modelu Vose’a [203], zalozono, ze przestrzef poszukiwan jest skonczona,
a populacje opisywano jako wektor czestosci wystepowania w niej danego typu.
Okreslono warunki, dla ktérych wlasciwosci populacji moga byé wystarczajaco
doktadnie okreslone przez analize tylko wartosci oczekiwanych populacji. Poka-
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zano, ze przy pewnych zalozeniach dotyczacych dlugosci wektoréw, populacja jest
zbiezna do stanu, w ktérym proporcje osobnikéw sa w réwnowadze (ang. linkage
equilibrium). Wykorzystujac miedzy innymi populacje dwuelementowe, Culberson
[30] badatl teoretycznie dzialanie mutacji i krzyzowania w AG, analizujac strukture
przestrzeni poszukiwan powodowang dzialaniem tych operatoréw.

W niniejszym rozdziale przedstawiono analize zachowan dwuelementowych po-
pulacji dla modelu poszukiwan ewolucyjnych z migkka selekcja, badajac trajektorie
systemu dynamicznego generowanego przez wartosci oczekiwane stanu populacji.
Zaprezentowane wyniki oparto na pracach [28, 44, 70, 71, 97, 101, 105, 104, 106,
108, 109, 110, 111, 113].

5.1. Przestrzen stanéw populacji

Ewoluujace populacje rozpatrywano dotychczas w przestrzeni typdw, czyli osob-
nikéw T' = R", gdzie kazdy punkt przestrzeni odpowiadal typowi elementu. In-
nym podejéciem moze by¢ analiza w przestrzeni standw populacji S, zawierajacej
wszystkie mozliwe populacje. Cala populacja jest wiec reprezentowana przez po-
jedynczy punkt, a ewolucja jest rozpatrywana jako ruch w tej przestrzeni. Analize
stanéw populacji mozna spotkaé w pracach poswieconych teorii metod ewolucyj-
nych wykorzystujacych tancuchy Markowa oraz teorig uktadéw dynamicznych (zo-
bacz rozdz. 3.2 i 3.3). Stosowane w tym rozdziale podejscie rézni sie znaczaco od
teorii Vose’a [203], gdzie nieskoniczone populacje ewoluuja w skonczonej dyskret-
nej przestrzeni o K stanach. Wymiar przestrzeni nie zalezy od wielkosci populacji,
gdyz stan opisany jest przez I{-wymiarowy wektor czesto$ci wystepowania typéw
w populacji. Populacje sa multizbiorami (ang. multi-sets), nieuporzadkowanymi
zbiorami wieloelementowymi z powtarzajacymi sie elementami. W prezentowa-
nym przypadku przestrzen standéw populacji S jest nieograniczona i ciggla, a jej
wymiar zalezy wprost od wielkos$ci populacji. Poniewaz dynamika populacji nie
zalezy od uszeregowania w niej osobnikéw, populacja moze byé traktowana jako
uporzadkowany zbiér m-elementowy (ang. m-tuple), a nie jako zbiér nieuporzad-
kowany.

Przestrzen stanéw S ma bardziej zlozona strukture niz przestrzen typow T'. Wy-
miar przestrzeni S zalezy od wielko$ci populacji i jest m razy wigkszy od wymiaru
przestrzeni T: dim(S) = n - m. Ze wzgledu na niezalezno$é ewolucji od kolejnosci
ustawienia osobnikéw w populacji (populacja dwuelementowa P = {z,z2} jest
réwnowazna populacji P = {z2,z1}), w celu ulatwienia analizy zdefiniowano re-
lacje réwnowaznosci U uporzadkowanych ciaggéw. Relacja U utozsamia wszystkie
punkty odpowiadajace permutacjom osobnikéw w populacji. W konsekwencji prze-
strzen stanéw populacji staje sie przestrzenig ilorazowa, z relacja réwnowaznosci

U: Sy = S/U = R™™/U.



5.2. Dwuelementowa populacja w przestrzeni standw G7

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozkladu lgcznego stanu dwuelemento-
wej populacji w przestrzeni stanéw S jest iloczynem FGP m rozkladéw (2.3). Przyj-
mijmy zasade wyboru jednego z nierozréznialnych (réwnowaznych wzgledem relacji
réwnowaznoéci U) elementéw zbioru. Niech s' = (i, 2}, ..., z¢,) reprezentuje stan
populacji w generacji i-tej zgodnie z przyjeta relacja rownowainoéci U. W prze-
strzeni ilorazowej Sy rozklad stanu populacji w (i + 1) generacji dany jest formulg

m

F&t(s|s m'Hf, (z;s") m'HZamls )o(zj,zi),  (5.1)

j=1lk=1

gdzie a(zi|s') opisuje prawdopodobiefistwo wyboru elementu zi, a g(z,z}) jest
rozkladem mutacji k-tego osobnika, g(z,z%) = N (zi, 02). Funkcja przystosowania
jest naturalnie zdefiniowana w przestrzeni typéw T'. Po wprowadzeniu przestrzeni
stanéw nalezy okresli¢ w niej odpowiednik funkcji przystosowania. Wydaje sig, ze
przyjecie jako wskaznika przystosowania calej populacji jej $redniego przystosowa-
nia (rys. 5.1) jest najbardziej naturalne!. W biologii fenotyp $redniego osobnika
definiuje si¢ takze w krajobrazie adaptacyjnym sredniego przystosowania [214].
W algorytmach ewolucyjnych krajobraz sredniego przystosowania wykorzystuje si¢
w modelach fizyki stochastycznej [159] oraz genetyki populacyjnej [144]. Powierzch-
nie jakosci w Sy majq bardziej skomplikowana strukture niz w przestrzeni 7', przede
wszystkim moga pojawié si¢ nowe optima lokalne (rys. 5.1). Ewolucja w przestrzeni
stanéw generuje wiec nieskonczong sekwencje stanéw populacji s%,s!, 82, ... opi-
sujacych ruch populacji w krajobrazie §redniego przystosowania.

Pomimo skomplikowanej struktury przestrzeni stanéw, analiza populacji w tcj
przestrzeni przynosi korzysci, zwlaszcza wtedy, gdy rozpatrujemy bardzo male po-
pulacje. W przypadku populacji dwuelementowych (m = 2) i jednowymiarowcj
przestrzeni poszukiwan (n = 1) przestrzen S jest dwuwymiarowa, co umozliwia
przedstawienie calej populacji jako punktu na plaszczyznie. Dodatkowo, mozliwe
jest obliczenie rozkladéw prawdopodobiefistwa stanéw populacji oraz ich wartoSci
oczekiwanych i wariancji.

5.2. Dwuelementowa populacja w przestrzeni stanéw
Rozpatrujemy dwuelementows populacje w jednowymiarowej przestrzeni po-
szukiwan P = (21, 22). Poniewaz przestrzen stanéw jest dwuwymiarowa, stan po-

pulacji jest punktem w R2. W tym przypadku FGP rozkladu polozenia osobnika
x w przestrzeni typéw T' w (¢ + 1) generacji zadana jest jako

! Alternatywa jest przyjecie maksymalnego/minimalnego przystosowania populacji.
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b) g(z) = exp(—5z2) + 2exp[—5(z — 1)?]
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Rys. 5.1. Powierzchnia $redniego przystosowania w przestrzeni stanéw populacji Sy
Fig. 5.1. Surface of average fitness in the space of states Sy

7 (@ls') = a(zilsg(z, 21) + alallsi)g(z, ), (52)

gdzie a(zl) = q(z})/(g(zh) + q(2h)), k = 1,2. W ilorazowe] przestrzeni stanéw
Sy FGP rozkladu stanu dwuelementowej populacji (5.1) jest dana wzorem

T @1, mal8) = 201 (0118 £57 (@als’) = 2Aa(alls?)g(an, 21)

b . iyl . N . (5.3)
+ a(z5|s")g(z1,25)) (a(z]|8")g(z2, 77) + a(zh]s')g(z2, 23))-

Zdefiniujmy relacje rownowaznosci U, porzadkujaca malejaco elementy populacji:

. zi,z}) dla z¥ >zt
R* S Sy cR?: (of,1h) — (?’? Sy F
v (1, 22) (zh,21) dla zi < o}

Relacja U zaweza przestrzen sklejajac, (utozsamiajac) punkty symetryczne wzgle-
dem prostej X; = X3 oraz identyfikujac przestrzen ilorazows Sy z prawa péiptasz-
czyzna ograniczong przez prosta. Prostag X; = X3 nazwano osig identycznosci, po-

niewaz osobniki lezace na niej maja identyczne typy (populacja jest homogeniczna)
(rys. 5.2a).

Obrét ukiadu wspéirzednych X;Xs o kat v = m/4 w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazdéwek zegara ulatwia analize ewoluujacych populacji w przestrzeni
stanéw Sy (rys. 5.2b). Obrét przeksztalca wspélrzedne 1, £o w nowe wspélrzedne

-l B =20 AR e

T2
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a) uklad XX, b) uktad WZ
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Rys. 5.2. Ewolucja dwuelementowej populacji w przestrzeni stanéw Sy w dwdch
uktadach wspélrzednych. Pokazano 10 generacji dla réznych stanéw poczatkowych
(oznaczonych o) w krajobrazie funkeji g(z) = exp(—5z2), o = 0,1
Fig. 5.2. Evolution of two-element population in the space of states Sy in two
coordinate systems. The 10 generations for different initial states (depicted as o)
are shown in landscape of the fitness g(z) = exp(—5z2), o = 0.1

Tak wigc stan populacji w i-tej generacji opisany wspéirzednymi st = (2%,z%)
zostaje przetransformowany w stan §* = (w?, z%)?, dany zaleznoiciami

w' = (2] - 2)/V2, 2= (e} +ah)/V2

W nowym ukladzie wspéirzednych W Z ilorazowa przestrzen standéw Sy jest
ograniczona do prawej pélplaszczyzny (w > 0), a o§ identycznosci staje sie
osiag Z ukladu wspélrzednych. Wspélrzedne w i z maja dogodne interpretacje.
Wspélrzedna w opisuje odlegloéé stanu populacji od osi identycznoéci. Poniewaz
w = V/2D|z], gdzie D[z] jest odchyleniem standardowym populacji, moze by¢
wigc interpretowane jako miara réznorodnosci populacji P(z). Im mniejsze w,
tym mniejsze réznice w typach osobnikéow i populacja jest bardziej jednorodna.
Wspélrzedna z okresla polozenie stanu populacji wzdluz osi identycznosci 1 jest
réwna z = \/2E|z], gdzie E[z] jest $rednig populacji P.

W zaleznosci od funkcji przystosowania i stanu biezacego, rozklad prawdopo-
dobienstwa zmiany stanu populacji w kolejnej generacji (5.3) moze by¢ jedno- lub
wielomodalny [28, 70, 106]. Rozklady (5.3) oraz przykladowe przebiegi ewolucji
w ukladzie wspdirzednych W Z przedstawiono w lewej i sSrodkowej kolumnie rys.
5.3 1 5.4 dla czterech réznych stanéw poczatkowych w krajobrazach odpowiednio
jedno- oraz dwumodalnej gaussowskiej funkcji celu. Dla jednomodalnej funkcji celu

% Dalej, dla uproszczenia zapisu pomijamy znak tyldy przy 3 i identyfikujemy kontekstowo
przestrzen.



70 5. Dynamika bardzo malych populacji

q(z) = exp(—522) (D.2), ktérej maksimum przypada dla z = 0, rozklad prawdopo-
dobiefistwa zmiany stanu poczatkowego s° = (0,0; —0,8) (rys. 5.3a, lewa kolumna)
jest jednomodalny zoptimum w stanie poczatkowym. Polozenie populacji w kolejnej
generacji zmieni si¢ wige nieznacznie i bedzie wynikiem dziatania mutacji. Wielkos¢
przesuniecia zalezy od odchylenia standardowego mutacji. Rozktady prawdopodo-
biefistwa (5.3) dla kolejnych stanéw poczatkowych sa juz wielomodalne. Dla stanéw
8% = (0,4;-0,4)is% = (0,8; —0,1) (rys. 5.3b, 5.3¢c, lewa kolumna) optimum globalne
rozkladu polozone jest w poblizu maksimum funkecji celu. Prawdopodobienstwo,
ze populacja w kolejnej generacji znajdzie si¢ w poblizu maksimum przystosowania
jest wiec dla tych standéw poczatkowych najwieksze. Populacje moga jednak,
z niezerowym prawdopodobiefistwem, pozostaé w sasiedztwie stanu poczatkowego
lub znalez¢ sie w poblizu osi identycznosci, lecz w znacznej odlegtosci od optimum
(rys. 5.3¢). Rozklad prawdopodobienistwa zmiany stanu populacji znajdujacej si¢
poczatkowo w 8% = (0,9;0,0) (rys. 5.3d, lewa kolumna) ma trzy optima o podobne;
wysokosci, lecz zadne z nich nie jest ulokowane w poblizu maksimum funkcji celu.
Z podobnym prawdopodobiefistwem populacja w kolejnej generacji albo zmieni
swoje potozenie tylko nieznacznie pod wplywem mutacji, albo skoczy do jednego
z dwéch stanéw w poblizu osi identycznoéci, lecz odleglych od optimum funkcji celu.

Dla dwumodalnej funkcji przystosowania q(z) = exp(—5x2)+2 exp[—5(z —1)?
(D.4) sytuacja jest analogiczna. Rozklad prawdopodobiefistwa zmiany stanu po-
pulacji ze stanu 8° = (1,3;1,5) (rys. 5.4a, lewa kolumna), ma wyrazne maksimum
w punkcie odpowiadajacym optimum lokalnemu funkcji celu. Drugie optimum
rozkladu, polozone wokdl stanu poczatkowego, jest tak niewielkie, Ze rozklad
mozna traktowaé jako jednomodalny. Podobnie wyglada rozklad (5.3) zestanu s® =
(1,3;0,0) (rys. 5.4¢c, lewa kolumna), ale skoncentrowany jest na optimum globalnym.
W przypadkach b) i d) obserwujemy rozkliad o trzech optimach, przy czym wierz-
chotki rozkladéw przesuniete sa albo w strong optimum lokalnego, albo globalnego.

Przykladowe trajektorie 100 generacji dla dwuelementowej populacji w uktadzie
wspolrzednych W Z przedstawiono w srodkowej kolumnie rys. 5.3 i 5.4. Dla wszyst-
kich stanéw poczatkowych obserwuje sie ,skok” populacji w poblize osi Z, a na-
stepnie przeszukiwanie przestrzeni z mniejszym juz ,krokiem”. Dla przypadkéw
wielomodalnych rozktadéw populacji w krajobrazie dwumodalnej funkcji przysto-
sowania (rys. 5.4b, d, kolumna srodkowa) pokazano jakosciowo odmienne realizacje
trajektorii ewolucji obrazujace skoki populacji do réznych optimoéw.

5.3. Analiza wartosci oczekiwanych stanéw populacji

Jak wspominano weze$niej, proces ewolucyjny opisany rozkladami (5.1) jest pro-
cesem stochastycznym, ktorego analiza w ogélnym przypadku jest trudna. Przed-
stawienie ewoluujacych populacji w przestrzeni stanéw Sy umozliwia badanie Sred-
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Rys. 5.3. Dynamika stanéw populacji w krajobrazie jednomodalnej funkcji celu (D.2)
(a =5, 0 =0,1) i wybranych stanéw poczatkowych. W kolumnach przedstawiono:
rozklady prawdopodobienstwa zmiany stanu populacji w kolejnej generacji,
przykladowe trajektorie ewolucji w 100 generacjach, trajektorie wartosci oczekiwanych
Fig. 5.3. Dynamics of population states in the landscape of unimodal fitness
function (D.2) (a =5, o = 0.1) and various initial states. In columns there are
presented: the probability distributions of population state in the next generation, the
examples of evolution trajectories in 100 generations, the trajectories of expected values
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Rys. 5.4. Dynamika stanéw populacji w krajobrazie dwumodalnej funkeji (D.4) (a = 5,
h=2,d=1, 0 =0,1) i réznych stanéw poczatkowych. W kolumnach przedstawiono:

rozklady prawdopodobiefistwa zmiany stanu populacji w kolejnej generacji,

przykladowe trajektorie ewolucji w 100 generacjach, trajektorie wartosci oczekiwanych

Fig. 5.4. Dynamics of population states in the landscape of bimodal fitness (D.4)

(a=5,h=2,d=1,0=0.1) and various initial states. In columns there are presented:

the probability distributions of population state in the next generation, the examples of
evolution trajectories in 100 generations, the trajectories of expected values
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niej dynamiki procesu. Majac dang wartos$é oczekiwana rozktadu (5.1), ktéra wska-
zuje oczekiwany stan populacji w kolejnej generacji, mozemy rozpatrywaé proces
jako ewolucje reprezentanta wszystkich mozliwych populacji w kolejnej generacji
i wyznaczaé trajektorie wartosci oczekiwanych w czasie. Chociaz indywidualne
realizacje procesu mogg sie znacznie rézni¢ od wartosci usrednionych, to uzyskana
wiedza jest wazna, poniewaz umozliwia lepsze poznanie mechanizméw dziatajacych
w procesach ewolucyjnych, zaréwno rzeczywistych, jak i symulowanych.
Wartosci oczekiwane stanu dwuelementowej populacji 8* = (w?, 2*) w uktadzie
wspélrzednych W Z sa obliczane na podstawie gestosci (5.3) wyrazonej w nowych
wspéirzednych. Wartosci oczekiwane wspélrzednych (w, z) wynosza

Eip [w]s'] /{ ~ / eFii(e, 2ls") dz de,

B[] = [~ [ efitwglsd)dedu

Po podstawieniu mutacji gaussowskiej, zamianie zmiennych i Zzmudnych oblicze-
niach [44] otrzymano nastepujace wyrazenia opisujace wartosci oczekiwane stanu:

Bun [uls?] = /20 + (1 - @00 /o), 69

Eiq [lei:l =zt + Wi’wi, (56)
gdzie

_ a((w+2)/v?2) - q((z = w)/V2)
q((w+2)/V2) + a((z — w)/V2)’

1 £2 £2
$o(§) = Ton [exp <—5> - 1} ,  Do(é \/2_71—/ exp < ) dt,
(&) = ¢o (&) +£90 (§) -

Wprowadzmy oznaczenia dla wartosci przystosowania osobnikéw i-tej generacji:
gi = q(z}) = g((w' + 2)/V2), ¢&=q(zh) = q((z' - v')/V2),

wtedy U* = ¥(w', 2*) = (¢ — g5)/ (¢} + ¢3)-

Trajektorie wartosci oczekiwanych dla jedno- i dwumodalnej gaussowskich funk-
cji przystosowania przedstawiono w prawych kolumnach rysunkéw 5.3 i 5.4. Na
szczegblna uwage zashuguje fakt, ze juz w pierwszej iteracji nastepuje ,skok” po-
pulacji w kierunku osi Z, widoczny takze w trajektoriach ewolucji (kolumna $rod-
kowa), co oznacza, ze poczatkowo duze rozproszenie populacji, mierzone wspéi-
rzedna w, gwaltownie maleje. W kolejnych generacjach populacja bardzo wolno

= 0w, 2Y),
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zbliza si¢ do punktu stalego (zaznaczonego gwiazdka): wspélirzedna w zmienia sie
nieznacznie lub wcale, zmiany wspoélrzednej z sa rzedu o. Przedstawiona dalej ana-
liza teoretyczna pozwoli na wyjasnienie tych zjawisk.

Za punkt wyjscia przyjmujemy réwnania (5.5) i (5.6). Prawa strona (5.5) jest
suma dwoch sktadnikéw: pierwszy jest zalezny jedynie od wartosci odchylenia stan-
dardowego mutacji o, drugi — od funkcji przystosowania (wplywajacej na wspdl-
czynnik ¥) oraz biezacego stanu populacji, a dokladniej od jego wspolrzednej w.
Okreslimy dolne i gérne ograniczenie wartosci oczekiwanej Ej1[w]|s’].

Twierdzenie 5.3.1. Dla dowolnego stanu st € Sy warto$é oczekiwana E;y1[w|s’]

jest ograniczona z dolu
; 2
Bafule] > /2o .7

Dowéd: Funkcja przystosowania g(z) jest nieujemna, tak wiec ¥ € [—1,1]. Po-
niewaz Yz > 0 ©(z) > 0, co oznacza, ze drugi skladnik sumy (5.5) jest nieujemny,
wiec twierdzenie 5.3.1 zachodzi. O

Twierdzenie 5.3.2. Dla dowolnego stanu s8' € Sy wartosé oczekiwana E;y1[w|s!)
jest ograniczona od gory

; 2 wt
E; N L o — — /
ilwls] < /2o + 2 (5.8)

Dowdd: Dla z > 0 funkcja @(z) jest nieujemna, monotoniczna, wypukta. Gdy
warto$é argumentu x roénie, g — —1/v2m, &g — 1/2, wiec funkcja O(z) —
(z — \/2/7)/2. Poniewaz ¢g < 1/v/27, a $¢ < 1/2, wiec funkcja O(z) jest ogra-
niczona z géry przez prosta y = x/2. Po podstawieniu x = w'/c zauwazmy, ze
suma (5.5) moze byé ograniczona w sposéb nastepujacy: Ei1[w|s?] < /(2/m)o +
(1— (¥%)?)wt/2. Poniewaz w' > 0 oraz ¥ € [—1, 1], gérne ograniczenie (5.8) otrzy-
mamy dla ¢ = 0. O

Funkcja ©(z) jest polozona w obszarze ograniczonym od géry przez prosta y =
z/2 iz dotu przez y = (z — \/2/m)/2 (rys. 5.5a). Z rysunku 5.5a oraz obliczen
asymptoty wynika, ze dla wartosci w takich, ze w/o > 2 funkcja ©(z), ktéra zalezy
od gestosci i dystrybuanty zmiennej losowej o rozkladzie normalnym N (0, 1), moze
by¢ aproksymowana przez O(z) ~ (z — /2/m) /2. Korzystajac z tego przyblizenia,
warto$¢ oczekiwang (5.5) dla w > 20 mozna aproksymowacé przez

Biofuls'] = (@ (L+ (7))o + (1 - (vaf)w") . (5.9)

Obliczenia E;y1][w|s!] staja si¢ w tym przypadku latwiejsze, gdyz nie potrzeba
oblicza¢ wartosci funkeji @(z), a konieczna jest jedynie znajomos$¢ przystosowa-
nia osobnikéw dla obliczenia funkcji ¥. Zauwazmy, ze ograniczenia (5.7) 1 (5.8)
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Rys. 5.5. Funkcje pomocnicze: a) ©(z) lezy miedzy prostymi y = x/2
iy=(z—+/2/m)/2; b) Zaleznoéé ¥ oraz 1 — ¥?
od stosunku jakoéci osobnikéw g(z2)/q(z1)
Fig. 5.5. Auxiliary functions: a) ©(z) lies between two lines y = z/2
and y = (z — \/2/7)/2; b) ¥ and 1 — ¥? dependies on the fitness ratio
of both individuals g(z2)/q(z1)

wartoéci oczekiwanej E;y1[w|s!] nie zaleza od jakosci osobnikéw. Ujednolicanie
populacji, mierzone przez wspélrzedna w, zachodzi wiec w kazdym krajobrazie
funkcji przystosowania, nawet wtedy, gdy presja selekcyjna jest nieobecna (funkcja
przystosowania w postaci ptaskowyzu). Koncentracja populacji moze nastepowac
natychmiast (E;+1[w|s’] bliskie wartosci dolnego ograniczenia) lub w kilku krokach
(Ei+1[w|s'] w poblizu gérnego ograniczenia).

Jezeli wezmiemy pod uwage funkcje przystosowania, to warto$¢ oczekiwana
(5.5) osiagnie maksymalna warto$¢ dla ¥ ~ 0, poniewaz dla funkcji nieujemnych
¥ € [—1,1] (rys. 5.5b). Wspolczynnik ¥ przyjmuje wartodci bliskie zeru, gdy osob-
niki majg praktycznie jednakowe typy (stan populacji lezy na osi Z lub w jej bliskim
sasiedztwie). E;y1[w|s’] osiaga warto$é minimalng 1/2/mo, kiedy réznice w przysto-
sowaniu osobnikéw sg znaczne, czyli populacja jest znacznie rozproszonai V¥ = %1,
a wige (1 —¥?) — 0.

Poniewaz oczekiwane rozproszenie populacji zalezy od jej biezacej dyspersji
(wspblrzedna w), wniosek 5.3.1 podaje wartosci oczekiwane E;41[w|s?] dla popula-
¢cji o réznym rozproszeniu poczatkowym: I — homogeniczna populacja, sktadajaca
sie z identycznych osobnikéw, IT — prawie homogeniczna populacja, sktadajaca si¢
z osobnikéw z praktycznie jednakowymi typami, III - populacja réznorodna, skia-
dajaca sie z osobnikéw o réznych typach.

Whniosek 5.3.1
I. Warto$é oczekiwana wspolrzednej w (rozproszenie) homogenicznej populacji

(w'® = 0) zwicksza sie
Eit1[w]s’] = y/(2/m)o. (5.10)
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II. Warto$¢ oczekiwana wspdlrzednej w prawie homogenicznej populacji zwiek-
sza sie . _
Eiri[w|s] > w'. (5.11)

Nieréwno$é (5.11) zachodzi dla w® < Bo, gdzie wspélczynnik § jest obliczany
z réwnania E;y1[w|s'] = w, przy zalozeniach w* = Bo i (1 — (¥9)?) ~ 1, (B =~
0,973).

ITI. Warto$¢ oczekiwana wspolrzednej w réznorodnej populacji zmniejsza sie

Eit1[w|s’] < w'. (5.12)

Dowéd:
I Homogenlcznapopulaqamoze przyjmowaé kazdy stan naosi Z, gdziex? = %,
=0, ¢ = ¢5 1% = 0. Po podstawieniu danych do réwnania (5.5) otrzy-
mamy (5 10).

IL. Dla w* < /2/mo prawa strona réwnania (5. 11) wynika z twierdzenia 5.3.1.
Jezeli w* = /2/7o, to wartosé oczekiwana ;1 [w]|s?] ~ \/2/7ra+0 12(1—(¥")?)o
i przyjmujac, ze dla prawie homogemcznych populacji (1 — (¥%)?) ~ 1 (rys. 5.5b),
aproksymacja E;1[w|st] ~ 0,920 > w' zachodzi.

III. Dla réznorodnej populacji ¥ — 0. Dla w® > 20 stosujemy aproksyma-
cje (5.9). Wtedy Eiy1[w|st] ~ /2/m0 + w'/2 < \/2]/mw?/2 + w'/2 < w'. O

Z twierdzenia 5.3.2 i wniosku 5.3.1 wynika wiec, ze oczekiwana réznorodnosé
poczatkowo rozproszonej populacji (duza warto$é wspéirzednej w) szybko maleje.
Jezeli warto$¢ w* < 24/2/mo, tow kolejnej generacji oczekiwane rozproszenie popu-
lacji bedzie mniejsze, E1+1[w|3 '] < w'. Zwigkszenie wartosci oczekiwanej wsp6i-
rzednej w moze nastapi¢ dla poczatkowych populacji homogenicznych lub pra-
wie homogenicznych. Trajektorie wartoéci oczekiwanych jednorodnych populacji
sa odpychane od osi Z w kierunku linii w = {/2/70. Mutacja zwigkszy rozprosze-
nie populacji i w kolejnej generacji oczekiwane typy osobnikéw beda odlegle od
siebie o okolo 20/+/m ~ 1,13¢. Trajektorie wartoéci oczekiwanych prawie homoge-
nicznych populacji sg nieznacznie przesuniete w prawo od linii w = \/2/7o, czyli
oczekiwane rozproszenie takze wzrasta.

Warto$é oczekiwana wspolrzednej z (5.6) zalezy od znaku wspélczynnika ¥.
Jezeli przystosowanie osobnika z typem z; jest wyzsze/nizsze niz przystosowa-
nie osobnika z typem x5, to warto$é oczekiwana wspdlrzednej z wzrasta/maleje.
Dla populacp homogenicznych warto$é oczekiwana wspélrzednej z pozostaje stala
(w* = 0, ¥* = 0). Gdy populacja znajduje si¢ w poblizu prostej w = /2/7c
i warto$¢ w praktycznie si¢ nie zmienia, wéwczas na zmiang trajektorii wartosci
oczekiwanych wplywa wspélirzedna z. Dla malych wartosci wspélrzednej w funkcja
¥ ma niewielka, blisks zera warto$¢ bezwzgledna, wiec krok z jakim trajektoria
przesuwa si¢ w kierunku osi Z w jednej iteracji jest mniejszy niz /2/7o.

W lewej kolumnie rys. 5.6 pokazano wartosci oczekiwane Efw] i E[z] w ko-
lejnych 50 generacjach dla kilku wartosci odchylenia standardowego mutacji o,
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w krajobrazie jednomodalnej funkeji celu (D.2). Im wigksze o, tym szybciej war-
toSci oczekiwane obu wspélrzednych sa zbiezne do wartosdci stacjonarnej, ktéra
dla E[w] jest zblizona do wartosci o, a dla E[z] wynosi zero. W prawej kolumnie
rys. 5.6 przedstawiono przykladowe wartosci w, z otrzymane z przebiegu rzeczy-
wistego ewolucji na tle érednich z 50. i 1000. uruchomiefr procesu ewolucyjnego
oraz oczekiwanych wartosci stacjonarnych obu wspélrzednych. Przebiegi te moga
uswiadomié réznice pomiedzy aproksymacyjnym procesem deterministycznym opi-

a)

0.6/
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oa 08t
0.4t 04
0al 0,3
02t 0,2
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% 10 20 30 40 50
b)
01r
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Rys. 5.6. Kolumna lewa: Wartosci oczekiwane: a) Efw], b) E|z], dla réznych
o = (0,1-0,5), w 50 generacjach. Kolumna prawa: Przykladowe wartosci wspéirzednej:
a) w, b) z, przebiegu rzeczywistego (linia ciagla), érednia z 50 (linia kropkowana)
i 1000 (linia przerywana) uruchomieni. Funkcja celu: g(z) = exp(—5z2), 0 = 0,3

Fig. 5.6. Left column: Expected values: a) E{w]; b) E[z] for various parameters
o = (0.1-0.5) in 50 generations. Right column: Exemple values of coordinates: a) w,
b) z, of actual evolutionary run (solid line), average from 50 runs (dotted line) and

from 1000 runs (dashed line). Fitness function: q(z) = exp(—5z2%), o = 0.3
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q(z) = exp(=52?), 0 = 0,1

1,5

0 0.5 T 15

Rys. 5.7. Trajektorie wartosci oczekiwanych stanéw populacji. Przedstawiono
20 generacji dla 6 stanéw poczatkowych opisanych w tekscie (oznaczonych przez o)
Fig. 5.7. Trajectories of expected values of population states. 20 generations for 6

initial states desctribed in text (and marked with o) are presented

sanym przez wartosci oczekiwane a rzeczywistq realizacja procesu stochastycznego.
Realizacje usrednione przypominaja wykresy wartosci oczekiwanych tym bardziej,
im wiecej danych wykorzystano do ich obliczen.

Przytoczona analiza warto$ci oczekiwanych wskazuje na istotng role prostej
w = /2/mo, ktora przyciaga trajektorie populacji znajdujacych si¢ w réznych
stanach poczatkowych. Korzystajac z terminologii uktadéw dynamicznych, pro-
sta ta mozna nazwaé atraktorem skoku lub w terminologii biologicznej kanalem
ewolucyjnym. Trajektoria wartosci oczekiwanej dla populacji poczatkowej o duzej
réznorodnosci (duza warto$é w i duza réznica w jakosci osobnikéw ¢ i g2) znaj-
dzie sie w kanale ewolucyjnym praktycznie juz w pierwszej generacji. Taki skok
oznacza znaczne zmniejszenie wspélrzednej w, czyli zmniejszenie réznorodnosci
populacji. Trajektorie wartosci oczekiwanej dla populacji homogenicznych zostaja
natomiast odepchniete od osi identycznosci i przyciagniete do atraktora skoku. Tak
wiec, niezaleznie od poczatkowego stanu i po kilku zaledwie generacjach, trajektorie
wartosci oczekiwanej znajda sie w poblizu atraktora. Nie tylko trajektorie wartosci
oczekiwanych, ale takze populacje w przebiegach rzeczywistych beda przyciagane
przez atraktor (zobacz rys. 5.3 15.4). Populacja w stanie znajdujacym si¢ w kanale
ewolucyjnym jest skupiona, a typy osobnikéw réznia sie¢ mniej wiecej o odchyle-
nie standardowe mutacji o. Przyciagniete przez atraktor populacje poruszaja sie
nastepnie wolno wzdiuz kanatu w kierunku optimum funkcji celu.

Przeanalizujmy obecnie wartoéci oczekiwane stanéw populacji w kolejnej ge-
neracji dla kilku charakterystycznych stanéw poczatkowych (rys. 5.7) oraz syme-
trycznej jednomodalnej funkeji celu ¢(z) = exp(—5z2) (D.2) z optimum w zerze.
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Stan 1. Trajektoria poczatkowo homogenicznej populacji zostaje odepchnigta
od osi Z do atraktora skoku. Warto$¢ oczekiwana wspolrzednej w przyjmuje wiel-
kosé¢ zgodna z wnioskiem 5.3.1.1, a warto$é¢ oczekiwana wspélrzednej z pozostaje
bez zmian.

Stan 2. Trajektoria populacji prawie homogenicznej, lezacej na linii w =
V/2/7o, jest nieznacznie odepchnieta od tej linii, a oczekiwana réznorodno$é popu-
lacji wzrasta (wniosek 5.3.1.11): E;y1[w|s?] ~ /2/mo+0,12(1—¥?)o. W zaleznosci
od znaku wspolczynnika ¥, warto$¢ oczekiwana wspélrzednej z maleje lub rosnie
przesuwajac populacj¢ w kierunku optimum E;y1[z|st] = 2 + ¥\/2/70.

Stan 3. Trajektorie populacji, ktérych stan poczatkowy polozony Jes’c na osi
W (czyli takie, ktérych osobniki maja typy o przeciwnych znakach zi = —x}),
pozostaja na niej nadal. Warto$é Ej11[z|s'] = 0, poniewaz symetria funkcji ¢(z) =
¢(—z) implikuje ¥ = 0. Zmniejsza si¢ jedynie warto$¢ oczekiwana wspolrzednej
w, ktéra przyjmuje praktycznie polowe swojej poczatkowej wartosci: Ejtq[w|s!] =
1/2(\/2/mo + w'). Trajektoria skacze do stanu na osi W polozonego w polowie
odleglosci od osi Z.

Stany 4 i 5. Trajektorie populacji o stanach lezacych na osiach W = Z lub
W = —Z, gdzie jeden z osobnikéw ma optymalny typ réwny 0. Wartos$é oczekiwana
wspolrzednej w maleje, a wartosé oczekiwana wspolrzednej z dazy do zera (maleje
lub rosnie). Trajektoria skacze do punktu przeciecia atraktora skoku z osig W.

Stan 6. Trajektoria populacji poczatkowej o duzej réznorodnosci skacze w po-
blize atraktora skoku. Po dwéch generacjach wartos¢ oczekiwana Ez+1[w|sl]

2/mo, a warto$é oczekiwana wspoétrzednej z maleje Ejyq[z]s?] = 2* — w'.

Anallza ewolucji populacji w przestrzeniu stanéw Sy umozliwia takze obliczenie

wariancji wspoirzednych w i z:

72

Dlafuls’) = o® + (1= (07) 5 = (Benfuls)) . (513)
wi2
D [2ls'] = o + (1 - (#)?) 5= (5.14)

Wariancja wspolrzednej w jest mniejsza od wariancji wspélrzednej z o skladnik
(Eit1[w]s* ]) (patrzrys. 5.6). Gdy réznice w wartoéciach przystosowamaosobmkow
sq znaczne, czyli 1—(¥%)? = 0, to Dz+1[w|-91] = (1-2/m)o? ~ 0,3602 1D,+1[z[si] =

. Jezeli rozproszenie populacji zmniejsza sie, warto$ci wariancji (5.13) i (5.14)
wzrastajq. Korzystajac z aproksymacji (5.7) mozna okresli¢ gbrne ograniczenie na
warto$ci wariancji (5.13):

;2
. . 1
D2, [w|s?] < (1 — 1/(2m))0® + w'’/2 ~ 0,840 + 2
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Goérne ograniczenie warto$ci wariancji wspélrzednej z (5.14) zalezy od wartosci o

oraz w i wynosi

Dl~2+1[z|s’] <o?4 7
Podsumowujac, z przeprowadzonej analizy wynika, ze ewolucja populacji dwuele-
mentowej jest procesem o dwdch predkosciach. Krétkie okresy adaptacji sprowa-
dzaja populacje do obszaréw o wyzszym S$rednim przystosowaniu i redukuja jej
zréznicowanie. Skupione populacje nastepnie wolno dryfuja w kierunku pobliskich
optiméw funkcji celu.

5.4. Wartosci oczekiwane stanu populacji
jako dyskretny uktad dynamiczny

Wartosci oczekiwane stanéw populacji opisane réwnaniami (5.5), (5.6) generuja
dyskretny uklad dynamiczny okre$lony w przestrzeni Sy:

wi“ = Ei+1 [w|si] y (5 15)
21 = By [2]s] . '

Réwnania te definiujg odwzorowanie

Fl(w’ 2)1

B(w.2) (5.16)

(w,2) = F(w,2) = {

Otrzymano w pelni deterministyczny model fenotypowego procesu ewolucyjnego
dla populacji dwuelementowych. Uklad (5.15) mozna wykorzysta¢ do analizy
aproksymacji Sredniego zachowania populacji w czasie. W stanie réwnowagi selek-
cyjno-mutacyjnej populacja jest potozona w punkcie stalym, ktérego wspoéirzedne
oblicza sie¢ z ukladu réwnan:

w = F(w, 2), (5.17)

z = Fy(w, 2). (5.18)

Jezeli uwzglednimy (5.5), réwnanie (5.17) jest réwnaniem przestepnym, ktérego
przyblizone rozwigzanie wyznacza si¢ numerycznie. Réwnanie (5.18) jest spelnione
dla w' = 0 lub ¥ = 0. Poniewaz w* = 0 nie jest nigdy pierwiastkiem réwna-
nia (5.17), zatem stan réwnowagi s° = (w®, 2°) jest charakteryzowany warunkami

w® ~ 0,970, (5.19)

o (ws, 2%) = 0. (5.20)
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2) g(z) = exp(~52%) b) a(z) = exp(~52?) + 2exp|-5(z — 1?]
T Al T 2- T 2 T : T T =
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Rys. 5.8. Wspélrzedne z punktéw stalych otrzymane jako punkty przecigcia
dwéch przesunietych gaussowskich funkeji celu q;(2) i g2(2), 0 = 0,25
Fig. 5.8. The z-coordinates of fixed points obtained as intersection points of
two shifted Gaussian functions qi1(z) and g2(z), 0 = 0.25

Wspdlrzedna w® punktu stalego (5.19) nie zalezy od funkcji przystosowania, na-
tomiast wspélrzedna z° (5.20) jest od niej zalezna i jest rozwigzaniem réwnania

a((=* +w°)/V3) = q((=* - w*)/V2). (5.21)

Rozwigzanie réwnania (5.21) otrzymuje si¢ jako argument punktu przecigcia
dwéch funkcji §1(z) = q((z + w®)/V?2) i Ga2(z) = q((z — w®)/V2), przesunig-
tych wzgledem siebie 0 A, = V2w® ~ 1,370 (rys. 5.8). Dla uproszczenia zapisu
przyjmujemy §;(z) = ¢j(z), j = 1,2, identyfikujac instancje¢ funkcji g; po liczbie
argumentéw. Liczba punktéw przecigeia, czyli punktéw stalych, zalezy od liczby
optiméw funkcji przystosowania oraz przesunigcia Ay, ktére jest funkcjg odchy-
lenia standardowego mutacji o. Punkty stale polozone sa w poblizu optiméw
i siodet funkcji celu. Gdy wartosé¢ o wzrasta, liczba punktéw stalych maleje,
poniewaz przesunigcie Ay mi¢dzy funkcjami q1(2) i g2(z) rosnie.

W celu znalezienia warunkéw stabilnosci punktéw stalych ukladu dynamicz-
nego (5.16) obliczono jakobian zwarto$ciowany dla wspélrzednych punktu réwno-
wagi:

OF(w,z) O0F1(w,z) Bo(w) 0
ow 0z _
OFy(w,z) OF(w,z2) T |, w,2) OF(w,2)
Jw 0z w=w9, z=2 ow Oz e p——

(5.22)
Macierz (5.22) jest trojkatna, wigc jej wartoSci wlasne sg réwne elementom na
przekatnej: Ay = Po(w®) oraz Ay = 1 + w® (0¥ (w, 2)/02)w=ws ,z=2s. Punkt staly
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jest stabilny, jesli warto$¢ bezwzgledna wartosci wlasnych jest nie wigksza niz 1.
Poniewaz w® > 0, warto$é bezwzgledna pierwszej wartosci wlasnej A; jest mniejsza
od jednosci. Druga warto$¢ wlasna zalezy od funkcji przystosowania. Aby punkt
staly byl stabilny, musi byé¢ spelniona nastepujaca nieréwnosé:

S
w1 uﬁ%z’zﬂms <. (5.23)

Poniewaz w punkcie stalym spelnione jest réwnanie (5.21), nieréwnosé¢ (5.23)

mozna przedstawi¢ w rozwinigtej postaci:

+041(2)/0z — 0ga(2) /0=
71(2) + q2(2)

Dla nieujemnych funkcji celu, prawa nieréwnosé¢ z (5.24) jest spelniona, gdy

0 0
oanlz)|  _ delE)| (5.25)
0z 2=2% 0z 2=29
Dla punktéw stalych lezacych w poblizu optiméw funkcji celu nieréwnosé (5.25) jest
spelnionai punkty sa stabilne dopéty, dopdki lewa nieréwnosé (5.24) jest spelniona.

Z nieréwnosci (5.25) wynika nastepujace twierdzenie.

-2<w

|z=zs < 0. (524)

Twierdzenie 5.4.1. Punkty stale lezgce w poblizu siodel sq¢ niestabilne.

Dowdé6d: W punktach przecigcia sig przesunietych funkeji przystosowania ¢; (2) oraz
¢2(z) nachylenia ich zboczy sa przeciwne (styczne maja wspélczynniki kierunkowe
o r6znych znakach). Nier6wnosé (5.25) jest spelniona, jesli nachylenie funkcji ¢ (2)
jest malejace (0q1/0z < 0), a nachylenie funkcji ¢2(z) jest rosnace (9q2/0z <
0). W punkcie siodlowym nachylenie zbocza funkeji q;(z) wzrasta (9¢;/9z > 0),
a nachylenie zbocza funkcji ¢2(z) maleje (0g2/0z < 0). Tak wiec, punkt staly
zlokalizowany przy siodle jest niestabilny. O

5.5. Analiza punktéw stalych i ich stabilnosci

Dalsze rozwazania ogélne uktadu dynamicznego (5.16) sa utrudnione i moga by¢
przeprowadzone analitycznie dla szczegdlnych klas funkcji przystosowania. W ko-
lejnych podrozdziatach przedstawimy dokladng analize punktéw stalych ukladu
opisujacego dynamike wartosci oczekiwanych zmiennych w i z, ich obszaréw przy-
ciggania oraz stabilnoéci dla wybranych funkcji celu.

5.5.1. Punkty stale

Polozenie punktéw stalych (a dokladniej wspélrzednej z°) oraz ich stabilnogé
zalezg od funkcji celu oraz od wartosci odchylenia standardowego mutacji 0. W tym
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podrozdziale oméwiono zachowanie asymptotyczne ukladu dynamicznego (5.16)
dla kilku charakterystycznych funkcji celu. Rozpatrzono dwie klasy funkcji: jed-
nomodalne i dwumodalne. Oprécz wykorzystywanych w rozdziale 4 jedno- i dwu-
modalnych funkcji gaussowskich (D.2), (D.4) oraz dwumodalnej funkcji tréjkat-
nej (D.6) rozwazano réwniez jednomodalna funkcje tréjkatng (D.5). Dodatkowo
obie klasy funkcji badano w wersji symetrycznej i asymetrycznej (funkcje (D.1)
oraz (D.3)).

Jednomodalne funkcje celu

Jednomodalna funkcja tréjkatna (D.5) oraz gaussowska (D.2) maja optimum
lokalne w zerze. W wersji symetrycznej oba ramiona funkcji tréjkatnej sg rowne
(A=B) i nachylenia obu zboczy funkcji gaussowskiej takie same. Funkcje jednomo-
dalne maja nie wigcej niz jeden punkt staly, poniewaz funkcje ¢;(z) i g2(z) moga
przeciaé sig tylko w jednym punkcie (rys. 5.8a) lub wecale (w przypadku gdy funkcje
sq zdefiniowane na ograniczonym przedziale jak (D.5)).

Przypadek symetryczny. Dla funkcji symetrycznych, gdy ¢(z) = g(—z), roz-
wigzaniem réwnania (5.21) jest 2° = 0. Tak wigc punkt w® = (0,970;0) jest jedy-
nym punktem stalym dla jednomodalnych symetrycznych funkcji przystosowania.
Populacja znajdujaca sie w stanie odpowiadajacym punktowi stalemu sklada sig¢
z dwdéch elementéw o jednakowej jakosci, lecz polozonych po przeciwnych stro-
nach zboczy funkcji celu w odlegtosci okolo 0,690 od optimum (25 =~ 0,690 oraz
z§ ~ —0,690). Proces ewolucji wartosci oczekiwanych populacji dwuelementowe;j
jest wiec zbiezny nie do optimum funkcji przystosowania, lecz do stanu w poto-
zonego w pewnej odleglosci od optimum. Na wielko§é oddalenia od optimum ma
wplyw mutacja. Im mniejsza warto$é odchylenia standardowego mutacji, tym lo-
kalizacja optimum jest dokladniejsza. W skrajnym przypadku, gdy o = 0, w® =0
i punkt réwnowagi bedzie lezal w optimum.

Przypadek asymetryczny. Asymetria funkcji celu wplywa na wartos¢ wspot-
rzednej z punktu stalego. Przesuwa sig ona z zera w strong segmentu funkcji o wiek-
szej ,masie”. Wspdlrzedne z punktu stalego wyznaczamy, korzystajac z réwna-
nia (5.21). Dla asymetrycznej funkcji tréjkatnej (D.5) (rys. 5.9a)

_B-A
T B+ A

zS

w®. (5.26)

Wspélrzedne z° sa okreslone tylko dla w® < (B + A)/v/2, gdyz dla wigkszych
warto$ci w® wykresy q;1(2) i ¢2(z) sig nie przecinaja. Dla asymetrycznych funkcji
gaussowskich (D.3) wspélrzedna z° opisuje réwnanie (rys. 5.9b)

ity — D ST
f:wwliz_@m”. (5.27)
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Im wigksza warto$¢ odchylenia standardowego mutacji, tym bardziej punkt staly
oddala si¢ od optimum funkcji celu.

Dwumodalne funkcje celu

W przypadku funkeji dwumodalnych, uktad dynamiczny (5.16) ma jeden lub
trzy punkty stale. Zwykle punkty te znajduja sie w poblizu obu optiméw i siodla.

Przypadek symetryczny. Jako przyklad symetrycznej funkcji dwumodalnej
rozpatrzymy sume dwoch jednomodalnych funkcji gaussowskich o jednakowej wy-
sokosci, ktérej o symetrii lezy w zerze: q(z) = exp[—5(x+0,5)?]+exp[—5(z—0,5)?].
Uktad dynamiczny (5.16) ma dwa symetryczne punkty stale w poblizu optiméw
ijedensiodlowy (rys. 5.11a). Funkcje ¢1(z) 1 g2(2) przecinaja si¢ w wiecej niz jednym
punkcie, jezeli przesunigcie A, pomiedzy nimi jest mniejsze niz odleglo$¢é pomiedzy
optimami wynoszaca d czyli v2w® < d. Wraz ze wzrostem odchylenia standar-
dowego mutacji punkty stale zwigzane z optimami (w?®, 2°) i (w®, —z%), zblizaja
sie do siebie, az stang si¢ jednym punktem. Gdy odchylenie standardowe mutacji
jest wieksze od wartosci o >~ 0,73d, punkt siodlowy w® = (0,970;0) jest jedynym
punktem stalym. Dla tak duzych wartoéci o, wiekszych niz odlegloéé pomiedzy
wzgorzami, pojedyncza mutacja moze latwo spowodowaé przeskok populacji do
obszaru przyciggania drugiego optimum i populacja nie moze sie ustabilizowaé na
zadnym z nich. Im mniejsza jest warto$¢ odchylenia standardowego mutacji, tym
punkty stale dokladniej lokalizuja optima.

a) . B=1,51I. B=2,0; IIl. B=2,5 b) I. az = 0,1; II. az = 0,05; III. az = 0,01

0.2
z
n 5 I
0,3r
I 1
|
o1} 0.2
!
0,1
(o} o
0 ‘ . - - 0 . A
0 0,1 0.2 0.3 0,4 0 01 02 03 04

Rys. 5.9. Wspélrzedne 2° punktéw stalych jako funkcja o. Jednomodalne funkcje celu:
a) tréjkatne (D.5), A = 1; b) gaussowskie (D.3), a; = 1,0
Fig. 5.9. The z°-coordinates of fixed points as the function of o. Unimodal fitness
functions: a) tent (D.5), A =1; b) Gaussian (D.3), a1 = 1.0
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Przypadek asymetryczny. Podobnie jak dla funkcji symetrycznych punkty
stale polozone sa w poblizu optiméw i siodta. W przypadku dwumodalnej funkc;ji
trojkatnej (D.6), funkcje ¢1(2) i ¢2(2) moga przecinaé si¢ w jednym, dwéch? lub
trzech punktach. Wspétrzedne z punktéw statych otrzymane z réznych kombinacji
przecinajacych si¢ ramion funkeji (D.6) wraz z warunkami ich wyboru zebrano
w tabeli 5.1, a przyklady przecigé¢ funkcji ¢;(z) i g2(2) przedstawiono na rys. 5.10.
Wraz ze wzrostem odchylenia standardowego mutacji punkty stale lezace w poblizu
optimum lokalnego i siodla zblizaja si¢ do siebie i dla w® = (A + B)/v/2 znikaja.
Pozostaly, globalny punkt staly przesuwa si¢ w kierunku siodla, a dla w® > (A +
C)/V/2 takze zanika (q1(2) i q2(2) sie nie przecinajg) (rys. 5.11c).

Dla dwumodalnej funkcji gaussowskiej ze wzgérzami o réznej wysokosci: g(z) =
exp(—522) + hexp[—5(z — 1)?] (D.4), gdzie h > 1, punkty stale mozna wyznaczy¢
numerycznie, korzystajac zréwnania (5.21). Punkty stale lezace w poblizu optimum
lokalnego i siodla zblizaja si¢ do siebie wraz ze wzrostem o, a nastepnie zanikaja,
pozostawiajac tylko punkt staly zwiazany z optimum globalnym (rys. 5.11b).

Wielomodalne funkcje celu

Dla funkcji wielomodalnych punktéw stalych moze byé wiecej, jesli odleglosé
migdzy optimami funkeji celu jest wigksza od przesunigcia A,. Dla funkeji przy-
stosowania o trzech optimach punktéw stalych jest 1, 3 lub 5, dla funkcji o czterech
optimach 1, 3, 5 lub 7 itd. Ogdlnie, dla funkcji o k¥ optimach ukiad dynamiczny
ma do 2k + 1 punktow stalych zlokalizowanych w poblizu optiméw oraz siodel
funkcji przystosowania. W przypadku funkcji symetrycznych jeden z punktéw jest
zawsze polozony na osi symetrii, podczas gdy inne tworzg symetryczne pary. Wraz
ze wzrostem warto$ci o punkty stale w poblizu niektérych optiméw moga zanikaé.

5.5.2. Obszary przyciggania punktéw stalych

Jezeli uklad dynamiczny ma wiecej niz jeden punkt staly, to kazdy z nich
ma swoj obszar przyciggania (zwany takze zbiorem atrakcji), czyli zbiér stanéw
poczatkowych, dla ktérych trajektorie daza do odpowiednich punktéw stalych
(156, 192]. Formalnie, obszarem przyciggania B(z®) danego punktu stalego z°
nazywamy zbiér stanéw poczatkowych modelu procesu ewolucyjnego opisanego
funkcja F', z ktoérych trajektorie s zbiezne do z*:

B(z*) = {z|F'(z) =% z°, F(z°) = z°}.

Rozpatrzymy obszary przyciggania dla wielomodalnych funkcji przystosowania,
dla ktérych uklad dynamiczny (5.16) ma wiecej niz jeden punkt staly. Na
rysunku 5.12 (wiersz gérny) przedstawiono obszary przyciggania sumy funkcji

3 Przypadek szczegdlny.
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Tabela 5.1. Réwnania wspélrzednej z° punktéw stalych dla kombinacji przecinajacych
si¢ ramion funkcji q1(2) i g2(z). Kolejne ramiona opisano: I = [-A4,0), II = [0, B),
III = [B,1), IV = [1, D] (rys. D.1d), a indeksy dolne determinujg funkcj¢ g1 lub g2
Table 5.1. Equations of the z*-coordinates of fixed points for the combinations of

intersecting branches of the functions q;(2z) and ¢2(z). Branches are described
as follows: I = [-A,0), Il = (0, B), III = [B,1), IV = [1, D] (Fig. D.1d);
subscripts determine the function ¢; or ¢

Ramiona | Réwnanie wspélrzednej z°
I, I, z3=w3(B—A+Ah1)/(B+A—Ah1)

_ w'(B=A(h—h1)-1)-V2A(B—Bh+h,—1
R D s - = -

I, I, | 2°=w*[B(2hy —h—1)—h; +1]/(B— Bh+h; —1) + V2B
IV;,I, | 2*=[w(D—-Ah—1)-v2A(D - Dh—-1)]/(D+ Ah—1)

— w*[=Bh+D(h1i—1)—h1+1]-V2B(D—Dh-1)
Wi, I, | 2 = = N

IVy, I, | 28 = w*[D(hy — h) — Bh— hy +2h]/(B— Bh+ h; —1) + V2

a)o=11,A,=15 b) 0 =0,94, A; =1,3
2 2
1,5] 15
1 1
0,5 0,5]
9@ 9,(2) q,(2) q,(2)
9 -2 -1 0 1 2 3 0 -2 -1 0 1 2 3

c) o =0,6,A,=0,8

funkcja celu: g(z) =

15 z+1 dla z € [-1;0),
—-1,6c+1 dla z € [0;0,5),
1,6(z — 0,5)+0,2 dlaz € [0,5,1),
—4(z—1)+2 dla z € [1;1,5],
0 poza.

0,5,

q,(2) a,(2)
% =] 0 1 2 3

Rys. 5.10. Przeciecia funkeji tréjkatnych qi(z) i g2(2) w jednym, dwéch
i trzech punktach dla réznych wartosci o
Fig. 5.10. Intersections of bimodal tent functions g;(z) and ¢2(z) in one, two
and three points for different values of the parameter o
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a) q(z) = exp[-5(z + 0,5)%]+
exp[—5(z — 0,5)2]

08

z+1 dla z € [-1;0),
—-16z+1 dla z € [0;0,5),
1,6(z — 0,5)+0,2 dlaz € [0,5;1),
—4(z —1)+2 dlaz € [1;1,5],
0 poza.

W

-0.5
0 05 1 1.5

Rys. 5.11. Polozenie punktéw stalych ukladu (5.16) dla réznych funkcji celu
Fig. 5.11. Locations of fixed points of dynamical system (5.16) for different
fitness functions

gaussowskich o dwéch i trzech optimach (D.1). Na wszystkich rysunkach
obszaréw przyciggania kolorem bialym oznaczono obszar przyciagania optimum
globalnego, kolorem czarnym optimum lokalnego, a szarym optimum posredniego
dla funkcji o trzech optimach. W obu przypadkach zauwazamy, ze istniejg
pewne stany przyciagane przez optima lokalne, pomimo iz sa one polozone
blizej optimum globalnego (np. w prawym gérnym rogu rys. 5.12a). Wyjasnienia
tego faktu poszukamy na rys. 5.12 (wiersz dolny), na ktérym przedstawiono
osobno kazda skiadowa z sumy funkcji gaussowskich w krajobrazie $redniego
przystosowania. Zdefiniujmy obszar wplywu danego optimum jako zbiér standw,
w ktérych wklad danej funkeji skladowej do $redniego przystosowania jest wyzszy
niz wklad pozostalych sktadowych. Dla funkcji dwumodalnej (rys. 5.12a) obszar
wplywu optimum lokalnego jest zbiorem stanéw 8 = (z1, z2), dla ktérych
hiexp(—a(z1 — d1)?) + by exp(—a(zz — d1)?) >

hg exp(—a(zy — d2)2) + hoexp(—a(zy — dg)z),

gdzie z1 = (2 + w)/V2, 22 = (z — w)/Vv2. Poniewaz obszar wplywu opti-
mum lokalnego obejmuje takze stany w prawym gérnym rogu rys. 5.12a,
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a) q(z) = exp(=522) + 2exp[-5(z — 1)?)]  b) g¢(z) = exp(—52?) + 2exp[—5(z — 1)*]+
3exp[—5(z — 2)%

: “\\
i%s\\\\ 03

Rys. 5.12. Obszary przyciggania (gérny wiersz) i obszary wplywu optiméw sktadowych
(wiersz dolny) dla wielomodalnych funkcji celu, o = 0,1
Fig. 5.12. Basins of attraction (the upper pictures) and impact areas of optima
(the lower pictures) for multimodal fitness functions, o = 0.1

wiec trajektorie zainicjowane w tych stanach beda przyciagane przez opti-
mum lokalne, co mozna takze zaobserwowaé na rys. 5.4a. W przestrzeni ilo-
razowej zaklécone wiec sa relacje sagsiedztwa. Przykladowe trajektorie ewo-
lucji i standéw oczekiwanych przedstawione na rys. 5.4 zainicjowano w sta-
nach nalezacych do obszaréw przyciggania réznych optiméw. Populacje ze
stanow poczatkowych pokazanych na rys. 5.4a, b sg przyciaggane przez opti-
mum lokalne, a te ze stanéw na rys. 5.4c, d przez optimum globalne. Po-
mimo iz stany poczatkowe naleza do obszaréw przyciagania danych opti-
méw, ewolucja rozpoczynajaca si¢ w nich moze doprowadzi¢ populacje za-
réwno w poblize jednego, jak i drugiego wzgérza (rys. 5.4b, d). Dzieje sig
tak, gdy rozklad (5.3) dla danego stanu poczatkowego jest wielomodalny
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z optimami o podobnej wysokosci. Natomiast trajektorie stanéw oczekiwa-
nych sag w tym przypadku zdeterminowane przez obszary przyciggania. Opi-
sane zjawisko wskazuje na réznice miedzy zachowaniem stochastycznym ewo-
luujacej populacji a zachowaniem deterministycznym jej wartosci oczekiwa-
nych.

Ksztalt i wielko$¢ zbioréw przyciagania zalezy od postaci funkcji celu. Zbadamy
wplyw parametréw wielomodalnych funkcji gaussowskich: nachylenia zbocza i r6z-
nic wysokosci pomiedzy wzgoérzami, na ksztalty obszaréow przyciagania. W przy-
padku symetrycznych funkcji dwumodalnych o wzgdrzach réwnej wysokosci, mozna
by sig spodziewad, ze zbiory przyciagania beda réwnej wielkosci (miary) i polozone
w poblizu danego optimum. W rzeczywistosci obszary te majq bardziej skompli-
kowang strukture i sa polozone wzdluz grzbietow zawierajacych stany, w ktérych
jeden osobnik jest optymalny (rys. 5.13a). Potwierdza to wczes$niejsze obserwa-
cje, ze populacje przyciagane sa gléwnie przez grzbiety funkcji przystosowania,
a ewolucja przebiega wzdluz grzbietéw [64]. Réznice wysokosci wzgérz wplywaja
na wielkoéci zbioréow przyciagania, powodujac wzrost wielkosci obszaru nalezacego
do najwyzszego wzgorza (rys. 5.13b, c). Gdy réznica wysokosci wzgdrz maleje, ob-
szar przyciagania nizszego wzgorza rozszerza si¢. Nachylenie zboczy funkcji celu
ma wplyw na wielko$¢ obszaréw przyciagania, a nie na ich ksztalt (rys. 5.14). Za-
réwno gdy zbocza obu wzgérz maja bardziej strome nachylenie (parametr a ro$nie)
(rys. 5.14a) lub gdy wzgérze globalne jest bardzo waskie (rys. 5.13b), powigksza
sig obszar przyciggania optimum lokalnego, pozostawiajac w zbiorze przyciaga-
nia optimum globalnego stany przylegle do niego oraz waski obszar prowadzacy
wzdluz grzbietu obszaru wplywu tego optimum. Obszary przyciggania punktéw
stalych zalezg takze od wielko$ci odchylenia standardowego mutacji. Jezeli wartosé
o wzrasta, to ksztalt zbioréw przyciggania moze sie zmienié, poniewaz niektére
punkty stale, zwigzane z optimami lokalnymi, zanikaja.

5.5.3. Stabilno$¢ punktéw stalych

Stabilnos¢ punktu stalego jest okreslona przez druga warto$é wlasng A2 ma-
cierzy Jacobiego i, zgodnie z nieréwnoscia (5.23), zalezy od postaci funkcji celu
oraz odchylenia standardowego mutacji. Dla analizowanych funkcji przystosowania
punkty stale sa stabilne dla malych wartosci o i staja si¢ niestabilne dla wigkszych
0. Zdefiniowano zatem warto$é krytyczng odchylenia standardowego mutacyji o,
dla ktérej punkt staly traci stabilnosé. Zjawisko przejsécia fazowego dla pewnych
wartoéci odchylenia standardowego mutacji tzw. error threshold* jest znane za-
réwno wéréd badaczy ukladéw dynamicznych [155, 212] jak i biologéw ewolucyj-
nych [47, 49]. Dla ukladu dynamicznego (5.15) warto$é o, jest wyznaczana z wa-

4 Error threshold to krytyczna warto$é mutacji, powyzej ktérej struktura populacji zalamuje
si¢, a populacja rozprasza w przestrzeni poszukiwan [47].
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a) q(z) = exp(—522) + exp[-5(z — 1)?)] b) g(z) = exp(—52?) + 3exp[-5(z — 1)?]
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¢) g(z) = 2exp(—522) + exp[—5(z — 1)?] + 3 exp[-5(z — 2)?
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Rys. 5.13. Wplyw wysoko$ci optiméw funkeji celu na obszary przyciggania, o = 0,1
Fig. 5.13. Basins of attraction as a function of the optimum height, o = 0.1
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Rys. 5.14. Wplyw nachylenia zboczy funkcji celu na obszary przyciggania, o = 0,1
Fig. 5.14. Basins of attraction as a function of the hillside slope, o = 0.1
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runku Ay = —1 lub A2 = 1. W dalszych obliczeniach zamiast wprost z warto-
§ci o, wygodniej jest korzystaé z wartoSci krytycznej wspélrzednej w, poniewaz
we ~ 0,970, wiec o, ~ 1,03w,.. Dalej przeanalizujemy stabilno$¢ punktéw statych
ukladu dynamicznego (5.16) dla przyjetych funkeji celu.

Jednomodalne funkcje celu

Stabilnoé¢ jedynego punktu stalego dla funkeji jednomodalnych zalezy od od-
chylenia standardowego mutacji oraz parametréw nachylenia zbocza a (dla funkcji
gaussowskiej (D.2)) lub A (dla funkcji tréjkatnej (D.5)). Przykladowe trajekto-
rie wartosci oczekiwanych z dwéch stanéw poczatkowych dla réznych wartosci o
przedstawiono na rys. 5.15.

Przypadek symetryczny. Dla funkcji symetrycznej tréjkatnej (D.5) Ay wynosi

Ao =1—w*/(A—wb). (5.28)

Druga warto$¢ wlasna przyjmuje wiec wartosci mniejsze od jednosci (rys. 5.16a),
a uklad bedzie niestabilny, jesli A, zmaleje ponizej wartoéci —1, czyli gdy spelniona
bedzie nieréwnosé 2 > w®/(A — w?®). Wartos§é krytyczna wspdlrzednej w wynosi
wiec we = 2/3A.

Dla symetrycznej funkcji gaussowskiej warto§é Aq jest obliczana ze wzoru

A2 =1 —a(w®)? (5.29)

Nieréwnosé (5.23) przyjmuje postaé —2 < —a(w®)? < 0. Prawa nieréwnos¢ jest za-
wsze spelniona, a z rozwiazania lewej otrzymamy warto$¢ krytyczna, ktéra wynosi
we = y/2/a (rys. 5.16b).

Dla krytycznych wartosci odchylenia standardowego mutacji o, uklad dyna-
miczny (5.16) traci stabilnoéé i wystepuje bifurkacja. Uklad staje si¢ niestabilny
dla o > o, i pojawia si¢ stabilna orbita periodyczna o okresie 2 (rys. 5.17a). Muta-
cje o bardzo duzym zasiegu moga wiec spowodowaé, ze potomkowie optymalnego
rodzica znajda sie w obszarach o bardzo malym przystosowaniu. Réznice w jako$ci
takich potomkéw sg bardzo male, presja selekcyjna takze, najwiekszy wplyw na
populacje ma zatem mutacja (z duzym o), co objawia si¢ zachowaniami niestabil-
nymi.

Narysunku 5.18 przedstawiono graficzng analize iteracji odwzorowania F(w, 2)
dla w = w?, réznych stanéw poczatkowych i wartosci o > o.. We wszystkich przy-
padkach trajektorie w stanie ustalonym oscyluja pomiedzy dwoma stanami orbity
periodycznej. Na rysunku 5.15a mozna zauwazy¢, ze bifurkacje pojawiaja sie, gdy
o osiggnie warto$¢, dla ktorej w krajobrazie $§redniego przystosowania pojawiajg
si¢ dwa grzbiety. Grzbiety odpowiadaja stanom, w ktérych jeden z osobnikéw
ma typ zblizony do optymalnego. Punkty orbity znajdujg si¢ na wewnetrznych
zboczach tych grzbietow.



5. Dynamika bardzo malych populacji

a) g(z) = exp(—5z2) b) ¢(z) =z +1 dla = € [-1;0),
—z+1dlaze|0;1]
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Rys. 5.15. Trajektorie wartosci oczekiwanych dla jednomodalnych funkcji celu.
Przedstawiono stabilne punkty stale oraz orbity periodyczne (oznaczone x*)
dla ¢ € [0,1;1,4], Ao = 0,1. Stany poczatkowe s° = (0,2; —0,9)
i 8% = (1,0;1,2) oznaczono o
Fig. 5.15. Trajectories of expected values of population states for unimodal fitness
functions. Stable fixed points and periodical orbits (marked with ) are presented for
o € [0.1,1.4], Ao = 0.1. Initial states: s° = (0.2, —0.9), s° = (1.0, 1.2) are marked with o

a)L. B=10,1I B=15,IIL B = 2,0, b) L ap = 1,0,I. a = 0,1, IIL. ap = 0,05,
IV.B=25 IV. ay = 0,01
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Rys. 5.16. Druga warto$¢ wlasna jako funkcja o; a) funkcje tréjkatne (D.5), A = 1,0,
b) funkcje gaussowskie (D.3), a; = 1,0

Fig. 5.16. The second eigenvalue as a function of o; a) tent functions (D.5), A = 1.0,
b) Gaussian functions (D.3), a; = 1.0
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Rys. 5.17. Diagramy bifurkacyjne dla jednomodalnych funkcji celu
Fig. 5.17. Bifurcation diagrams for unimodal fitness functions

Jezeli spojrzymy nakrajobraz funkcji celu, to si¢ okaze, ze stany skltadajace sie na
orbite opisuja dwie populacje ulokowane symetrycznie na obu zboczach funkcji celu
(rys. 5.19). W obu populacjach jeden z osobnikéw ma wysokg jako$é, podczas gdy
drugi, o typie polozonym po przeciwnej stronie wzgorza, ma znacznie mniejsze przy-

stosowanie. W kolejnej generacji nastgpuje zamiana miejsc, mianowicie x§+1 = —z}
oraz :1;’2+1 = —2%. Naprzyklad gdy o = 0,8, orbita sklada si¢ z dwdch populacji (po-

kazanych na rys. 5.19) (2%; %) = (0,66;—0,33) oraz (z}t';z5") = (0,33; —0,66).
Odlegtosé euklidesowa pomiedzy rodzicem a potomkiem wynosi okolo /2.

Przypadek asymetryczny. Dla asymetrycznych funkcji jednomodalnych dru-
ga warto$¢ wlasna przyjmuje takze wartosci mniejsze od jednosci (rys. 5.16), a war-
tosci krytyczne w. sa wigksze, niz w przypadku symetrycznym. Dla funkcji tréj-
katnej asymetrycznej druga wartosé wlasna wynosi

(A + B)?

d=1-w
2 Y 2AB(A + B — 2uw®)’

(5.30)
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Rys. 5.18. Graficzna analiza iteracji Fp(w, z), dla w = w® i réznych zg, 0 = 0,8
Fig. 5.18. Graphical analysis of the iteration Fy(w, z) for w = w*
and different zg, o = 0.8

a warto$¢ krytyczna jest réwna w. = (4AB(A + B))/(8AB + (A + B)?). W przy-
padku gaussowskiej funkeji asymetrycznej warto$é Ao jest dana wzorem

do = 1= w(2*(aq1 — ag2) — w*(ag2 +ag1))/2 (5.31)

gdzie parametry aq1 i ag2 0znaczaja nachylenia stokéw funkeji ¢; (2) 1 g2(z) w punk-
cie przecigcia ich wykreséw. Po podstawieniu wartosci wspo6lrzednej z° danej wzo-
rem (5.27) otrzymujemy \p = 1 — (w®)?, /Gq1Gq2, a wartos¢ krytyczna jest rowna

We = 1/2/,/Gq1Gq2.

Analiza zachowania ukladu dynamicznego (5.16) dla duzych o w przypadku
funkcji asymetrycznych ujawnila sekwencje bifurkacji podwajania okresu prowa-
dzaca do chaosu (rys. 5.17b, ¢). W przypadku funkcji tréjkatnej tylko kilka bifur-
kacji jest widocznych, a zachowania chaotyczne pojawiajg si¢ stosunkowo szybko.
W obszarach chaotycznych widoczne sg takze okienka periodyczne o okresie 5 i 10.
Iteracja ukltadu dynamicznego dla asymetrycznej funkcji gaussowskiej prowadzi do
serii kolejnych bifurkacji i orbit o okresach 2,4,8,... Okazuje sie, ze zachowania
chaotyczne zaleza od stopnia asymetrii funkcji celu i pojawiaja sie, gdy jest ona
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o — i-ta generacja

* — (i + 1) generacja

osobniki jednej generacji polaczono linig
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Rys. 5.19. Dwie populacje tworzace orbite periodyczna w krajobrazie
jednomodalnej funkcji celu g(z) = exp(—5z2), o = 0,8
Fig. 5.19. Two populations forming the periodic orbit in the landscape of
the unimodal fitness function q(z) = exp(—5z2), o = 0.8

5
N w2
N
4T Tl N i f 1 Fy(w®,z) - linia przerywana,
N4 P2 Fzz(ws,z) - linia ciagla,
3r i 2 1 F3(w?, z) - linia przerywano-kropkowana,
y F3(w?*, z) - linia kropkowana
21 “
____________ funkcja celu:
1t gla) = exp(—z?) dla z <0
exp(—0,05z2) dla z >0
Z
% 1 2 3 4 5

Rys. 5.20. Zlozenia jednej, dwdch, trzech i czterech funkcji F5
Fig. 5.20. Composition of one, two, three and four functions F»

znaczna, dla funkeji gaussowskiej, gdy aj/as > 10, a dla funkeji trojkatnej, gdy
B >1,5.

Wokél stanu réwnowagi wspolezynnik ¥ ~ 0, a funkcja F5 (liniowa ze wzgledu
na ¥) wplywa na dynamike ukladu (5.16) bardziej niz F; (kwadratowa ze wzgledu
na ¥). Na rysunku 5.20 przedstawiono wykres zlozenia jednej, dwéch i czterech
funkeji F» dla gaussowskiej asymetrycznej jednomodalnej funkeji jakosci (D.3).
Punkty przecigcia wykreséw z prosta f(z) = z wskazuja na istnienie orbit o okre-
sach, odpowiednio, 1, 214. Oczekuje sie, ze podobne zachowania bedzie wykazywac
analizowany model ewolucji dla innych funkcji jednomodalnych, gdyz wiele z nich
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moze by¢ aproksymowane przez segmenty liniowe (wtedy lokalnie zachowuja sig
jak funkcje tréjkatne lub funkcje gaussowskie).

Dwumodalne funkcje celu

Analiza stabilno$ci punktéw statych ukladu dynamicznego (5.16) w krajobra-
zie dwumodalnych funkcji przystosowania mozliwa jest jedynie numerycznie, dla-
tego w niniejszych rozwazaniach ograniczono sie do sumy dwdéch funkcji gaussow-
skich (D.4). Takie same zachowania obserwowano dla dwumodalnej asymetrycznej
funkcji tréjkatnej (D.6) [103]. Stabilnosé punktéw statych zalezy od ich poloze-
nia, postaci funkcji celu oraz odchylenia standardowego mutacji. Twierdzenie 5.4.1
moéwi, ze siodlowe punkty stale sg niestabilne. Punkty stale potozone w poblizu
optiméw sa stabilne dla matych wartosci odchylenia standardowego mutacji. Dla
wiekszych o obserwuje sie zachowania niestabilne.

Przypadek symetryczny. Dla funkcji symetrycznych ze wzgérzami o réwnych
wysokodciach oba punkty stale polozone w poblizu optiméw sg stabilne, ich drugie
wartosci wlasne s réwne, dodatnie i mniejsze od jednosci (rys. 5.21a). Po pola-
czeniu si¢ punktéw stalych pozostaly punkt (siodlowy) jest stabilny dla pewnego
zakresu wartoéci o, a po przekroczeniu wartosci krytycznej staje sig¢ niestabilny
i pojawia sie orbita o okresie 2.

Przypadek asymetryczny. Asymetria w przypadku funkcji dwumodalnych
moze oznaczaé réznice nie tylko w wysokosciach optiméw, ale takze w szeroko-
$ciach wzgbérz opisywanych parametrem ¢2 = 1/(2a) (rys. 5.21-5.23). Jezeli szero-
kosci obu wzgdrz sa réwne, uktad dynamiczny zachowuje sie podobnie jak dla przy-
padku symetrycznego. Jedynie wraz ze wzrostem wysokosci optimum globalnego
punkty stale siodlowy i optimum lokalnego zanikajg szybciej. Pozostaly punkt
staly dla duzych wartosci o staje sie niestabilny i pojawia sie orbita o okresie 2.
Warto$é krytyczna o, dla ktérej pojawia sie bifurkacja, jest taka sama (o, ~ 1,15),
niezaleznie od réznicy wysokosci wzgbrz.

Bardziej interesujacy wydaje si¢ przypadek, gdy oba wzgdrza maja rézng sze-
roko$¢, szczegdlnie wtedy, gdy wzgoérze globalne jest wezsze niz lokalne. Zmieniaja
si¢ wtedy lokalizacja i stabilno$¢ punktéw stalych. Pojawiajg sig bifurkacje podwa-
jania okresu, bifurkacje réznych okreséw oraz chaos. Gdy as = 10a1 (¢2 = 0,1¢3)
(rys. 5.22), punkty stale zwiazane z optimami zmieniaja stabilnoéé¢ znacznie cze-
Sciej. Bifurkacja punktu przy optimum globalnym pojawia sie znacznie wczesniej
(o ~ 0,25) niz w przypadku symetrycznym. Orbita periodyczna wystepuje dla
niewielkiego przedzialu zmiennosci o € (0,25;0,45). Nastepnie pojawia si¢ orbita
o podwojonym okresie, ktéra ponownie staje si¢ stabilna i dla o ~ 0,7 punkt ten
traci stabilnos¢ definitywnie. Gdy wzgdrze globalne jest dwa razy wyzsze od lokal-
nego (h = 2), punkt staly zwigzany z optimum globalnym raz tracac stabilnos¢,
juz jej nie odzyskuje. Obserwuje si¢ bifurkacje podwajania okresu, czyli orbity
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Rys. 5.21. Symulacje w krajobrazie funkcji celu q(z) = exp(—5z?) + hexp[—5(z — 1)?].
W kolejnych wierszach przedstawiono profil funkcji, polozenie punktéw stalych,
wykresy drugich wartosci wlasnych oraz punkty stale trajektorii wartosci
oczekiwanych. Punkty réwnowagi trajektorii pokazano dla dwéch stanéw poczatkowych
s% = (0,8; —0,6) oraz s° = (0,4;1,0), dla zakresu odchylenia standardowego mutacji
o € [0,05;1,55], Ao = 0,05. Stany poczatkowe oznaczono przez o, a punkty stale
odpowiednio dla stanéw poczatkowych przez o oraz *

Fig. 5.21. Simulations in the landscape of the fitness function
q(z) = exp(—5z2) + hexp[—5(x — 1)2]. The function profile, locations of fixed points,
magnitude of the second eigenvalue, and the fixed points of the trajectories expected
values are presented in consecutive rows. Equilibrium points of trajectories are shown
for two initial states: s = (0.8;—0.6) and s° = (0.4;1.0) for o € [0.05;1.55], Ac = 0.05.
Initial states are marked with circles, while equilibrium points for two initial states are
represented by o and *, respectively
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Rys. 5.22. Symulacje w krajobrazie funkcji q(z) = exp(—5z?) + hexp[-50(z — 1)?].
W kolejnych wierszach przedstawiono profil funkcji celu, polozenie punktéw stalych,
wykresy drugich wartoséci wlasnych oraz punkty stale trajektorii wartosci
oczekiwanych. Punkty réwnowagi trajektorii pokazano dla dwéch stanéw poczatkowych
s% = (0,8; —0,6) oraz s° = (0,4;1,0), dla zakresu o € [0,05;1,55], Ao = 0,05.
Stany poczatkowe oznaczono przez o, a punkty stale odpowiednio dla stanéw
poczatkowych przez o oraz *

Fig. 5.22. Simulations in the landscape of the fitness function
q(z) = exp(—5z?) + hexp[—50(x — 1)?]. The function profile, locations of fixed points,
magnitude of the second eigenvalue, and equilibrium points of the trajectories of
expected values are presented in consecutive rows. Equilibrium points of trajectories
are shown for two initial states: s = (0.8; —0.6) and s° = (0.4;1.0) for o € [0.05;1.55],
Ac = 0.05. Initial states are marked with circles, while equilibrium points for two
initial states are represented by o and x, respectively
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Rys. 5.23. Symulacje w krajobrazie funkeji g(z) = exp(—5x2) + hexp[—500(z — 1)2].
W kolejnych wierszach przedstawiono profil funkeji celu, polozenie punktéw stalych,
wykresy drugich warto$ci wlasnych oraz punkty stale trajektorii wartosci
oczekiwanych. Punkty réwnowagi trajektorii pokazano dla dwdch stanéw poczatkowych
s® = (0,8; —0,6) oraz s° = (0,4;1,0), dla zakresu o € [0,05;1,55], Ao = 0,05.
Stany poczatkowe oznaczono przez o, a punkty stale odpowiednio
dla stanéw poczatkowych przez o oraz *

Fig. 5.23. Simulations in the landscape of the fitness function
q(z) = exp(—5x?) + hexp[—500(z — 1)2]. The function profile, locations of fixed points,
magnitude of the second eigenvalue, and the fixed points of the trajectories of expected
values are presented in consecutive rows. Equilibrium points of trajectories are shown
for two initial states: s = (0.8; —0.6) and s® = (0.4;1.0) for o € [0.05;1.55], Ao = 0.05.
Initial states are marked with circles, while equilibrium points for two initial states are
represented by o0 and *, respectively
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Rys. 5.24. Punkty stale trajektorii wartosci oczekiwanych dla stanu s® = (0,4;1,0) oraz
zakresu o € [0,6;0,68], Ao = 0,001 (powiekszony fragment rys. 5.22). Przedstawiono
ostatnie 20 z 10 000 generacji
Fig. 5.24. Fixed points of the trajectories of expected values for initial state
s® = (0.4;1.0) and the range of o € [0.6;0.68], Ac = 0.001 (enlarged fragment of
Fig. 5.22). The last 20 of 10000 generations shown

o okresach 4, 8,16 prowadzace do chaosu. Serie takich bifurkacji przedstawiono
w szczegdlach na rys. 5.24. W danych numerycznych zaobserwowano takze orbity
o okresie 3 i 6. Gdy wzgérze globalne jest jeszcze wezsze (¢3 = 0,01¢%, rys. 5.23),
punkt staly zwiazany z optimum globalnym traci stabilno$é bardzo szybko, juz dla
o ~ 0,1. Dla wzgérz o niewielkiej réznicy wysokosci punkt ten staje si¢ ponow-
nie stabilny dla krétkiego przedzialu wartoéci odchylenia standardowego mutacji
o € (0,65;0,8). Punkt staly zwigzany z optimum lokalnym traci stabilno$é dla
o ~ 0,65. W przedziatach niestabilno$ci obserwuje si¢ ponownie orbity o okresie 2
i4, a ciag bifurkacji podwajania okresu prowadzi do zachowania chaotycznego. Za-
obserwowana sekwencja orbit periodycznych byta taka sama jak przewiduje twier-
dzenie Sarkowskiego [39].

Im stabsze jest oddzialywanie optimum globalnego na populacje, tym bardziej
skomplikowane staje si¢ zachowanie ukladu (5.16). Punkt staly zwiazany z opti-
mum globalnym staje si¢ niestabilny juz dla relatywnie malego o. Prawdopodo-
bienstwo znalezienia takiego ekstremum jest male i ro$nie wraz ze zmniejszaniem
si¢ odchylenia standardowego mutacji. Zachowania niestabilne, orbity periodyczne,
oscylacje, chaos zaobserwowano takze przy analizie modeli ukladéw dynamicznych
algorytméw genetycznych z kodowaniem binarnym bez krzyzowania [210, 211, 213].
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5.6. Badanie zachowan chaotycznych

Uktad dynamiczny (5.16) wykazuje zachowania niestabilne i chaotyczne dla
asymetrycznych funkeji celu i duzych wartosci odchylenia standardowego mutacji.
Teoria ukladéw dynamicznych oferuje kilka metod badania chaosu [192]. Oprécz
analizy przebiegu trajektorii czasowych, z ktérej korzystano w poprzednim podroz-
dziale, stosuje si¢ analize wykreséw fazowych, widma mocy sygnalu, funkcje auto-
korelacji, wykladniki Lapunowa oraz przekroje Poincarego. Zachowania asympto-
tyczne badanego ukladu dynamicznego przeanalizujemy na podstawie pierwszych
czterech kryteriow [112, 114].

Wykresy fazowe przedstawiaja zaleznosé predkosci wzdluz trajektorii od poloze-
nia ukladu. Wykresy wykonuje si¢ przez bezposrednia rejestracje zmiennych (z, y),
zmiennej wraz z predkoscig (x, ) lub zmiennej opdznionej o czas 7 (z(t), z(t —7)).
Podobnie jak dla przebiegdéw czasowych nie jest to bardzo dokladna metoda i po-
zwala jedynie na wstepna ocene zachowan ukladu. Istnieja uktady niechaotyczne,
ktorych wykresy fazowe przypominajg uktady chaotyczne. Widmo mocy otrzymuje
si¢ jako kwadrat modulu transformaty Fouriera X (w) trajektorii czasowej z(t):
P(w) = |X(w)|?. Dla ukladéw chaotycznych w widmie wystepuje wiele czestotli-
wosci, ktérych moc koncentruje si¢ w dolnym zakresie czestotliwosci. Obliczanie
widma mocy jest trudne i zwykle wymaga zastosowania procedur numerycznych
do obliczenia transformaty Fouriera (DFT lub FFT), jednak jest to znacznie bar-
dziej wiarygodne kryterium niz przebiegi czasowe czy wykresy fazowe. Funkcja
autokorelacji jest rbwnowazna transformacie Fouriera widma mocy. Dla przebiegu
czasowego z(t) o wartosci oczekiwanej E[z(t)] funkcje autokorelacji definiuje sig
jako: C(7) = E[z(t)z(t+7)]— E[z(t)]?. Funkcja jest miara podobiefistwa w przebie-
gach i zalezy jedynie od parametru op6znienia 7 miedzy trajektoria i jej przesunieta,
kopia. Procesy okresowe lub stale sa mocno skorelowane, tak wiec ich funkcja au-
tokorelacji jest stala lub oscyluje. Dla ukladéw chaotycznych funkcja autokorelacji
szybko maleje badz zanika do zera.

Wykladnik Lapunowa jest miarg wrazliwosci ukladu na warunki poczatkowe,
inaczej miara oddalania sig trajektorii rozpoczynajacych sie w dwéch blisko polo-
zonych punktach. W detekcji chaosu znaczenie ma maksymalny, dominujacy wy-
kladnik, ktéry okresla ,najgorsze” zachowania ukladu. Dominujacy wykladnik La-
punowa obliczany jest z formuly

1
A=y B DEX (%),
gdzie pmax(A) jest wartoscig wlasng macierzy A o maksymalnej wartosci bez-

wzglednej, a DFV jest skumulowana, w N krokach, macierza Jacobiego odwzoro-
wania F'
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N
DFN(SO) = DF|FN—1(30)DF|FN—2(30) DF(SO) = H DF(Fi_l(SO)),

i=1

gdzie s jest stanem poczatkowym, FO(s) = s. Dla rozwazanego przypadku, gdy
8= [w,2)TiF = [F,F)", mamy

oF 0F, O0F

— — w z

DF=5-=|58 &4

ow 0z
Dla ukladéw, ktére sg zbiezne do punktéw statych lub okresowych, zachodzi A < 0.
Takie uklady sg asymptotycznie stabilne, a im wieksza warto$¢ ujemna wyktadnika,
tym wigkszy jest margines stabilnosci. Dla A = 0 punkt staly jest neutralny (np.
punkty bifurkacji), a uklad jest w pewnego rodzaju stanie ustalonym okreslanym
jako stabilno$é Lapunowa. Wartosci A > 0 sg oznaka chaosu. Chociaz zerowy do-
minujacy wykltadnik nie zawsze oznacza zachowanie chaotyczne, to w wigkszo$ci

przypadkow jest to rzetelne kryterium.

Zachowania chaotyczne uktadu (5.16) badano dla funkcji jedno- i dwumodal-
nych, gaussowskich (D.2), (D.4) oraz tréjkatnych (D.5). Na rysunkach 5.25, 5.26
oraz 5.27 przedstawiono wykresy fazowe, widmo mocy i funkcje autokorelacji dla
funkcji gaussowskich oraz réznych odchylen standardowych mutacji. Poniewaz na
zachowanie uktadu w punkcie stalym ma wplyw przede wszystkim wspélrzedna z,
na rysunkach przedstawiono wartosci kryteriéw tylko dla tej wspoéirzednej. Dla
funkcji dwumodalnej przeanalizowano dodatkowo dwa stany poczatkowe nalezace
do réznych obszaréw przyciggania optimum lokalnego: 8° = (0,8; —0,6) i optimum
globalnego: 8° = (0,5;1,0).

Dla funkcji jednomodalnej asymetrycznej (rys. 5.25) wszystkie trzy me-
tody potwierdzily wystepowanie orbit o okresie 2, 4 oraz 8 (odpowiednio dla
o = 3,2;3,7;3,85). Nie wykazano, oczekiwanego na podstawie rys. 5.17b, zacho-
wania chaotycznego dla ¢ = 4,0. Chociaz portret fazowy wyglada chaotycznie,
zaréwno analiza widma mocy, jak i funkcji autokorelacji pokazuje, ze jest to
orbita, prawdopodobnie o duzym okresie. Na rysunkach 5.26 i 5.27 znajdziemy
potwierdzenie, ze uklad (5.16) przejawia zachowania chaotyczne. Dla ¢ = 0,9
oraz stanu poczatkowego w obszarze przyciggania optimum lokalnego, a takze
o = 0,8 oraz stanu poczatkowego w obszarze przyciggania optimum globalnego
wykresy fazowe wygladaja chaotycznie: widmo mocy rozposciera si¢ po wszystkich
czestotliwosdciach, a funkcja autokorelacji maleje do zera, co jest potwierdzeniem
wystepowania chaosu. Ostatni wykres fazowy na rys. 5.26 pokazuje orbite
o okresie 3, co zgodnie z twierdzeniem Sarkowskiego oznacza wystepowanie orbit
o wszystkich innych okresach.
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Rys. 5.25. Analiza zachowan asymptotycznych ukladu dynamicznego (5.16)
dla jednomodalnej asymetrycznej funkcji gaussowskiej (D.3) (a; = 1, a2 = 0,05),
o =3,2;3,7;3,85;4,0 (w kolejnych wierszach)
Fig. 5.25. Analysis of asymptotic behavior of dynamical system (5.16) for unimodal
asymmetrical Gaussian fitness function (D.3) (a; =1, az = 0.05), o = 3.2;3.7;3.85;4.0
(in consecutive rows)

Wykladniki Lapunowa obliczono dla funkcji gaussowskich (D.3), (D.4) oraz
tréjkatnej funkeji jednomodalnej (D.5). Na rysunku 5.28 przedstawiono wykresy
dominujacego wykladnika Lapunowa dla funkcji jednomodalnych. Dla symetrycz-
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portrety fazowe widma mocy funkcja autokorelacji
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Rys. 5.26. Analiza zachowan asymptotycznych ukladu dynamicznego (5.16) dla
dwumodalnej funkcji gaussowskiej (D.4) (h = 2,a; = 5, a2 = 50), so = (0,8; —0,6),
o =0,7;0,9; 1,2 (w kolejnych wierszach)

Fig. 5.26. Analysis of asymptotic behavior of dynamical system (5.16) for bimodal
Gaussian fitness function (D.4) (h = 2,a; = 5,a2 = 50), so = (0.8; —0.6),

o =0.7;0.9; 1.2 (in consecutive rows)

nej jednomodalnej funkcji gaussowskiej oraz funkcji asymetrycznych (gaussowskiej
itréjkatnej) i malych o wykladnikisg ujemne, przyjmujac warto$é zero w punktach
bifurkacji. Zachowania chaotyczne ukladu zostaly potwierdzone (A > 0) dla duzych
warto$ci o w przypadku funkceji asymetrycznych (poréwnaj rys. 5.17). Wyktadniki
Lapunowa, obliczone dla funkcji dwumodalnej i stanéw poczatkowych w obszarach
przyciggania obu optiméw, potwierdzily wystepowanie chaosu dla duzych odchy-
len standardowych mutacji (rys. 5.29b). Dla funkeji jednomodalnej tréjkatnej oraz
dwumodalnej gaussowskiej obszar chaosu poprzedzielany jest niewielkimi (w ska-
li o) pasami zachowan stabilnych (okna okresowe).

Badano takze wplyw réznych parametréw na dokiadnosé obliczania A\ [112].
Okazalo sig, ze liczba iteracji N, w ktérych liczono wykladniki wplywa na
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portrety fazowe widma mocy funkcja autokorelacji
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Rys. 5.27. Analiza zachowan asymptotycznych ukiadu dynamicznego (5.16)
dla dwumodalnej funkcji gaussowskiej (D.4) (h = 2,a; = 5,a2 = 50), so = (0,5;1,0),
o =10,3;0,4;0,8 (w kolejnych wierszach)
Fig. 5.27. Analysis of asymptotic behavior of dynamical system (5.16) for bimodal
Gaussian fitness function (D.4) (h = 2,a; = 5, a2 = 50), so = (0.5;1.0),
o =0.7;0.9;1.2 (in consecutive rows)

obliczong warto$é A. Nie moze by¢ ona zbyt mala ze wzgledu na bledy obliczen
numerycznych. Zwykle kilkaset iteracji (ok. 200) jest wystarczajace. Jednak do
detekcji orbit o duzym okresie potrzebna jest wigksza warto§¢ N. Wybér stanu
poczatkowego praktycznie nie ma wplywu na wartosé wykladnika.

Podsumowujac, przedstawiona w podrozdziale analiza potwierdzila wystepo-
wanie w ukladzie dynamicznym (5.16) orbit periodycznych o réznych okresach oraz
chaosu. Wykresy fazowe, widmo mocy oraz funkcje autokorelacji sa stosunkowo
latwe do implementacji i szybkie w dzialaniu, ale czasami ich wyniki sa sporne oraz
zaleza od ustawieni parametréw (np. liczby iteracji czy opéznienia 7). Wykladniki
Lapunowa sg bardziej wiarygodnym, aczkolwiek bardziej obliczeniowo zlozonym,
kryterium badania zachowania ukladu dynamicznego.



106 5. Dynamika bardzo malych populacji

a) g(z) = exp(—5z?) b) g(z) = exp(—=z?) dla z < 0,
exp(—0,05z2) dla z > 0
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Rys. 5.28. Dominujacy wykladnik Lapunowa jako funkcja o
Fig. 5.28. The dominant Lyapunov exponent as a function of o

5.7. Oczekiwany czas zbieznosci

Liczba iteracji potrzebna do osiggniecia optimum lokalnego jest waznym wskaz-
nikiem efektywnosci metod optymalizacyjnych. Dla metod ewolucyjnych ocze-
kiwany czas zbiezno$ci obliczano przede wszystkim stosujac lancuchy Markowa
(194, 208]. W przypadku proceséw dynamicznych okresla si¢ konieczny czas zbiez-
nosci do punktu stalego.

Oczekiwany czas zbieznosci dla ukiadu dynamicznego (5.16) analizowano w kra-
jobrazach jednomodalnej oraz dwumodalnej gaussowskiej funkcji celu. Na rysun-
ku 5.30 przedstawiono uzyskane za pomoca symulacji numerycznej wyniki repre-
zentujace liczbe generacji potrzebna do stabilizacji procesu, czyli do momentu, gdy
warto$¢ bezwzgledna réznicy pomiedzy wartosciami oczekiwanymi wspétrzednych
w iz w dwdch kolejnych generacjach jest mniejsza niz zalozona granica dokladnosci
e = 1078, Warto$¢ e ustalono empirycznie, tak aby zachowaé duza dokladnosé,
bez wplywu bledéw obliczeniowych w rozsadnym czasie obliczen. Zwigkszanie do-
ktadnosci nie wplywa na ksztalt wykresu, powoduje natomiast zwiekszenie liczby
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Rys. 5.29. Dominujacy wykladnik Lapunowa jako funkcja o dla funkcji celu
q(z) = exp(—5x2) + 2 exp[—50(z — 1)?] oraz dwéch stanéw poczatkowych
Fig. 5.29. The dominant Lyapunov exponent as a function of ¢ for fitness function
q(z) = exp(—5z2) + 2 exp[—50(z — 1)?] and two initial states

generacji potrzebnych do znalezienia punktu statego. Stany poczatkowe wybrane
zostaly na siatce pokrywajacej prezentowany obszar.

Dla funkcji jednomodalnych najmniejsza liczbe generacji do osiggniecia stanu
ustalonego potrzebujg populacje, ktérych stany poczatkowe sa potozone nai w naj-
blizszym otoczeniu osi W. Sa to wigc populacje znajdujace sie juz w poblizu opti-
mum. Nieco dluzej ewoluuja populacje, w ktorych jeden z elementéw ma bardzo
duzg jako$é (stany polozone na dwéch grzbietach biegnacych wzdtuz prostych
w = z 1w = —z w krajobrazie $redniego przystosowania). Najwiecej czasu, aby
sie ustabilizowaé, potrzebujg populacje zainicjalizowane w stanach o malej warto-
$ci $redniego przystosowania. Dla funkcji dwumodalnej najszybciej stabilizuja sig
populacje o stanach poczatkowych nalezacych do zbioru przyciagania optimum
globalnego.

Wczedniejsze rozwazania pokazaly, ze analizowany proces ewolucyjny bardzo
szybko lokuje populacje w stanach w poblizu kanalu ewolucyjnego. Sprawdzmy
wiec, ile generacji potrzebnych jest, aby populacja znalazla si¢ w okolicy prostej
w = y/2/mo. Dla uproszczenia obliczen zbadamy jak szybko wspélrzedna w stanu
populacji przyjmuje warto$é ponizej o. Na rysunku 5.31 przedstawiono liczbe gene-
racji potrzebna do osiggniecia prostej w = o dla jedno- i dwumodalnej funkcji gaus-
sowskiej. Populacje znajdujg sie w poblizu kanalu ewolucyjnego znacznie szybciej
niz zajmuje im znalezienie punktu stalego, $rednio potrzebuja tylko kilku generacji.
Efekt ten nie zalezy od wartoéci odchylenia standardowego mutacji i odpowiada
opisanym wcze$niej skokom trajektorii wartosci oczekiwanych (zob. rys. 5.3, 5.4).
Wiekszoéé czasu (mierzonego w generacjach) trajektorie modelu spedzaja w po-
blizu prostej w = o, gdzie réznica w typach osobnikéw wynosi okoto odchylenie
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Rys. 5.30. Liczba generacji do stabilizacji procesu dla ¢ = 0,1. Stany poczatkowe
z siatki: w € [0;1,5], a) z € [-1,0;1,0], b) z € [-1,5; 1;5], o kroku 0,25. Punkty stale
oznaczono przez *. Linie przerywane oddzielaja obszary przyciagania obu maksiméw
Fig. 5.30. The number of generations necessary to stabilize the process for ¢ = 0.1.
Initial states are located on the grid: w € [0;1.5], a) z € [-1.0;1.0], b) z € [-1.5;1.5],
with 0.25 step. Fixed points are marked with *. Dotted lines separate the basins of
attraction of both maxima

a) q(z) = exp(—5z2) b) g(z) = exp(—5z2) + 2exp[—5(z — 1)?]

2 T

1

0,5

Rys. 5.31. Liczba generacji potrzebnych do osiggniecia prostej w = o dla o = 0,1.
Stany poczatkowe z siatki jak na rys. 5.30. Punkty stale zaznaczono przez x*
Fig. 5.31. The number of generations necessary to reach the line w = ¢ for ¢ = 0.1.
Initial states are located on the grid (see Fig. 5.30). Fixed points are marked with *

standardowe mutacji i presja selekcyjna jest staba. Trajektorie wolno przesuwaja
sig wzdluz osi Z, w kierunku optimum z krokiem nie wiekszym niz o.

Analiza punktéw stalych pokazala, ze dokladna lokalizacja optimum wymaga
zmniejszenia odchylenia standardowego mutacji, a tym samym zwigksza sig liczba
iteracji koniecznych do znalezienia optimum. Sredni czas potrzebny do osiggniecia
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Rys. 5.32. Sredni czas osiagniecia punktu stalego lub orbity w funkcji o.
Liczbe generacji usredniono z 90. trajektorii inicjowanych w stanach
polozonych na siatce jak na rys. 5.30, 5.31
Fig. 5.32. Mean time necessary to reach the fixed point or orbit as the function of o.
The number of generations are the averages of 90 trajectories started from
states located on the grid (see Figs. 5.30, 5.31)

punktu stalego dla réznych wartosci o przedstawiono na rys. 5.32. Dla duzych
wartosci o populacja potrzebuje mniej niz sto generacji, podczas gdy dla o < 0,2
kilkaset. Tak wigc praktyczny wyboér odpowiedniej (optymalnej) wartosci odchyle-
nia standardowego mutacji powinien zaleze¢ od zalozonego celu eksperymentu lub
jego fazy. Do ,zgrubnego” i szybkiego zlokalizowania optimum wystarczy przyjecie
duzych wartosci o. Wigksza dokladnosé wymaga mniejszych wartosci o i dluzszego
czasu obliczen®. Nagly wzrost liczby obliczen na rys. 5.32b dla funkcji dwumodal-
nych wystepuje w poblizu punktu bifurkacji i wynika ze zmiany typu stabilnosci —
zbieznosci do orbity, a nie do punktu. Dla funkcji jednomodalnych wzrost potrzeb-
nych obliczen dla bifurkacyjnych wartosci o tez wystepuje, jest jednak znacznie
mniejszy.

Oczekiwany czas zbiezno$ci mozna analizowaé takze lokalnie w bliskim otoczeniu
punktéw stalych, badajac wartosci bezwzgledne wartosci wlasnych A; i A9 macie-
rzy przyblizenia liniowego (5.22). Przyjmujac, ze punkt staly jest stabilny, czas
zbiezno$ci asymptotycznej jest determinowany przez warto$¢ wlasng przyjmujaca
wigksza warto$é¢ bezwzgledna. Przeanalizujmy populacje w stanie polozonym nie-
daleko od punktu stalego dla jednomodalnej funkcji gaussowskiej (D.2) (rys. 5.33).
Dla bardzo malych warto$ci o zachodzi |A;| ~ 0, podczas gdy |A2| — 11 zbieznosé
do punktu stalego jest bardzo wolna. Dla wzrastajacych wartosci o wzrasta takze
wartodé |A1], a warto$é |As| maleje. Interesujace sa punkty, a wiec i wielko$é o,
dla ktérych wartoéé bezwzgledna obu wartosci wlasnych jest réwna. Czas zbiezno-

® Do doboru parametru ¢ w zadaniach praktycznych wrécimy w kolejnym rozdziale.
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Rys. 5.33. Wartosci bezwzgledne wartosci wlasnych ukladu dynamicznego (5.16)
Fig. 5.33. Absolute values of the eigenvalues of the dynamical system (5.16)

$ci nie jest wtedy ,wydluzany” przez zadnag warto§é wlasng. Poréwnujac wyniki
z rys. 5.33 i 5.32a mozna zauwazy¢, ze lokalna analiza jest zbiezna z wynikami
statystycznymi, szczegélnie dla zakresu o € [0,2;0,6]. Mozna zatem oczekiwac, ze
(przynajmniej dla badanej funkcji przystosowania) ruch wzdluz prostej w = o ma
taka sama dynamike jak zachowania w poblizu punktu stalego.

Przeprowadzona w tym podrozdziale analiza oczekiwanego czasu zbieznosci do
punktéw stalych potwierdzila raz jeszcze dwoista dynamike badanego procesu.
Szybki ruch w kierunku kanalu ewolucyjnego poprzedza powolng zbieznos¢ do
punktu stalego. Matle réznice w typach prawie homogenicznej populacji powoduja,
ze presja selekcyjna jest staba i proces ewolucji wyhamowuje. Metody ewolucyjne
szybko lokalizujg okolice optiméw, lecz proces znalezienia ich doktadnych wartosci
jest powolny. Dobra praktyka jest wiec laczenie metod ewolucyjnych z klasycznymi
metodami lokalnymi, ktére szybko i precyzyjnie okresla potozenie zlokalizowanych
przez ewolucje optiméw.

5.8. Uwagi dotyczace kilkuelementowych populacji

Zwiekszenie liczebnosci populacji badZz wymiarowosci przestrzeni poszukiwan
powoduje, ze analiza ewolucji staje si¢ bardzo trudna (jezeli wrecz mozliwa), po-
niewaz wymiarowos$¢ przestrzeni stanéw populacji szybko wzrasta. Dodatkowo do-
chodzg jeszcze ograniczenia przestrzeni zwigzane z relacja réwnowaznosci. Zacho-
wania wiekszych populacji mozna wiec analizowaé za pomoca gléwnie symulacji
komputerowych.

Analogicznie do przypadku populacji dwuelementowych, aby przedstawié¢ po-
pulacje z m osobnikami opisanymi przez jedng tylko ceche (n = 1), wprowadzimy
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Rys. 5.34. Ewolucja malych populacji we wspélrzednych (w, z)
Fig. 5.34. Evolution of small populations in the coordinates (w, z)
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nowe wspolrzedne:
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Wspélrzedna w jest miarg rozproszenia populacji (odleglos¢ stanu populacji od osi
jednorodnosci, na ktérej znajduja sie stany odpowiadajace jednorodnym popula-
cjom) za$ wspdlrzedna z opisuje $rednig populacji (lokalizacje stanu wzdiuz osi
jednorodnosci). W zwigzku z przyjetymi uproszczeniami funkcja przystosowania
nie moze by¢ skojarzona ze wspéirzednymi w i z, dlatego mapa Sredniego przysto-
sowania nie pojawia sie juz na rysunkach.

Przedstawione symulacje ewolucji kilkuelementowych populacji w krajobrazie
jedno- i dwumodalnej funkcji przystosowania (rys. 5.34) powtarzaja charaktery-
styczne zachowania populacji dwuelementowych. Obserwuje sie skok populacji
w kierunku osi jednorodnosci, co oznacza ujednolicanie populacji oraz wolne fluktu-
acje wzdluz osi identycznosci w kierunku optimum. Populacje poczatkowo znacznie
rozproszone szybko sie skupiaja, niezaleznie od funkcji przystosowania. Populacja
przeszukuje przestrzen jako klaster o $rednicy rzedu o. Wydaje sig, ze fluktuacje
populacji w okolicy optimum sa mniejsze dla wigkszych populacji. Im wigksza po-
pulacja, tym stany zajmowane przez populacje sg blizej osi w i ulokowane dalej
od osi jednorodnosci. Wigksze populacje sa wiec bardziej réznorodne, lecz maja
mniejszg zdolnoéé penetracji przestrzeni poszukiwan.

Podobnie zwigkszanie wymiarowo$ci przestrzeni poszukiwan nie wplywa na
zmiane dynamiki ewolucji [69]. Nadal obserwuje si¢ szybka unifikacje populacji
oraz powolny ruch w kierunku optimum. Opisane badania procesu ewolucyjnego
dla wigkszych populacji koresponduja z wynikami otrzymanymi dla modeli biologii
molekularnej [215].



6. Przyklady wykorzystania analizy
dynamiki populacji

Przedstawione w poprzednich rozdziatlach wyniki analizy dynamiki modeli po-
pulacji ewoluujacych zgodnie z metodg poszukiwan ewolucyjnych z miekka selekcja
mozna wykorzystaé takze do badan innych aspektéw metod ewolucyjnych, miedzy
innymi do analizy réznorodno$ci populacji oraz sposobéw okre$lania nieznanych
parametréw procesu ewolucji i funkcji celu [107, 111, 115, 118].

6.1. Roéznorodnosé populacji

W biologii réznorodnosé genetyczna jest suma aktualnych lub potencjalnych in-
formacji genetycznych oraz mozliwosci zawartych w genach osobnikéw, populacji
lub gatunkéw!. W populacjach naturalnych podtrzymywanie zréznicowania jest
wazne, aby populacje mogly szybko adaptowaé sie do zmieniajacego sie otocze-
nia, eksplorowaé nowe nisze w $rodowisku oraz posiadac¢ system obrony przeciwko
Wrogom.

Dla uzytkownikéw metod ewolucyjnych réznorodnosé¢ populacji jest wskazni-
kiem méwiagcym jak bardzo osobniki danej populacji r6znig si¢ od siebie. Obserwo-
wanie zréznicowania populacji w trakcie dzialania algorytmu jest wazne z kilku po-
wodow. Uwaza sie, ze utrzymanie réznorodnosci populacji na odpowiednim pozio-
mie moze zapobiec przedwczesnej zbieznoéci (ang. premature convergence)? metody
do optimum lokalnego [37, 78]. Populacje o duzej ré6znorodnosci moga eksplorowaé
rozlegle obszary przestrzeni w poszukiwaniu nowych optiméw. Duze zréznicowanie
populacji ma znaczenie dla szybkiej adaptacji w dynamicznie zmieniajacym sie
srodowisku. Spadek zréznicowania ponizej pewnego niskiego poziomu moze byé
oznaka znalezienia optimum i postuzy¢ jako warunek zatrzymania lub ponownego
uruchomienia algorytmu [139].

Badania symulacyjne ewolucji fenotypowej [28, 63, 64] wykazaly, ze poczat-
kowo rozproszone populacje (o rozproszeniu rzedu kilku o) szybko koncentruja
si¢ i przeszukuja przestrzen jako zwarty klaster osobnikéw. Skupianie sie popu-
lacji jest spowodowane gldéwnie dzialaniem selekcji, ktéra wybiera do reprodukcji
tylko niektére osobniki. Zjawisko to, znane takze w populacjach naturalnych, jest

! Definicja ta jest podawana w dokumentach organizacji FAO, zrédlo: www.fao.org.
2 Zjawisko przedwczesnej zbieznoéci wystepuje, gdy populacja osiggnie taki stan, ze opera-
tory ewolucyjne nie sa w stanie generowaé potomkéw lepszych niz ich rodzice.
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zwane przez ewolucjonistéw dryfem genetycznym [119]. Analiza szybkiej utraty
poczatkowo duzej réznorodnosci populacji pokazuje, ze moze do niej doj$é nawet
wtedy, gdy na populacje nie dziala zadna presja selekcyjna, a mechanizmem odpo-
wiedzialnym jest kumulacja bledéw prébkowania (ang. sampling errors) (25, 83].
Zwiekszenie reprezentacji danego typu w populacji w wyniku losowania rodzicéw
moze doprowadzié do dominacji jednego elementu3.

Fakt szybkiej koncentracji poczatkowo rozproszonej populacji potwierdza
analiza wartosci oczekiwanej wspélrzednej w dwuelementowej populacji, zada-
nej przez réwnanie (5.5), opisujacej rozproszenie populacji. Poczatkowo duze
wartosci w szybko maleja w kazdym krajobrazie adaptacyjnym, w ktérym po-
pulacja ewoluuje, a wiec nawet wtedy, gdy nie dziala presja selekcyjna (zo-
bacz tez rys. 5.6). Wspélrzedna w® punktu stalego (opisana réwnaniem (5.19))
jest stala dla danego odchylenia standardowego mutacji i nie zalezy od funkcji
przystosowania. Podobna prawidlowos¢ jest obserwowana w symulacjach ewo-
lucji dla populacji o wiekszej liczebnosci [25, 64]. Rozproszenie kilkuelemen-
towej populacji szybko maleje, a nastepnie waha si¢ w granicach odchylenia
standardowego mutacji (por. rys. 5.34). Dla populacji nieskoficzonych warian-
cja rozkladu populacji (4.6) osiaga stan stabilny takze juz w kilku iteracjach.
W tym przypadku warto$¢ wariancji rozkladu stacjonarnego zalezy nie tylko
od ¢ mutacji, ale takze od krajobrazu adaptacyjnego (nachylenia zbocza gaus-
sowskiej funkcji jakosci). Na wezszych szczytach réznorodnosé populacji jest
mniejsza.

Uzasadniony wydaje sie wniosek, ze skupianie sie ewoluujacych popula-
cji jest istotng cecha procesu ewolucji. Na wielko$¢ rozproszenia populacji
wplywajg dodatkowo stosowane w metodzie operatory. Selekcja i cze$é ope-
ratoréw rekombinacji zmniejszaja réznorodno$é¢ populacji, natomiast mutacja
jest mechanizmem, ktéry ja podtrzymuje lub zwieksza. W kolejnych podroz-
dzialach rozpatrzymy wplyw réznych sposobéw reprodukcji na zréznicowanie
populacji.

6.1.1. Miary zréznicowania populacji

Dla analizy rozproszenia populacji nalezy zdefiniowaé jego miare. W literatu-
rze spotyka sie wiele wskaZnikéw réznorodnosci populacji w zaleznosci od spo-
sobu kodowania [10, 129, 134]. Dla osobnikéw opisanych wektorem cech rzeczy-
wistoliczbowych najbardziej naturalng miarg rozproszenia wydaje sig odchylenie
od $redniej w populacji (osobnika o cechach réwnych srednim wartosciom da-
nej wspoélrzednej dla calej populacji), co dla jednowymiarowych przestrzeni po-
szukiwan odpowiada odchyleniu standardowemu. Dla rzeczywistych przestrzeni

3 Latwo to pokazaé na przykladzie losowania kolorowych kul z urny [25].
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n-wymiarowych, w pracy [69], zaproponowano wykorzystanie odleglosci euklide-
sowej pomiedzy osobnikami:

" 1/2
divy (8) = (Z DJ?) , (6.1)
j=1

gdzie s opisuje stan populacji 8 = (z1,2,...,Zm), a D]? jest wariancja

p?=2 §m:( T i T - §m:
= — T i— T i T;=— Th 3
J m = k,j J J m = k,js

j=1,2,...,n. Miara (6.1) jest podobna do miar r6znorodnosci stosowanych w bio-
logii [135].

Wskazniki rozproszenia stosowane w algorytmach genetycznych zwykle zliczaja
réznice miedzy genotypami osobnikéw. W celu latwiejszego poréwnania operato-
réw dla kodowania binarnego i rzeczywistoliczbowego zaadaptowano miare zdefi-
niowang jako $rednig odleglo$¢ miedzy wszystkimi parami osobnikéw w populacji
(10, 165]:

2 m—-1 m
divs(8) = ——— T 2

gdzie m jest liczebnos$cia populacji, a |-, -| jest odlegloscia Hamminga dla wektoréw

binarnych z; i z;, natomiast odleglodcig euklidesowg |z;, z ;| = \/ Yo1Tak — T k)
dla wektoréw rzeczywistoliczbowych. Aby uzyskaé wartosci rozproszenia mniej za-
lezne od wielko$ci populacji, w symulacjach wskaznik (6.2) normowano, dzielac
przez liczbe réznych par osobnikéw w populacji.

6.1.2. Operatory selekcji

Selekcja jest gléwnym operatorem zmniejszajacym réznorodno$é populacji.
Analizowano, czy na wielko§é zmian réznorodnoéci ma wplyw intensywno$é na-
cisku selektywnego (,miekko$é” selekcji). Zbadano sze$é typéw selekcji opisanych
w rozdziale 2.2: proporcjonalng, twarda, turniejowa binarna, elitarna (towarzyszaca
selekcji proporcjonalnej), progowa i losowa.

Prezentowane symulacje przeprowadzono w krajobrazie jednowymiarowej funk-
cji celu g(z) = exp(—5z?2). Populacje poczatkowa losowano z rozktadem jednostaj-
nym na odcinku [—4; 4], aby zapewnié jej jak najwieksze rozproszenie. Ewolucja
przebiegata zgodnie z algorytmem przedstawionym na rys. 2.1. Po selekcji osob-
nikéw wedlug wybranej procedury dokonywano mutacji z rozkladem normalnym
o odchyleniu standardowym o. Wartosci $rednie obliczano ze 100 niezaleznych uru-
chomien algorytmu.
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Rys. 6.1. Polozenie elementéw populacji ewoluujacej z selekcja proporcjonalng
i mutacja gaussowska. Funkcja celu g(z) = exp(—5z2), o = 0,1
Fig. 6.1. Locations of the elements of population evolves according to proportional
selection and Gaussian mutation. Fitness function g(z) = exp(—5z2), ¢ = 0.1

Na rysunku 6.1 przedstawiono potozenie osobnikéw w kolejnych 20 generacjach
ewolucji z selekcja proporcjonalng dla populacji o liczebnosci m = 10, 20, 50, 100.
Poczatkowo rozproszone populacje tracg swa réznorodnosé juz po kilku genera-
cjach. Osobniki podobnych typéw tworzg zwarty klaster wokét optimum funkceji
przystosowania. Proces unifikacji zachodzi szybciej dla mniejszych populacji, a roz-
proszenie populacji jest mniejsze niz dla liczniejszych populacji. W tym kontekscie
nie dziwia porady dla uzytkownikéw algorytméw ewolucyjnych, aby populacje byty
duze [129, 172]. Wtedy ujednolicenie jest wolniejsze, a i réznorodnosé zwartej po-
pulacji wicksza.

Wielko$¢ zmian réznorodnosci zalezy od rodzaju selekcji (jej ,,migkkosci”). Im
mocniejsza presja selekcyjna, tym szybsza unifikacja populacji. Na rysunku 6.2
przedstawiono warto$¢ srednia (ze 100 niezaleznych przebiegdéw) rozproszenia po-
pulacji (6.1) dla wymienionych typdéw selekcji. Twarda selekcja, ktora reprodukuje
tylko najlepszego osobnika, powoduje bardzo szybka koncentracje populacji wokol
niego. Jedynym zrédlem zmienno$ci jest mutacja, a §redni poziom réznorodnosci
jest w przyblizeniu réwny odchyleniu standardowemu o. Podobnie jak w twardej



6.1. Rdznorodnosé populacyi 117
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Rys. 6.2. Srednia réznorodnoéé populacji div; (6.1) w 20 generacjach dla réznych
rodzai selekcji oraz réznych rozmiaréw populacji, ¢ = 0,1
Fig. 6.2. The average diversity div; (6.1) of population in 20 generations for different
selections and various population sizes, o = 0.1

selekcji, niski poziom zréznicowania utrzymuje si¢ dla selekcji turniejowej binarne;j.
Jedyna réznica jest nieco dluzszy proces dochodzenia do tego poziomu. Selekcja
proporcjonalna i elitarna takze redukujg rozproszenie populacji, z szybkoscig od-
wrotnie proporcjonalna do wielkosci populacji. Chociaz oba rodzaje selekcji roz-
nia sie jedynie zachowywaniem najlepszego osobnika w selekcji elitarnej, to utrata
réznorodnosci przy elitaryZzmie jest wigksza, szczegdlnie dla mniejszych popula-
cji. Réznorodnosé populacji poddanej dzialaniu selekcji progowej jest stosunkowo
duza. Chociaz tylko jedna czwarta populacji jest wybierana do selekcji (I = 0,25),
to zréznicowanie szczegdlnie duzych populacji jest zachowane. Nawet w przypadku
selekcji losowej zaobserwowano tendencje do zmniejszania sie¢ réznorodnosci po-
pulacji o mniejszej liczebno$ci, co moze byé spowodowane dryfem genetycznym,
gdyz nie wszystkie osobniki sa wybierane podczas selekcji [55, 37, 83, 38].
Dlaselekcji proporcjonalnej analizowano takze wplyw wymiarowosci przestrzeni
poszukiwan na ujednolicanie si¢ populacji (rys. 6.3). W badaniach wykorzystano
n-wymiarows jednomodalng funkcjg celu: g(z) = exp(=53_7_; z?) Wspéirzedne
typow populacji poczatkowych losowano dla kazdego wymiaru z przedziatu [—2; 2].
Male populacje w wielowymiarowych przestrzeniach koncentrujg sie nawet szybciej
niz dla n = 1. Wraz ze wzrostem liczby wymiaréw, wplyw rozmiaru populacji na
jej rozproszenie maleje. Przedstawione w dolnym wierszu rys. 6.3 §rednie przysto-
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Rys. 6.3. Srednia réznorodnoéé div; (6.1) (wiersz gérny) oraz érednie przystosowanie
populacji (wiersz dolny) w wielowymiarowych przestrzeniach poszukiwan, o = 0,1
Fig. 6.3. The average diversity of population (upper figures) and mean population

adaptation (bottom figures) in multidimensional search spaces, o = 0.1

sowanie populacji wskazuje, ze jest ono wieksze dla wiekszych n. Efekt ten moze
by¢ spowodowany wiladnie wiekszg koncentracja populacji.

6.1.3. Operatory mutacji

Mutacja jest operatorem eksploracyjnym, przeszukujacym nowe obszary prze-
strzeni poszukiwan. Jest gléwnym czynnikiem podtrzymujacym réznorodnosc po-
pulacji i odpowiednia pule genowa dla rekombinacji. Warto w tym miejscu wspo-
mnieé o dtugoletnich dyskusjach dotyczacych korzysci ze stosowania mutacji. Nie-
ktérzy uwazaja, ze mutacja jest podrzednym operatorem, ktéry nie wplywa na
proces poszukiwan optiméw, a jego zadaniem jest jedynie utrzymywanie odpo-
wiedniego poziomu réznorodnosci w populacji i zapobieganie przedwczesnej zbiez-
nodci. Argumentuje sie, ze mutacje mogg dokonywaé tylko niewielkich zmian cech,
podczas gdy rekombinacje, wymieniajac cechy pomiedzy rodzicami, moga spowo-
dowaé duze zmiany typéw (co jednak nie implikuje ani wzrostu réznorodnosci,
ani przystosowania). Badaczom przedstawiajacym korzysci z uzycia rekombina-
cji [40, 154, 160, 193] nie wtéruja adwersarze, ktérzy wyciagaja zgota odmienne
wnioski [60, 186, 189]. Obecnie rzadko traktuje si¢ mutacj¢ jedynie jako operator
pomocniczy. W wielu przypadkach jest to operator bardziej efektywny, szybszy
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Rys. 6.4. Srednia réznorodnosé¢ populacji div, (6.1) w kolejnych 20 generacjach
dla réznych wartosci o i réznych liczebnosci populacji
Fig. 6.4. The average diversity div; (6.1) of population in 20 consecutive generations
for different values of o and various population size

i zwigkszajacy réznorodnosé populacji (32, 53, 59]. Wydaje sie, ze coraz powszech-
niejsze jest przekonanie, iz wybér operatoréw powinien zaleze¢ od rozwigzywanego
problemu. W wielu zastosowaniach mutacja moze byé wystarczajgca do znalezie-
nia dobrego rozwiazania. W innych, nalezycie dobrany operator rekombinacji moze
znacznie przyspieszy¢ obliczenia [160, 193].

Badania procesu ewolucji dla réznych operatoréw selekcji z mutacja opisane
w rozdziale 6.1.2 pokazaly, ze operator mutacji raczej podtrzymuje réznorodnosé
osobnikéw w populacji niz ja zwieksza. Na rysunku 6.4 przedstawiono $rednie roz-
proszenie populacji (6.1) uzyskane ze 100 niezaleznych przebiegéw algorytmu dla
réznych wielkosci odchylenia standardowego mutacji o. Symulacje przeprowadzono
w krajobrazie jednomodalnej funkcji przystosowania q(z) = exp(—5z2). Popula-
cje poczatkowe byly losowane z rozkladem jednostajnym na odcinku [—4;4] dla
m = 20,50,100 i [—2;2] dla m = 2,4,8. Proces ewolucji przebiegal z selekcja
proporcjonalna. Wstepnie réznorodne populacje szybko sie ujednolicaly, a ich roz-
proszenie wahalo si¢ w granicach o dla malych rozmiaréw populacji i dwa lub trzy
o dla wigkszych.

Woezesniejsze badania duzych populacji [62] pokazuja, ze nawet gdy zasieg mu-
tacji jest maly, poczatkowo jednorodne populacje moga latwo osiggnaé wyzszy
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poziom réznorodnosci. W tym przypadku rekombinacja nie jest potrzebna do pod-
trzymania réznorodno$ci.

6.1.4. Operatory rekombinacji

W wielu algorytmach ewolucyjnych operatory rekombinacji traktuje sie jako
podstawowe, ze wzgledu na ich wazna role w konstrukeji korzystnych kombinacji
genéw, zwiekszajacych przystosowanie populacji [193]. Méwiac o najbardziej po-
pularnych operatorach rekombinacji (wymieniajacych fragmenty genéw osobnikéw
rodzicielskich), podkresla si¢ podwdjny efekt ich dzialania: dziedziczenie wspélnego
materialu genetycznego oraz eksploracje konsekwentnie redukowanej przestrzeni
poszukiwan. Korzystne schematy moga by¢ zachowane i utrwalone przez rekombi-
nacje. Operator generuje potomkéw w tym samym obszarze przestrzeni poszukiwan
co populacja biezacat. W polaczeniu z selekcja, obserwuje sie zmniejszenie rézno-
rodnoéci populacji. W rezultacie szanse na znalezienie optimum w danym obszarze
rosng, ale rosng takze szanse na zatrzymanie poszukiwan na tym optimum, co jest
zjawiskiem niepozadanym, jezeli znalezione rozwigzanie nie jest globalnie opty-
malne. Korzysci ze stosowania rekombinacji w algorytmach genetycznych z kodo-
waniem binarnym ttumaczy si¢ przez hipoteze¢ blokéw tworzacych (patrz rozdz. 3.4)
[77]. W strategiach ewolucyjnych wyjasnia sig je raczej reperacja genetyczna (ang.
genetic repair), czyli korekcja bledéw zmniejszajacg wplyw niekorzystnych mutacji
[12].

Zdania badaczy o wplywie operatoréw rekombinacji na rozproszenie popula-
cji sa podzielone. Czgéé badaczy, mylnie interpretujac idee ewolucji naturalnej®
uwaza, ze operacja rekombinacji zwieksza zréznicowanie populacji poprzez ,taso-
wanie” genéw typéw rodzicielskich [74, 164]. Inni dowodza, ze rola rekombinacji,
zaréowno w efektywnym znajdowaniu optiméw jak i w utrzymywaniu réznorod-
nosci populacji, jest ,przereklamowana”. Rola rekombinacji w podtrzymywaniu
zroznicowania zalezy gléwnie od rodzaju stosowanego operatora [3, 18]. Krzyzo-
wanie wymieniajace, skladajace typy potomne z genéw rodzicéw na przykiad jedno-
i wielopunktowe, nie zwigksza réznorodno$ci populacji. Wniosek ten potwierdza
analiza teoretyczna metod ewolucyjnych z wykorzystaniem tafncuchéw Markowa
[129]. Krzyzowanie jednorodne czy krzyzowanie znane pod anglojezyczna nazwa
jako disrespectful® moga zwiekszaé réznorodnoéé populacji. Takze w przestrzeniach
rzeczywistych krzyzowanie réwnomierne gra wazng role w utrzymywaniu réznorod-

4 Zadna z wartosci genu nie znika z populacji ani nie pojawia si¢ nowa warto$é, nastepuje
jedynie ich ,przetasowanie” [3].

5 Uwagi dotyczace roli rekombinacji w populacjach biologicznych zamieszczono w pracy [117].

6 Operator eliminujacy dziedziczenie podobiefistwa miedzy rodzicami, ktére wystepuja w in-
nych wersjach operatora krzyzowania. Kreuje sig¢ réwnoczesnie dwéch potomkéw, ktérzy dzie-
dzicza cechy odpowiednio po rodzicach, jesli allele na danej pozycji u rodzicéw sa rézne. Jezeli
rodzice maja identyczne geny na danej pozycji, to wartosci cechy u potomkdéw sa wybierane
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Rys. 6.5. Srednia réznorodno$é populacji divy (6.2) w 20 generacjach
dla kodowania binarnego i réznych rekombinacji, n = 10

Fig. 6.5. The average diversity div, (6.2) of population in 20 generations
for binary coded vectors and different recombinations, n = 10

nosci populacji [164]. Krzyzowanie usredniajace, gdzie typy potomkéw leza na od-
cinku laczacym pary typéw rodzicielskich lub we wnetrzu hiperprostopadlo$cianu
generowanego przez typy rodzicielskie, powoduje zmniejszenie réznorodnosci po-
pulacji. Generalnie, coraz czeéciej dominuje poglad, ze to jednak mutacja zwigksza
réznorodnoéé, a rekombinacja ja zmniejsza lub jedynie podtrzymuje [89, 160, 189].
Badania z biologii populacyjnej i symulowanej ewolucji pokazuja, ze w krajobrazie
pojedynczego wzgorza adaptacyjnego rekombinacja powoduje wigksze skupienie
populacji, jednoczes$nie podwyzszajac jej Srednie przystosowanie [17, 96, 154].

losowo. Operator jest bardzo efektywny i utrzymuje wysoki poziom réznorodnosci w populacji
[206].
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W celu zbadania wplywu operatora rekombinacji na réznorodnos$é¢ populacji
przeprowadzono badania symulacyjne dla reprezentacji binarnej oraz rzeczywisto-
liczbowej [118]. Populacje poczatkowe wybierano losowo z n wymiarowych hipersze-
Scianéw: z; € {0,1}" dla wektor6w binarnych oraz z; € [-1;1], 1 =1,2,...,n dla
wektoréw rzeczywistoliczbowych. Przebadano najpopularniejsze dwa typy opera-
toréw krzyzowania: jednopunktowe i réwnomierne. Eksperymenty przeprowadzono
z selekcja proporcjonalng (wybrane w procesie selekcji osobniki byty taczone w pary
i krzyzowane) lub bez selekcji (wszystkie osobniki biezacej populacji byly krzy-
zowane). Jak w badaniach poprzednich, dla rzeczywistej przestrzeni poszukiwan
przyjeto jednomodalna funkcje przystosowania g(z) = exp(—5z2). Dla kodowania
binarnego wykorzystano funkcje one-maz (D.7), zliczajaca jedynki w kodzie bi-
narnym. Warto$ci $rednie obliczano z 50 uruchomien algorytmu dzialajacego przez
20 generacji.

Na rysunkach 6.5 i 6.6 przedstawiono $rednie rozproszenie populacji divy (6.2)
dla kodowania binarnego i funkeji celu (D.7). Réznorodnosé populacji maleje dla
obu typéw krzyzowania, niezaleznie od wielko$ci populacji (rys. 6.5). Im mniejsze
populacje, tym szybciej zmniejsza sie ich réznorodnosé i jej poziom. Takze dtugosé
wektora binarnego wplywa na poziom rozproszenia populacji: im krétsze wektory,
tym szybsze zmniejszenie réznorodnosci (rys. 6.6). Oba rodzaje krzyzowania gene-
ruja podobne wyniki. Selekcja dodatkowo przyspiesza utrate réznorodnosci. Na ry-
sunku 6.7 przedstawiono poréwnanie rozproszenia populacji dla algorytméw dzia-
tajacych z krzyzowaniem lub z mutacja. Wykorzystanie mutacji powoduje podtrzy-
mywanie réznorodnosci, szczegdlnie dla malych populacji. Oczywiscie, im wiecej
bitéw zostalo zmutowanych, tym réznorodnosé populacji byla wieksza. W duzych
populacjach i dla diugich wektoréw binarnych krzyzowanie réwnomierne powoduje
podobne rozproszenie jak mutacja dla jednego genu, a zwiekszenie réznorodnosci
przez mutacje jest widoczne dopiero dla wigkszej liczby zmutowanych genéw.

Rezultaty badan dla wektoréw rzeczywistoliczbowych przedstawiono na rysun-
kach 6.8, 6.9, 6.10. Rozproszenie obliczone wedlug miary div; (6.1) po kazdej opera-
cji rekombinacji przedstawiono dla réznych rozmiaréw populacji na rys. 6.8, a obli-
czone zgodnie z wzorem divy (6.2) narys. 6.9. Symulacje przeprowadzono wlaczajac
lub wylaczajac selekcje. Aby sprawdzié, czy réznorodno$é po rekombinacji wzra-
sta, obliczano takze warto$¢ rozproszenia bezposrednio po selekcji (ze wzgledu na
czytelno$é, nie uwzgledniono tych danych na rysunkach). Selekcja zmniejsza rézno-
rodno$¢ populacji, a wzrost rozproszenia po rekombinacji byl nieznaczny. Zacho-
dzit gléwnie dla wigkszych populacji i to tylko w kilku poczatkowych generacjach.
Gdy rozwazamy druga miare réznorodnosci divy (6.2) okazuje sie, ze rekombinacja
moze nieznacznie zwiekszy¢ rozproszenie populacji (rys. 6.9). Jednakze wzrost ten
zmniejsza sie w kolejnych generacjach, wraz z ujednolicaniem populacji. Podobnie
jak dla kodowania binarnego, mniejsza redukcja réznorodnoéci jest obserwowana
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Rys. 6.6. Wplyw dlugosci wektora binarnego n na $rednia réznorodno$é populacji
diva (6.2) w 20 generacjach dla kodowania binarnego i réznych rekombinacji, m = 10
Fig. 6.6. The influence of the binary vector length n on an average population diversity
dive (6.2) in 20 generations for binary coding and various recombinations, m = 10

dla wigkszych populacji. Z poréwnania rezultatéw wynika, ze gléwnie selekcja jest
odpowiedzialna za zmniejszenie réznorodnosci.

Na rysunku 6.10 przedstawiono wplyw dlugosci wektora n (wymiarowosci prze-
strzeni poszukiwan) na réznorodno$é populacji. Dla dlugich wektoréw proces
utraty réznorodnosci jest dluzszy, podobnie jak dla kodowania binarnego. Gdy
selekcja byla wlaczona, wplyw n byl praktycznie niewidoczny (wszystkie linie si¢
pokrywaly). Dodanie do algorytmu mutacji (rys. 6.11) powoduje, ze choé rézno-
rodnos¢ poczatkowo spada, to poczawszy od pewnego poziomu stabilizuje sie (lub
nawet nieznacznie wzrasta). W symulacjach sprawdzano wartosci rozproszenia po
rekombinacji i po mutacji. Okazalo sig, ze obnizeniu réznorodnosci bezposérednio
po rekombinacji odpowiada jej wzrost po mutacji.
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Rys. 6.7. Srednia réznorodnosé populacji dive (6.2) dla kodowania binarnego z selekcja
po krzyzowaniu lub mutacji
Fig. 6.7. The average diversity dive (6.2) of population for binary coded vectors with
selection after crossover or mutation

Przedstawione wyniki symulacji pokazuja, ze generalnie krzyzowanie (nawet
réwnomierne) nie zwigksza réznorodnosci populacji. Jedynie dla wektoréw rzeczy-
wistych i miary dive (6.2) mozna zaobserwowaé nieznaczny wzrost rozproszenia.
W przypadku kodowania binarnego réznorodnosé populacji silnie zalezy od jej roz-
miaréw i dtugosci typu. Najmniejszy spadek réznorodnosci odnotowano dla duzych
populacji opisywanych dlugimi wektorami binarnymi. Poniewaz wigkszo$¢ bada-
czy wykorzystujacych algorytmy ewolucyjne z kodowaniem binarnym stosuje duze
populacje i dlugie wektory binarne, to moze by¢ przyczyna popularnosci przekona-
nia o korzystnym dzialaniu rekombinacji na rozproszenie populacji. Dla wektoréw
rzeczywistych zaleznosci te sa znacznie stabsze.

6.1.5. Podsumowanie

Przedstawione w niniejszym podrozdziale wyniki badan pokazuja, ze zmniej-
szanie si¢ poczatkowo duzej réznorodnosci populacji, a nastepnie jej stabi-
lizacja jest specyficzng cecha proceséw ewolucyjnych, zwiazana z ich loso-
wym charakterem oraz dzialajacymi mechanizmami. Utrata réznorodno$ci na-
stepuje szybko, przede wszystkim za sprawg operatora selekcji. Intensyw-
no$é¢ selekeji jest waznym czynnikiem ograniczajacym rozproszenie. Twardsza
selekcja powoduje szybszg i Sci$lejsza koncentracje populacji. Poniewaz pe-
wien poziom réznorodnoSci zapewniaja populacji losowe mutacje, wigc ewo-
luuje ona jako grupa osobnikéw o zblizonych typach. Na wielkos¢ klastra
wplywa zaréwno liczebno$é populacji, jak i odchylenie standardowe mutacji.
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Rys. 6.8. Srednia réznorodnoséé populacji div, (6.1) dla kodowania
rzeczywistoliczbowego i réznych operatoréw krzyzowania, n = 10, ¢ = 0,1
Fig. 6.8. The average diversity divy (6.1) of population for real-valued vectors and
various crossover operators, n = 10, c = 0.1

Zwiekszenie wartoéci tych parametréw powoduje wzrost réznorodnosci. Pre-
zentowane symulacje wskazuja, ze rekombinacja generalnie nie zwieksza roz-
proszenia populacji. Niewielki przyrost réznorodnosci obserwowano jedynie dla
kilku poczatkowych generacji przy osobnikach opisywanych rzeczywistoliczbo-
wymi cechami fenotypowymi (i to dla jednej tylko miary zréznicowania). Giéw-
nym mechanizmem podtrzymujacym lub zwigkszajacym réznorodnosé¢ popula-
cji jest oczywiscie mutacja. Nie chcac rezygnowaé z rekombinacji, bardziej ko-
rzystne jest jednoczesne stosowanie operatoréw mutacji i rekombinacji (zwlasz-
cza przy kodowaniu binarnym [30]): tylko krzyzowanie moze taczyé pozyteczne
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Rys. 6.9. Srednia réznorodnosé populacji dive (6.2) w 20 generacjach dla kodowania
rzeczywistoliczbowego i réznych operatoré6w krzyzowania, n = 10
Fig. 6.9. The average diversity divy (6.2) of population in 20 generations for real-valued
vectors and various crossover operators, n = 10

fragmenty z typéw rodzicielskich, tylko mutacja moze wprowadzié nowe ce-

chy.

W przypadku analizowanego modelu ewolucji fenotypowej, zmniejszenie rézno-
rodnoéci nie jest zjawiskiem niekorzystnym i nie trzeba mu specjalnie zapobiegad.
Proces poszukiwarn jest tu procesem zaleznym od $ciezki, a wielko$é klastra nie
wplywa zasadniczo na sposéb przeszukiwania przestrzeni. Chociaz bardziej sku-
piona populacja moze ewoluowac¢ dluzej, to znalezione optimum moze byé dokiad-

niej zlokalizowane.
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Rys. 6.10. Wplyw dlugosci wektora n na $rednia réznorodnoéé populacji dive (6.2)
dla kodowania rzeczywistoliczbowego, m = 10
Fig. 6.10. The influence of the vector length n on an average population diversity
divy (6.2) for real-valued vectors, m = 10
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Rys. 6.11. Srednia réznorodno$é populacji w 20 generacjach dla kodowania
rzeczywistoliczbowego z selekcja, m = 10, n =10, ¢ = 0,1
Fig. 6.11. An average diversity of population in 20 generations for real-valued vectors
with selection, m = 10, n = 10, 0 = 0.1

6.2. Okreslenie parametréw procesu ewolucyjnego
i funkcji celu

Przedstawiona w poprzednim rozdziale analiza ukladu dynamicznego generowa-
nego przez proces ewolucyjny moze by¢é pomocna w zastosowaniach metod ewolu-
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cyjnych do zadan optymalizacyjnych. Informacje o zachowaniu asymptotycznym
ukladu dynamicznego generowanego przez proces ewolucyjny z migkka selekcja
moga ulatwi¢ wybér najlepszych parametréw algorytmu ewolucyjnego badz po-
shuzy¢ do identyfikacji nieznanej funkcji celu. W niniejszym podrozdziale zapropo-
nowano heureze doboru wartosci odchylenia standardowego mutacji oraz sposéb
wnioskowania o postaci funkcji przystosowania (w jednowymiarowych przestrze-
niach poszukiwan) na podstawie liczby punktéw stalych ich stabilnosci oraz war-
tosci krytycznych o.

6.2.1. Dobér parametréw algorytmu

Dobér optymalnych parametréw metody optymalizacyjnej jest powaznym pro-
blemem dla ich uzytkownikéw. Dotyczy to zwlaszcza zastosowan metod ewolu-
cyjnych, w ktérych operuje si¢ zwykle wieksza liczba parametréw niz ich maja
algorytmy ,klasyczne”. Nieodpowiednie wartosci parametréow moga spowodowac
nieefektywne dzialanie metody, zwigkszenie czasu obliczen, a takze problemy ze
znalezieniem rozwigzania optymalnego. Dodatkowo, dobrane na poczatku obliczen
warto$ci parametréw moga si¢ okazaé nieodpowiednie na ich koncu (stad miedzy
innymi pomyslty na samoadaptacje wartosci parametréw). Tradycyjna metoda po-
lega zwykle na przeprowadzeniu poprzedzajacych testéw, w ktérych sprawdza si¢
wiele wartosci parametréw, zanim zostang wybrane te wlasciwe, i dopiero wtedy
przeprowadza sie rzeczywiste eksperymenty. Czesto proces doboru parametréow
trwa wielokrotnie dluzej niz wlasciwe badania. Trudno tez formutowaé ogdlne za-
sady doboru parametréw, gdy poszczegdlne aplikacje r6znig si¢ szczegétami imple-
mentacyjnymi (kodowaniem, operatorami, kryteriami itp.), chociaz takie préby sa
oczywiscie podejmowane [7, 37, 90, 186].

W poprzednich rozdzialach metode poszukiwan ewolucyjnych z miekka selekcja
analizowano dla jednowymiarowe]j przestrzeni poszukiwan i ustalonych rozmiaréw
populacji, tak wiec jedynym parametrem metody jest odchylenie standardowe mu-
tacji o, co znacznie ulatwia rozwazania’. Analiza oczekiwanego czasu zbieznoéci
prezentowana w rozdziale 5.7 pokazuje, ze warto$é odchylenia standardowego mu-
tacji nie moze by¢ zbyt duza, poniewaz optima beda lokalizowane szybko, lecz nie-
dokladnie lub ujawnig si¢ zachowania niestabilne. Zbyt male wartosci o zwigkszaja
znaczaco koszty obliczeniowe. Jezeli sie wezmie pod uwage takze analize stanéw
ustalonych ukladu dynamicznego (5.16), mozna zaproponowaé racjonalng heureze
dotyczaca doboru parametru o: wartosé odchylenia standardowego mutacji powinna
byé od 5 do 10 razy mniejsza niz warto$é krytyczna o, dla ktorej uklad traci sta-
bilnosé. Takie podejscie, w ktérym optymalna wielko§¢é mutacji jest skorelowana

7 W ogélnym przypadku dochodzi jeszcze wybér licznosci populacji, ale tutaj takze wyniki
badan teoretycznych i symulacyjnych moga poméc we wlasciwym doborze parametru (patrz
rozdzial 6.2.3).
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z warto$cia krytyczng (ang. error threshold), jest stosowane w niektérych pracach
(90, 154].

Badania populacji nieskonczonych przedstawione w rozdziale 4 moga by¢ takze
pomocne w okresleniu optymalnego zasiggu mutacji. Trudno jest poda¢ formule
ilosciowq, natomiast dokonana analiza potwierdza, ze duze wartosci o2 znaczaco
przyspieszaja zbiezno$é populacji do optimum, natomiast nie pozwalajg na jego
dokladng lokalizacje. Rozsadny kompromis pomiedzy szybkoscia a dokiadnoscia
poszukiwan zachodzi wtedy, gdy warto$ci wariancji mutacji sa od kilku do kilkuna-
stu razy mniejsze od odlegloéci pomiedzy optimami funkeji dwumodalnych (zobacz
rys. 4.4). Taka zasada jest oczywiscie mozliwa do wykorzystania tylko wtedy, gdy
posiadamy wiedze o funkcji celu.

6.2.2. Identyfikacja funkcji celu

W wielu rzeczywistych problemach optymalizacyjnych funkcja celu nie jest
znana ezxplicite w postaci wzoru matematycznego, lecz jej warto$é uzyskiwana jest
jako odczyt pomiaru lub oszacowanie, czy jako wynik symulacji komputerowych
(tzw. problemy black-boz). Jako metody wymagajace jedynie wartosci funkeji celu,
a nie jej postaci analitycznej, algorytmy ewolucyjne sg czesto wykorzystywane do
rozwiazywania tego typu zadan. Analiza zachowan niestabilnych ukladu dynamicz-
nego przedstawiona w rozdziale 5.6 moze poméc w identyfikacji nieznanej jedno-
wymiarowej funkcji przystosowania. Poniewaz liczba punktéw stalych jest Scisle
zwigzana z modalno$cia funkcji (funkcja o k optimach ma do 2k + 1 punktéw sta-
lych), moze ona postuzyé do oszacowania liczby optiméw. Zachowania chaotyczne
dla duzych wartosci o wskazuja na asymetryczno$é funkeji celu (rézne nachylenia
zboczy funkcji jednomodalnych lub rézne szerokosci wzgoérz funkeji dwumodal-
nych).

W przypadku funkcji jednomodalnych (tréjkatnej (D.5) czy gaussowskiej (D.3)),
dla okreslenia wielkosci nachylenia zboczy A lub a mozna skorzystaé z wynikéw
analitycznych badz wykreséw. Punkt staly traci stabilno$é dlaw, = 2/3A — funkcja
tréjkatna lub w, = /2/a — funkcja gaussowska. Znajac warto$é parametru w
wielkoéci nachyleii obliczymy jako: A = 3/2w, lub a = 2/w? odpowiednio dla
obu funkeji. Parametr funkeji przystosowania mozna takze odczytaé z diagraméw,
pokazujacych wartosci krytyczne o dla réznych parametréw nachylenia (rys. 6.12).

W przypadku gaussowskich funkcji dwumodalnych o wzgérzach réznej szeroko-
$ci punkty stale zwiazane z tymi optimami tracg stabilnosé dla w, ~ \/2/a, gdzic a
jest nachyleniem danego wzgodrza. Dla wzgdrz o jednakowej szerokosci punkt staly
zwigzany z optimum globalnym traci stabilno$é dla w, ~ 2/2/a, stad mozna
oszacowac odpowiednie wartosci a. Im wigksza réznica w wysokosci wzgorz réownej
szeroko$ci, tym szybciej zanika punkt staly zwigzany z optimum lokalnym (zo-
bacz rys. 5.22, 5.23). Punkty stale zanikaja, gdy o4 > 0,73d, gdzie d jest odle-
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Rys. 6.12. Zakresy parametréow A, a oraz wartosci w,, dla ktérych jednomodalnej
funkcje celu sg stabilne. Funkcje: I — symetryczne, II — asymetryczne
Fig. 6.12. The ranges of the parameters A, a and the values w,, for which the unimodal
fitness functions are stable. Functions: symmetrical (I), asymmetrical (II)

gloécig miedzy optimami funkcji gaussowskich lub szerokoscia lokalnego wzgérza
(A + B) funkcji trojkatnej. Wtedy funkcje ¢1(2) i g2(2) (zobacz rys. 5.8) rozsuwaja
sie i zmniejsza sie¢ liczba miejsc przeciecia, a wiec i liczba punktéw statych. Znajac
zatem warto$é odchylenia standardowego mutacji, dla ktérego pozostaje tylko je-
den punkt staly, mozna ocenié odlegto$é miedzy optimami dla funkcji gaussowskich
lub szeroko$é¢ wzgérza funkcji trojkatnej. W przypadku funkeji tréjkatnej wartosé
oq1, dla ktérej globalny punkt staly zanika, pozwala na oszacowanie szerokosci
calej funkcji, poniewaz (A + C) ~ 1,3704,. Bardziej skomplikowane zachowania
uktadu dynamicznego: utrata stabilno$ci punktu stalego zwiazanego z optimum
globalnym dla stosunkowo niewielkich warto$ci o, ponowne odzyskiwanie stabil-
nosci dla pewnego zakresu o, orbity o réznych okresach wskazuja na duze réznice
w szeroko$ciach wzgdrz i mogag $wiadczyé o tym, ze wzgoérze globalne jest waskie
i jego wplyw na populacje jest nikly.

Prezentowane podejscie dotyczy jednowymiarowych i specyficznych funkcji celu.
Oczekuje sie jednak, ze mozna bedzie je zastosowaé dla innych funkcji celu, ponie-
waz wiele funkcji mozna aproksymowaé wykorzystujac liniowe segmenty funkcji
tréjkatnej lub zbocza funkcji gaussowskich.

6.2.3. Uwagi o liczebnosci populacji

Poniewaz wielko$¢ populacji jest waznym parametrem algorytmoéw ewolucyj-
nych [46, 64, 129, 188], w podrozdziale tym przedstawimy kilka spostrzezen uzy-
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skanych w trakcie badan nad metodami fenotypowymi, a ktére nie wynikaja bez-
posrednio z prezentowanej analizy teoretyczne;j.

Ustalanie wielkoSci populacji jest w wigkszosci metod ewolucyjnych podykto-
wane réownowagg miedzy efektywnos$cia poszukiwan a wydajnoscig metody. W lite-
raturze mozna znalez¢ aplikacje metod ewolucyjnych, w ktérych wielko§é populacji
waha si¢ od kilku do kilku tysiecy osobnikéw. Rézna licznosé populacji przyczy-
nia si¢ niekiedy do blednych interpretacji wynikéw eksperymentalnych, gdy po-
réownuje sie liczby generacji potrzebnych do znalezienia optimum zamiast liczby
ewaluacji funkcji przystosowania, ktéra jest wlasciwa miara zlozonosci metody.
Panuje przekonanie, ze zbyt mate populacje nie bedg mogty skutecznie przeszu-
kiwaé przestrzeni poszukiwan, poniewaz zachowuja si¢ zbyt chaotycznie, a duze
populacje mogg by¢ malo wydajne obliczeniowo.

W algorytmach genetycznych z kodowaniem binarnym proponowano powigzaé
liniowo wielko$¢ populacji z dlugoscia wektora binarnego [ i zalecano przyjmo-
wac rozmiar populacji pomiedzy [ i 21 [76]. Teoretyczng analize wielkosci populacji
na podstawie twierdzenia o schematach i hipotezy blokéw tworzacych przedsta-
wiono w [81, 86]%. Okazalo sie jednak, ze wielko$é populacji powinna wzrastaé
eksponencjalnie z dlugoscig wektora binarnego. Reeves [173] sugeruje, ze popula-
cja powinna by¢ tak liczna, aby kazdy punkt w przestrzeni poszukiwan mégt byé
osiggnicty z populacji poczatkowej, wykorzystujac tylko operator rekombinacji.
Warunek ten moze by¢ spelniony, gdy przynajmniej jeden egzemplarz kazdego al-
lelu w kazdym lokusie jest obecny w calej poczatkowej populacji typéw. Mozna
wtedy poda¢ wzdr okreslajacy szacunkowa wielko$é populacji dla kodowania bi-
narnego [175]. Wydaje sig, ze spelnienie tego warunku powoduje stosowanie bardzo
licznych populacji w AG i podwyzsza efektywno$é rekombinacji w niektérych za-
daniach. Teoria Reevesa zostala rozszerzona na wektory z alfabetu o mocy ¢ > 2.
Pokazano, ze wtedy populacje powinny by¢ liczniejsze niz w przypadku binarnym.
Mniej ostrozne oszacowanie wielkosci populacji otrzymano za pomoca modelu ruiny
gracza z teorii gier [86]. Badania empiryczne AG wykazaly, ze populacje wielkosci
30 elementéw sa w wielu przypadkach wystarczajace [37, 186], inni sugeruja, ze
powinny byé 50-elementowe [175], a dla AG z kodowaniem rzeczywistoliczbowym
mniejsze niz 16-elementowe [88].

Optymalna wielko$¢ populacji jest kompromisem miedzy eksploracjg i eksplo-
atacja. W duzych populacjach, tworzacych zwarty klaster, jest wiecej zblizonych
typéw, a wiec i lepsza eksploatacja lokalna krajobrazu adaptacyjnego [64, 96].
W malych populacjach istnieje znacznie wieksza szansa, ze najlepszy osobnik si¢
nie zreprodukuje, Srednia jakos¢ populacji jest nizsza, a obszar poszukiwan rozlegle
eksploatowany. Badania symulacyjne modelu ewolucji fenotypowej z miekka selek-
cja pokazaly jednak, ze najefektywniejsze w sprawnym przekraczaniu siodel miedzy
optimami i znajdowaniu optimum globalnego sa male populacje [29, 62, 64, 69].

8 Nalezy pamietaé, ze twierdzenia te opracowano przy zalozeniu nieskoficzonych populacji.
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Mate populacje sprawnie przekraczaja nawet bardzo szerokie siodla w wielowymia-
rowych przestrzeniach poszukiwan takze wtedy, gdy presja selekcyjna jest silniejsza.
Przykladowo, wigksze populacje ewoluujace z selekcjg elitarng potrafia przekroczy¢
siodla o szerokosci okoto 50, podczas gdy dwuelementowa populacja szersze niz 100
nawet dla 10-wymiarowej przestrzeni poszukiwan [29]. Okazuje sie, ze male popu-
lacje sq takze efektywniejsze, gdy rozpatrujemy koszt przekraczania siodet (czyli
jak dlugo nalezy czekaé, aby zwrdcily sie naklady poniesione na przejscie siodla,
liczone w kategoriach obnizonej jakosci, ktére to przejscie powoduje) [72]. Naklady
potrzebne na przejscie siodla dla matych populacji sa mniejsze i szybciej mogg byé
zwrécone niz w przypadku populacji liczniejszych. Znaczne zwigkszenie szybkosci
obliczen i efektywnosci poszukiwan optiméw globalnych po zastosowaniu bardzo
malych populacji zaobserwowano réwniez dla programowania genetycznego, gdzie
zjawisko to nazwano nawet ,efektem malych populacji” [5].

Populacje duze sa efektywniejsze w optymalizacji lokalnej, gdyz potrafig bar-
dziej precyzyjnie zidentyfikowac optimum, sa mniej czute na zakl6cenia funkc;ji celu,
a takze czynig algorytm w pewnym sensie odpornym na rodzaj selekcji, zwigkszajac
prawdopodobiefistwo umieszczenia choéby jednego osobnika w obszarze przycig-
gania optimum globalnego [4]°.

® Stosowanie algorytméw ewolucyjnych w zadaniach optymalizacji lokalnej jest zasadne tylko
wtedy, gdy nie mozna zastosowaé efektywniejszych metod klasycznych (np. funkcja celu typu
black boz).



7. Podsumowanie

Efektywnosc¢ algorytmoéw ewolucyjnych w rozwigzywaniu trudnych probleméw
optymalizacyjnych wykazano wieloma udanymi aplikacjami, a takze badaniami
empirycznymi. Zastosowania praktyczne nie koresponduja jednak z pelnym zro-
zumieniem sposobu dzialania metod ewolucyjnych. Mozna w tym miejscu zacyto-
waé wypowiedZ jednego z ekspertéw: Poziom zrozumienia istoty tych metod jest
niski. Czasami dziedzina jest traktowana jak ,czarna magia”, a nie nauka. Kazdy
wynik teoretyczny, uogdlnienie, ktére pozwala doprowadzié do lepszego poznania,
jest cenny?.

W niniejszej pracy podjeto probe analizy teoretycznej prostej metody fenoty-
powej, bazujacej na dwéch mechanizmach ewolucyjnych: selekcji proporcjonalnej
1 mutacji gaussowskiej. W obliczu trudnosci formalnych, jakie powstajg podczas
analizy metod ewolucyjnych, rozpoczecie badan od najprostszych modeli wydaje sie
metodologicznie uzasadnione. Nawet dla tak prostego algorytmu dokonano dodat-
kowych zalozen umozliwiajacych opracowanie jego modelu, ktéry poddano analizie
teoretycznej. Rozpatrywano mianowicie nieskonczone oraz dwuelementowe popu-
lacje w jednowymiarowej przestrzeni poszukiwar.

Populacje nieskoniczone opisano w terminach rozkladéw préb w nastepnej gene-
racji. Pokazano, ze kolejne rozklady sa rozkladami normalnymi lub ich mieszani-
nami, w zaleznosci od postaci funkcji celu. Udowodniono, ze rozkiady nieskonczo-
nych populacji w krajobrazie jednomodalnej funkcji przystosowania sg zbiezne do
lokalnego optimum wedlug sredniej oraz z prawdopodobiefistwem. Dla multimo-
dalnych funkcji celu rozklady, stanowigce mieszaniny rozkladéw normalnych, kon-
centruja si¢ na optimach, zwigkszajac wraz z uplywem kolejnych generacji ,mase”
rozkladu sktadowego wokdt optimum globalnego, a zmniejszajac skladowe wokél
optiméw lokalnych. Przedstawiono sposéb generacji parametréw mieszaniny na
podstawie wartosci parametréw (Sredniej i wariancji) rozktadu poczatkowego. Ba-
daniami symulacyjnymi sprawdzano wplyw réznych postaci i parametréw funk-
cji przystosowania, wariancji mutacji oraz rozkladéw poczatkowych na rozklady
nieskonczonych populacji. Nieskonczone populacje sprawnie lokalizujg optima glo-
balne nawet wtedy, gdy nachylenia zboczy sa ostre, siodla bardzo glebokie, a r6znice
w wysoko$ci pomiedzy optimami znaczne. Co ciekawsze, lokalizacja ekstremum dla
tak, wydawaloby sie, trudnych przypadkéw jest szybsza i dokladniejsza niz dla
funkcji o tagodnych zboczach i plytkich siodlach. Symulacje pokazaly, ze przyjecie

! 7. Michalewicz, dyskusja podczas publicznej obrony pracy doktorskiej, Politechnika Wro-
ctawska, 6.06.2007 r.
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do analizy rozkladéw normalnych i funkcji gaussowskich nie ogranicza ogdlnosci
wynikéw. Zaréwno inne rozklady mutacji (jednostajny, tréjkatny), rézne rozktady
populacji poczatkowej (prawie homogeniczna), jak i niegaussowskie funkcje celu
nie mialy znaczacego wplywu na rozklady nieskoniczonych populacji, ktére pozo-
staly mieszaning rozkladéw gaussowskich. Pokazano takze wlasciwosci fraktalne
analizowanego modelu.

Analiza populacji dwuelementowych byla mozliwa dzieki rozpatrywaniu popu-
lacji w przestrzeni jej stanéw a nie typdw. Przyjecie relacji réwnowazno$ci, po-
rzadkujacej elementy w populacji, oraz zamiana zmiennych utatwila analize war-
tosci oczekiwanych i ich trajektorii. Badania analityczne wartosci oczekiwanych
potwierdzily zaobserwowane w symulacjach dwie fazy ewolucji o réznych predko-
Sciach: szybkie tworzenie sie klastra elementéw o zblizonych typach i wolny dryf
populacji ku optimum. Poczatkowo znacznie rozproszone populacje skupiaja sie,
a jednorodne zwigkszaja swa réznorodnos¢ do poziomu odchylenia standardowego
mutacji (réznice w wartosciach cech osobnikéw sa rzedu o). W drugiej fazie roz-
proszenie populacji waha sie juz tylko nieznacznie, a skoncentrowana populacja
przesuwa si¢ wolno w kierunku optimum. Analiza wartosci oczekiwanej opisujacej
réznorodnosé¢ populacji pozwolila na okreslenie jej granic zmiennoéci. Nie moze
by¢ ona mniejsza niz \/2/7o i jest takze ograniczona od gory.

Wartosci oczekiwane wspdlrzednych stanu populacji generujag dyskretny, dwu-
wymiarowy uklad dynamiczny o wspélrzednych (w, z), dla ktérego okreslono wia-
snosci asymptotyczne. Od postaci funkcji przystosowania zalezy liczba punktéw
stalych uktadu, wartosci wspélrzednej z tych punktéw, a takze ich stabilnosé.
Wartosci wspélrzednej w punktow stalych zaleza jedynie od odchylenia standar-
dowego mutacji, co potwierdza obserwacje, ze proces ujednolicania populacji za-
chodzi w kazdym krajobrazie adaptacyjnym. Stabilnoéé punktéw stalych zalezy
od drugiej wartosci wlasnej macierzy aproksymacji liniowej, ktéra zwigzana jest
z funkcja celu. Udowodniono, ze punkty stale lezace w poblizu siodel sg niesta-
bilne. Szczegbélowa analize punktéw stalych i ich stabilnosci przeprowadzono dla
jednomodalnych i dwumodalnych funkcji przystosowania, w wersji symetrycznej
i asymetrycznej. Dla funkcji jednomodalnych, gaussowskich i tréjkatnych podano
wzory analityczne opisujace wspélrzedng z punktu stalego, drugg wartosé wlasna
oraz warto$¢ krytyczna odchylenia standardowego mutacji, powyzej ktorej uktad
staje sie niestabilny. W przypadku funkcji dwumodalnych przedstawienie postaci
analitycznej wspotrzednej z punktu statego mozliwe jest tylko dla funkcji tréjkat-
nej. Analiza obszaru przyciagania punktéw stalych dla wielomodalnych funkcji
przystosowania pokazala, ze polozenie i ksztalt tych zbioréw zaleza od obszaréw
wplywéw poszczegdlnych optiméw oraz postaci funkcji celu. Potwierdzily sie weze-
$niejsze obserwacje, ze populacja jest przyciagana przez grzbiety funkcji przystoso-
wania i ewoluuje wzdtuz nich. Punkty stale ukladu s stabilne dla matych wartosci
odchylenia standardowego mutacji. Przy zwiekszajacych sie¢ wartosciach o punkty
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tracg stabilno$é, obserwuje sie bifurkacje i orbity o réznych okresach. Dla funk-
cji asymetrycznych (zaréwno jedno- jak i dwumodalnych) w ukladzie pojawiaja
sie bifurkacje podwajania okresu prowadzace do chaosu. Zachowania chaotyczne
studiowano, korzystajac ze znanych z teorii ukladéw dynamicznych metod: wy-
kreséw fazowych, widm mocy, funkeji autokorelacji oraz wykladnikéw Lapunowa.
Wszystkie metody potwierdzily wystepowanie w ukladzie dynamicznym genero-
wanym przez wartosci oczekiwane stanéw populacji orbit o réznych okresach oraz
chaosu.

Przeprowadzono badania symulacyjne oczekiwanego czasu zbieznosci do punk-
tow stalych. Jak mozna sie¢ bylo spodziewaé, najdiuzej stabilizujg sie populacje,
ktérych stan poczatkowy lezy w obszarach maltych wartoéci sredniego przystoso-
wania, a najszybciej — populacje znajdujace sie w poblizu optimum lub grzbietéw
odpowiadajacych stanom, w ktérych jeden z osobnikéw ma duzg jako$é. Szybkosé
zbiegania populacji do stanéw w poblizu atraktora skoku jest duza i nieznacz-
nie zalezna od stanu poczatkowego. Otrzymane rezultaty ponownie potwierdzaja
teze o przebiegu ewolucji w dwéch fazach o zréznicowanych predkoéciach. Bada-
nia wplywu odchylenia standardowego mutacji na oczekiwany czas zbieznosci do
punktéw stalych moga byé pomocne w wyborze odpowiednich wartosci odchylenia
standardowego mutacji w rzeczywistych zastosowaniach.

Analize dwuelementowych populacji uogélniono, przedstawiajac wyniki symu-
lacji populacji kilkuelementowych. Takze i w tym przypadku zaobserwowano zacho-
wania charakterystyczne dla ewolucji populacji dwuelementowych: skok populacji
do kanalu ewolucyjnego oznaczajacy ujednolicanie sie populacji i wolne fluktuacje
wzdluz osi identycznosci w kierunku optimum. Liczniejsze populacje sg bardziej
zwarte, a stany zajmowane przez populacje sa ulokowane dalej od optimum niz
dla populacji mniejszych.

Rezultaty badan dynamiki nieskoniczonych i dwuelementowych populacji wy-
korzystano do okreslenia innych aspektéw ewolucji: réznorodnoéci populacji oraz
okreslania nieznanych parametréw procesu ewolucyjnego i funkcji przystosowania.
Analiza wartosci oczekiwanej wspélrzednej w pokazala, ze mechanizm szybkiego
ujednolicania si¢ rozproszonej populacji jest immanentng cechg procesu ewolucji,
zalezng jedynie od parametru operacji mutacji. Przedstawiono badania symula-
cyjne wplywu operatoréw selekcji, mutacji i krzyzowania na rozproszenie popula-
cji. Jak oczekiwano, wszystkie rozpatrywane metody selekcji (nawet czysto losowa)
powodowaly zmniejszenie si¢ réznorodnosci populacji. Stopieft ujednolicania po-
pulacji zalezy od ,miekkosci” selekcji i byl wigkszy, a takze szybszy, dla selekcji
stwardych”, o silniejszej presji selekcyjnej. Proces unifikacji zachodzi szybciej dla
populacji mniejszych i wigkszej wymiarowosSci przestrzeni poszukiwan. Badania
symulacyjne wplywu operatoréw mutacji i rekombinacji pokazuja, ze krzyzowanie
nie zwieksza w sposéb istotny réznorodnosci, a gléwnym mechanizmem podtrzymu-
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jacym lub zwiekszajacym réznorodnosé w populacji jest mutacja. Jezeli stosuje sie
metody ewolucyjne z kodowaniem binarnym, wskazane jest uzycie obu operatoréw.

Korzystajac z wynikéw analizy oczekiwanego czasu zbieznosci oraz stanéw usta-
lonych, zaproponowano heureze doboru wartosci parametru . Pokazano jak infor-
macje o liczbie punktoéw stalych, ich stabilnosci i warto$ciach krytycznych odchy-
lenia standardowego mutacji pozwalaja na wnioskowanie o postaci nieznanej jed-
nowymiarowej funkcji celu. Przeprowadzone w ramach niniejszej monografii oraz
wczesniejsze badania analityczne i symulacyjne metody poszukiwan ewolucyjnych
z migkka selekcja pozwolily na sformulowanie wskazéwek dotyczacych wyboru klu-
czowego parametru algorytmoéw ewolucyjnych — liczebnoéci populacji.

Reasumujac, najwazniejsze wnioski z przeprowadzonej analizy teoretycznej i ba-
dan symulacyjnych fenotypowej metody poszukiwan ewolucyjnych z miekks selek-
cja sa nastepujace:

- ujednolicanie si¢ rozproszonej populacji jest immanentng cecha procesu ewo-
lucji, niezalezng od funkcji przystosowania,

— male populacje efektywnie przeszukujg przestrzen poszukiwan;

— bardzo waznym czynnikiem wplywajacym na efektywnos$é metody jest war-
to$¢ odchylenia standardowego mutacji. Zbyt mata wydtuza proces obliczen po-
zwalajac jednoczesnie na dokladniejszg lokalizacje optimum, a zbyt duza moze
prowadzi¢ do zachowan niestabilnych;

- mutacja jest jedynym czynnikiem podtrzymujacym réznorodnosé¢ w popula-
cji;

— krzyzowanie nie jest konieczne w metodach fenotypowych dla poszukiwan
optiméw globalnych, powoduje jednak lepsza koncentracje populacji na juz zloka-
lizowanym optimum;

- analiza oczekiwanych zachowan populacji moze byé pomocna przy doborze
parametréow oraz identyfikacji (jednowymiarowej) funkcji przystosowania.

Autorka ma nadzieje, ze przedstawione w niniejszej dysertacji wyniki analizy
teoretycznej i badan symulacyjnych prostej metody ewolucyjnej z miekka selekcja
pozwola na pelniejsze zrozumienie mechanizmoéw dziatajacych w algorytmach ewo-
lucyjnych, a takze przyczynia sie do efektywniejszego ich dzialania, choéby tylko
przez wybér odpowiednich do zadania operatoréw i ich parametréow.
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W pracy wykorzystano funkcje gaussowskie oraz ich sumy jako przyktady jedno-
oraz wielomodalnych funkcji celu.
Suma funkcji gaussowskich

k
gla) = Zhi exp(—ai(z — d;)?), hi,a;,d; € R,a; > 0. (D.1)

Jednomodalna symetryczna funkcja gaussowska, rys. D.la
q(z) = exp(—az?). (D.2)

Jednomodalna asymetryczna funkcja gaussowska, rys. D.la

2
exp(—a1x dla z <0,
q(z) = (=01 2) N (D'3)
exp(—agz®) dla z >0,
gdzie parametry aj, az opisuja nachylenia poszczegélnych zboczy funkcji.
Dwumodalna funkcja gaussowska, rys. D.1b
q(z) = exp(—a12?) + hexp(—ag(z — d)?). (D.4)

Dla funkcji dwumodalnych parametry ¢ = 1/(2a1), (¢ = 1/(2a3) warunkuja
szerokosci wzgérz. Gdy zbocza wzgérz maja jednakowe nachylenia (sa o identycznej
szerokosci), podano tylko jeden parametr a = a; = ay. Jako przyklady funkcji
asymetrycznych stosowano tez funkcje tréjkatne.

Jednomodalna funkcja tréjkatna, rys. D.1c (symetryczna dla A = B)

z/A+1 dla z€[-A4,0), A>0,
q(z)=<—-z/B+1 dla z€[0,B], B> A, (D.5)
0 poza.

Bimodalna funkcja tréjkatna, rys. D.1d

(QJ/A+1 dlaz € [-4,0),A >0,

—(1—=h1)z/B+1 dlaz € [0,B),B > A,
q=4(h—h)(z—B)/(1—-B)+h; dlaz € [B,1), (D.6)

—h(z—-1)/(C-1)+h dlaz € [1,C],

0 poza.

\
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Dodatek. Funkcje celu

Funkcja one-mazx zlicza jedynki w laficuchu binarnym +z o dlugosci [.

l
q(z) = Z ;.
i=1

a) funkcje jednomodalne:

I. (D.2), a=1;

II. (D.3), a1 =1, az =0,1;
III. (D.3), a1 =1, az = 0,05;

1

0,75

05

0,25

| ] L}
94 -2 0 2 4 6 8 10

¢) funkcje jednomodalne (D.5), A =1,
B =1;1,5;2, I/II/11I;

1

0,75]

0.5

0,25

| 1
-1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2

(D.7)

b) funkcje dwumodalne:
I. (D4) h=2,a=5,d=1,;
II. (D.1) hy =1, hy =2,
ai =5, a2=50,d1 =0, d2=1;

2 T

1.5

1
05

Il !

91 0 1 2

d) funkcje bimodalne (D.6), A = 1,5,
B=05,C=15 h=2, hy =02

2
2

0,5F

—9,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5

Rys. D.1. Funkcje przystosowania: gaussowskie a) i b); tréjkatne c) i d)
Fig. D.1. Fitness functions: Gaussian a) and b); tent ¢) and d)
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Dynamics of adaptation of
phenotypic evolution methods

The results of a theoretical analysis of an evolutionary search with the soft se-
lection method are presented. The method is based on a simple model of Darwinian
phenotypic evolution operating with proportional selection and Gaussian (normally
distributed) mutation. In effect of superposition of both processes, populations
could explore unbounded real-valued spaces, “searching” for better adaptations.
Computer implementations of the method seem to be the key to the global optimisa-
tion in unbounded spaces of search. Especially, they have the ability to cross saddles
between optima of a fitness function (thus capability of finding global optima), they
display little sensitivity to an increase of the search space dimensionality and the
robustness of inaccuracies and noise in a fitness function evaluation.

The studied evolutionary process follows a Markov process with uncountable
states, thus it is difficult to analyse it theoretically. In order to obtain theoreti-
cal results, some simplifying assumptions should be made. Two extremes of the
population size are analysed: infinite and two-element ones. The search spaces are
one-dimensional and without constraints. The local dynamics — in search of the
only optimum of an unimodal fitness, and global dynamics — when a fitness function
is multimodal, are studied. In the case of global dynamics, the studies are restricted
to bimodal functions and the process of crossing saddle is a main issue. Then, some
results are extended to fitness functions with more than two optima.

Infinite populations are characterised by the distributions of traits and described
by density of trait’s distribution functions. It is shown that for unimodal fitness
functions, the distribution is normal and a population converges toward a selection-
-mutation equilibrium state close to the optimum. For multimodal fitness functions,
the distribution of population is a mixture of Gaussian distributions. Parameters of
the mixture and component distributions are described. The influence of a fitness
function topology and the parameters of evolutionary process on infinite population
distribution is studied.

Two-element populations are analysed in the space of population states, where
each point corresponds to the whole population. The expected values of population
states are calculated. These values generate a two-dimensional discrete dynamical
system. Trajectories and asymptotic behaviour of the system are studied. The num-
ber and location of fixed points are analysed and the conditions of their stability are
given. The number of fixed points depend on the modality of the fitness and on the
standard deviation of mutation. Fixed points are usually located in the vicinity of
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optima and saddles of fitness functions. The basins of attraction of fixed points and
the speed of convergence toward the points are studied. Fixed points being close to
saddles are unstable. Stable fixed points close to optima can loose their stability at
high values of the standard deviation of mutation and then periodical orbits appear.
For an asymmetrical fitness, the sequences of double-period bifurcations leading to
chaos are observed. Cyclic and chaotic behaviour is analysed using techniques for
the dynamical systems’ theory: phase space portraits, auto-correlation function,
power spectrum and Lyapunov exponents.

The results obtained from the studies of the dynamics of infinite and two-el-
ements populations are applied to investigate different aspects of evolutionary
methods. The influence of various evolutionary operators on population diversity
is studied. Simulation results confirmed our earlier observations that a population
diversity does not change significantly during the evolutionary process. In initially
widely distributed populations, the diversity is decreasing while in almost homo-
geneous populations, the diversity is increasing. As a result, a compact cluster of
individuals with similar types drifts through a search space. Critical parameters
derived from the dynamical system, for which fixed points change their stability,
are used to set parameters of the evolutionary process and to identify unknown
one-dimensional fitness functions.

The survey of the known literature methods devoted to the theoretical analysis
of evolutionary algorithms is also presented in the monograph. The models of phe-
notypic evolution, models exploiting the Markov chains, the theory of dynamical
systems, schemes, etc., are described.
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symulacyjnych
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