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1. WSTĘP

Wprowadzeni e

Ze względu na swoje przeznaczenie, mosty stanowią kategorię 

ważnych i bardzo odpowiedzialnych konstrukcji inżynierskich. Dzia­

łający na nie ruch drogowy lub kolejowy stanowi o dynamicznym 

i losowym charakterze ich pracy. Zwiększająca się w ostatnich la­

tach prędkość ruchu pojazdów, ich ładowność oraz powstawanie no­

wych typów pojazdów wymuszają projektowanie coraz bardziej nowo­

czesnych konstrukcji mostowych przy równoczesnym zapewnieniu ich 

niezawodności i funkcjonalności. Powoduje to wzrost zainteresowa­

nia badaczy problemami związanymi z charakterem ruchu drogowego 

i kolejowego, pracą konstrukcji mostowych oraz mechanizmami pows­

tawania uszkodzeń. Powstało wiele prac dotyczących stochastycznej 

dynamiki konstrukcji poddanych obciążeniom ruchomym np. [3,5,7,8, 

15,21,22. 27,29,37,50,55,63,64,65,66].

Losowość obciążenia mostów drogowych wynika z przypadkowości chwil 

pojawiania się pojazdów na przęśle, zróżnicowania ciężaru pojaz­

dów, ich wielkości, prędkości poruszania się i nierówności na­

wierzchni. Również parametry fizyczne i geometryczne samego dźwi­

gara mostowego mogą być traktowane Jak losowo zmienne w czasie. 

Jeśli uwzględni się wpływ korozji i zmian temperatury, odkształ­

cenia plastyczne, starzenie się materiału itp. Przyjęcie losowego 

charakteru większości z wymienionych parametrów obciążenia 

i konstrukcji w analizie drgań i ocenie niezawodności wymaga budo­

wy odpowiedniego modelu obciążenia i mostu, dokładnie odwzorowują­

cego rzeczywistość. Ogólne i ścisłe rozwiązanie tak postawionego 

zadania Jest bardzo skomplikowane i trudne. Wprowadza się więc 

szereg uproszczeń lub przeprowadza komputerowe badania symulacyj­

ne, które są znacznie prostsze do wykonania, tańsze i mniej czaso­

chłonne niż badania rzeczywistego obiektu.

Konieczność zapewnienia odpowiedniej niezawodności nowoczes­

nych, coraz lżejszych konstrukcji mostowych, o coraz większej roz­

piętości przęseł, poddanych równocześnie coraz większemu obcią­

żeniu wpłynęła na wzrost zainteresowania metodami obliczania ich 

niezawodności i mechanizmami powstawania w nich uszkodzeń. Rozróź- 
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nia się niezawodność konstrukcji ze względu na tzw. "pierwsze 

przekroczenie" ustalonego poziomu przemieszczeń lub naprężeń 

i niezawodność ze względu na zmęczenie materiału. Zjawisko fizycz­

ne zmęczenia materiału nie Jest przy tym w pełni rozpoznane. Jak 

ważne Jest Jednak badanie niezawodności ze względu na zmęczenie 

materiału, widać z wyników badań dotyczących przyczyn zniszczenia 

konstrukcji metalowych: 80 4- 90% zniszczeń związanych Jest ze 

zmęczeniem materiału i powstaniem pęknięć [14J. Szereg prac opub­

likowanych w ostatnich latach dotyczy badania wpływu zmęczenia 

materiału na trwałość mostów, np. [ 1 ,11 ,1417,19,24,31,33,38,39,48, 

58,59,67,73,74].

Większość opracowań dotyczących drgań stochastycznych zawiera 

również badanie czasu do pierwszego przekroczenia ustalonego po­

ziomu. Metodami określania niezawodności dźwigarów mostowych ze 

względu na pierwsze przekroczenie zajmowano się między innymi 

w pracach: [4,6,9,10,23,25,35,36,51,52,54,57,60].

W związku ze strukturą niniejszej rozprawy, bardziej szczegóło­

wy przegląd literatury dotyczącej stosowanych modeli matematycz­

nych ruchu drogowego, modeli obciążenia mostu ruchem drogowym, 

analizy drgań stochastycznych i problemów związanych z określa­

niem niezawodności konstrukcji zostanie przedstawiony w rozdzia­

łach dotyczących poszczególnych zagadnień będących przedmiotem 

rozważań. W tym miejscu omówimy Jedynie niektóre prace o charak­

terze ogólnym oraz te, które uwzględniają w analizie drgań sto­

chastycznych inne niż w niniejszej rozprawie parametry obciążenia 

lub konstrukcji.

W pracy [3] A. Barczenkow przedstawił bogaty przegląd literatu­

ry dotyczący stochastycznej dynamiki i niezawodności mostów drogo­

wych i przeanalizował wiele problemów związanych z tym tematem. 

W obliczeniach wyróżnił on tzw. sytuacje obliczeniowe położenia 

obciążenia pojazdów na moście oraz stopnia ich załadowania. 

Prawdopodobieństwo znajdowania się w ustalonej chwili czasu na 

moście określonej liczby pojazdów opisane Jest obciętym i skorygo­

wanym rozkładem Poissona, nierówności nawierzchni są zmiennymi lo­

sowymi , modelem pojazdu Jest masa podwójnie uresorowana o czte­

rech stopniach swobody. Wykorzystując teorię korelacyjną i symula­

cję cyfrową, autor uzyskał wartości oczekiwane i odchylenia stan­
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dardowe ugięć, momentów zginających i naprężeń w dźwigarze mosto­

wym. Zaproponował również sposób konstruowania stochastycznych 

linii wpływu tych wielkości i sposób oceny niezawodności mostu ze 

względu na zmęczenie materiału i przekroczenie ustalonego poziomu.

L. Fryba w swojej monografii [153 przedstawił sposób obliczania 

drgań belki obciążonej ruchomą pulsującą siłą i pulsującym obcią­

żeniem rozłożonym poruszającym się ze stałą prędkością, oraz drgań 

belki nieskończonej spoczywającej na sprężystym podłożu, które 

opisane Jest funkcją losową. Zadając funkcje korelacyjne obciąże­

nia otrzymał wyrażenia pozwalające obliczyć wariancję procesu 

wyjściowego. W pracy [16] przeanalizował wpływ zmiany parametrów 

tłumienia belki i prędkości poruszania się losowej siły na warian­
cję ugięcia.

E. Bielewicz i W. Grzesiak przeanalizowali w pracy [5] wpływ 

szeregu rozkładów prawdopodobieństwa obciążenia, w postaci pulsu­

jącej siły poruszającej się ze stałą prędkością, na wartość ocze­

kiwaną i wariancję amplitudy przemieszczenia punktu środkowego 

belki swobodnie podpartej. Założono, że iloraz częstości pulsowa­

nia i częstości podstawowej drgań własnych belki Jest zmienną lo­
sową.

T. Chmielewski w monografii [81 przedstawił w sposób systema­

tyczny drgania stochastyczne konstrukcji o Jednym i wielu stop­

niach swobody oraz liniowych ciągłych układów sprężystych wywoła­

ne stacjonarnym i niestacjonarnym wymuszeniem. Praca ma charakter 

ogólny i nie jest ukierunkowana na konstrukcje mostowe. Wcześniej­

sza praca [7] tego autora dotyczy wpływu losowego wymuszenia będą­

cego wynikiem poruszania się pojazdu po losowych nierównościach na 

drgania układu belka mostowa-pojazd. Jako schemat dynamiczny autor 

przyjął układ złożony z dwóch sprzężonych podukładów o Jednym 

stopniu swobody z uwzględnieniem tłumienia lepkiego, nierówność 

drogi opisał stacjonarną, ergodyczną funkcją losową o rozkładzie 

normalnym. Analizował również wpływ losowych warunków początkowych 

na parametry stochastyczne odpowiedzi mostu.

Analogiczny Jak w pracy [7], problem drgań mostu wywołanych po­

ruszającym się pojazdem po nierównościach Jezdni rozwiązywali 

w pracy [32J S. Komatsu i M. Kawatani. Jako model pojazdu przyjęli 

oni układ o dwóch stopniach swobody.
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Drgania swobodnie podpartego rusztu skrzynkowego generowane 

przez przejazd pojazdu po nierównościach nawierzchni analizowali 

M. J. Inbanathan i M. Wieland w [261.

C. C. Tung w pracach [65,66,67] rozważał stochastyczne drgania 

belkowego dźwigara mostowego wywołane ruchem drogowym. Jako model 

ruchu drogowego przyjął on, jako Jeden z pierwszych, punktowy pro­

ces stochastyczny i wyprowadził związki umożliwiające obliczenie 

funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa oraz szczytowej funk­

cji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa odpowiedzi konstrukcji. 

Uzyskane związki pozwoliły na określenie niezawodności belki 

mostowej ze względu na "pierwsze przekroczenie" i zmęczenie mate­

riału.

P. Śniady w swoich pracach [40,62,631 analizował drgania sto­

chastyczne belki mostowej poddanej działaniu ruchu drogowego mode­

lowanego punktowymi procesami stochastycznymi. Prędkość porusza­

nia się pojazdów po moście przyjmował on Jako zmienną zdetermino­

waną lub losową. W wyniku przeprowadzonych rozważań wyprowadził 

związki pozwalające na określenie pełnej charakterystyki probabi­

listycznej odpowiedzi konstrukcji.

Przedmiot, cel i zakres pracy

Przedmiotem pracy jest dynamika stochastyczna belki mostowej 

obciążonej ruchem drogowym modelowanym punktowym procesem stochas­

tycznym oraz analiza wpływu zmiany intensywności ruchu i prędkości 

poruszania się pojazdów na niezawodność konstrukcji ze względu na 

przekroczenie ustalonego poziomu przemieszczeń lub naprężeń oraz 

ze względu na zmęczenie materiału.

Celem pracy Jest analiza stochastyczna drgań dźwigara mostowego 

w zakresie pełnego opisu probabilistycznego przemieszczeń i naprę­

żeń oraz ocena niezawodności mostu ze względu na przekroczenie 

ustalonego poziomu przemieszczeń lub naprężeń i zmęczenie mate­

riału.

Niniejsza rozprawa składa się z trzech głównych części:

- część I zawiera literaturowy przegląd modeli ruchu drogowego 

oraz probabilistycznych i półprobabilistycznych modeli obciąże­

nia stosowanych w analizie mostów drogowych.
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- część II zawiera opis przyjętego probabilistycznego modelu ob­

ciążenia mostu ruchem drogowym, opis przyjętego modelu konstruk­

cji mostu, wyprowadzenie związków opisujących drgania stochas­

tyczne i parametry probabilistyczne odpowiedzi konstrukcji Cwar- 

tość oczekiwaną, wariancję, gęstość rozkładu prawdopodobieństwa 

ugięcia i naprężenia, dwu- i trójwymiarowe funkcje gęstości 

ugięcia, prędkości i przemieszczenia ugięcia}, wyniki obliczeń 

niektórych z nich przy zastosowaniu pewnych uproszczeń w przed­

stawionym ogólnym algorytmie,

- część III poświęcona jest badaniu niezawodności konstrukcji. 

Opisano problemy związane ze zjawiskiem zmęczenia materiału 

takie jak hipotezy kumulacji uszkodzeń, modele zmęczenia i me­

tody określania trwałości zmęczeniowej. Rozważono również zagad­

nienia występujące przy określaniu niezawodności ze względu na 

przekroczenie ustalonego poziomu przemieszczeń lub naprężeń. Wy­

korzystano związki wyprowadzone w części II. Przedstawiono 

wyniki obliczeń.

Teza pracy

Tezą niniejszej rozprawy Jest, że zastosowanie teorii procesów 

stochastycznych - w szczególności punktowych - umożliwia wszech­

stronną analizę dynamiczną i ocenę niezawodności mostów poddanych 

działaniu obciążenia w postaci ruchu drogowego o złożonym modelu.
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Z. MODELE RUCHU I PROBABILISTYCZNE MODELE OBCIĄŻENIA

Przy projektowaniu budowli bardzo istotne znaczenie ma wybór 

odpowiedniego modelu matematycznego obiektu i Jego obciążenia. Dą­

ży się do doboru modeli, które Jak najwierniej odzwierciedlałyby 

rzeczywistość. Dawno Już stwierdzono, że dobrym modelem matema­

tycznym obciążenia Jest proces stochastyczny. Stosowanie modelu 

ogólnego prowadzi często do bardzo złożonych wzorów matematycz­

nych, które sprawiają duże trudności obliczeniowe. Dlatego też 

często zawęża się rozpatrywane modele do procesów stacjonarnych.

W konstrukcjach mostów drogowych, podlegających przede wszyst­

kim obciążeniom dynamicznym, zasadniczym problemem Jest przes­

trzenne działanie obciążenia oraz współdziałanie pojazdu i mostu. 

Ze względu na sprzężenie drgań i krótkotrwałość oddziaływań, ob­

ciążenia nie można traktować ogólnie Jako procesu stacjonarnego. 

Jak wynika z pracy [29], sprzężenie drgań pojazdu i konstrukcji 

Jest pomijał nie małe w mostach stalowych o dużych rozpiętościach 

CL > 4OmJ i nowoczesnej konstrukcji przęseł, w mostach żelbetowych 

wszystkich rozpiętości i ciężkich mostach stalowych o rozpiętości 

L > 25m.

W mostach drogowych można pominąć wpływ obciążeń poziomych 

ze względu na nieznaczne wartości wymuszeń i duże sztywności mos­

tów w tej płaszczyźnie.

W modelu obciążenia konstrukcji mostowych należy uwzględnić 

charakter ruchu pojazdów. Budując matematyczny model obciążenia, 

powinno się wziąć pod uwagę następujące czynniki o charakterze lo­

sowym: 

- parametry pojazdów takie Jak: ciężar, rodzaj pojazdu, sztywność 

zawieszenia, parametry dynamiczne, 

- parametry określające ruch pojazdów - prędkość, zagęszczenie 

w czasie i przestrzeni, 

- profil nawierzchni, 

- parametry mostu, 

- sprzężenie drgań pojazdu i konstrukcji.

W związku z tym wydaje się celowe przedstawienie stosowanych 

w inżynierii ruchu modeli matematycznych ruchu drogowego.
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2.1. Modele ruchu drogowego

Ruch drogowy charakteryzuje się pewnymi cechami, które odróż­

niają go od innych zagadnień, w których stosuje się teorię proce­

sów stochastycznych. Cechy te to [61J :

“ nieokreśloność - pojazdy poddane są pewnej kontroli indywidual­
nej wynikającej z unikania kolizji,

- skończoność - wymiary pojazdów są skończone i porównywalne 

z niektórymi elementami drogi, prędkość Jest ograniczona 

ze względów konstrukcyjnych i swobody ruchu,

“ konieczność rozróżnienia zmiennych przestrzennych od zmiennej 
czasowej .

Modele ruchu drogowego można podzielić następująco [613:

Deterministyczne modele ruchu

Wyróżnione w modelach determi ni stycznych dwa podejścia wynika­

ją z odmiennego sposobu rozpatrywania zjawiska ruchu. W podejściu 

mikroskopowym rozpatruje się zachowanie pojedyńczego pojazdu poru­

szającego się w kolumnie zależnie od parametrów ruchu pojazdu po­

przedzającego. Problem sprowadza się do układu równań różnicowo- 
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różniczkowych. Rozróżnia się tu modele liniowe i nieliniowe. Ma­

kroskopowe traktowanie zjawiska prowadzi do przyjęcia analogii 

między ruchem potoku pojazdów a ruchem cieczy, gazu lub rozprzes­

trzenianiem się ciepła. Otrzymuje się wówczas tzw. ciągłe modele 
ruchu.

Model wykorzystujący analogię do przepływu cieczy nosi nazwę 

modelu hydrodynamicznego i został zastosowany przez Lighthilla 

i Withama [ 61 ] . Wykorzystuje się w nim cząstkowe równania różnicz­

kowe wyrażające zachowanie masy i przyjmujące empiryczne zależnoś­

ci między przepływem Cnatężeniem ruchu, ilością pojazdów na godzi- 

nę2) i gęstością. Model ten może być stosowany przy dużym natężeniu 

ruchu. Zastosowano go w analizie rozprzestrzeniania się zaburzeń 

natężenia ruchu, wykorzystując przy tym analogię do zjawiska roz­

chodzenia się fal zaburzeniowych.

R. Drew [131 zbudował model dla Jednopasmowego ruchu pojazdów 

analogiczny do przepływu ciepła w długim, smukłym, izolowanym prę­

cie. W równaniu przepływu można uwzględnić takie zmiany ruchu Jak 

natężenie, prędkość, gęstość. Z rozwiązania tego równania uzys­

kuje się wartości średnie charakteryzujące warunki na autostradzie 

np. zmienne geometryczne Ckrzywizny, rampy wjazdowe, zjazdowe itpj

Do opisania ruchu pojazdów w przestrzeni i czasie na wielopas- 

mowym odcinku autostrady wykorzystano kinematyczną teorię gazów. 

W modelu tym analizuje się szczegółowo następujące zjawiska: 

- proces spadku prędkości, 

- proces opóźniania wynikający z sytuacji konfliktowych, 

- proces uporządkowania dotyczący zanikania różnic wokół średniej 

prędkości.

Model ten umożliwia rozpatrywanie ruchu pojedynczych pojazdów oraz 

całego potoku ruchu a także stan przejścia pomiędzy nimi.

Probabilistyczne modele ruchu

Probabilistyczne modele ruchu powiązane są z teorią masowej 

obsługi, gdzie do opisu systemu wymagana Jest znajomość charakte­

rystyk dotyczących: 

- procesu zgłoszeń, 

- procesu obsługi.
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Z punktu widzenia badań pracy mostu drogowy interesujący Jest 

dla nas sam proces zgłoszeń, który Jest określony przez podanie 

rozkładu odstępów czasowych pomiędzy zgłoszeniami lub intensywnoś­

ci zgłoszeń X Cliczby pojazdów zgłaszających się w Jednostce cza­

su}. Intensywność zgłoszeń X i związane z nią natężenie ruchu N 

Cliczba pojazdów zgłaszających się w ciągu 1 godziny} są zmiennymi 

zależnymi od prędkości ruchu v. Często stosowana Jest następująca 

zależność teoretyczna

XCv} = 4 X ----------- | 1 - ----------- 1 C2. 1}
m v I v Imax k max J

gdzie X^ - maksymalna intensywność zgłoszeń C przepustowość 
drogi 3,

Vmax ~ maksymalna prędkość pojazdów.

Na rys. 2. 1 zilustrowano powyższą zależność teoretyczną, na rys.

2.2 pokazano zaś dwie krzywe doświadczalne [34J.

W inżynierii ruchu wyróżnia się następujące rodzaje strumieni 

zgłoszeń przy założeniu, że poszczególne przyjazdy są od siebie 
niezależne [ 611 :

a3 Regularny strumień zgłoszeń - pojazdy zgłaszają się regularnie 

co 1/X sekund.

b3 Dwumianowy strumień zgłoszeń — pojazdy zgłaszają się tylko 

w dyskretnych chwilach k At Ck-liczba całkowita 3.

W modelu tym przyjmuje się, że zgłoszenia pojazdów są zdarze­

niami niezależnymi oraz istnieje O < a < 1, takie, że dla każ­

dego k
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P < pojazd zgłosi się w chwili k At i = a
J C2. 23

P pojazd nie zgłosi się w chwili k At J- = 1 - a .

Wówczas intensywność zgłoszeń wynosi X = a Z At. Liczba a
N

zgłoszeń w czasie t zawierającym N chwil ma rozkład dwumia­

nowy

f 1 ri N—piaN=n^=IJa Cl - oD , n = 0,1............ N. C2. 33

Odstępy h pomiędzy zgłoszeniami mają rozkład geometryczny

( 1 k -1P j h = k At k = Cl - oD a . C2. 43

c3 Grupowy strumień zgłoszeń - w dyskretnych chwilach k At pojawia 

się m pojazdów, gdzie m Jest zmienną losową określoną przez 

funkcję tworzącą prawdopodobieństwa CzmienneJ losowej całkowi- 

toliczboweJ3 
co

</>Cs3 = , C2. 53
i =1

gdzie p = P < m=i 3, -1 < s < 1 .

d3 Strumień zgłoszeń Poissona 

Zakłada się, że występuje 

- pojedyńczość zgłoszeń tzn. w przedziale czasu Ct+dt3 prawdo­

podobieństwo, że zgłosi się więcej niż 1 pojazd wynosi OCdt3

P dN Ct3 > 1 } = 0Cdt3 C2. 63

gdzie N - liczba zgłoszeń w przedziale C0,t3, 

- niezależność zdarzeń, 

- Jednorodność - liczba zgłoszeń nie zależy od położenia 

przedziału na osi czasu a Jedynie od Jego długości.
W modelu tym

C2.73

k =0,1,2............  

odstęp h pomiędzy zgłoszeniami ma rozkład wykładniczy 

~ ... f X e~Xt, t > O,
fhCO = { o , t < o, C2-8;>

P < h > T > = e-^T.
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Model ten Jest dobry przy małych i średnich natężeniach ruchu. 

Wadą tego modelu Jest możliwość zgłoszeń dowolnie bliskich oraz 

fakt, że nie uwzględnia się braku swobody ruchu. Można wyelimi­

nować powyższe wady modelu przez przyjęcie wykładniczo 

przesuniętego rozkładu odstępów między zgłoszeniami

P exp [-Ct-h„3 / h - h O o
1

ho’ CS. 93

O ,
gdzi e

h

h

- średni odstęp pomiędzy zgłoszeniami,

- minimalny możliwy odstęp pomiędzy zgłoszeniami

lub potraktowanie strumienia pojazdów jako złożenia strumienia

pojazdów swobodnych i skrępowanych

P<h > t

gdzie h ,h12

a. C a-l 3

ilk
lia

te
te

 
Pm

. B
ss

sl

A_Cs3

Cl-oO expC-t/h 3 + a exp[-Ct-h 3/Ch -h 2)1, t>h , 
1 0 2 0 O

1 , t<h
o,

CS. 103

- odpowiednio średni odstęp między zgłoszeniami 

pojazdów swobodnych i skrępowanych,

- frakcje pojazdów skrępowanych i swobodnych.

e3 Grupowy strumień zgłoszeń Poissona.

W modelu tym zakłada się, że pojazdy zgłaszają się w kolumnach, 

chwile zgłoszeń kolumn tworzą strumień Poissona a liczba pojaz­

dów w kolumnie jest zmienną losową o znanej funkcji tworzącej 

Ć<s3 opisującej częstość pojawiania się różnych typów pojazdów. 

Funkcję tworzącą A^,Cs3 liczby pojazdów zgłaszających się w cza- 

,-.^..sie T oblicza się ze wzoru

XT [ 0Cs3 - 1 J 1 , CS. 113

X. - intensywność zgłoszeń kolumn. 

g3 Rozrzedzony strumień Poissona.

Model ten otrzymuje się ze strumienia Poissona przy następu­

jących ograniczeniach:

- pojazdy nie mogą się wyprzedzać,

- w czasie jazdy wymagany jest minimalny odstęp h .

Prawdopodobieństwo, że dokładnie n pojazdów Jedzie za sobą 

w odległości h Ctworzą kolumnę3 wynosi

13



, L x n-1 C n h X5
?n = -------- --------------- exp C- X n hQ5 C2. 125

Rozkład odstępów między kolumnami Jest wykładniczy o inten­

sywności X.

g5 Strumień zgłoszeń Erlanga.

W modelu tym odstęp pomiędzy zgłoszeniami ma rozkład Erlanga 

CPearsona III typu, gamma z parametrem naturalnymi. Gęstość 

rozkładu prawdopodobieństwa odstępu h wyraża się wzorem

^k-1 k —Xt
f^Ct5 = " ęk-li; e , k = 1,2, ...-parametr. C2.135

Przyjmując k = 1 otrzymujemy strumień zgłoszeń Poissona, przyj- 
p

mując k = oo otrzymujemy strumień zgłoszeń Palma Cdetr mi ni stycz­

ny, rys. 2. 35 .

2.2. Modele obciążenia

W pracy [22] wyróżniono 4 stany pracy wytrzymałościowej mostu 

oraz cztery Jakościowo i ilościowo różne poziomy obciążeń użytko­
wych:

- pozi om I - obciążenia statyczne występujące w przypadku zatoru 

na moście lub przejazdu z małymi prędkościami ciężkich zestawów 

transportowych,

- poziom II - obciążenia dynamiczne,

- poziom III - obciążenia zmienne powodujące zmęczenie materiału 

na ogół mniejsze niż w poziomie I i II, działające w dostatecz­

nie długim czasie; szczególne znaczenie mają one w mostach sta­

lowych o małej rozpiętości,

14



- pozi om IV - obciążenia uwzględniane przy analizie trwałości mos­

tu. W tym przypadku funkcja obciążenia Jest bardzo złożona. Na­

leży uwzględnić wzrost wszystkich rodzajów obciążenia w długim 

okresie czasu wynikający między innymi z wprowadzania nowych ty­

pów pojazdów, zwiększania ich ładowności, itp. , jak również 

zmianę cech materiałowych konstrukcji Cstarzenie się, uszkodze­

nia korozyjne?.

Powstało wiele różnych modeli obciążeń uwzględniających różne 

poziomy obciążenia konstrukcji, różne typy mostów oraz charakter 

ruchu drogowego. Omówimy niektóre z nich, stosowane w obliczeniach 

konstrukcji mostowych.

2 .2.1 Dyskretny uogólniony model obciążenia

W pracach 145, 47, 69] Jako model obciążenia użytkowego mostu 

J. Murzewski i A. Winiarz przyjęli Jednorodną funkcję losową 

o argumencie dyskretnym i wartościach niezależnych Cwykorzystano 

teorię procesów stochastycznych o przyrostach niezależnych?. 

Obciążenie potraktowano Jako sekwencję Markowa losowych ciężarów 

pojazdów G^ , stochastycznie niezależnych, działających na kons­

trukcję w punktach x^ < x^ < ... < x^ Crys.2. 4?.

RyS. 2.4
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Rozkład prawdopodobieństw ciężarów losowych przyjęto taki Jak po­

kazano na rys. 2. 5.

^ys. 2.5

gdzi e q - prawdopodobieństwo braku obciążenia G^ = O,

- gęstość warunkowa dla G X O, może ona być scharak­

teryzowana rozkładem normalnym, rozkładem gamma lub 

i nnym.

p + q = 1.

Funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa obciążenia zastęp­

czego g = G/t ma postać 

oo

fCg3 = q <5Cg3 + P J 02gt3 fCt2) t dt C2.14D

O

W powyższym wzorze fCt3 oznacza gęstość rozkładu prawdopodobieńs­

twa odstępów między

O zmiennych losowych
pojedyńczymi obciążeniami, t = *£+1 ~ xi ’

G^ oraz t założono, że są niezależne.

Do opisu odstępów między pojazdami modelowanymi ciężarami G przy­

jęto: 

a3 rozkład Poissona,

bD rozkład Erlanga, 

c3 rozkład Palma.

Przyjmując strumień ruchu Poissona, autorzy uzyskali funkcję gęs­

tości rozkładu prawdopodobieństwa obciążenia zastępczego g w pos­

taci następującego wyrażenia

oo
fCg3 = q 5Cg3 + X J e“Xtv?Cgt3 t dt 

O
C2. 153
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2. 2. 2. Dyskretny model obciążenia mostów wieloprzęsłowych

Przedstawiony poniżej model obciążenia CE4633 został opracowa­

ny przez J. Murzewskiego do wymiarowania dźwigarów głównych mos­

tów wi eloprzęsłowych. Przyjęto, że modelem obciążenia konstrukcji 

jest wektorowe pole stochastyczne QCx,t3, w którym

—L/2 < x < L, O < t < T,

gdzie L - długość mostu,

T - przewidywany czas użytkowania obiektu.

Założono również,że

- funkcja losowa QCx,t3 jest typu Gaussa, 

- efekty czasu i przestrzeni są rozłączne, 

- proces QCx,t3 jest stacjonarny w czasie i przestrzeni. 

Przy powyższych założeniach rozważano dwuwymiarowy ciąg maksimów 

lokalnych funkcji QCx,t3 i zdefiniowano prawdopodobieństwo prze- 

ci ążeni a

co = 1 - Pr -I max Q. < P  max <3 < P, , .... max Q < P l 
J,-M - M...............................................J,k , k J,M M J

C2. 163 gdzl e

j = 1,2............- liczba losowych przedziałów czasu AT między

szczytami obciążeń w czasie T,

k = -M,-M+l, . . . ,-1,0,1............N,

M - liczba przęseł,

P^ = P^ęsCk AL3 - obciążenie graniczne k-tego przęsła.

Niecentralnie standaryzowany szczyt obciążenia przyjęto 

następuj ąco:
Q - PY _ Jk k C2. 173

Jk "

gdzi e

= const, odchylenie standardowe szczytów obciążenia środ­

kowego przęsła mostu.

Tak zdefiniowany proces stochastyczny jest stacjonarny w czasie

i przestrzeni . Jednak zmienne Y..
Jk

są stochastycznie zależne. przez

co trudno jest wyznaczyć empirycznie wielowymiarową funkcję kore­

lacyjną i obliczyć prawdopodobieństwo przeciążenia
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W = 1 Pr -{ max max Y ,. < Ol J k Jk C2. 183

W celu ominięcia tej niedogodności wprowadzono próby krótkotermi­

nowe, w których czas t > AT tak dobrano, aby szczyty obciążenia 

z poszczególnych prób można traktować Jako zmienne losowe nie­

zależne. Ekstremalny szczyt obciążeń brano z odcinka mostu o dłu­

gości ę = const, AL < ę < L .

Standaryzowane niecentralne szczyty obciążeń ekstremalnych dla 

prób krótkoterminowych tworzą stacjonarny ciąg dwuwymiarowy

Z 
jk C2. 193

gdzi e J = 1,2, . . . , n, 

n = T/r , 

K = -m, -m+1 , . . . , -1,0,1 , . . . , m, 

m = L/2?, 

/J " -odchylenie standardowe maksymalnej koncentracji obcią­

żeń krótkoterminowych w środkowym odcinku mostu.

Przy tak zdefiniowanych zmiennych losowych prawdopodobieństwo 

przeciążenia wynosi

t-, mn
F CZ = 03 

jk C2. 203

i dla dużych wartości mn można stosować rozkłady asymptotyczne 

wartości ekstremalnych. Korzystając ze wzoru C2.203 można wyzna­

czyć skupione obciążenie obliczeniowe

po " %"+ ę
gdzi e

Qo" - wartość oczekiwana koncentracji obciążeń w próbach 

krótkoterminowych w środkowym odcinku mostu.

-O.57722... m n e
In [1/C1-W3J % O. 7797 In O. 5612 LT

Równomiernie rozłożone obciążenie obliczeniowe przypadające na po­

szczególne przęsła mostu oblicza się następująco
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Pk = t T ) ^2.225

Powyższy model obciążenia uogólniono na przypadek dwuwymiarowy 

w pracy [ 69J .

2. 2. 3. Dyskretny model obciążenia C. C. Tunga

C.C. Tung modelował obciążenie mostu ruchem drogowym przez 

przyjęcie ruchomej serii sił skupionych o tym samym ciężarze, po­

ruszających się po dźwigarze mostowym ze stałą prędkością v. 

W pracy [65J zastosowano strumień ruchu w postaci procesu Poisso- 

na, w pracy [66J w postaci procesu Pearsona III typu. Tak skons­

truowany model obciążenia wykorzystano do określenia funkcji gęs­

tości prawdopodobieństwa odpowiedzi konstrukcji, wartości oczeki­

wanej liczby przekroczeń określonego progu oraz do określenia 

trwałości zmęczeniowej mostów drogowych [673.

2. 2.4. Półprobabi1 i styczny model obciążenia mostu drogowego

K. Kluk w pracy [303 zastosował półprobabi1i styczny model ob­

ciążenia wzorowany na modelu opisanym przez Asplunda w [23 i roz­

kładach ekstremów. W przyjętym modelu założono, że na moście 

powstaje zator pojazdów na wszystkich pasach ruchu na całej dłu­

gości mostu. Wprowadzono pojazdy zastępcze o długości lOm i Jedna­

kowym ciężarze @ Cwartość średnia}. Przyjęto, że wśród tych po­

jazdów może się pojawić na moście, z określonym prawdopodobieńs­

twem, k ciężkich pojazdów o ciężarze G . Prawdopodobieństwo d 
wystąpienia k pojazdów ciężkich G na moście o długości n x s d
Cgdzie s - długość pojazdu zastępczego, n - liczba pojazdów zas­

tępczych, które się zmieszczą na długości przęsła) wynosi:

D r n 1 k r }n-k C2. 23}FT = I k J P 11 ~ PJ

gdzie

p - prawdopodobieństwo wystąpienia pojazdu ciężkiego o cię­

żarze większym od G .d
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Założono także, że proces obciążenia Jest stacjonarny i ergo- 

dyczny. Okres eksploatacji konstrukcji T podzielono na d okresów 

elementarnych tak, aby szczyty obciążenia z poszczególnych okresów 

były zmiennymi losowymi niezależnymi. Przy dużej liczbie okresów 

elementarnych d można do określenia maksymalnej wartości obciąże­

nia zastosować asymptotyczny rozkład ekstremów.

Prawdopodobieństwo obciążenia mniejszego niż G określono d
ze wzoru

r iT
F CG 3 = F C G 3 C2. 243d 11 dl

gdzie T - liczba niezależnych powtórzeń obciążenia, 

F^CG^3 - dystrybuanta dotycząca elementarnego przedziału.

Wykorzystując parametry obciążenia w przedziale elementarnym 

wyprowadzono wzory pozwalające określić parametry obciążenia w ca­

łym przedziale eksploatacji przy zastosowaniu rozkładu Gumbela. 

Parametry te umożliwiają określenie wartości obliczeniowej obcią­

żenia G d
F CG 3 =1 - p, max d

C2. 253

G = G Cl + p 3 d n

gdzie G - wartość charakterystyczna rozkładu Gumbela,

G = G
T

yg In 1O 
n— p » n t

^log T,

G - wartość średnia, 
T

“ odchylenia standardowe,

u - gumbelowski współczynnik zmienności,

p ZG 
T TU = ----------------------------------------------——

1.2825 - C C p ZG 3 
T T

Powyższy model rozszerzono dla mostów wielopasmowych .
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2. 2. 5. Symulacyjny model obciążenia

W Japoni zbudowano model symulacyjny do określenia zastępczego 

obciążenia równomiernie rozłożonego tworzącego słabo stacjonarny 

proces stochastyczny w obszarze współrzędnych qC x5 . W potoku 

ruchu wyróżniono kilka C3 lub 45 klas pojazdów CC 541,[643. Założo­

no, że ciężary każdego typu pojazdów mają rozkład normalny ucięty, 

odstępy między pojazdami są stałe i równe 50 cm. Przyjęto także, 

że obciążenie działa na most quasistatycznie. 

Schematycznie rozważany model obciążenia można przedstawić nastę­

pująco Crys. 2.65:

X

Rys. 2.6

W pracach C 54 i 643 symulacyjnie obliczono charakterystyki proba­

bilistyczne zastępczego obciążenia qCx5, przy założeniu odpowied­

niej frakcji udziału każdego typu pojazdów w strumieniu. Symula­

cyjną krzywą korelacji K Ct5 aproksymowano wzorem

K Ct5 = D e“alTl C2. 265

gdzie ot - stała dodatnia.

D - wariancja.
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2.2.6. Modele obciążenia w postaci punktowych procesów 

stochastycznych

Model obciążenia zaproponowany przez C.C. Tunga rozbudowano 

i zastosowano w pracach [28,62,55,63]. Modelem obciążenia mostu 

drogowego Jest tam ruchoma seria sił skupionych o losowych ampli­

tudach Ccięźarach3 por uszaj ących się po moście ze stałą [28.55J 

lub losową [623 prędkością. Przyjęto, że strumień ruchu Jest pro­

cesem Poissona lub Erlanga. Schematycznie model ten pokazano 

na rys. 2. 7.

Obciążenie dźwigara można przedstawić w następującej postaci 

NCO, t3

PCx,t3 = ) A, SCt-t, 3ÓEx-v, Ct-t, 3J C2. 273/ k k k k
k=l

gdzie A^ - zmienne losowe niezależne,

SCt-t^3 - funkcja deterministyczna lub losowa opisująca 

zmianę siły w czasie, 

NCO,t3 - punktowy proces o intensywności XCO, 

- deterministyczna lub losowa prędkość poruszania 

się pojazdów.

Uogólnienie tego modelu przedstawiono w pracy [40], w której ob­

ciążenie opisano następującym wzorem 

NCt3

FCx,t3 = A± pCK.^3 sCt,ti,T3 C2. 283

i=l 

w którym 

funkcje pCx,y^3 i sCt,t^,T3 są ciągłymi procesami losowymi 
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opisującymi kształt impulsów Ci = 1,2............tD odpowiednio w przes­

trzeni i w czasie, pojawiających się w losowym czasie t^ i w lo­

sowym punkcie struktury e B,

T - losowy czas działania i-tego impulsu, 

A^ - losowa amplituda,

= ~ ...............€ r " ciĄ9 zmiennych
opisujących położenie B^C^^ = B i-tego impulsu na płaszczyźnie, 

NCO - ogólny punktowy proces liczący.

Założono, że procesy pCK,^?, sCt.t^T), NCt3 oraz zmienne A± , y , 

są niezależne. Amplitudy A^ mają ten sam rozkład i znane są ich 

charakterystyki probabilistyczne. Przyjęto również, że skończone 

czasy działania impulsów mają Jednakowy rozkład prawdopodo­

bieństwa i znane są funkcja gęstości prawdopodobieństwa a^CID oraz 

dwuwymiarowa punktowa funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 

a CT ,T 5 = a CT )a CT 3. Lokalizację impulsu na konstrukcji Ca X cZj XXX Ca
określają funkcja gęstości prawdopodobieństwa b^CjO i punktowa 

funkcja gęstości prawdopodobieństwa b C^ Cj X Ca
O punktowym procesie liczącym NC t? założono, że występuje po- 

Jedyńczość zgłoszeń.
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3. STOCHASTYCZNE DRGANIA MOSTU

3.1 Model obciążenia

Analogicznie Jak w pracach [27,40,56,63], skonstruowano model 

obciążenia mostu drogowego, w którym przyjęto, że potok pojazdów 

poruszających się po moście tworzy ogólny punktowy proces sto­

chastyczny NCt3 o intensywnościach Cgęstościach produktowych!) 

f, C t3 , f .C t, , t. 3 , . . . , £ C t. , t—,............t 3 . W model u tym, podobni e1212 nl2 n j r

Jak w rozdziale 2, przez NCt3 oznaczono liczbę pojazdów pojawiają­

cych się w przedziale czasu C0,t3, przez dNCt3 liczbę pojazdów po­

jawiających się w przedziale czasu Ct,t+dt3 w określonym odcinku 

drogi. Ponieważ w dalszych rozważaniach wykorzystuje się własności 

ogólnego punktowego procesu stochastycznego, wydaje się celowe 

przytoczenie ich [37,63].

Prawdopodobieństwo zgłoszenia się pojazdu w każdym z przedzia­

łów czasu Ct.^ , t^+dt.^3 , Ct^.t^+dt^, ..., Ct^.t^+dt^^ Jest propor­

cjonalne do dt , dt...............dt . Własność ta nosi nazwę pojedyrt- 

czości zgToszeń. Można Ją przedstawić w postaci następujących 

zwi ązków

P fdNCt3 = 11 = rCWdt + 0Cdt3 , C3. 13
1 I 1

P NCt3 > 1 } = 0Cdt3 C3. 23

P f [dNCt 3 = U n [dNCt 3 =1] n ... n [dNCt 3 = 1] 1 =
l 1 > C3. 33

= f, Ct„ ,to  t, 3 dt, dto ... dt + OC dt, . . . dt. 3 k 1 2............k 1 2 k 1 k

Wartości oczekiwane liczby pojazdów pojawiających się w przedziale

czasu Ct,t+dt3 wynoszą

E [dNCt3] = f,Ct3 dt , C3. 431
E [dNnCt3] = f <t3 dt + OCdt3, C3. 53

1

E [dNCt. 3. . . dNCt, 3] = f, Ct,............t, 3 dt, . . . dt, ,
1 k k 1 tik C3 6;>

h * Ła *
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Z definicji gęstości produktowej, wynika, że między różnymi gęs­

tościami produktowymi może zachodzić następujący związek:

O < f, Ct„ k 1 i i +1 k “ i 1 ’ ’

k
* nj=i J

i k-i i+1 •V *
C3. 73

Przyjmijmy funkcję korelacji drugiego rzędu g_Ct »t 3 Jako różnicę 
Cu X Cu

pomiędzy gęstością produktową drugiego rzędu i iloczynu gęstości 

produktowych pierwszego rzędu

92Ctl’Ł2? = ^4’^ “ WW’ C3'82>

Z nierówności C3.73 i definicji funkcji korelacyjnej g^Ct. , t 3 
Cu X Cu

w postaci C3. 83 wynika, że dla procesów punktowych może zachodzić 

ni erówność

- fW^ct^ < < o. C3. 93

Ma to istotne znaczenie, gdyż pozwala uwzględnić fakt, że prawdo­

podobieństwo zgłoszenia się kolejnego pojazdu tuż po zgłoszeniu 

się pojazdu Jest bardzo małe.

W szczególności rozpatrzymy punktowy proces stochastyczny 

będący modelem ruchu pojazdów taki, że

f„Ct3 = f„ = const1 1 oraz f^Ct. ,t„3 =f C|t-t |3, C3. 103Cj X Cu Cu * ci X ’

który przez analogię do procesów ciągłych można nazwać stacjonar­

nym w szerszym. sensie.

Niech prawdopodobieństwo dwóch zgłoszeń w chwilach t^ + dt^ oraz

t + dt maleje wykładniczo wraz ze wzrostem różnicy I t^-t I
Cu Cu Cu X 1

wówczas funkcja f C 11 -t^ | 3 może być zapisana następującym wzorem

c? expC-b|tg-t^ |3 C3. 113

przy czym

2 a fi h3 C3. 123a < 1

25



p 2
W szczególnym przypadku, gdy c> - f^ i —► tg to f COD —>

Na rys. 3.1 pokazano funkcję fOCIt^-t.ID.CL 1 CL 1 1
Funkcja korelacyjna opisana wyrażeniem C3.8D przybiera postać

O.

P P
S2C Ł1 ’ t2'> = ” expC ~b I ^2^1 I 5 C3. 13D

Opisany powyżej szczególny przypadek punktowego procesu stochas­

tycznego wykorzystamy w dalszej części pracy przy analizie wpływu 

korelacji pomiędzy pojawiającymi się pojazdami na ugięcie dźwigara 

mostowego.

W potoku ruchu, modelowanego ogólnym punktowym procesem sto­

chastycznym, wyróżniono rozłączne klasy pojazdów £ , £ , . . . ,£ 12 r
por uszających się po moście z prędkościami równymi odpowiednio

, Vg.........Crys. 3.2D. Prędkości poruszania się pojazdów 

z klasy £ mogą być zdeterminowane lub losowe o znanych cha- 

rakterystykach probabilistycznych, które mogą być Jednakowe lub 

różne dla każdej klasy pojazdów.

3.2
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Liczbę pojazdów należących do klasy £ i pojawiających się 

w określonym przekroju drogi w przedziale czasu CO,t? oznaczono

przez N^Ct,£^?, intensywność ich pojawiania się - przez f.Ct,£.?. l i
Całkowita liczba pojazdów pojawiających w określonym punkcie mostu

w przedziale czasu CO,t) jest sumą iloczynów liczby pojazdów 

należących do różnych klas i ich intensywności pojawiania się. 

Wobec tego można napisać następującą zależność

NCt? = J ^Ct,^? 

i=l
C3. 145

oraz wyrażenie na łączne intensywności pojawiania się pojazdów
w postaci

i =1 i =1

k k k k
12Ctl’t2') =2 2 ^2^1 ^2’^i '^J3 =2 2 ^2^1 ’ ^PiJ ’

i=l J=1 i =1 J=1

k k k
r ct ,t............15 = y y ... y r ct.,to............. t
nl2 n L L L n 1 2 nij

i =1 j =1 r =1

k k k
= y y ... y f ct. ,to............1?p4.

L L Z, n 1 2 n ^i j . . . r
i =1 J =1 r =1

C3. 15?

C3. 163

. , £ 3 = r

C3. 17?

gdzi e

k

Pi

PU

prawdopodobi eństwo 

do klasy £^ ,

■ pr awdopodobi eńs t wo

pojawienia się pojazdu

pojawienia się w czasie
pojazdu należącego do klasy 

pojazdu należącego do klasy
oraz w czasie

należącego

Ct. , t. +dt. ?11 1
Ct^,t +dt ? 

Cj Cu Cu

Pi J. • • r prawdopodobi eństwo
"J*
po j awi eni a się czasie

Ct^^+dt ? pojazdu 

Jazdu z klasy £ , 

należącego do klasy 

W szczególnym przypadku.

z klasy £ , w czasie Ct ,t +dt ? po- 
-L Cu Ci Cu

czasie Ct. , t. +dt. ? k k k

gdy ogólny punktowy proces

pojazdu

stochas-

w

tyczny NCt? opisujący ruch drogowy Jest niejednorodnym procesem

Poissona, zgłoszenia poszczególnych pojazdów są niezależne, wobec
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czego n-wymiarowa produktowa gęstość rozkładu prawdopodobieństwa

f Ct ,t............t 3 Jest iloczynem gęstości produktowych pierwszego
Fi -L o Fi

rzędu co można zapisać następująco:

dtl"-dtn

C3. 183

Prawdopodobieństwo pojawienia się w czasie Ct dokładnie k

pojazdów można w tym szczególnym przypadku opisać związkiem

P ( NCt. ,t 3 = k ] = ---------- - ---- i- e , C3.193
l 1 J J k!

gdzie
j

AC t ,t ,3 = f f Cr3dr . C3.2O3
i J J 1

Łi
W rozważanym potoku ruchu pojedyńczy pojazd można modelować 

Jedną siłą skupioną lub grupą sił skupionych.

W niniejszej pracy przyjęto, że modelem pojazdu Jest pojedyncza 

siła skupiona lub grupa sił skupionych. W modelu tym przez ACt,£^3 

oznaczono losowy ciężar pojazdu Cnacisk na oś3 należącego do klasy 

, t jest chwilą pojawienia się pojazdu na konstrukcji. Kształt 

impulsu opisuje funkcja SC^3. Założono, że znane są charakterys­

tyki probabilistyczne ACt,£^3, a mianowicie ich momenty n-tego 

rzędu E [A Cr,£.3], n = 1,2,... lub funkcje gęstości rozkładów 

prawdopodobieństwa ( CA,£ 3. Przy takich założeniach matematyczny 

model obciążenia można zapisać następująco:

NCt,£ 3 t
FCx,t3 = X A Ct ,£, 3 SCe4 3 <5 [x - vCt - t, 3 ] . C3. 213

L k k i i k
k=l

lub wykorzystując całkę Stieltjesa 

t

FCx,t3 = f ACt,£,3 SC£ 3 ó [ x - v Ct - t3 ] dNCr,£,3 C3.21a3 

o

We wzorach tych przyjęto następujące oznaczenia:

6 - funkcja delta Diraca,

x - współrzędna położenia siły na dźwigarze,

t - chwila pojawienia się obciążenia na konstrukcji.
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3.2. Sfor muł owani e pr obi emu

3. 2. 1 Ogólna postać problemu

Sformułowany powyżej model obciążenia mostu przy przyjętym 

probabilistycznym modelu ruchu zastosowano do analizy dynamicznej 

dźwigara mostowego. Przyjęto, że dźwigar mostowy Jest układem 

sprężystym, liniowym o parametrach probabi1i stycznych. Sztywność 

giętna El, współczynnik tłumienia C oraz intensywność masy M są 

zmiennymi losowymi o znanych charakterystykach probabilistycznych.

Drgania belkowego dźwigara mostowego opisuje znane równanie

El wIVCx,t) + C wCx,t} + M wCx,t} = FCx,t}, C3. 225

gdzi e

wCx,t} - przemieszczenie dźwigara w miejscu x i chwili t, 

FCx,t} - funkcja obciążenia opisana równaniem C3.17}.

W równaniu tym przyjęto, że tłumienie ma charakter masowy. Przy 

przyjęciu innego typu tłumienia dalszy tok postępowania jest ana­

logiczny do przedstawionego poniżej.

Niech HCx, t-T , £^ , | El , C, M} oznacza oddziaływanie mostu o lo­

sowych parametrach EI,C,M, w miejscu x i chwili t wywołane "stan­

dardowym" C "średnim"} pojazdem pojawiającym się na moście w chwili 

t i należącym do klasy £^ , dla którego A^Ct,^) = 1. Oznaczmy da­

lej przez czas drgań mostu wywołanych przez ten pojazd. Funkcja 

HCx, t—r , | El , C, MD jest sumą dwóch składników, z których

pierwszy opisuje drgania wymuszone, a drugi drgania swobodne dźwi­

gara mostowego zanikające po czasie r + .

HCx, t-T.e ,T± | El , C,M}
' H1Cx, t-T,^ ,T± |EI ,C,M3 , O < t < t + T

u H Cx,t-r-T ,£ ,T. I El ,C,M} , t > t + T. 111* 1

C3. 23}

Funkcje te spełniają następujące równania różniczkowe

El HfVCx, t-r,£. , T, |J} + C H Cx,t—t,£^,T |J} + M H^.t-r,^ , T, IJ} = 
1 ii1 1 2 i 1 1 i i'

= FCx, t} C3. 24}
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El H*VCx,t-r-T ,£ ,T |J3 + C HoCx,t-T-T4 , , T IJO +
2 liii 2 iii'

+ M H Cx,t-T-T. ,£. ,T, |J3= O Cu 111'

i odpowiednio następujące warunki początkowe i brzegowe

H1Cx,O,£1 ,T | JO = O,

H Cx,O,e ,T | J3 =0,

HXx,0,£. ,T. IJO = H Cx,T ,T4 |J3, 2 ii' 1 iii’

H0Cx,0,£. ,T. |JO = H Cx,T, ,^4 ,T, |J3 2 ii' 1 iii'

C3. 253

C3. 263

C3. 273

W dalszych rozważaniach założono, że funkcje HC x, t-T, , T | El , C, M3

nie zależą od drgań wywołanych przez inne pojazdy, a parametry 

belki są deterministyczne i równe El e CeJ,eJ+AeJ3, C e Cc,c+Ac3, 

M e Cm,m+Am3 wówczas

HCx, t-r,^ ,T± | J3 = HCx, t-T,^ ,T± |EI ,C,M3. C3. 283

Przy tych założeniach przemieszczenie belki wCx,t|J3 Jest filtro­

wanym procesem punktowym i można Je opisać stochastyczną całką 

Sti eltj esa

k t
wCx,t|J3 = y f ACr.fi 3 HCx,t-T,£. , T, IJ3 dNCr,£,3 = C3. 293

i=l O

k t

= w1Cx,t|J3 + w2Cx,t|J3 J ACt.^3 Cx, t-T, , T± | J3 dNCT.z: 3 +

i=l t-T±

k t-T±
+ y f AC t , £ 3 HoCx,t-T-T. ,T. IJ3 dNCT,r43 

aj ic iii' i
i=l O

W analogiczny sposób można przedstawić prędkość przemieszczenia 

i przyspieszenie przemieszczenia Cdrugą pochodną po czasie3 
k t

wCx,t|J3 =y f ACt»£,3 GCx,t-T,£. , T. |J3 dNCr,£43, C3.303
1 A J i 11* i

i=l O
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gdzi e

GCx, t—r > | J3 HCx, t-r^ ,T | J3 , C3. 313

wCx, t j J3

k t

= H AC^>V
i =1 O

GCx, t-T,^ | J3 dNCr.fi 3. C3. 323

Powyższe wzory są prawdziwe przy założeniu, że funkcje 
,2 uHCx, t-r , |J3 e C , tJ . są całkowalne w drugiej potędze.

Wykorzystując własności procesów punktowych oraz fakt, że 

strumień zgłoszeń nie zależy od typu zgłaszjących się pojazdów 

i funkcji H, otrzymano następujące wyrażenie na wartość oczekiwaną 

przemieszczenia dźwigara mostowego 

k t
E [wCx,t3] = V f E LACr.fi 3J HC x. t-r , fi4 , T4 I J3 f„Cr,fi43 dr C3. 333 

L J i i i । 1 i
i=l O

Funkcja korelacyjna przemieszczenia ma postać

K Cx,t. ,t3 - E LwCx,t„ |J3 wCx,t_ IJ3 3 = ww 12 11 21

k k t t 
1 2

= y y ff E L AC r , £ 3 AC r , fi3 J HC x, t-r , fi, T l J3
Łi Ła ° ° 11 OJ 111’

C3. 343

HCx,t-r E CdNCr
J J

. , fi. 3dNCr , fi 3 ]
11 OJ

-1
i=l

t=mi nC t^ , t^3

E [A Cr.eOJ H Cx,t-T(s. ,T4 IJ3 fdCr,fi43 dr + i i i i l i

O

k k t t 
1 2

+ J J J E C ACr^ , £i3 ACt^» £j3 ] HCx, t-^ ,fi± ,T± | J3

i =1 j=l o O

HCx.t-r .fi ,T.|J3 f Cr. ,ro,fi. ,fi,3 dr. dr _2 J J 1 1 2 i J 12

i =1 j =1 0 0

Analogicznie Jak przemieszczenie belki C3.293, można opisać naprę­

żenie SCx,t|J3 w przekroju belki, wykorzystując zależność pomiędzy 

przemieszczeniem a naprężeniem. W przypadku czystego zginania 

związek ten ma postać

SCx,t|J3 = MCx,t|J3 Z W = El w"Cx,t|J3 Z W C3. 3531  x  x1 1
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We wzorze C3.353 przyjęto następujące oznaczenia

MCx,t|J3 - moment zginający w przekroju o współrzędnej x w chwi­

li t.

I, - odpowiednio moment bezwładności przekroju i wskaźnik

przekroju na zginanie,
w"Cx,t|J3 = d2wCx,t|J3 Zdx2.

Wykorzystując wzór C3.293, otrzymujemy 

k
SCx, t | J3 = y 

i=l

t

J ACt.^3

O

[HCx, t-T,^ , T± | J3 dNCr.^3 C3. 363

gdzie

HCx,t-T,e ,T |J3 = —------- HCx,t-T,£ ,T I J3 C3. 373
W dxx

Jest funkcją wpływu dla naprężeń. Wstawiając we wzorach C3. 333 

i C3. 343 zamiast funkcji wpływu dla przemieszczeń funkcję wpływu 

dla naprężeń C3. 373 otrzymammy wyrażenie na wartość oczekiwaną

i funkcję korelacji naprężeń 

k t
E [SCx,t3J = V f E [ACt,£ 3J [HCx,t-T,£4 , T4 |J3 fdCr,£43 dr C3. 383

L J i i i 1 1 i
i=l O

t=mi nC t^ , t,p

K__.Cx,t ,t 3 = y |e [A2Ct.£,3] 0H2Cx,t-T,£ , T, |J3 f4Cr,£43 dr + 
SS 1 2 L I i i i 1 1 i

1-1 O
C3. 393

k k t t 
1 2

+ y y f f E [ACt. ,<£. 3ACro,e .3] {HCx,t-T , T, IJ3 
11 oj 111'

i =1 J =1 0 0

DJCx,t—t ,£ ,T |J3 f Ct ,t ,£ ,£ 3 dr dr
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3. 2. 2. Rozwiązania dla poissonowskiego strumienia zgłoszeń

Funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa przemieszczenia

PwCw,x,t|J3 można obliczyć ze wzoru 

oo
p Cw,x,t|J3 = -A- f e“1Qw y<Q,x,tlJ3 dQ, C3. 403

-oo

w którym 

y<Q,x,t|J3 - Jest punktową funkcją charakterystyczną 

wielkości wCx,t|J3.

Między funkcją charakterystyczną y<Q,x,t|J3 a pół ni ezmi enni kami

Y)^Cx,t|J3 Cn=l , 2,3, . . . 3 istnieje zależność

V ł?kCx,t|J3
In y<Q, x,t|J3 = £ ---- -----------------  CiQ3 C3.413

k=l

Wykorzystując wzór C3.293 i przyjmując model ruchu w postaci nie­

jednorodnego procesu Poissona można wykazać, że

k t
r) Cx,tlJ3 = V f E [AnCe4 , t3 HnCx,ą ,t-r,T4 |J3 fdCT,£43 dr

n 1 L J i i i 1 l i
i=l O

C3. 423

Po podstawieniu wyrażenia C3. 373 do wzoru C3.363 i po wykonaniu 

sumowania otrzymuje się wzór na obliczenie funkcji charakterys­

tycznej

iQ ACt,£ 3 HCx,t-T,£ ,T

k t C3. 433

AC r , £ 3 fCr,£3 dA dr - y
1 J Z | f1CT,£J3 dT

j =1 O

Znając funkcję charakterystyczną y<Q,x,t(J3, można ze wzoru C3. 403 

obliczyć funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa przemiesz­

czenia p Cw,x,t|J3. Funkcję tę można również obliczyć w inny spo- 

sób, a mianowicie wykorzystując szereg Grama-Charla analogicznie 

jak w L55]
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, -4- 3
>7 Cx,t|J3 a Cx,t J) &

p Cw,x,t|J3 = er Cx,tlJ3 0° - --------------------------—-------------------------- +
w 1 w 1

-5 4 C3. 443
n„Cx,t J3 er Cx,t J) 0 + '______ *_________ !_______  + . . .

4!

W powyższym wzorze przyjęto następujące oznaczenia:

■/ 2n’ dzn L 2^-1

wCx,t|J3 - Y7^Cx>t|_D 
z = ----------------------------------------------

cr Cx,t|J3 w 1

E [wCx,t|J3 = Y71Cx,t|J5

o" 2Cx,t|J3 = 77Xx,t|J3
w 1 '2 1

C3. 453

W analizie niezawodności konstrukcji ze względu na pierwsze 

przekroczenie ustalonego poziomu wykorzystuje się łączną funkcję 

gęstości prawdopodobieństwa przemieszczenia i prędkości przemiesz­

czenia P w, w, x, t | J3 lub łączną funkcję gęstości rozkładu praw­

dopodobieństwa naprężenia i prędkości naprężenia p^CS, S, x» t[J3 . 

Można Ją obliczyć wykorzystując dwuwymiarową funkcję charakterys­

tyczną > x, t | J3 ze wzoru

oo oo
p •Cw,w,x,t|J3 = 1 a f f e~iCQiW + CQ ,Q ,x,t|J3dQdQ

1 C2n32 J J Q±Q2 i 2 । 1 2
-oo -oo

C3. 463

Funkcję charakterystyczną oblicza się z zależności

n CQ ,Q ,x, t | J3 = E fexp [i [q wCx, t IJ3 + Q wCx,t IJ^I 1 1
vc 12 1 I l < 2 I | I12 k L v J >

C3. 473

lub po wykorzystaniu wyrażeń C3.253 i C3. 263 z zależności
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E
i 2

2

k

J=1 O

T , £ J 3 HC X, t —T , £

C3. 483

J’ J dNCr, £ 3

J J

Całki w powyższym wyrażeniu można traktować Jako sumy wielu nieza­

leżnych zmiennych. Logarytmując obustronnie wzór C3. 483 otrzymuje 
si ę

k
ln

J=1 O

£,3|Q HCx,t—r,£ 
J V. J J

'2 dNCr, £ 3 C3. 493J J
Wykorzystując rozwinięcie funkcji lnCl+x3 w szereg Taylora i u-

względniając Cpor. C3. 433, że

C3.493 można przekształcić do

E CdNCT,£j3] = f^CT,£j3dT, wyrażenie 

następującej postaci

oo

ln Q 
12

CQ ,Q
1 2

J=1 
k

n=l

k rA C T , £ J 3 I C^HC X, t -T , £. x

k n

O
r j

f. Cr , ,3 dA dr
1 J

ę . act,£ ,3 j l JJ J2 J
C3. 503

Po dalszych przekształceniach otrzymuje się

k t oo

exp l J exP
J =1 O O

iACr.^p piHCx,t-r,£

J’ J
ę, I AC t , £ , 3 f Ct , £ ,3 dA dr - f f C t , £ , 3 dr

J l J J 1 J J 1 j
O

C3. 513

Dwuwymiarową funkcję charakterystyczną C3.513 wykorzystuje się

do obliczenia wartości

procesów stochastycznych
dwuwymiarowych kumulant K Cw,w,x,t|J3 m, n ।
wCx,t|J3 i ^x,t|J3 CC50], [63J3

K C w, w, x, t I J3 m, n 1
1

,C m+n3 i
-----------------  In y/ CQ Q , x. t IJ3to” to" * 2 1

1 2 W°

J‘ J

2

C3. 523
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Po podstawieniu do wzoru C3. 523 wyrażenia C3.513 otrzymuje się 

bardziej praktyczną postać związku na obliczenie dwuwymiarowych 

kumulant 
k t

K^Cw.w^.t |= J fE CAm+nCt,3] HmC x. t-T, | J3

j=l O C3. 533
GnCx,t-T,£ . ,T. IJ3 f4CT,£.3 dr 

J J 1 1 J

Obliczone ze wzoru C3.533 kumulanty wykorzystuje się do obliczenia 

funkcji łącznej gęstości prawdopodobieństwa przemieszczenia 

wCx,t|J3 i prędkości przemieszczenia wCx,t|J3 z szeregu Longuet- 

Higginsa [5OJ, który ma postać

p •Cw,w,x,t|J3 = /srr [k K - K 211/2) .
WW 1 ' 2,0 0,2 1,11 '

tl f 2 21 C 2 11- -=■ lot - 2pot a + a / 1 - fi II 2^1 1 2 2 J ' 1,1J J

[1 r 111 + -4 /3 H +3/3 H +3/3 H + ft H +...
6 3,0 30 2,i 2,1 ’ 1,2 1,2 ’ 0,3 O,3j J

C3. 543

We wzorze tym

a = a C x, t I J3
i i 1

wCx, t | J3
-.—1/2

- K Cw,0,x,tlJ3 K Cw,0,x,t|J3, 
1,0 • 2,0 I

C3. 553

a = a C x, t I J3
2 2 1

wCx, t | J3
1/2

-K CO,w,x,t|J3 K C0,w,x,t|J3, 
0,1 1 0,2 ।

C3. 563

rn,n

K C w» w, x, t IJD m, n ’

K m Cw,O,x,t|J3 K n CO,w,x,tlJ3 
2,0 । 0,2 ।

Q = , C3. 573
1,1

ę - współczynnik korelacji między wCx,t|J3 i wCx,t(J3.

Wyrażenia są dwuwymiarowymi anal ogonami wielomianów Her mi te’a

r 1 f 2 2 1 f 21 1H exp - —— | ot - 2po< ot + ot | / 11 - p | | 
m,n L 2 l 1 12 2 J J J

c-om+n m+n a
_ m n dot da

i 2

exp £
2 2^0^01^ 1

C3. 583
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Podobnie, Jak to pokazano powyżej, otrzymuje się związki na obli­

czenie łącznej funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa prze­

mieszczenia, prędkości i przyspieszenia przemieszczenia Club nap- 

prężenia3 p^ -C w, w, w, x, t | J3 oraz łącznej funkcji charakterys­

tycznej y/ CQi,Q2,Q3>x,t | J3 , które wykorzystuje się w analizie 
12 3

niezawodności konstrukcji za względu na zmęczenie. Wyrażenia te 

mają następującą postać 

co oo oo
Pw.w.w^^’^^^153 = ^3 J J J exP f"1 [<<w + +

-oo -oo -oo

*0 o a <Q„.Q2.a3.x.t|j> dQidQ2da3.

C3. 593
k t oo

- ®xp { 2 { i i exP
1 2 3 1 o o

1ACt,£ 3

Q HCx,t-T,£., T IJ3 + Q HCx,t-T,£ ,T. IJ3
1 J J 1 2 J J 1 + Q HCx,t-T,£ ,T . IJ3

3 J J 1

AC t , £ 3 f^Cr,£j3 dA dr

C3. 603 

Zamieniając w wyrażeniach C3. 403 e C3. 603 funkcje wpływu prze­

mieszczenia HCx,t|J3 i jej pochodne po czasie odpowiednio na funk­

cje wpływu naprężeń i Jej pochodne, otrzymamy analogiczne związki 

pozwalające na obliczenie Jedno-, dwu- i trójwymiarowych funkcji 

gęstości rozkładów prawdopodobieństwa oraz funkcji charakterys­

tycznych naprężeń. Funkcje te będą wykorzystane w dalszej części 
pracy.
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3.3. Rozwiązania szczegółowe

Wykorzystując wyprowadzone w poprzednim rozdziale związki 

ogólne można otrzymać rozwiązania szczegółowe dla stanu ustalone­

go. Załóżmy, że dźwigar mostowy Jest belką swobodnie podpartą, po­

tok pojazdów tworzy proces Poissona, SC£^5 = 1 , a funkcje wpływu 

H4 Cx, t-T , , T^ | J5 i H^C x, t-T-^ , £^ , | J5 przedstawimy w postaci 

szeregu funkcji własnych

oo
H4Cx,t-T,£. ,T i J5 = V q Ct-r,£. , T. 5 W CxlJ5 C3.615

1 ii1 L n i i n 1
n=l 

oo
HoCx,t-r-T. ,£. , T. IJ5 = V z Ct-T-T. ,£. , T. |J5 W Cx|J5 C3. 625 

2 iii1 L n iii1 n 1
n=l

Wstawiając wyrażenia C3. 615 i C3.625 do równań C3. 295 oraz C3.305 

i wykorzystując własność ortogonalności funkcji własnych otrzymu­

je się

g Ct-T,£, , T, IJ5 + 2cx q Ct-T,s. , T. |J5 + co ^q Ct-T,£. , T, |J5 = 
n ii> ^n iii n n iii

1= -As W tv Ct-r5 J], C3.635
2 n i 1

Z n

z Ct-T-T. ,£. , T, I J5 + 2o( z Ct-T-T. ,£. , T, I J5 + n i i i । n i i i ।

2
co z Ct-T-T, ,£. , T, IJ5 = O C3.645n n iii*

gdzie 1
p p

2a = C/M, r = f M W Cx|J5 dx, * n J n>
O

2 / ’
= Cnn/15 V EI/M - częstość drgań własnych.

Z równań C3. 635 i C3.645 otrzymujemy 

t

q Ct-T,£. ,T. IJ5 = ------ -o f h Ct-ę | J5 W [ v. C?-t5 IJ5 J d?n iii 2 J n s । n i s । s
Zn t C3.655

t+T.
-i

z Ct-T-T, ,£. ,T. IJ5 = —5- r h Ct-ę IJ5 W [ v C?-t IJ5] d?n iii' 2 J n ^ । n i s । s
^n t C3. 665
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le ^sin - impulsowa funkcja przejścia,

2 2 2= co^ - a - tłumiona częstość własna,

symbol C.. |J3 oznacza tak jak poprzednio, że El e C El, El+AEI 3, 

M e CM, M+AM3 , C e CC, C+AC3.

Wartość oczekiwana przemieszczenia E [wCx,t3J w punkcie x belki 

mostowej opisana wzorem C3. 333 po uwzględnieniu powyższych zależ­

ności wynosi: 
k oo

E CwCx,t3] = \ V [qCt,£. |J3 + z Ct,£. IJ3 J W Cx|J3 C3. 673 
A A n i > n i ' n ।

i =1 n=l

We wzorze tym przyjęto następujące oznaczenia 

t

%Ct,£iP:> = J E CACt.^3] g^t-r,^ .^ | J3 f^T,^ dr, C3. 683 

Ł-Ti

z^t.^^ =JE [ACt.^33 z^t-T-^ .^ , ^ | J3 ^Ct.^3 dr C3. 693

<3

Kowariancję przemieszczenia można obliczyć ze wzoru Cpor.[2733
oo

m=l

oo

Ccovq qCO + COVz zC° + COVq zCt;)] WmCxP:> WnCxP3

1 C3. 703 

gdzi e

9 9 m
Ct, t3 
n

k k t

k t
= I f E CA^T.^pj qmCt-T,£i,Ti |J3 qnCt-T,£i,Ti |J3 

i=l t-T4
i f^Cr.fi^dr +

t
+ H I J E[ AC Ti , ^i 3 AC , ^j 3 9mC t —Ti , ^i , Ti |J3 9nCt-r2,£ T | J3 

j=l i=l t-T,t-T.
i j

f2CTl ^a^iC3. 713
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k t-T±
zct’t;> = V J E[A2Ct,£ )]z Ct-r-T ,£ , T. |J)z Ct-r-T. ,£. , T. IJ3 

z z Łu J im i 1 1 • n liii
i =1 O

f^CT.^Ddr +
k k t-T±t-T

♦Hi 1 E

J=1 i=l O O

C3'723

k k t t-T
cov Ct,t3 = V 7 f f E CACt ,£ 3ACt ,£ 31 q Ct-T. , £, ,T |J3

q z L L ■* J li 2 J liii
J=1 i=l t-T O

znCt Tg Tj,£j,Tj|J3 ,^3dr1dT2 C3. 733

W przypadku szczególnym, gdy strumień pojazdów Jest modelowany 

stacjonarnym procesem Poissona, wartości sił są nieskorelowanymi 

zmiennymi losowymi a czas obserwacji Jest bardzo duży Ct -> ccD, to 

wzór C3.703 służący do obliczenia wartości wariancji przemieszcze­

nia znacznie się upraszcza 

k oo f t
2Cx,t I JD=y X . [E [A2CT,£p] q2Ct-T,£ ,T, IJ3 W2Cx I J3f 4 Ct , 3dr + 

w ' L L J i n ii< n । 1 i
i=l n=l t-T

C3. 743 
t-T

+ [E LA2Ct,£ 31z2Ct-T-T ,<e ,T, |J3 W2Cx|J3 fdCT,£43dr - 
J in i i i । n1 1 i
O J

Jak wspomniano w rozdziale drugim, modelowanie ruchu drogowego 

procesem Poissona można stosować w przypadku ruchu o słabym lub 

średnim natężeniu. W modelu tym największe prawdopodobieństwo po­

jawienia się kolejnych pojazdów występuje dla małych odstępów po­

między nimi , co nie odpowiada rzeczywistości i stanowi istotną 

wadę tego modelu. Wady tej nie mają rozkłady Erlanga dla k >1, 

których funkcję gęstości opisuje związek C2. 133. Chwile pojawiania 

się pojazdów o numerze będącym wielokrotnością k w strumieniu 

Poissona tworzą proces Erlanga rzędu k. Fakt ten można wykorzys­

tać przy wyprowadzaniu związków określających odpowiedź konstruk­

cji obciążonej strumieniem sił skupionych, których chwile zgłoszeń 

tworzą proces Erlanga dla k =2.
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Niech NCt3 oznacza proces Poissona 

a chwila początkowa t = O pokrywa się 
o intensywności

ze zgłoszeniem się zerowego
pojazdu. Zakładamy, że wszystkie pojazdy należą do tej samej klasy

oraz że intensywność zgłoszeń nie zależy od czasu f Ct.s ) = f 
li 1

i wartość co drugiej siły skupionej modelującej pojazd jest różna

od zera. Przemieszczenie belki pod takim obciążeniem wynosi 
t

wCx,t|J3 = 0.5 J ACr3 [1 - C-1JNCt31 HCx,t-T,T|J3 dNCr3 C3. 753 

O
Wartość oczekiwaną przemieszczenia obliczymy ze wzoru 

t

E [wCx,t|J3 3 = f E CACt3 3 Cl - exp C-4f. 33 HCx,t-r,T|J3 dr
J 1 1 1 
O 

a drugi zwykły moment statystyczny C3. 763

t t
E [w2Cx,tjJ3J = (3.25 J J EC ACt^ACt^ 3 HCx, t—, T | J3 HCx,t-T ,T|J3 

O O
E <[1 - C-13^^^1^3 Cl - C- 13NCt2^]} dNCr 3 dNCr^3

1 2

C3. 773
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Po przekształceniach otrzymujemy

t
E [w2Cx,tp)J = J ECA2Ct3] Cl-expC-41^20 H2Cx,t-T,Tp) f dr + 

O 
t t

+ f f HCt.^.Tgp? f2 dT1 dT2 +

O o

o o

a# o
HCt,T1>T2|J3 expC-4f1T1^ ch^ dTg +

t t
“ J J HCt.^.Tgp? expC-4f1T1? f2 dTt dr2 +

° T1

Ł "2 -
+ f f HCt,T1,r2p3 expC-4f1Tg^ di^ dTg +

O O 

t t
~ J J HCt,T1»T2p5 expC-4f1'rg2) f2 di^ +

° T2

Ł T1
- J f HCt.T^Tgp? expC-4f1CT1-T25) f2 dTt dT2 +

o o

gdzi e

- f f

o T,

HCt.T^TgpD expC-4f1CT2- f2 di^ dz2

C3. 78^

HCt,Ti,Tgp^ = E [ AC-rpAC-Fg}] HCx,t-T1,Tp) HCx,t-T2>Tp3
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3.4. Przykłady obliczeń

Wyprowadzone w poprzednich rozdziałach związki wykorzystano 

do analizy dynamicznej dźwigara mostowego modelowanego belką 

swobodnie podpartą Crys. 3. 32) o deter mi ni stycznych parametrach 

fizycznych i geometrycznych wynoszących: 

- długość przęsła 1 = 30 m, 

- intensywność masy M = 3500 kg/m lub 6000 kgZm, 
3 

- moment bezwładności przekroju [48] J = 0.0216309 m , 

- współczynnik tłumienia £ =0.01, 0.02 Ca = £ =0.5 CZM2) ,

- pierwsza częstość drgań własnych = 4 Hz, 10 Hz.

O siłach skupionych, modelujących pojazdy poruszające się po moś­

cie, założono, że ich wartości mają ten sam rozkład prawdopodo­

bieństwa. Parametry tego rozkładu przyjęto wg [643: 

- wartość średnia E [ A] =31 kN, 
2 2- wariancja & [ A] = 320 kN , odchylenie standardowe a = 17.88 kN, 

— wartości ekstremalne A , =8 kN, A = 80 kN. mi n max
Ruch pojazdów modelowano procesem Poissona. Przyjęto, że intensyw­

ność zgłoszeń pojazdów nie zależy od czasu f^CrD = f = X i wynosi:

- X = const, X =0.1 = 0.5 poj.Zs,

- X = XCv2) jak na rys. 2.1 Czależność teoretyczna wzór C2.12O,

- X = XCv2) Jak na rys. 2.2.

Analizowano wpływ różnych, jednakowych dla każdej siły, prędkości 

poruszania się przyjmując v = 5 •= 40 m/s Cl8 -= 144 kmZh2).

Z rozwiązania równań C3. 652) i C3. 662) otrzymano następujące za­

leżności pozwalające na obliczenie wartości współrzędnych uogól­

ni onych [27]:

q Ct-r2) = 5^—t—tt— a. sin /3 Ct-r2) + a_ cos (3 Ct-r2) +n M 1 M I In * n 2n ' nn *-

-aCt-r2> , _ -aCt-r2) 1+ a_ e sin Q Ct-r2) - a_ e cos O Ct-r2) I3n n 2n n J

C3. 792)

z Ct-r-T3 n
2

MIM n

—aC t-r-TZ) e b. si n1 n O Ct-T-T2> n + b_ cos O Ct-T-T2) 2n n

C3. 802)
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Rys. 3.3



W wyrażeniach C3. 795 i C3. 805 przyjęto następujące oznaczenia:
T = l/v, (3 = n n/T,

M = Cw 2- /9 252+ 4 2,
n n n f n

2 2a = co - (3 , a_ = - 2 a /? ,In n ' n 2n ' n
fi C3. 815
! n r 2 . 2 . 2 1

a - -r— 2 a - Cw -fi 5 I,3n O n ' nn L J

c -i 5n rbln= TT~ [ W aSna J + a3ne eos °nT + a2ne”aTsln n„T-

b2n = C"°"a2n + a3ne~“Tsln °nT * ^n®’07003 °nT '

Z równań C3.675 4- C3.695 i C3.795 4- C3. 815 obliczono średnie war­

tości ugięcia belki , z równania C3. 705 — odchylenie standardowe 

ugięcia w środku rozpiętości przęsła dla różnych wartości 

prędkości v i intensywności zgłoszeń X. Wyniki obliczeń pokazano 

na rys. 3. 4 i 3.5. Po zamianie w wymienionych powyżej związkach 

funkcji HCx, t-r, , T± | J5 na funkcję GC x, t-T , , T | J5 opisaną rów­

naniem C3. 315 obliczono wartość oczekiwaną i odchylenie standar­

dowe prędkości ugięcia belki. Uzyskane wartości pokazano na rys. 
3. 6 i 3. 7.

Wpływ korelacji między zgłoszeniami na wartość wariancji ugięcia 

belki przeanalizowano przyjmując zgodnie z nierównością C3. 95 
funkcję korelacji w postaci C3. 135

= “ |5

przy czym przyjęto, że

O < a < 1 , O < b < 3.

Wówczas wzór C3.7O5 przy t -> co i przyjętych do obliczeń założe­
niach upraszczających ma postać 

t
d 2Cx,oc5 = f E [A2] f„ H2Cx, t-T,T5 dr + 

w j 1
00 C3.825

t t
" f J E fA2] f HCx,t-T ,T5 HCx,t-r ,T5 a2f. 2expC-b I t .-ro 15 dr dr^ 

-1 c -L 1 1 c1 1 2
-oo -co
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Na rys. 3.8 przedstawiono wyniki obliczeń dla różnych prędkości 

poruszania się sił, a na rys. 3. 9 - dla różnych wartości współ­

czynnika b. W obydwu przypadkach założono pełną korelację pomię­

dzy zgłoszeniami, tzn. ot = 1 .

Wykorzystując związek C3 . 442) obliczono funkcje gęstości rozkładu 

prawdopodobieństwa ugięcia belki w środku jej rozpiętości dla róż­

nego natężenia ruchu - rys. 3.10 i różnych prędkości poruszania 

się pojazdów - rys. 3.11.

Przeanalizowano również wpływ typu rozkładu prawdopodobieństwa 

ciężarów pojazdów na funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 

ugięcia mostu. Do obliczeń przyjęto następujące typy rozkładów 

wartości sił :- rozkład gamma, 

- rozkład normalny ucięty, 

- rozkład beta, 

przy tych samych wartościach średnich i wariancji.

Odpowiednie wykresy funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 

ugięcia belki w środku Jej rozpiętości, przy uwzględnieniu w obli­

czeniach trzech wyrazów szeregu C3. 443, pokazano na rys. 3.12.

Analogicznie Jak funkcje gęstości ugięć, obliczono funkcje gęstoś­

ci rozkładu prawdopodobieństwa prędkości ugięć wstawiając do wzoru 

C3 . 442> zamiast C3. 452) następujące wartości

77 Cx,t|J2) = E [wCx,t|J2>],

7? Cx,t | J2) = cr Cx, t | J2) , 
w

- ■ . । r x i C3. 832)wCx,t|J2) - 77^Cx,t|J2) 
z = -------------------------------------------  .

O- Cx, t | J2) 
w 

Odpowiednie wykresy przedstawiono na rysunkach 3.13 i 3.14.

W tabeli 1 podano wartości korelacji między ugięciem i prędkością 

ugięcia w środku rozpiętości przęsła oraz wartości współczynnika 

korelacji między nimi przy różnych prędkościach poruszania się 

pojazdów. Przy t+ oo obliczono Je ze wzorów Cpor. C3.532) 2): 
t

C • Cx,tlJ2) = f E [ A2] HCx,t-T,Tl J2) GCx, t-T, TIJ2) f „ dr C3. 842)
ww i j i 1 1

O

C • Cx,tlJ2) . WW I
ę -Cx,t JO = -----------—---------------------------------  C3. 852)ww ' 

& Cx,t J) er- Cx,t J) w 1 w ।
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TABELA 1

v [m/s J C • ww ^ww

1O
-13

4.9658 10
—R

2.2860 1O

15
-13

- 3. 3410 10
-5

- 1.0880 10

20
-1 3

- 2. 0162 10 - 9.7544 10~6

25
—1 p

5.6830 10 —6
9. 2150 10

30
—1 3

4. 7600 10
—R

2. 0165 10

35
-1 2- 1.0014 10

—R
- 2.4632 10

40 —1 p- 8. 1719 10 - 6. 4152 10’5

45 -1 2
7. 8092 10 3. 3514 10-5

50 -111.8372 10 5.6660 10”5

55 -115. 6991 10
—51.4630 10

60 -117. 6597 1O 1.7841 1O"4

Przebieg funkcji kowariancyjnej obliczono ze wzoru Cpor. C3.34D 3 

oo 
p

C Cx,x,t|J3 = r E [AJ HCx,z,T|JD HCx,z+t,T|J^ f „ dz C3. 86^ WW I J I 1 1
O

w którym przyjęto następujące oznaczenia: t = t.-t^, z = t -t. x u Ca
Wyniki obliczeń dla różnych v pokazano na rys. 3.15.

Funkcję kowariancyjną wykorzystano do obliczenia wartości funkcji 

gęs t oś ci wi dmowej 

co

G Cx,co3 = f C Cx,x,t|J2) cos tot dt. C3.873w J ww 1
O

Wykresy tej funkcji dla różnych wartości v przedstawiono na rys. 

3. 16.
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Z przeprowadzonych obliczeń wynika, że wartości wariancji ugię­

cia belki przy ni es korelowanych zgłoszeniach pojazdów są większe 

niż przy uwzględnieniu korelacji pomiędzy nimi - rys. 3. 8 i 3.9. 

Przy zwiększaniu się prędkości poruszania się pojazdów, przy sta­

łej intensywności zgłoszeń różnice te zmniejszają się. Jak zoba­

czymy w dalszej części pracy, im większa jest wariancja odpowiedzi 

konstrukcji, tym mniejsza jest trwałość zmęczeniowa konstrukcji. 

Można więc przyjąć, że pominięcie w obliczeniach korelacji pomię­

dzy zgłoszeniami pojazdów daje oszacowania wartości odpowiedzi 

konstrukcji od góry.

Z rys. 3.10, 3.11 i 3.12 widać, że rozkłady prawdopodobieństwa 

ugięcia są Jednomodalne, przesunięte w prawo, mają dodatni współ­

czynnik skośności y i kurtozy y Cdla v = 20 m/s, X = O. 5 poj/s 

y =1.8, y = 6.493. Typ rozkładu wartości sił obciążających belkę X Cu
nie ma istotnego wpływu na kształt i wartości funkcji gęstości 

rozkładu prawdopodobieństwa ugięcia belki - rys. 3. 12.

Pokazana na rys. 3.13 i 3.14 funkcja gęstości rozkładu prawdopo­

dobieństwa prędkości ugięcia Jest funkcją symetryczną.

Współczynnik korelacji między ugięciem i prędkością ugięcia Jak to 

wynika z Jego wartości w tabeli 1 Jest bardzo mały. Można więc 

przyjąć bez popełnienia dużego błędu, że ugięcie belki i jego 

prędkość, spowodowane ruchem pojazdów, są wielkościami nieskorelo- 

wanymi .

Przedstawiona na rys. 3.16 funkcja gęstości widmowej ugięcia, 

pozwala na przyjęcie założenia, że losowy proces odpowiedzi kons­

trukcji na ruch drogowy Jest procesem wąskopasmowym.
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4. NIEZAWODNOŚĆ DŹWIGARA MOSTOWEGO

Wyprowadzone w poprzednim rozdziale związki wykorzystamy do 

określenia niezawodności dźwigara mostowego. Przez niezawodność 

ukTadu RCtD rozumieć będziemy analogicznie Jak w [42,43,473, praw­

dopodobieństwo bezawaryjnej pracy układu o losowych własnościach 

poddanego losowym obciążeniom w ciągu czasu t

RCO = 1 - PCtJ C4. 13

gdzie PC tD - awaryjność, 

przez trwaTość - czas T do wystąpienia awarii, a przez bezpie­

czeństwo S - prawdopodobieństwo, że konstrukcja ani w chwili od­

bioru, ani w czasie pracy nie wywoła zastrzeżeń z punktu widzenia 

ewentualnego zniszczenia.

Pracę konstrukcji ocenia się przez analizę stanów granicznych, 

po przekroczeniu których zostają naruszone założenia projektu 

[47, 183. Rozróżnia się stany graniczne nośności lub zniszczenia 

i stany graniczne uźytkowania. Rozważania nasze ograniczymy do 

dwóch stanów granicznych zniszczenia, a mianowicie 

aD zniszczenia na skutek utraty wytrzymałości krytycznego przekro­

ju konstrukcji polegającego na dużych odkształceniach przekra­

czających dopuszczalną ich wielkość na skutek zmęczenia mate­

riału, 

b3 zniszczenia lub utrudnienia użytkowania konstrukcji na skutek 

przekroczenia ustalonego poziomu odkształcenia lub naprężenia 

w przekroju krytycznym - tzw. problem, pierwszego przejścia.

4.1 Niezawodność konstrukcji ze względu na zmęczenie materiału

W ostatnich latach obserwuje się zwiększone zainteresowanie 

uwzględnieniem zmęczenia materiału przy projektowaniu konstrukcji 

mostowych. W Japonii zaobserwowano [191, że niektóre mosty stalowe 

wykazały zagrożenie zniszczeniem zmęczeniowym ze względu na wzrost 

liczby węzłów spawanych, zwiększone natężenie ruchu i przeładowa­

nie ciężarówek.

Pomimo wielu badań, zjawisko zmęczenia materiału nie Jest Jesz­
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cze w pełni wyjaśnione. Analiza wytrzymałości zmęczeniowej Jest 

bardzo złożona i polega na badaniu następujących czynników [41J : 

- wielkości, rodzaju, zakresu i charakteru zmian parametrów obcią­

żenia w czasie,

- koncentracji naprężeń zależnych od rodzaju i formy geometrycznej 

elementów i węzłów konstrukcji oraz wad wykonawczych,

- technologii wykonania konstrukcji i związanymi z nią naprężenia­

mi własnymi, stanem warstwy powierzchniowej i obróbką cieplną, 

- zmęczeniowych własności materiału.

Większość z tych czynników ma charakter losowy.

Przez granicę zmęczenia lub wytrzymalóić zmęczeniową R^ rozumie 

się największe naprężenie & , przy którym próbka lub element nie

ulegną zniszczeniu po osiągnięciu umownej granicznej liczby cykli 

N^ zmian naprężeń [ 31 J . Umowna graniczna liczba cykli dla elemen­
tów konstrukcji stalowych wynosi 2*10$. Zależność pomiędzy wytrzy­

małością zmęczeniową a liczbą N cykli zmian naprężeń przedstawiana 

Jest najczęściej na wykresach w postaci tzw. krzywych Kohlera lub 

krzywych S-N [41,31,1,483

R = fCN,p3 lub N* = NCS,o3 C4.2^
m 

gdzi e er -c . _ max mi nS = -------- —----------- - amplituda cyklu,

a .ml Fi ,, , , .....ę = —------ - współczynnik asymetrii cyklu.
max

Na rys. 4. 1 pokazano pełny wykres Wohlera i zaznaczono obszary 

wytrzymałości: quasistatycznej - I, niskocyklowej - II, wysokocyk- 

1owej - III.
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4.1.1 Problematyka trwałości zmęczeniowej

Modele zmęczenia

Istnieje wiele modeli matematycznych dotyczących związku pomię­

dzy wytrzymałością zmęczeniową a liczbą cykli zmian naprężeń 141, 

31,14,731. Opiszemy niektóre z nich.

Model klasyczny CBasquin, 19102)

N = C C4.32)

gdzie S - amplituda stałych naprężeń lub przedział zmian naprę­

żeń lub maksymalna wartość naprężenia, 

N - liczba cykli zmian naprężeń, 

m, C - dodatnie stałe empiryczne zależne od własności ma­

teriału.

Model ten jest ogólnie prawdziwy dla dużej liczby cykli zmian 
4 naprężeń N > 1O .

Ogólny model odkształceniowy

Model ten został zaproponowany przez Coffin’a i Mansona do analizy 

zmęczenia zarówno nisk©cyklowego jak i wysok©cykl owego. Jest to 

możliwe poprzez uwzględnienie odkształceń sprężystych i plas-

tycznych 

As ’
2“ = "E-

b cC2ND + £f’C2N5 C4. 42)

gdzie A£ - amplituda odkształceń,

E - moduł sprężystości,

’ - współczynnik wytrzymałości zmęczeniowej,

b - empiryczny wykładnik wytrzymałości zmęczeniowej, 

’ - współczynnik plastyczności zmęczeniowej, 

c - empiryczny wykładnik plastyczności zmęczeniowej.

W przypadku, gdy znana jest średnia wartość naprężeń Cwartość 

oczekiwana2) S^, zamiast współczynnika er?' należy we wzorze C4. 42) 

wstawić Cd^’- Sq2) . W wyrażeniu C4.42) pierwszy składnik po prawej 

stronie, równy amplitudzie odkształceń sprężystych, dominuje przy 

dużej liczbie cykli zmian naprężeń, drugi składnik, równy amplitu­

dzie odkształceń plastycznych, dominuje w obszarze dużych odksz­

tałceń przy małej liczbie cykli zmian napreżęń. Wyniki badań poka­
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zały, że przy zmęczeniu nisk©cyklowym kontrolowanie odkształceń 

jest bardziej właściwe aniżeli kontrolowanie napreźęń.

Model Langera

W modelu tym przyjmuje się, że liczba cykli niszczących jest za­

leżna od amplitudy odkształceń. Krzywą S-N opisuje równanie

gdzi e

-1/2
S = B N + S , e

S = CAe

C4. 53

C4. 63

B, S - stałe empiryczne zależne od własności materiału, 

geometrii konstrukcji, warunków środowiskowych 

i obciążenia.

W zakresie 1 i niowo-sprężystym S Jest aktualną amplitudą naprężeń. 

Probabi1 i styczny model klasyczny

A. H. S. Ang i W. H. Munse przyjęli Cl J dla losowych zmian naprężeń 

określonych funkcją gęstości rozkładu prawdopodobieństwa fsCs3 

następujący model zależności N-S

N E [SmJ = C C4. 73

w którym N - średnia liczba cykli niszczących Cśredni okres 

użytkowania konstrukcji3, 
oo

E CS™] = J Sm fs<S3 ds - m-ty statystyczny moment 

O naprężeń,

m, C - stałe empiryczne.

Deterministyczny model zmęczenia wynikający z mechaniki pękania

Rysy w elementach konstrukcji powstające przy ich produkcji lub 

montażu mogą spowodować inicjację pęknięć Już w pierwszym cyklu 

obciążenia. Nie powoduje to Jednak zniszczenia konstrukcji; nie­

bezpieczne Jest dopiero osiągnięcie pewnej krytycznej wielkości 

rys. W takich przypadkach w analizie zagadnień zmęczeniowych sto­

suje się podejście wynikające z mechaniki pękania. Zajmowali się 

tym problemem między innymi [733: Rolfe i Barson, Herzberg, Fuchs 

i Stephens.

Podstawowym parametrem w analizie pękania Jest współczynnik 

intensywności naprężeń K opisany następującą zależnością

K = YCa3 S /na C4. 83

gdzie S - czynne naprężenie.
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a - głębokość rysy dla płaszczyzny rys lub połowa szero­

kości dla wnikania rys,

YCa3 - współczynnik korekcyjny geometrii zależny od a. 

Na podstawie badań eksperymentalnych stwierdzono, że środkowy ob­

szar szybkości narastania pęknięć daZdn i zakres zmienności współ­

czynnika intensywności naprężeń AK można opisać równaniem 

CErdogan - Paris3

daZdn = C CAK3m C4.93

w którym AK wyznacza się ze wzoru C4.83, n Jest liczbą cykli ob­

ciążenia, stałe C i m są wielkościami empirycznymi zależnymi od 

takich parametrów Jak średnie naprężenie cykliczne, otoczenie tes­

tu, szybkość cykli itp. Uwzględniając losowy charakter obciążenia 

i wstawiając w równaniu C4.83 zamiast naprężeń S odchylenie 

średni©kwadratowe naprężeń AS, otrzymuje się średni©kwadratowe 

odchylenie współczynnika intensywności naprężeń.

Wygodną postać zależności pozwalającej na obliczenie liczby cykli 

niszczących otrzymuje się całkując równanie C4.93 od początkowej 

wielkości rysy aQ do krytcznej długości rysy a^, oraz n od O do N. 

Zakładając, że ac>>aQ, m > 2 i Y = const, otrzymujemy

N S® = 1 Z ^“^-l g - i J C Ym j C4. 103

Probabi1 i styczny model zmęczenia wynikający z mechaniki pękania

Zjawiskiem narastania pęknięć w czasie zajmowało się w ostatnim 

okresie wielu uczonych takich Jak : Bołotin, Bogdanoff, Ditlevsen, 

Eggwertz, Hillberry, Ichikawa, Kozin, Lin, Madsen, Oh, Provan, 

Schueller, Sobczyk, Yang i wielu innych [331. Do opisu tego zja­

wiska przyjmowali oni modele probabilistyczne [73,24,74,33,381. 

Najczęściej stosowanym podejściem była randomizacja równania 

Erdogan-Paris C4.93. 

Jeden ze sposobów randomizacji polegał na sprowadzeniu równania 

C4.93 do postaci

daZdt = XCt3 QCa3 C4. 113

przy czym wykorzystano związek pomiędzy narastaniem pęknięć w ko­
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lejnych cyklach obciążenia n a szybkością narastania pęknięć 

w czasie 
da _ da
Z C4.125dn p CU dt

gdzie 1>+Ct5 jest wartością oczekiwaną liczby maksimów.

Funkcję XCt5 występuiącą we wzorze C4.115 opisywano różnymi 

procesami stochastycznymi. Lin, Yang i Wu [38] przyjęli, że jest 

to szum śrutowy 

NCt5
XCt5 =2 zk *<t,Tk5 C4.135

k=l

gdzi e

NCt5 - jednorodny proces liczący Poissona o intensywności X,

Z^ - losowa amplituda k-tego impulsu, niezależna ale o Jednako­

wym rozkładzie dla różnych k,

“ chwila pojawienia się impulsu,

WCt.T ) = i 1 ’ ° < t-Tk < A
k O, w pozostałych przypadkach.

Sobczyk przyjmował, że XCt5 Jest gaussowskim białym szumem a kumu­

lacja uszkodzeń przebiega zgodnie z procesem dyfuzji.

Inny sposób randomizacji równania C4.95 zastosował Ditlevsen [11].

Przyjął on przyrostowe równanie dla pojedyńczego cyklu naprężeń
Aa± = C CAKpm C4. 145

Jako reprezentację regresji

log CAa^5 = log C + m log CAK^5 + RCAa^,a^5 C4.155

Przyjmując, że A = C CAK5m, x = Aa/A Ditlevsen założył, że RCx,a5 

Jest procesem gaussowskim o niezależnych przyrostach i średniej O. 

Zmienna losowa x Jest czasem pierwszego przekroczenia, a równanie

-/ x 1 og x = BC x, a5 C 4. 165

opisuje ruch Browna. Autor wykazał , że gęstość rozkładu prawdopo­

dobieństwa liczby cykli N do osiągnięcia długości rysy a wynosi

pCn,a5 = -------------  $ f n ~ — 1, n > O. C4. 175
n ys-' 'n n
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Losowe modele naprężeń

W ogólnym przypadku amplituda naprężeń S Jest zmienną losową, 

której gęstość rozkładu prawdopodobieństwa przyjmowano Jako E14J: 

1. rozkład Rayleigha - G. C. Schilling

F CS) = 1 - exp E-l/2 Cs/S)2], C4.18J
s o

s >> O, Sq - parametr statystyczny, FsCSD - dystrybanta ;

2. rozkład beta - A. H. S. Ang, W. H. Munse, opisany funkcją gęstości 

rozkładu prawdopodobieństwa

f Cs? = sq-1CS -s^r-1/ BCq,rJS q+r+1 , C4. 192)
s o o

O < s < Sq, S , q, r - parametry rozkładu,

BCq,rJ = FCq2) FCr2> / FCq+r5 - funkcja beta;

3. wi el orni an - Yamada, Albrecht

-5
f CsJ = 12 Cl-s5 + 0.07, C4.2O2)s

0.25 < s < 1.0, s=S /S - znormalizowana zmiana naprężeń; max ’

4. rozkład 1ogarytmonormainy

E ES™ ] = S ~m Cl + i>2 5°'S C4. 215
s

S - średnia wartość naprężeń, ł> - wariancja naprężeń.

Jeśli proces naprężeń Jest niestacjonarny; można go modelować: 

- ciągiem stacjonarnych procesów gaussowskich, 

- rozkładem długiego okresu szczytów, jeśli efekty ciągu mogą być 

pomi ni ęte.
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Hipotezy kumulacji uszkodzeń

Ważnym elementem badania niezawodności konstrukcji ze względu 

na zmęczenie materiału jest właściwe przyjęcie modelu kumulacji 

uszkodzeń. W literaturze wyróżnia się szereg hipotez sumowania 

uszkodzeń CC 31,143 2) np. :

I. Liniowa hipoteza sumowania uszkodzeń tzw. hipoteza Palmgrena - 

Minera Cl924, 19453

Warunek zniszczenia ma postać

- E Af - E - 1 <4.225

gdzie A? = rp- - uszkodzenie odpowiadające n cyklom przy 

s amplitudzie ę , n^ < ,

Nę - liczba cykli powodująca zniszczenie ze względu 

na zmęczenie przy amplitudzie naprężeń równej ę.

Postać całkową tej hipotezy podał Bołotin.

APM J ~N = 1 C4.233

11. Modyfikacje liniowej hipotezy uszkodzeń 

a3 modyfikacja S. W. Serensena

A, = 5 ? - a .
s Z, N s 

i=l ”
C4. 243

gdzi e C4. 253

R - granica zmęczenia,

^max ~ maksymalna amplituda naprężeń w przebiegu ich zmian, 
k - liczba określająca najmniejszą wartość naprężeń mogących 

wywołać uszkodzenie; przyjmuje się k = O. 4 O. 6,

C - współczynnik wypełni ni a przebiegu równy:

< = 2 S! hmax
ni

t = - względna liczba cykli, albo względny czas
c

amplitudy w przebiegu,

- całkowita liczba cykli;

C4. 263 

działania
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b2) modyfikacja E. Haibacha uwzględniająca zmniejszanie się wy­

trzymałości zmęczeniowej w miarę narastania uszkodzeń, jak 

na rys. 4.2.

Rys. 4. 2,

III. Hipotezy nieliniowe

a2) hipoteza Cortana-Dolana Cl9562), całkowite uszkodzenie opi­

sane jest wzorem

q r ",
Acd = MnTJ C4 27’

i=l 1

w którym ęCS2) jest wykładnikiem zależnym od wartości na­

prężeń na poszczególnych i-tych poziomach w przebiegu. 

Doświadczalne określenie tego wykładnika Jest bardzo pra­

cochłonne. W celu uniknięcia tej niedogodności wprowadzono 

pojęcie zastępczego wykresu zmęczeniowego [14, 31, 483 

o wykładniku ę części pochylonej różniącym się od wykład­

nika m krzywej pierwotnej. Wykładnik ten wynosi zwykle 

ę=CO. 8-ż-O. 92) m, ale w niektórych przypadkach może być 

również większy od m.

IV. Probabilistyczne modele kumulacji uszkodzeń

Najczęściej stosowanym probabilistycznym modelem kumulacji 

uszkodzeń są łańcuchy Markowa [33,59,733.

Sobczyk w pracy [593 opisał miarę uszkodzenia zmęczeniowego proce­
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sem stochastycznym Konstrukcja Cpróbka? może w czasie t 

znaleźć się w Jednym z n+1 stanów EQ, E^, , E = E odpowiadają­

cych przyrostom uszkodzenia zmęczeniowego. Stan E_ Jest stanem 

idealnym, stan E Jest stanem granicznym odpowiadającym zniszcze­

niu konstrukcji. Możliwe jest tylko przejście od stanu niższego do 

najbliższego stanu wyższego

E^ —* E„ —* . . . —> E = E* C4. 282) 
Ol n

Jeżeli w czasie t konstrukcja Jest w stanie E^ , przy czym przez 

P^Ct? będziemy oznaczać prawdopodobieństwo znajdowania się w sta­

nie k, to prawdopodobieństwo przejścia w czasie Ct,t+At? do stanu 

E^+1 wynosi qAt + OCAt?, a przejście do innych stanów OCAt?. Może­

my napisać

P, Ct+At? = P, Ct? Cl - q. At? + P. . Ct?q. .At + OCt? C4.29? k k k k-1 k-1

Po pewnych przekształceniach otrzymuje się następujący układ 

równań różniczkowych

d P CO

—----  = - %poco’ a o
C4. 30?

d P Ct?
-------------- = - q. P. C t? + q, , P, . C t? , k > 1 ..---------------k k ^k-1 k-1dt

z warunkami początkowymi t = O, stan E^ , P^CO? = 1. Jest to czys­

ty proces urodzin. Z rozwiązania powyższego układu równań otrzymu­

je się
PQCt? = e~^0^ > O. C4. 31?

Dla danego q^ można znaleźć rekursywną zależność 

t
P Ct? = q e qk^ f e qkX p. . Cx? dx, k = 1 , 2, ... C4. 32?

k k-1 J k -1
O

Jeżeli k = n, otrzymujemy prawdopodobieństwo zniszczenia konstruk­

cji w czasie t.
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4.1.2 Sformułowanie problemu

W dalszych rozważaniach przyjęto:

- model obciążenia mostu ruchem drogowym i model konstrukcji Jak 

w punkci e 3.4,

- klasyczny model zmęczenia w ujęciu probablistycznym - równanie 

C4. 7D ,

- liniową hipotezę kumulacji uszkodzeń - zniszczenie konstrukcji 

nastąpi, gdy uszkodzenie całkowite A osiągnie pewną wartość a, 

A = a w szczególnym przypadku dla hipotezy Pal mgrena-Minera 

A = 1.

Analogicznie Jak w [37,581 przyjęto, że wartość oczekiwana uszko­

dzenia belki , spowodowanego wymuszeniem losowym, przypadająca na 

Jednostkę czasu wynosi: 

oo
E [ACx,t5 3 = C-1E [MTCx,tD J fzCę,x,t^ d? C4.33D

-co 

gdzi e

C, m - stałe materiałowe z równania C4.72>, 

f Cę,x,t) - funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa wiel­

kości ekstremów Cpików? naprężeń SCx,t?,

E [M^Ck.OI - wartość oczekiwana ogólnej liczby pików naprężeń 

w jednostce czasu niezależnie od ich wielkości.

Funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa wielkości pików na­

prężeń można wyznaczyć ze wzoru [371

O 
—1 

f cę,x,t? = - E CM Cx,t?l f S poCę,0,S,x,t? dS C4.34D
2 1 ** O

-00 

w którym przyjęto następujące oznaczenie

poCS,Ś,Ś,x,O = p • -CS,Ś,Ś,x, t?

Wartość oczekiwaną ogólnej liczby pików można obliczyć następująco 

oo O
E [MTCx,t)J = - [ dS f Ś p CS,O,Ś,x,tl dś C4. 35?

1 u o
-oo -oo

Występującą w powyższych wyrażeniach trójwymiarową funkcję gęstoś­

ci rozkładu prawdopodobieństwa naprężeń, prędkości zmian naprężeń
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i przyspieszenia zmian naprężeń - p CS,Ś,Ś,x,tD - przy przyjętym 
O

modelu obciążenia ruchem drogowym opisują związki analogiczne do

C3.593 i C3.603 
00 00 00

Ps ”CS,Ś,Ś,x, t | J3 =  —3 J J J exp £i + Q2Ś +

-oo -oo -oo

Q Q CQi,Q2,Q3.x>t|J^ dQ±dQ2dQ3,
12 3

C4. 363
k t oo

= { S { T J exp [ iACr.^f

1 2 3 J=1 1 o o
Q [HCx, t-T,c . ,T. IJ3 + Q (HCx, t-T,£ . ,T. I J3 + Q IHCx,t-T,£J ,T J B1 J J 1 2 J J 1 9 J J 1

ęJ rCT,£.) dA1 J
C4. 373

AC t , £ 3

gdzie funkcja wpływu naprężeń DiC x, t-T , £^ , | J3 opisana Jest wzorem

C3. 373 .

Trwałość zmęczeniową, rozumianą Jako czas potrzebny do osiągnięcia 

całkowitego uszkodzenia o wartości a, obliczymy ze wzoru

-1
T = E [Atx,t3J a C4.383

Jeśli proces stochastyczny opisujący odpowiedź konstrukcji Jest 

procesem wąskopasmowym, można funkcję gęstości rozkładu wielkości 

pików naprężeń aproksymować natępującym wyrażeniem [37] 

oo
f C?,x,t3 % - E [M_Cx,t3]-1-^ f Ś p -Cę,Ś3 dŚ C4.393 

Z 1 uę ooo
a wartość oczekiwaną ogólnej liczby pików 

oo
E [MTCx,t3] % J Ś ps^CO,Ś,x,t3 dŚ C4.403

O

Występującą w C4. 403 dwuwymiarową funkcję gęstości rozkładu naprę­

żeń i prędkości ich zmian otrzumuje się z analogicznych związków 

Jak C3. 533 •? C3.583, a mianowicie
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( c pil /? i -i r 1 r p
p^CS.S^.tl = |2n 2J 1exp[ -

2 i r i r im l/Cl-^^l - ^3OH3O+3^lH2l+3^SHl2^O3HO3j + ‘
C4. 411

gdzi e cc = C o" 1 W K2,0
a2 Ko.i
f?m, n

K m, n
C K m K 1^ ^^2,0 ^O,2J

e ^11 C4. 421

war tości H są opisane wzorem C3.581, mn

k t
K = K Cx,t1 = V E [Am+nCrUr [HC x, t —t , £ , , T , IJ1 

m,n m,n Z- J J J '
J=1 O C4. 431

ŃCx, t-T , £ , , T , I J1 f.CT,£.1 dr 
J J 1 1 J

4.1.3 Przykłady obliczeń

Z wykresów gęstości widmowej ugięcia belki mostowej Crys. 3.161 

wynika, że proces odpowiedzi konstrukcji można traktować Jako 

proces wąskopasmowy. Wobec tego, przy obliczaniu trwałości zmęcze­

niowej mostu wykorzystano uproszczone związki określające wartość 

oczekiwaną ogólnej liczby pików naprężeń - C4.401 - i gęstość 

rozkładu prawdopodobieństwa wielkości pików naprężeń - C4.391. 

W obliczeniach przyjęto graniczną wartość kumulacji uszkodzeń rów­

ną a = 1, Jak dla hipotezy Palmgrena - Minera. Ze wzoru C4.331 

obliczono wartość oczekiwaną uszkodzenia △, a ze wzoru C4.381 czas 

T życia mostu ze względu na zmęczenie materiału.

W celu zilustrowania powiązania trwałości zmęczeniowej mostu T 

z odpowiedzią konstrukcji na obciążenie ruchem drogowym, obliczono 

wartości oczekiwane naprężeń w śródku rozpiętości belki i wartości 

wariancji naprężeń przy różnych prędkościach poruszania się pojaz­

dów. Odpowiednie wykresy przedstawiono na rysunkach 4. 3 i 4.4. 

Na rys. 4. 5 pokazano w postaci wykresu zależność trwałości zmęcze­

niowej T od prędkości poruszania się pojazdów przy stałej inten­

sywności zgłoszeń.
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Jak wynika z porównania wykresów na rysunkach 4.4 i 4.5, przy 

gwałtownym wzroście wariancji naprężenia równie gwałtownie, przy 

tej samej prędkości poruszania się pojazdów, maleje czas życia 

konstrukcji ze względu na zmęczenie. Wniosek ten Jest zgodny z wy­

nikami badań nad matematycznymi modelami trwałości zmęczeniowej 

w warunkach losowego złożonego stanu naprężenia opisanymi w [393.
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4.2 Niezawodność konstrukcji ze względu na pierwsze przekroczeni e

Jednym z prostszych modeli zniszczenia konstrukcji jest znisz­

czenie przez przekroczenie określonego granicznego poziomu prze­

mieszczeń lub naprężeń. Ten typ zniszczenia jest często rozpatry­

wany w odniesieniu do niezawodności konstrukcji budowlanych [6,12, 

37,47]. Miarą niezawodności jest w tym przypadku czas do wystąpie­

nia pierwszego przekroczenia poziomu granicznego. Od czasu opubli­

kowania pierwszych prac dotyczących tego typu modelu trwałości 

konstrukcji przez S. O. Rice‘a powstało szereg innych prac poświę­

conych sposobom określania rozkładów prawdopodobieństwa czasu do 

pierwszego przekroczenia. W pracach E35,4Q,4] rozpatrzono problem 

w sposób ogólny, prace [10,53,68] dotyczą przypadków, kiedy proces 

odpowiedzi konstrukcji na losowe wymuszenie jest procesem stacjo­

narnym, a prace [9,23,25,36,51,72] dotyczą niestacjonarnych proce­

sów odpowiedzi konstrukcji. Jedną z niewielu prac, w których uwz­

ględniono wpływ zmęczenia i starzenia się materiału konstrukcji na 

trwałość ze względu na pierwsze przekroczenie Jest praca J. N. 

Yanga i E. Herra [71].

Analizowany problem jest na tyle skomplikowany, że dokładne Jego 

rozwiązanie Jest znane tylko dla niewielu typów procesów stochas­

tycznych opisujących odpowiedź konstrukcji poddanej losowemu wymu­

szeniu. Najczęściej do rozwiązania zadania stosuje się różnego 

rodzaju aproksymacje lub symulację komputerową.

Problem "pierwszego przejścia*' można zdefiniować następująco 
[53] :

znaleźć prawdopodobieństwo PC O tego, że proces stochastyczny XCt> 

opisujący odpowiedź konstrukcji na losowe obciążenie Cproces opi­

sujący przemieszczenia lub naprężenia} co najmniej raz przekroczy 

graniczną wartość "a" Cwyjdzie poza obszar bezpieczny) w przedzia­

le czasu CO,t>. Związana z tym prawdopodobieństwem funkcja nieza­

wodności RCt} Cfunkcja przetrwania) opisana równaniem C4.15 Jest 

prawdopodobieństwem warunkowym zależnym od warunków początkowych - 

zakłada się, że w chwili początkowej t = O konstrukcja znajdowała 

się w obszarze bezpiecznym.

Funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa p^Ct) czasu do 

pierwszego przekroczenia T definiuje się Jako
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C4. 445dPCt5 dRC t5P. C t5 = —TT  = - —-TT-----  dt----------------- dt

skąd T

PCT5 = J p.^5 dt. C4.455

O

Momenty statystyczne funkcji T można obliczyć ze wzoru 

co
M = E CTn] = f tnpd CO dt C4.465

n J1
O

Czasami przy analizie problemu pierwszego przejścia wprowadza 

się tzw. funkcję ryzyka hCt5 [47], która jest prędkością z jaką 

rośnie zawodność systemu w stosunku do Jego niezawodności. Defi­

niuje się Ją następująco:

hCt5
dPCO/dt pdCt5 

1
RCt5 1 - PCt5 C4. 475

Funkcja ryzyka hCt5 bywa również nazywana intensywnością prawdopo­

dobieństwa lub liczbą przekroczeń w jednostce czasu.

Trwałość oczekiwaną T można obliczyć z funkcji niezawodności RCt5 

[47] za wzoru:

co

T = J RCt5 dt C4. 485

O

4.2.1 Problematyka związana z niezawodnością ze względu

na pierwsze przekroczenie

Rozróżnia się następujące typy ograniczeń obszaru bezpiecznego 

[68];

- ograniczenie Jednostronne

XCt5 = a, a może przyjmować wartości dodatnie lub ujemne,

- ograniczenie dwustronne

|XCt5| = a,

- ograniczenia poprzednich typów nałożone na obwiednię procesu.

Schematycznie typy ograniczeń pokazano na rys. 4.6.
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Rys. h.G

Metody rozwiązywania problemu pierwszego przejścia

I. Aproksymacja rozwiązania szeregiem naprzemiennym Rice’a

Funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa czasu do pierwsze­

go przekroczenia poziomu granicznego p^Ct? można opisać nieskoń­

czonym szeregiem [49,513:

co
p.Ct5 = 7 C-l^n+1Q CtD C4. 493

w którym n=l

t t t

V0 = J j J PCŁ1’Ł2............dt1dt2...dtn_1 C4. 505

o<t1<t2<...<tn_1<t

W równaniu C4.5CD pCt. ,t_............t ^dt4 dt_. . . dt Jest prawdopodo- 12.................nl2 n
bieństwem, że przekroczenie poziomu nastapi w każdym przedziale 

czasu dt„, dt_, ..., dt .12 n
Obliczenie dla dużych wartości n Jest bardzo skomplikowane, 

dlatego do aproksymacji p^CtZ) stosuje się szereg ucięty
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m
p. CO % V C- 13n+1Q CO

1 Zj n
n=l

C4. 513

Szereg ten ma tę właściwość, że przyjęcie nieparzystej liczby 

wyrazów szeregu daje oszacowanie rozwiązania od góry, przyjęcie 

parzystej liczby wyrazów - oszacowanie od dołu, wobec tego 

- pierwsze oszacowanie od góry 

p^O = C^CO C4. 523
- pierwsze oszacowanie od dołu

P1CO = 0^3 - Q^Ct3 

- drugie oszacowanie od góry
C4. 533

p^O Q[Ct3 - OgC O + OgCO CC4.543

W szczególnym przypadku, gdy założymy, że przekroczenia tworzą 

proces Poissona, zachodzi związek 

n
Pct±’t2............tn3 = n pCtr3 C4.553

r =1

równanie C4.503 przyjmuje postać

t n-1
Q Ct3 = f f pCr3 dr 1

n Cn-13 ! 1 J J
O

C4. 563

a równanie C4. 493 znaną postać

t
P1Ct3 = pCt3 exp J pCr3 dr 1 C4.573

O

We wzorze tym pCt3 Jest intensywnością prawdopodobieństwa zdefi­

niowaną wzorem C4.473.

Vanmarcke w pracy [68J podał następującą postać wyrażenia pozwala­

jącego obliczyć prawdopodobieństwo RCt3 nieprzekroczenia poziomu 

krytycznego w przedziale czasu CO,t3

RCt3 = A expC-ott3 C4.583

gdzie A Jest prawdopodobieństwem wystartowania poniżej poziomu 

krytycznego, ct Jest tzw. granicznym współczynnikiem zawodności.
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Ograniczenie jednostronne

Prawdopodobieństwo, że proces stochastyczny XCt3 przekroczy po­

ziom krytyczny "a” z dodatnim nachyleniem Ctzn. od wewnątrz obsza­

ru bezpiecznego na zewnątrz)'w przedziale Ct,t+dtO oznaczymy przez 

+, t2) dt 
00

2>C + ,t3 = J |0| pCa,03 d0 C4.593

O

we wzorze tym pCę,0J Jest punktową funkcją gęstości procesów XCt3 

i XCt3 w czasie t.

Przy ograniczeniu Jednostronnym zachodzi

pC t3 = L>C + ,tO C4.6O3

można więc zapisać

00 00 00

2>C +, t ; +, tot 3 = f f... f I 0. & . . . & I1 ’ 2 ’ n Jj J 1 1 2 n1
O O O C4'01:>

pCa, a, . . . , a, 0. , 0_, . . . , 0 3 d0. d0_. . . d0 12 n 1 2 n

W szczególnym przypadku, gdy proces opowiedz! konstrukcji Jest 

stacjonarnym procesem Gaussa, zmienne losowe x i x są niezależne, 

z równania C4.583 otrzymujemy

1

2n exp
- E CXCt3J32

2 er 2 
x

C4. 623

Analogiczny dużo bardziej

procesów normalnych XCt3 i

złożony związek dla ni estacj onar nych 

XCt3 podano w [49 J .

Ograniczenie dwustronne

Oznaczmy bezwzględną wartość poziomu krytycznego przez a. 

Jeśli XCt3 przekracza poziom z wewnątrz obszaru bezpiecznego na 

zewnątrz w czasie dt, to musi to być dodatnie przekroczenie dodat­

niej wartości ograniczenia a lub ujemne przekroczenie ujemnej 

wartości ograniczenia a. Te dwa zdarzenia wzajemnie się wyklu­

czają, można więc napisać 

pCt3 = i>C+,t3 + uC-,t3 C4. 633
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oraz

pCt , t............t ? = y PC±, t ; ±, t • . . . ; ±, t ) C4. 645
1 o Fi La 12 n

sumowanie dotyczy każdej możliwej kombinacji znaków.

W pracy [493 zastosowano przedstawiony tok postępowania do ob­

liczenia trzech pierwszych oszacowań funkcji gęstości rozkładu 

prawdopodobieństwa czasu piewrszego przekroczenia Jednostronnego 

i dwustronnego ograniczenia przemieszczenia słabo tłumionego poje- 

dyńczego oscylatora wzbudzonego białym szumem.

II. Wykorzystanie własności procesu Markowa przy aproksymacji 

trwałości konstrukcji ze względu na pierwsze przekroczenie

W pracach [4,36,52,53,60,68,72] przy szacowaniu niezawodności 

konstrukcji ze względu na pierwsze przejście poziomu krytycznego 

wykorzystano własności procesu Markowa. W szczególnym przypadku, 

gdy konstrukcję można modelować oscylatorem, a wymuszenie Jest 

procesem typu biały szum, przyjmuje się, że wartości procesu odpo­

wiedzi konstrukcji KCt^J oraz Jego prędkości XCt^5 w chwilach t^ 

tworzą dwupunktowy proces Markowa opisany równaniem dyfuzji lub 

równaniem Fokkera-Plancka-Kołmogorowa CFPKJ [523. Wykorzystując 

równanie FPK otrzymuje się równanie różniczkowe o pochodnych 

cząstkowych Ctzw. odwrotne równanie Kołmogorowa - BK? , po rozwią­

zaniu którego można obliczyć prawdopodobieństwo zniszczenia przez 

pierwsze przekroczenie. Jeśli nie interesuje nas gęstość rozkładu 

czasu pierwszego przejścia a tylko Jego momenty statystyczne, moż­

na wyprowadzić prostsze związki tzw. uogólnione równania Pontria- 

gina-k żtta. Ten sposób r owiązani a problemu pierwszego przejścia 

przedstawiono w [43 i uogólniono na układy o wielu stopniach swo­

body.

Własności procesu Markowa wykorzystano nie tylko do procesu od­

powiedzi konstrukcji, ale również w odniesieniu do Jego obwiedni. W 

pracy [523 przy rozwiązywaniu problemu pierwszgo przejścia dla 

nieliniowego oscylatora wzbudzonego losowo przyjęto, że obwiednia 

energii jest jednowymiarowym procesem Markowa.
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4. 2.2 Sformułowanie problemu

Przyjęto model konstrukcji i obciążenia jak w punkcie 3.4. 

Wykorzystano uogólnioną formułę Rice’a C4.593 Cpor. [37]} na obli­

czenie średniej liczby przekroczeń poziomu a w jednostce czasu 

przez maksymalną wartość przemieszczenia b,elki [57]:

co

Ca,x,t|J3 = f wCx,tlJD p • C a, w, x, t I J} dw C4.59a}

O

Dwuwymiarową funkcję gęstości ugięcia i jego prędkości można 

obliczyć ze wzoru C3.532).

Przy założeniu niezależności przekroczeń niezawodność RCt? 

obliczymy ze wzoru analogicznego do C4.583

t
RCt2) = exp J P+Ca, x, t | JD dr J C4.65}

O

W przypadku, gdy a, x, t | JD « 1 można przyjąć, że

t

RCt? % 1 - J P+Ca,x,T|J? dr C4.66D

O

Przyjęcie niezależności pomiędzy przekroczeniami w przypadku 

odpowiedzi konstrukcji w postaci procesu wąskopasmowego nie Jest, 

jak to wynika z [37], w pełni uzasadnione, daje Jednak oszacowa­

nie po stronie bezpiecznej [683.
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4. 2. 3 Przykłady obliczeń

Dla belki mostowej o parametrach Jak w punkcie 3.4 obciążonej 

ruchem drogowym obliczono średnią liczbę przekroczeń w Jednostce 

czasu poziomu krytycznego ugięcia ze wzoru C4.59a2>. Na rysunku 4.7 

przedstawiono wykres tych wartości w środku rozpiętości belki 

w zależności od prędkości poruszania się pojazdów, przy stałej 

intensywności zgłoszeń a na rysunku 4.8 przy zmiennej, teoretycz­

nej CX = wg woru C2.12O intensywności zgłoszeń. Wyniki

porównano z wartościami obliczonymi wg C4.62>, przy założeniu, że 

ugięcie i Jego prędkośó są stacjonarnymi procesami Gaussa.

Z porównania otrzymanych wykresów wynika, że przyjęcie stałej 

intensywności zgłoszeń przy różnych prędkościach poruszania się 

pojazdów daje dla dużych prędkości duże wartości średniej liczby 

przekroczeń, co nie Jest zgodne z rzeczywistością.
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5. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

Przedmiotem rozprawy były drgania stochastyczne mostu obciążo­

nego ruchem drogowym oraz ocena Jego niezawodności z punktu widze­

nia zniszczenia na skutek zmęczenia materiału lub przekroczenia 

ustalonego, granicznego poziomu przemieszczeń Cnaprężeń}.

Celem pracy było wykonanie analizy drgań stochastycznych dźwi­

gara mostowego, wywołanych ruchem drogowym i uzyskanie w miarę 

pełnego probabilistycznego opisu odpowiedzi konstrukcji Cprze- 

mieszczeń, naprężeń} oraz zastosowanie otrzymanych wyników do 

określenia niezawodności mostu w wyżej wspomnianym sensie.

Ze względu na złożoność zagadnienia, w pracy ograniczono się do 

przyjęcia prostego modelu mostu w postaci swobodnie podpartej bel­

ki Eulera, skupiając większość uwagi na modelu obciążenia ruchem 

drogowym i analizie dynamiki i problemach związanych z oceną nie­

zawodności .

W pracy wyróżniono trzy główne części.

Część pierwsza dotyczyła literaturowego przeglądu modeli ruchu 

drogowego możliwych do zastosowania w analizie pracy mostów oraz 

probabilistycznych i półprobabi1istycznych modeli obciążeń. Ruch 

drogowy Jest w swej naturze losowy, co wynika z przypadkowości 

chwil pojawiania się pojazdów na przęśle mostu oraz różnorodności 

konstrukcji i ciężaru pojazdów. Z tych powodów autorka wybrała, 

Jako najwierniej opisujące rzeczywistość, probabil i styczne modele 

ruchu a spośród nich: strumień ruchu w postaci ogólnego punktowego 

procesu stochastycznego oraz strumień ruchu Poissona i Erlanga.

Część druga pracy - najobszerniejsza - dotyczyła analizy drgań 

stochastycznych eulerowskiej belki mostowej wymuszonych ruchem 

drogowym, modelowanym ogólnym punktowym procesem stochastycznym.

Pojedyńczy pojazd modelowano siłą skupioną lub grupą sił skupio­

nych o losowych wartościach. W potoku ruchu wyróżniono rozłączne 

klasy pojazdów poruszających się po moście z różnymi, determinis­

tycznymi prędkościami. Przyjęto, że chociaż parametry belki belki 

są deterministyczne, to nie są one Jednoznacznie ustalone lecz ich 

wartości należą do pewnego przedziału zmienności. Przy takich za­
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łożeniach autorka wyprowadziła związki do obliczenia losowego 

przemieszczenia Cnaprężenia5, Jego pierwszej i drugiej pochodnej 

po czasie oraz ich wartości oczekiwanych i funkcje korelacyjnych. 

Po uproszczeniu modelu ruchu do procesu Poissona,wyprowadzone zos­

tały też wzory pozwalające na obliczenie funkcji rozkładu gęstości 

prawdopodobieństwa: jednowymiarowej - przemieszczenia p^ , dwuwy­

miarowej - przemieszczenia i Jego prędkości oraz trójwymiaro­

wej - przemieszczenia oraz Jego pierwszej i drugiej pochodnej po 

czasie p^^ • Analogiczne związki otrzymano dla naprężeń. Ponieważ 

strumień zgłoszeń Poissona Jest dobrym modelem ruchu drogowego Je­

dynie dla małego lub średniego natężenia ruchu, autorka wyprowa­

dziła formuły umożliwiające obliczenie wartości oczekiwanej i fun­

kcji korelacyjnej przemieszczenia belki przy przyjęciu strumienia 

zgłoszeń Erlanga rzędu drugiego. Otrzymano również zależności 

umożliwiające analizę wpływu korelacji pomiędzy zgłoszeniami 

pojazdów na wartości odpowiedzi dźwigara mostowego.

Zastosowany w pracy algorytm analizy drgań stochastycznych 

zilustrowano przykładami obliczeniowymi. Przyjęto następujące 

dodatkowe uproszczenia zmniejszające złożoność obliczeń: wszystkie 

pojazdy w poissonowskim strumieniu zgłoszeń należą do tej samej 

klasy i poruszają się po moście z tą samą prędkością, parametry 

zaś fizyczne i geometryczne mostu są ustalone. Na wykresach 

przedstawiono wartości oczekiwane, odchylenia standardowe, funkcje 

gęstości rozkładu prawdopodobieństwa przemieszczeń i ich pierwszej 

pochodnej przy różnych prędkościach ruchu i różnej intensywności 

zgłoszeń pojazdów , a także funkcje gęstości widmowej przemiesz­

czeń i funkcje korelacji przemieszczeń. Autorka przeanalizowała 

wpływ przyjęcia różnych typów rozkładów prawdopodobieństwa cięża­

rów pojazdów na wartości i kształt funkcji gęstości rozkładu praw­

dopodobieństwa przemieszczenia, a także wpływ założonego typu 

korelacji pomiędzy zgłoszeniami na wartości oczekiwane i wariancję 

przemieszczenia belki.

Z przeprowadzonych rozważań i obliczeń wynika, że wybrany model 

obciążenia dźwigara mostowego i użyty algorytm analizy drgań sto­

chastycznych, pomimo swojej złożoności, są przejrzyste i umożli­

wiają uzyskanie pełnego opisu probabilistycznego odpowiedzi kons­

trukcji. Otrzymanych wyników obliczeń nie udało się autorce porów­
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nać z innymi tego typu wynikami, ponieważ dostępne publikacje nie 

zawierały potrzebnych informacji o analizowanych konstrukcJach 

i obciążeniu. W większości prac dotyczących drgań stochastycznych 

rozważania ograniczały się zazwyczaj tylko do dwóch pierwszych mo­

mentów statystycznych odpowiedzi konstrukcji Czakres teorii kore­

lacyjnej}. W innych pracach natomiast przedstawiono formuły umoż­

liwiające obliczenie funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 

odpowiedzi układu, lecz nie przedstawiono wyników obliczeń.

Z uzyskanych rezultatów wynika, że typ rozkładu ciężarów pojaz­

dów Cwartości sił} w strumieniu ruchu nie ma istotnego wpływu na 

kształt i wartości funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 

ugięcia belki; współczynnik korelacji między ugięciem belki i Jego 

pierwszą pochodną po czasie Jest bardzo mały, można więc przyjąć, 

że wielkości te są nieskorelowane. Z charakteru funkcji gęstości 

widmowej przemieszczenia wynika, że proces odpowiedzi belki na wy­

muszenie ruchem drogowym Jest procesem wąskopasmowym; uwzględnie­

nie korelacji między zgłoszeniami powoduje zmniejszenie wartości 

wariancji przemieszczenia belki. Różnice między wartościami wa­

riancji przy uwzględnieniu korelacji zgłoszeń i Jej braku są tym 

mniejsze im większa Jest prędkość pojazdów na moście.

Trzecia część pracy poświęcona była zastosowaniu wyników otrzy­

manych z analizy drgań stochastycznych dźwigara mostowego do oceny 

Jego niezawodności. Ograniczono się do badania niezawodności ze 

względu na zmęczenie materiału i ze względu na przekroczenie usta­

lonego, granicznego poziomu przemieszczeń. Do obliczenia trwałości 

zmęczeniowej belki mostowej autorka przyjęła liniową hipotezę ku­

mulacji uszkodzeń ze względu na jej prostotę i fakt, że - jak wy­

nika z literatury [12] - prowadzi ona do wyników nie gorszych niż 

inne, bardziej złożone hipotezy. Przeanalizowano wpływ zmiany 

prędkości i intensywności ruchu na wartość oczekiwaną i wariancję 

naprężeń, na trwałość zmęczeniową dźwigara mostowego oraz na 

średnią liczbę przekroczeń ustalonego poziomu przemieszczeń. 

Zbadano również wpływ przyjęcia założenia o normalnym rozkładzie 

przemieszczenia i Jego prędkości na średnią liczbę przekroczeń 

danego poziomu przemieszczeń. Zaobserwowano, że przy przyjęciu 

jednakowej intensywności ruchu przy różnych prędkościach porusza­
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ni a się pojazdów Czamiast, jak to wynika z badań doświadczalnych, 

różnej, właściwej dla każdej prędkości}, przy dużych prędkościach 

otrzymuje się wartości średniej liczby przekroczeń rosnące do 

nieskończoności , zamiast skończonych i porównywalnych z uzyskanymi 

przy mniejszych prędkościach poruszania się pojazdów.

Otrzymane w tej części pracy wyniki obliczeń mają charakter Ja­

kościowy, a nie ilościowy oraz są interesujące z punktu widzenia 

projektowania mostów i przewidywania optymalnych warunków ich 

eksploatacji. Z porównania wykresów dotyczących zmiany wartości 

wariancji naprężeń przy różnych prędkościach ruchu i trwałości 

zmęczeniowej mostu wynika, że przy tej samej prędkości poruszania 

się pojazdów gwałtownemu wzrostowi wartości wariancji naprężeń 

odpowiada równie gwałtowne zmniejszenie się trwałości zmęczeniowej 

mostu. Spostrzeżenie to Jest zgodne z uzyskanym przez E. Machę 

[3Q] przy badaniach symulacyjnych i umożliwia wnioskowanie 

o charakterze trwałości zmęczeniowej na podstawie badania zmian 

wartości wariancji naprężeń, które są o wiele prostsze do obli­

czenia.

W świetle przeprowadzonych rozważań można stwierdzić,' że teza 

sformułowana we wstępie pracy została udowodniona.
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