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1. WSTEP

Stosowanie powiok uzebrowanych jest celowe, gdyz umozliwia
pewng oszczednodéé materiazdw przy zadanych parametrach geo-~
metrycznych i wytrzymaXosciowych, a takzZe-przy zalozonym zu-
zyciu materiatdéw-znaczne zwigkszenie sztywnodgci na zginanie,
zwieksienie odpornoéci konstrukcji na wyboczenie oraz mozli-
wos$é przeniesienia ewentualnych wiekszych obcigzenn lokalnych.
Uzebrowanie czesto jest stosowane na ptaszczu powloki, w Jjed-
nym lub dwéch kierunkach /pozudnikowym, rdéwnoleznikowym /.
Niekiedy wzmacnia sie pierdcieniami pewne najniebezpieczniej=-
sze przekroje. ‘

Poczgtki prac nad zagadnieniami powXok uzebrowanych mozna
odniegé do poczgtkdw XX wieku, choé wyprowadzeénie podstawowych
zaleznogci dokonano w latach trzydziestych i czterdziestych.
0d tego czasu teorig powXok uzebrowanych uwaza sie za osobny
dzial teorii powiok.

Wéréd wielu metod rozwigzywania /okredlenia stanu napiecia
i odksztaXcenia / powlok uzebrowanych mozna wyrdznié:

a/ metody energetyczne,

b/ metody, w ktdérych rozpatruje sie wspdiprace powoki

z zebrami na liniach kontaktowych,
¢/ metody oparte o zamiane powXoki uZebrowanej na powoke
o ortotropii strukturalnej.

letody energetyczne stosowali miedzy innymi Abovskij [2] y
Levéenko [19] , Viergiejéuk i Binkievid [30] . Wielu autordw
wykorzystuje metody wariacyjne dla sformuowania podstawowych
zwigzkéw w powiokach, miedzy innymi Amiro, Zarﬁckij [4,5] '

a takze Crebied [13,14] i Aboveki [1] -

Wep6prace na liniach kontaktowych uwzgledniaz Wkasow [31],
Iljin [15] i Zaruckij [32,33] . Szczegllnym jej przypadkiem
Jest wspdipraca spreizystych Zeber z opierajgcyg sie na nich
ptytg. W ten sposdéb aproksymowano powxoke. Zapoczgtkowal to
podejécie furie, a kontynuowar Abovskij [2] i Corder [8] .

Wielu autoréw podaje rozwigzania powZok uZebrowanych,
gdzie powoki te zeamieniono na powkoki gadkie o odpowiednio
zwigkszonej sztywnoéci. Metoda ta wykazuje dobra zbieznodé
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dla stosunkowo wiotkich i gesto uXoZonych Zeber. Prace w tym
kierunku prowadzili miedzy innymi: Fligge [10,11] , Abovskij,
Andrejev [3] ¢ Krol [17] , Kowalewski [16] , @ z autordéw
polskich BXocki [6] i Orkisz [23] .

Warto wspomnieé¢ tez o pracach poswieconych optymalizacji
uzebrowania w powXokach. Najwczedniejsza praca z te] dzie-
dziny ukazaa sie Juz w 1949 roku. Autorem Jjej Jest Farrav[?].
W monografiach Shanley’a [27] i Gerard’a L[12] mozna znalezé
pedsumowanie osiggnietych rezultatdéw z lat pieédziesigtych
i bogaty wybdr literatury z tego okresu. Nastepne lata sta-
nowiyg okres szybkiego rozwoju tej dziedziny badan prowadzo-
nych w réznych kierunkach i przez rdinych autordw. Fakt ten

pozostaje w dcistym zwigzku z rozwojem lotnictwa 1 technik

o)
kosmicznych, gdzie powzoki uZebrowane znajdujg zastosowanie.

Spodrdéd wielu prac / w tym takZe monografii /, dotycza-
cych powXok uzebrowanych, ktdre ukazary sie w ostatnich
latach zacytujemy niektdre, najblize] zwiygzane tematycznie
z prezentowang pracy.

Powloki obrotowe z uzebrowaniem w kierunkach potudnikowym
i réwnoleznikowym rozwigzywaz miedzy innymi GCrebien [13] ’
ktéry wyprowadza rdéwnania rdévmowagi w oparciu o teorie pow-
*ok cienkich. Uwzglednia przy tym deformacje Zeber w kierun-
kXu ich osi, oraz ich przemieszczenia w kierunku normalnym do
powierzchni $rodkowej powoki. Do aproksymacji przemieszczen
stosuje podwdjne szeregi trygonometryczne.
Zardéwno cytowény autor, jak i nastepni cytowani ponizej pre-
zentujg przyktady liczbowe. W omawianym przypadku Jjest to
ptyta wzmocniona Zebrami w jednym kierunku.

Chrobot [7] podaje wyprowadzone przez siebie rdéwnania réw-
nowagi dla powtoki o skokowo zmiennej sztywnodci. Rdéwnania
otrzymano z bilansu pracy dla tréjwymiarowego kontinuum ma-
terialnego, w zaleznosci od przyjecia hipotezy o sposobie ce-
formacji powXoki uzebrowanej. Rezultatem sg dystrybucyjne
réwnania rézniczkowe. Zastosowano podwéine szeregi Fouriera
dla walcowych powok uZebrowanych, przy czym Zebra sg usytuo-
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wane symetryeznie wzgledem powierzchni érodkowej. Podano
przyktad liczbowy rozwigzania piyty.

Nagdrski [?1] prezentuje rozwigzania dla powoki rusztowe]
wykorzystujgc wczeéniej wyprowadzone m. in. przez siebie rdw-
nania rézniczkowe dla powoki typu Reissnera. W pracy otrzy-
mano $ciste rozwigzania tych rdéwnani za pomocy szeregéw pote~
gowych, oraz przyblizZone przy 7ﬁsvosowanvu metody zaburzcn
brzegowych. Zatgczono réwniez pxzyﬁlau liczbowy. rozwigzania

powoki.

Zmi jewski [55] podaje rozwigzanie problemu zginania powio-
ki sprezystej w ksztalcie paraboloidy eliptycznej o matej wy-
niostoéci, rozpietej na planie prostokata i podpartej wzdiuz ;
brzegéw na sprezystych Zebrach. Wychodzge z ukadu trzech prze-
mieszczeniowych réwnari rézniczkowych teorii powkok, speXnia-
jacych zaXozenie Kirchhoff’a - Lové’a, oraz uwzgledniajacych
uproszczenia wprowadzone przez Ulwuowq dla powXok matowynios-
*ych opracowano przy zastosow niu meuody skonczone j transfor-
macji Fourier‘a algorytm rozw~d7anla, wraz z pokazaniem
przyktadu liczbowego.

W pracy zbiorowe] Eé4,25] analizowano ptyte 2z Zebrami orto-
gonalnymi metodg elementdw skoriczonych. Réwnania dotyczgce
ptyt sg zgodne z klasyczna teorig piyt, natomiast dotyczice
Zeber z liniowg teorig pretdéw smukzych.

Z przedstaw1onego powyzeJ krétkiego przegladu llteratury

wynika, ze:

- podstawowym problemem w powXokach uzebrowanych Jjest
model %gczenia powioki z zZebrami, rzutujgcy na wspdi-
prace tych dwéch elementdéw konstrukcji,

- brakuje ogélnej teorii powiok uZebrowanych Zebrami
krzyzujgcymi sie, w ktdérej do conanoby Jjednolitego zapi-
su dla powloki i zeber,

- brakuje opracowan z zakresu uzebrowanych wewnetrznie
pow}ok, '

- literatura dotyczgca rozwigzan numerycznych jest dodé
uboga, choé ze wzgledu ne charakter zagadnienia metody

numeryczne mogty m° tu ezerokie zastosowanie.



2. CEL I ZAKRES PRACY

Celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie rdéwnaini statyki
dla powXoki z wewnetrznym uzebrowaniem ortogonalnym. Wyke-
rzystano tu funkcjonat Hu-Washizu [46_ y ktdry sformuowano
dla ciata tréjwymiarowego, z uwzglednieniem deformacji pop-
rzecznej. Nastepnie funkcjonax zapisano na powierzchni pod-
stawowej oraz uzupeiniono go zwigzkami dla wiezdéw zazozonych
wzdiuz linii wystepowania vebv&a Dokonujac wariacji funkcjo-
natu w poszukiwaniu punktu stacjonarnodci otrzymano réwnania
réwnowagi, zwigzki fizyczne i geometryczne, warunki brzegowe
kinematyczne i statyczne oraz dodatkowe zaleZnosci wzdiuz
1inii Zeber. Rozwazania ogreniczono do zagadnied liniowych.
Otrzymane réwnania tatwo mozna przystosowaé do szczegdlnych
typdéw powkok / gdzie np. nie ma potrzeby uwzgledniania de-
formac ji poprzecznej, czy wpywu Zeber / odrzucajgc pewne
sktadniki rdéwnan. , ‘

W rozdziale trzecim sformulowano réwnania statyki powiok
z wewnetrznym uzebrowaniem ortogonalnym. Podano rdéwniez
podstawowe zaleznosci dla szczegdlnych przypadkdéw: powzoki
walcowe] 1 plyty. W rozdziale czwartym zaprezentowano spo-
séb numerycznej realizacji zagadnienia dla powXoki walcowe]
i ptyty. Przedstawiono zastosowane elementy skoniczone 1 al=-
gorytm rozwigzania. W rozdziale pigtym podano przyktady
liczbowe i analize otrzymanych wyni '« Rozwigzano piyte
kwadratowg zamocowang zawiasowo i powioke walcowa w formie
przekrycia cylindrycznego pod obciagZeniem cigZarem wlaénym
i dodatkowo piyte pod ob01qzen1em siza skupidna.

W wyniku przeprcwadzonych oblicz otrzymano uogdlnione
przemieszczenia, a nastepnie wykorzystujsc Jje wyznaczono
sily wewnetrzne. Analizie poddano uvogdélnione sity wewne-
trzne i przemieszczenia. W rozdziale széstym  sformutowano
uwagi i wnioski koiicowe.

W " Dodatku " umieszczono pewne uzupelniajqce przeksztal—'
cenia, ktdérych wyniki stosowane byiy w rozdziale trzecim.
Sposdéb oznaczern oraz niektdére definicje przyjeto jak w [20,2ﬂ.
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3. STATYKA POWLOKI Z WEWNETRZNYM UZEBROWANIEM

LS AN L

ORTOGONALNYM W UJECIU TEORII KCNSTRUKCJI 2 WIRZAMI

3.1 Stan odksztaXcenia i przyjete zaXozenia kinematyczne

Geometrige trdéjwymiarowego kXontinuum materialnego opisuje
sig w globalnym, kartezjaniskim uk?adzie wspdéirzednych
X4 / i=1,2,3 /, oraz w lokalnym konwekcyjnym uktadzie wspdi-
rzednych ¥k / i=1,2,3 /. W zwigzku 2z przejsciem od zagad-
nienie trdéjwymiarowego do dwuwymiarowego przyJjmuje si¢, zZe
¥ ={9°"5}, «=1,2, gdzie g jest wspéirzg¢dng normalnej do po-
wierzchni podstawowej. Wektor poXozenia dowolnego punktu
w konfiguracji poczgtkowe] przyjmuje sig w sposéb nastepujgcy

_F_’-(@“,g) :ﬁ(@d)«‘-—/-\;;(@“), (3.1)

gdzie

R - wektor potozenia punktéw na powlerzchni podstawowej S,
0%~ wspéirzedne krzywoliniowe na S,

X} - Jjednostkowy wektor normalny do S,

Kowariantne wektory bazy wyrazajg sie nastg¢pujaco:

G 29E S
(3.2)

P

gdzie px et = eyl
| %6 (3.3)

Jjest translatorem.



¥ - delta Kronecker’a,

BY - wspbéirzedna drugiej formy podstawowej.

Wektory 'K; tworzg baz¢ na pcwierzchni podstawowej S.
Wspbtrzedne tensora metrycznego zapisuje sig nastepujaco:

Gl = A
G33

I
LS

Do dalszych rozwazap zauwazmy, 2ze

L :detlui‘ﬂ—ZgH-F;«;ZK, (3.5)

gdzie H

%;B; jest érednig krzywizng, natomiast

K

det ,B;l Jjest krzywizng Gaussa.

Kontrawariantne wektory bazy okredla sie wzoranmi:

@)
13
i
E,
<R
>
X

’ (3.6)
-Egé ::-2:3 S
gdzie
=4y 0 pazd e oL (307)
(W5 Wy =9y,

(95 =43 +2(BE- 2HTF)].  (5ue)



Podobnie wspdirzedne tensora metrycznego oblicza sig
nastepujgco:

G

(A (00 o

Gig= 1%

Wektor polozenisa dowolnego punktu powtoki w konfiguracji
aktualnej we wspéirzednych konwekeyjnych mozna zapisad
w postaci:

plE %) =T(e") » 2 d(6% (510

gdzie
—— — —T
d'=Ast ot
J = + 3.1
Yo Py
r=R +uU
3
T - wektor przemieszczenia powierzchni podstawowej S,
¥ - wektor deformacji poprzecznej,
?=F4T¢, :
e B ;.
Pe= =(ug . *+ By up) (3512,

Podwd jng kreskg pionowg oznaczono rdézniczkowanie kowa-
i
riantne w bazle A, .

Tak wigc

—_—

3(@f5)=R+§-k(§3+57,\:. (3.13)
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Wektory bazy okredla sie nastepujgco:

52 = 3@«,: HzAx*' U ¥ 5 5[[,,4,
B (3.14)

—_—

=
i
L
Il
g
77
R

— e

Korzystajgc z wyrazerina p 1 P mozna otrzymad wektor
przemieszczen punktdéw powZoki

_\/—=-|—>—.5_F.>-=—J+53 (3.15)

Interpretacj¢ geometryczng zaleznodéci 3.11 przedstawiono
na rys. 1. : '




Réwnania opisujace powroke uzyskano wykorzystujac pierwszg
formg funkc jonatu Hu-Washizu [26],

TeY ey Vi )= % ey e dV + [69 [blviy +vi)-eqldV-

V %
-liX'dV - JVLClZd S¢. —
] (3.16)
\% (35
r i J L i
~((Vi- ¥ )6 ¥§dSu =M@ dS, —|viq.dS_,
SSu. S+ S-—

gdzie napr¢zenia, przemieszczenia i odksztakcenia“?”ﬂa,eu)
zapisane sg w bazie trdjwymiarowe] konfiguracji poczgtko-

ol

wej. Powierzchnie Si S5 E sg powierzghniami granicz-
pymi,'na ktére dziata obecigzZenie qi 4 qi . Sity objetog-
ciowe oznaczono poprzez ¥iat Powierzchnie $24 1 4 Ce 84
powierzchniami brzegowymi, na ktdérych zadano odpowiedn@o
obcigzenia brzegowe qé lub przemieszczenia brzegowe vé.
Wektgq.ﬁﬁjest wektorem normalnym do powierichni S,

a Clel tensorem spregzystodci. Kreskg pionowyg oznaczono
rézniczkowanie kowariantne w bazie trdéjwymiarowe] 6; .
Z rozpisania wyrazenia (3.15)na powierzchni podstawowe j

otrzymujemy :
AR T
{3
V% = ‘J3 4;35 SE%
gdzie v, U, y Jx » 93 S4 niezaleznymi wielkogciami

przemieszczen.



Mezna utworzyé funkcjonaz [26]

r C
TT"=Jr°‘(*—u¢—;ga;)dV+J v-us-T)dV, (3.18)

\Y
a
gazieTr™, r’ 83 reﬁgcjami wiezi kinematycznych.

Po uzupeknieniu funkcjonatu T funkcjonaXem Tr'*
otrzymujemy Tr= Tr + Tr* zapisany w bazie tréjwymiarowe]

o J [ o3y3
Tr=~;—JC°L” CunCy3 0N ZICE er, @il s

o

V V
£ [CenendV + [c P egen av »
\% : %
§ o 1 7
+ |67 [?—(Voq? "‘V;ch) "eocgajd\/ g
V
it 6% [%‘(Vsloc"‘voc]s)'—eus_]d\/ g
i
+16 [F(vss +V3l3)_ezs]dv o 0.19)
v

— X" adVv —Jv XdV — |w.g’ds, —qu’d&; =
\7 Y, Qr S

e (v,,c Vou |6 “F y$, 0SS, J(v3 vo,,)G“”\)* ds. =
Ru Sty

-v.,ngdS— (S jv o_dS ngqf_ds_qu

J
S+ &_

r \vz—u,—;@)d\/
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Biblic !
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¥

‘e

= i

Przechodzge do zapisu funkcjonaZu na powierzckni podstawo-
. . - o .
weJ w bazile Ai wykorzystano zaleznOSCL[?O]

_ ¥ :
Vi = P [Vxnzz ~Byp dz,]a
V. =.¢ V.
1o FL“- I3

¥
Vsl = V3,u R Ve i (3.20)

VSIS ::\333

oraz Ve = IJ,,;{VK :

Po lewej stronie ostatniej réwnoéci mamy przemiezzczenia

zapisane w bazie ui , & po'prawej w bazie Ay +Podwd j=-

ng pionowyg kreskg oznaczono rézniczkowanie kowariantne
; - el o, PRI A :

w bazie Ay , & przecinkiem rozniczkowanie cz4stkowe.

Catki po objetosdci zastgypiono catkami po powierzchni

podstawowej S wykonujgc catkowanie pog g8y %z

dVZ}ldS =y , (3.21)

Zédefiniowano sity wewngtrzne:

N“”:J MeamgVitioh = N i J- u6*=® ds,

hx

MRS ler® pa=de i NG :Lw”d;’ i

MQL3 =JHG“3; d;’
hg
h{g= LAl h7 <hs 1.2



i A

53552ﬁ351?¢;1;1?63/ h; H
W —t— - - E
//// ///A el
Rys. 2

Wykorzystujae (3.17) i (3.2C) zepisano:

o . e o

7 (Vepp V) = (L uyz ~pEByeus 5 pE Tyys-
g o

—5 p&Byp 35 FUf Uy« Ui By s +5pk Ty et

“SH%BK‘* s ), | (3.23)

5 ayi s
2(Voc|3 +V3[o¢) —_2—'(}-4-5, 55' T Uae +B§U-g tE a})o( it



e

gdzie EX:P =€X}3(Z) ) go(_:’) = 8%3(')’3) )

Ryp = &XF(%)-) T, €03 :Xec(a:() 3 Xsl:XS('a"-")'

sy tensorami odksztacenia zdefiniowanymi na powierzchni

podstawowej. Tensory te okredlone sg przez co  najwyze]
-’ -t

pierwsze pochodne przemieszczen uvogdlnionych (LL)EF).

Ponadto

J

SRR AEE W Ty el eV L v o
Ax533
B3J3

3 (3.25)

onds =(wta(pt)y A

AEh 2y

gdzie A3333, A:P:'JJ’AY'T:S:,

s3 tensorami zdefiniowanymi na powierzchni podstawowej.

Przyjeto takZe nastgpujyce oznaczenia:



3333

ER33
E =

3333

he
[ P
|kl dz
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(3.27)
(3.28)
J, ,
TE
= UWa
=
tds
:P‘ |
o -dS ’
= p :
: X
d J |
+ hﬁ .29)
W g (3
s vl + M
i Cr-:-v' - Xh};, Xoccg d?—)’
B : |
+ 0w q{_ : + h;
3 _—:Cﬁr}}- CF-H_;
= .
ifi-
T
ol :q+
L



Wielkodci brzegowe ozn&czono:

WZQ'::-{}L ﬂ“(jgg ; 1—3
it

I

JM 998,
he

T::L}"Lq,d‘-éd;’ il -—:J},L CL ’?‘)dg (3.30)

Pomigdzy elementami powierzehni 2 , a elementami Xuku |
krzywych Cy¢ , C, , 0g61lnie C mozna znaleZé zwigzek:

ved@ =pvpde dC. (3.32)

Zapiszmy wig¢c funkcjonazx 7 na pow1erzchn1 podstawowe

m=TF [INM), (e, 2,0),(0,3)]

b}



(3.3)

"'Md? 575“0@ e N"PB;Bq. Ll e Mdﬁde. 53 bty N.‘PEFM_ —Md?a&pi A+
+M13533¢ -__ Moc's €,¢3 -+ Non( 3;—13“_) S Nxsb/o(_ +N33J3 i

—NBBXB:]dS _J(F:PLL;p +F3LL3 +L?Jp = L353)CIS—
S

‘J'(—EPLL;, "‘TZPEP 15 U, +Tq33)dC5 =
Ce

_.J[NOLP( L LLoB) Vot -!—Md?(UP" Jo,}z)\)ag "'N‘ﬂ('—ls‘uo})\)od_
Cu
+ MOCB (‘(‘ ~Sr~3 )\)o(_—'d CLJ. .
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3.2 Model powtoki uzebrowesnej jako ciaa z wiezami

W rozdziale 3.1 sprowadzono funkcjonat Hu-Washizu na
powierzchnie podstawowy powXoki. Zaxdézmy na nie]j wzdtuz

pewneJj krzywej L / rys. 4/ naste¢pujyce wigzy:

7 T <x'Cd'::(a;._' «_)7:“':: 0
e P (3.34)

X:s 3’3':0

WskaZnik (z) podany w nawiasie nie podlega sumowaniu.

Rys. 4

Rozpatrzmy teraz obszar S' =zakadajge, iz wzdtuz krzywe]
L wystgpujy oddziatywania z S'" zastgpione odpowiednimi
sitami wewnetrznymi, ktdére wyrdéiniono znakiem bis.

Sg to N , M , N*= | N=3 ,



T i~ ~
Jedli funkcjonat T]” uzupeXnimy o TJ° = 7] [7\ e (,__L)'J):],
ktéry wyraza si¢ nastgpujgceo: :

L

T = [7\3 T3 +Ar) T (T + gy + B L—Lli)]d L

L - : (3.35)

HOI‘P VL / Vs oL
_(N \)o(_ LL;F«, +M P\)o(_a‘vg +M 3\)&63 +N 3\)0L L’-3)C,L
L

9

to otrzymamy Tr*==37:+'?F’, funkcjonaX opisujgcy roz-
patrywane zagadnienie. |
Podane wyzej wielkodci oznaczone A;r), Az 8§ mnoZnika-
mi Lagrange ‘a, ktdére majg interpretacje si* reakcji
utrzymujgeych wiezy (3.34) .

: NDokonajmy wariacji funkcjonaXu T traktujgc przyrosty
wirtualne argumentdéw funkcjonaXu Jjako wzajemnie nieza-
leZzne. Zgodnie z podstawowym lematem rachunku wariacyj-
nego / lemat Dubois- Raymondh / warunkiem - stacjonar-
nosci funkcjonatu 'ﬂV? jest przyrdéwnanie do zera Jego
pierwszej wariacji

i

J(Tr*)=0. (3.36)
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3.3 Réwnania podstawowe

Korzystajgec z zaleznodci (3.36) otrzymujemy kolejno zwigzlki
konstytutywne, geometryczne, rdéwnania réwnowagi, warunki brze-
gowe oraz dodatkowe zwigzki na liniach wigzdw.

Za wyjgtkiem tych ostatnich pozostale mozZna zapisaé ponize]
podanymi wyrazeniami dla Jjednego obszaru, majgc na uwadze,

ze w drugim begdy takie same.

Zwigzki konstytutywne:

oLP «PTE PTE
!
oL T ABTE A BT¢ L3
o= E"' ere * [, Lrgh,t 213 eI
a3 «L3Y3 3y3
Pﬂ = EZS Eys *+ E:A B/X ; (3:37)

a3 P A3 y3 x3y3
Pd = VEZA €ys T E:s 5’*

133 e 33373 APB33 oL P33
[\' e E Y3 =+ E,, E"‘-P + E P aed,_;B.

Zwigzki geometryczne ;
Epe = Uplee ~ Bpx sz,
®2pe = Ipllec — Bpa I3,

(3.38)

—

Eaz — J%’u .
h o A EX&"}S«_ )
=53.



oy =

Réwnania rdéwnowagi?
Ny P ENSEETE =0
o D
NEiB e B N o =

/('3.39)
B B3
hiapge: Sl N =0,
MdPB.’B‘x + 3 e MOLZ)I& o N33 i O.
[
Warunki brzegowe !
U.;?, - LLo'B y 523 = JO:PJ
. . (3.40)
U3 =UWos y '53 = 603,
oraz
B
N - =a T
Md-?\)o& = sz’
(3.41)

Nd\3 QoL -1 T-5 ;

3
MOL \)gQ_:TL,,

gdzie wyrazenia znajdujgce sie po prawej stronie réwnodei
okreslone sg zwigzkami (3.30) .
Dodatkowe zaleznosci na liniach Zeber podano z uwzglednie-
niem zewnetrznych sit pochodzgcych z obszaru S’ '
Warunki kinematyczne : =
; 53'— [):
1 3.42)
(ao(__:ﬁo«_)Toc :O.



Lo o

Wwarunki statyczne:
ap Yep : B
(N - N )V¢+B%?\(T)T¢:Os

"W

(Mcqs - M )\%c + A T? = 0,

(M™* = M™ )y, + 2, = 0, (3.43)

o3 "3 L

(NT® = NT7)y, + jjl—_[am't"‘ By \)*J =0
?\(T)(L-d\)a(. :O, By Jest alteﬁatorem na krzywej L .
Pocane wyzej zwigzki sy prawdziwe dla kazdego obszaru, dla
ktdérego sity indeksowane bis sg =zewnetrznym obcigZzeniem
pochodzacym z obszaréw pozostatych. Podstawiajgc wyznaczone
w "Dodatku" wielkodci do zdefiniowanych wczedniej wyrazen
(3.26) otrzymujemy:

E3333 S A33332(H_h),
E4e1333 - /_\epn Z(H —h),
Ezwzs 3 Aers (Bf; _ZHa,f)%_(HJ _hs),

E}oc'sx‘b _ AoLBxB _32_(H3_ h3),

e e

5 = AP [3x a3 2(H-h) +(B%¥ 53 5(H*-r)+
+(BE-2H75) BE 3 1) || ©oss)

E27% = AP [ oL 2(H-h ) + (BP Tn g (H-hY)+

- B2 Hop BRI R,
FeP™e = AMPTE L (1P TNE
2

— ok BTE



gdzie
[ne=35B% +BEJ% ~2HIE o8, - 43.45)

Wobec tego zwigzki konstytutywne przybierajy postaé:

(

NP =AM 5835 2(H-h) + (B*)5355 (H2-h%)+

+g2-2H3%) BE L H -h?)] Eqe -+
AP LR RS ey AT 2H-h) 3
VLN SR R T R
AR OGRS (HRh?) Ty o (-46)

M AL (%) £y AT SHPRTRY
NS AP B 28 T3 Y eys + AT (37 SE2(H R
(B 3 Z(HP-?) 485 - 2H33 B By

N =A™ 2(H-h) J5 + A% 2(H-h) exp +

APH (BT —2HI?) S (H-h?) 2un .
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3,4 Niektdre zaleznodci dla powtoki walcowej i pXyty

Opisane w (3.25) tensory powierzchniowe mozna rozpisaé:

7\*/_\“?-'55_*_ H(AQ"E‘A?E s OLQA';&’E'),

/\cz:p'te

A M AT,

3 (3.47)
33
/-\"“;3 - ?\*Ad?’
A3333 o A” +2“.
Jdystepujagce w (3.47) AT i W wynoszg:
P LA Yo 3.48 |
0 A B e TE e i e gc)

: is E ¥
i i AN TR TR

Disq "L sg tutaj starymi Lamego, FE- modulem Younge
oraz v wspbtczynnikiem Poissona, natomiast A%P

tensorem metrycznym powierzchni podstawowe].
Powtoke rozpatruje sig w globalnym kartezjariskim ukadzie
wapbtrzednych Xy oy Xp oy Xg o, ktérego o$ X4 jest osig

obrotu powtoki obrotowej.
Xy !




i BT

Promien wodzycy punktéw na powierzchni podstawowej przyjmu-
Jjyc parametryzacJje e =%?, * = z przyjmuje postaé:

e P — o e, il
)
1

R = (Rcosyli, + (R siny) ECT A 3.49

dobec tego wspbXczynniki pierwszej i drugiej formy
podstawowej dla powierzchni walcowej wynoszg:

L 4 _
Ayqi® Ry - e ORI W o
KL =_l§ : o0 AR
R
3.50
Byy =R, Bop =0, Byp = Bpy =0,
TEL 9% |, S
Bl =-4, BS =0, S srp o

Srednia krzywizna z definicji réwna H =1%-B:' wynosi
H = --E%—. Na powierzchni walcowej wszystkie symbole
Christoffel’a sg réwne zero. Nie znikajace pochodne
kowariantne bgdg tutaj pochoénymi zwyczajnymi.

Zapiszmy wiec zwigzki konstytutywne w peinej formie$



R T - e

N“= (¥ +20) 20H-h) ey + &2 2(H-h)ea -

- 02u) 2P ) e+ %32(H—h)253,

w[.\)

(H hﬂ £2+

4 2u) & HH R s + A2(H-H) T,

N2= 2 2(H-h) e, +0¢+20) R(H-h) +

(5.5
MU= - D2 Z (), o o2 2 (1 13) o
X TR sy — 25 LK),



NT= (2 +20)2(H -h) 35 + Za2(H-h) e, +

+N2H-hles - % FH-h%) e, .

Tensory stanu odksztaicenia dla powXoki walcowej przyjmujg

pOS%Zi; :%4 -—RU.?, . Eliair, = -%—l:lz—i':
822 =%Lia ’ ..624 = %%5
b P Jus - 1
SN Jy Era
JUs (3-52)
o =3t 57
M44=%—R33, HRyy = gg”s
oy = %‘gé ) Waop = %‘%2"5
3, )%

i
A
|
&
<]
QD]
[\
w
1!
kli
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Zapiszmy analogiczne zwigzki konstytutywne i tensory

stanu odksztaXcenia dla pxyty uwzgledniajyc, 2zZe

o= Xy @7‘::)(2 sy réwne zero, co daje tes p%= 5;,

a wiec w efekcie takze niektdre z tensordw

materiaXowych sg rdéwne zero.

Zwigzki konstytutywne:

bedgeych
kombinacjami tensordéw metrycznych, grubodci i statych

wspbt-
czynniki drugiej formy podstawowej dla parametryzacji

M" = (3 +240 )5 (H? =h) seu + XEH =R e

M=+ 2 H)%—(HB -h?) %z + 7\*"2'3“(}"]3 -h’) 22 44 )

|

M®= w5 (H-h®) e,
MP= & (H-h?)eas
NE w2 k) B
N®= p2(H -h) 3z,

N2 = [ w2 2 Ao

M42_M24= U _%_(Hs_h's) 2 * o %‘(H3 _hs) 221,

(3.53)
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Tensory stanu odksztalcenia:

_.J9 _ J
a4 = JdX, it sz
S o
¥ g = 2024 T J X, Jd'X, (3.54)
23, e 0

m
A
ol
1l
N
P
D)
X
~
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4, WYKORZYSTANIE METODY ELEMENYLOW SKONCZONYCH
DO NUMERYCZNEGO RCZWIAZANIA ZAGADNIENTA

4.1 PowXoki >

Zastosowano czworokgtny o podwdjnej krzywiZnie element
skofczony [34] ; ktérego\boki sg czesciami rdéwnoleznikdéw
i potrudnikéw (rys. 6) . Ponizej przedstawione przemiesz-
czenia, odksztaXcenia i napreZenia sg wielkodciami

fizycznymi.

X3 A

o

In

N
AN

= -

(o}
a
~S

Rys. 6



Wektor przemieszczed ma postaé:

u,:{54 .DJE.} J3 v Wy, W, Wa }T

b

- —_— -_ —_ o il T
LL:{J1 'JZ " 63 k T__.L1 ca L_Ls}

(441)

3

gdzie pierwszy z wektordw odpowiada przemieszczeniom w ukia=-
dzie globalnym, natomiast drugi w uktadzie lokalnym.
Zaleznodgé pomigdzy obydwoma wektorami mozna zapisad:

= 1w, r | (4.2)

LR
T—Ot ~ (4.3)

Macierz t okreslona Jjest w sposéb nastepujgey:

g —

-ﬁnq cosy O
5 0 0 1 . | (4.4).

cosyp snwy O

Zauwazimy , ze [ 455)

e o

Wektor odksztalcenl opisany Jjest trzynasioma skXadowymi :

E={X" . b/g. b/z,, €as , 523 ’ 39-44 ) 3624 )

i 6
3'342 ) 3‘622 ' 844 \ 824 ) 842 ) 622}. (4. )

Zwigzek pomigdzy odksztaXceniami a przemieszczeniami

przedstawlia sig Jako : (4.7)



gdzie

w. B

L Jjest operatorem,

= : 1
1 el 12
R «R Jx
L.
1 L. dn
1
Ldig
«R Jx
g A
Lz JVZ
4 1
«R JE R
Ldnnd &
R J5
19
Ly dn
A il
Lz dn
wl8ig o N
c@R JE R
elTd
R JE
1P By
P Jr1
B T
Lg OQ

(4.8)

rodane powyzZej o., R pokazane sg na rys. 6, natomiastég,q
8g wspdlrzednymi lokalnymi elementu skoriczonego.

Napr¢Zzenia wyrazamy poprzez:

gdzie

6 =D¢

D Jest macierzy sprezystodci, a
1 I
G’:{N1 G L L R TR VLR TR T L L ’sz}f (4.10)

3

(4.9)



Y et
g 2| wn, N
e LR
Ho 1R
e P |- EP
LR UR 'ﬁ&
ph | ph Hﬁa—
X;P* XPB ER E'REL
xR = e - AL
- b u[z+%] B
s PR | pR
xR () ER,

(4.17)



T

W macierzy D oznaczono:

Py = 2(H:< bl

4.12
p, =51 - n) il

Zwigzki konstytutywne dla siZ poprzeézngch‘zostaly zmody=
fikowane poprzez wprowadzenie wspdXczynnika Y , ktéry
okresla rozkizad napre¢zen stycznych. Dla rozktadu stalego
Y réwne Jjest Jjeden, a_dla rozk?acdu parabolicznego wynosi
5/6 [20] .

Wektor przemieszczen mozna przedstawié w postaci:

u = N-J : [4.13)

Macierz ksztattu N skada sig z iloczynéw  wielomiandw
Hermite‘a , ktdérych stosowanie Jjest korzystniejsze ,ze
wzgledu na mniejszy liczbg parametrdw wezlowych niz stosu-
jac wielomiany Lagrange‘’a , gdzie wymagene jest budowanie
elementdéw z wezlami wewnetrznymi. Macierz ksztaXtu z wy-
korzystaniem funkcji liniowych stosowal Oden [18] do roz=-
wigzywania belek i ptyt z uwzglednieniem deformacji
poprzecznej. Konieczny by jednak podzia? na bardzo dqu
ilodé elementdw.

Wektor IJ Jjest wektorem parametrdéw wezXowych

3= o gt ek vt [4.14)
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Wektor parametréw weztowych ma 72 skadowe. Macierz ksztaitu
ma wymiar 6x72 . W zwigzku z jej duzym rozmiarem =zapiszmy
tylko przykradowy wiersz wektora przemieszczen uwzgledniajqc
tylko niezerowe wyrazy:

LL3:U,; N4N9. + U-; NBNz o L_l.; Nqu I LL';' N4 Nz.,"'
+ LL;'4N5N7. = LL;w Nsz T 1-1-33'4 N; Nz, + U-';'-{ Ns N4 At 4o

=t LL;'ZN,g Nb +u§'zN3 Né ot U.?;'Z_N-_;, N? i 5 LL;'?» N4 N? y

6)

gdzie

2 3
. S0V = 08" * eEL

=
]

Np = 1 -.322 * 223;
Ng = 352 % 2;3 ,
Ny = 27 = 2p
Ng = (E- 252 +53)'o<.R , (#-17)
Ne =(7- 27° ) L,
N =(53 _-é Jar
Ng =(’23 '22)' Ly .
Wobec tego wektor odksztalcen moZna podaé w postaci:
e=La =LT N3 =B7J, sk

B=1L N .

Macierz sztywnosdci elementu i wektor wyrazdéw wolnych
zbudowano wedtug standardowego algorytmu.
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14 -
K®=w RL, | | B"D B* dz-dn,
: 3 % ; (4.19)
F(e)=c>c' R LgJ' J’ NT(@' D(e). d;d Q_
s 3 : (4.20)

p(e) jest wektorem obcigZent wezlowych elementu.

W zwigzku ze stosowaniem wielomiandw Hermite’a trzeciego
stopnia konieczne stao sie, przy wykorzystaniu catkowania
numerycznego wykonywenie go w dziewigciu punktach, po trzy
w kazdym kierunku.

W rozwazasniach numerycznych przyjeto dwa rodzaje wzajemnie
ortogonalnych wig¢zdéw odpowiadajgcych Zebrom  poiudnikowym
i réwnoleznikowym. W ukadach lokalnych pokazano je na
rys. 7 / linie przerywane/.

QJ rlﬂ

EJ
w
N

pal

RN |

Wiezy okreslone sg w ukiadzie lokalnym, w zapisie tensorowym.

Wy Wse —t Y

gy -+ Tx-’-a =k 31 =X = 0 dla wiezdéw poziomych
i - (4.21)
LL

i
gl
|
x|

==(] dla wiezéw‘pionowych



W uktadzie globalnym , w wielkodéeciach fizycznych powyzszy
warunek zapisujemy !

-%(- u1-sj.nxp * u2-co:3\'o)—a'1~sin\p + Jz'scosbpf'

+5-2,—§(u1'cos~]o + u2'sin<.!)),(g=y1 =080
-L' . ‘a1l =\ =
T .( u;cosy 4 u, sn’uf),rz +D’,} Yo 0,

(

W celu sformutowania globalnych rdwnari réwnowagi zapiszmy

funkcjonék Lagrange ‘a ;
L+ L. (4.23)

gdzie ~

=|367edS — |fudS, [ 4.24)

= P\-b/-d o

L (4.25)

Mnozniki Lagrange “a aproksymujemy poprzez:

i | . (4.26)

przyjmujemy

cu={a4. ,M‘}T N:{’T'Q : S}T_ (4.27) .

Wielkodé 14 przyjmuje wartodé e 1lub n odpowiednio dla
. . . . c
wigzdw poziomych i pionowych.
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y = N*J,

(4.28)

We wzorze powyZszym N' jest funkcjg ksztaXtu oparty
o wielomiany Hermite ‘a.

Przy jmujge G o N : N |, (4.29)

" zapiszemy funkcjonal Lagrange’a dla caXej konstrukecji.
e T @ 2 Te© T~
bes= 2 ; Jes K 'D/(e) g"g(e)f + % J(e)' G(e)'w(e).(li.BO)

Wariujge powyzszy funkcjona%X i przyrdéwnujgc jegd wariacje¢
do zera oraz wysumowujgc po elementach otrzymamy:

d3TKs — d@TIF +d(@ 76w + 76 dlw)=0.14.51

Réwnanie to Jjest rdwnowazne zapisowi

Ko — Gw :F,‘

Glid =0

‘(4.32)

co graficznie przedstawiono na rys. 8.

&

Rys., 8
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4.2 Pryty

W ptytach zastosowano podobny element ékoﬁczony (rysy 9)

14

4 3
Ly
4 2 -
» La/ (g
Rys. 9

Wektor przemieszczen zapisujemy w sposéb nastepujacy:

LL:{'J4,J1, |_L3}-.r

(4.33)
Wektor odksztaiced opisany jest piecioma skXadowymi:
v g { _ -

R, RN € I €aq y W4z, 28y } . (4.34)
Natomiast zwigzek miedzy odksztaXceniami a przemiesz=-
czeniami mozna zapisaé: 2l

g Lo (4.35)
il o
L L4 a;
Akl
Ly 9
14
L = L3k [4.36)
851 1 Je
LQ_JQ LAch
1d
Ly dn




b, i

Naprezenia wyrazajg si¢ wzorem:

G’___D_e’ : : (4.37)
gdzie |

§={ N N° MM ME T oy

oraz
[ n
YU
YRR
e N (4.39)
D ER | |XP
CR
P ER
Wspétczynnik W okredéla rozkiad naprezen stycznych.
Wektor parametrdéw weztowych dla elementu piytowego
ma postad T (4.40)
i B R ol L AN

b4

gdzie

b e : f e T Sl TR el 4.41
5 —'{34 i a:q 'a:"z | Jl ) JT” ,J.;'z ) L‘L3 1 LL3'4'LL3'Z} A ( )
Wiezy zapisujemy nastepujgco:

wsy tJy =y, = 0,
, (4.42)
L3 +52=b’2 =0,
Dalszy algorytm jest taki sam jak dla powzoki, w efekcie
zad otrzymujemy ukrad rdéwnani o tym samym .charaktierze.
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5. PRZYKLADY LICZBOWE

W oparciu o algorytm z rozdziaru 4 zbudowano programy -
w Jjezyku Algol na EMC serii Qdra 1300, pracujgce pod
kontrolg systemu operacyjnego George 3.
Istniejy dwie zasadnicze trudnogci przy rozwigzyweniu nu-
merycznym zagadnienia, & mianowicie po pierwsze duzy roz-
miar zadanig numerycznego tzn. problem wymaga duzych pa-
migei 1 czaséw, oraz pe drugle brakuje w dostgpne]j
literaturze pordéwnywalnych rozwiyzarn. Wobec tego  gtdwngy
analize przeprowadzono dla pZzyt, stosujgc przy tym pewne
poréwnania z rozwigzaeniami dla piyt wediug teorii
Kirchhoff‘a - Love’a,
Rozwigzano pityte kwadratowg o boku L, = L2 = 10,0 m,

. 1
swobodnie podpartyg na krawgdziach o nastgpujgcych stazych

materiatowych:
E = 23100 MPa / B1S. /
v = 1/6 '

obcigzong sitg skupiong w $rodku / P = 1,0 kXN / oraz
obcigzeniem rdéwnomiernie rozzoZonym / q = 1,0 kN/m2 7
Przekrdj poprzeczny przedstawiono na rys.l10 .

! !
L AL LA AT A LS
I,_..___._.____._.ll M
I : G Q
I
KLLLL S S

i [

Rys. 10

Ptaszcz piytowy ma 0.05m grubosci z kazdej strony, Zebra
natomiast majg wysokosé 0.3 m , ich rozmieszczenie podano
w zaleznodci od podziatu na elementy na rys. 11 ,



I 1T ‘ I1L
7 T AR BB Y
L7 b R
! ! L |‘./4//
T FEvrs HHegs
' ! R R £ g T e IR
e e e e mon[ [EEEEENEEN:E
e RN me N T ssspaniay
IV IIla
7, 7
s “%

Rys. 11

W wyniku rozwigzenia uk¥adu (4.32) otrzymano przemieszczenia,
a wykorzystujgc Jje wyznaczono sity wewngtrzne dla wybranych
przypadkéw. Analizowano przede wszystkim przemieszczenia przy
réznym potoZeniu i zageszczeniu Zeber.

W kolejnych tabelach i na rysunkach przedstawiono wyniki

obliczel.
- Tabela 1
'podzial Uy (@) [m] U, (®) [m]
T 2.3322 x 10" 6.9314 x 107
T 3,0192 x 107 8.4585 x 10~
ITT 3.2288 x 107 9.1467 x 1077
v 3,2926 x 1071 9.3684 x 10~
K-L 3.2039 x 10”7 9.5091 x 102




- A

W tabeli 1 zemieszczono zestawienia rzednych maksymal-
nego ugiecia Usq dla pXyty peXnej, w ktérej nie zaozZono
wiezdw, a wspéXczynnik rozkzadu naprezen stycznychy przy=-
jeto zgodnie z literaturyg [20] jako rdwny 5/6. Wyniki po-
réwnano z rozwigzaeniami wgdlug Kirchhoff’a - Love’a [29]
umieszczonymi w ostatnim wierszu tabeli. Stwierdzono dobra
zbieznosé rozwigzan dla podziaZu Jjak na rys. 11 w przypad-
ku obcigzenia rdwnomiernie roztozonego Us(Qq) oraz nieco
gorszg dla sity skupione] uBQP).

W tabeli 2 przedstawiono wielkodci podobne jak w tabeli 1
lecz dla ptyty dwuwarsiwowej (rys. 10), tez bez wiezdw, -
wsepdczynnik ¢ przyjeto réwky Jeden. '

W przypadku braku wiezdwmodelujgcych Zebra i wspb2czyn=-
niku Y réwnym zero zadenie staje sie nieokreslone.

Tabela 2
podzial Ug (@) EH] Ua ®) [(m]
I 4.6145 x 10! 1.3279 x 1072
1IT | 5.5695 x 107 1.5660 x 1072
158 5.8056 x 1071 | 1.6506 x 1072
IV 5.8729 x 107 1.6785 x 1072
K=L 5.5419 x 107! 1.6448 x 1072

Tak wiec,przeanalizujmy sytuacje, w ktérej zatozono wiezy
i podziatr na elementy Jjek na rys. 11 dla b réwnego zero,
tzn., gdy cata sita poprzeczna przenoszona Jjest przez zebra.

Na kolejnych rysunkach 12, 13, 14 przedstawiono wykresy
przemieszczen Uq i ‘momentéw zginajgeych MH dla '
obcigzenia q ers.12), obcigzenia P (rys. 13}, oraz
obecigzenia q przy zamocowaniu sztywnym piyty (rys,1@.
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Na kazdym z rysunkéw linia przerywana oznacza Uq lub M11

dla podziatu I, linia ciggta dla podziatu II oraz linia
punktowa dla podziazu III. Rozwigzanie wedtug Kirchhoff‘a
- Love‘a narysowano linig ciggZzg z symbolem K-L.

Pomiedzy wykresami uq i n'" umieszezono schematycznie
pokazany podziat na elementy wraz z rozmieszczeniem Zeber
zaznaczonych pionowymi liniemi przerywanymi.

Wykresy przemieszczeri wykazuja tendencJje zblizania sie
do rozwigzania Kirchhoff‘a - Love‘a, / oznaczonego dalej
K-L /, w miare zwiekszania sie podziaiu i wzrostu liczby
zeber. ‘

Na wykresach momentdw MH

zauwazy¢é mozna, zZe 2ebra

w sposéb wyraZny zaburzajg ich przebieg. Dla podziaXu I
przebieg wykresu jest niemal prostoliniowy z tendencjg do
tworzenia krzywizny przeciwnej niz w rozwigzaniu K-L. Dla
podziau II, podobnie zresztg jak dla podziaXu III wpiyw
zeber jest duzy w strefie drodkcwej p2yty i zanika przy
podporach., Wielko$é momentu zmniejsza sie w sgsiedztwie
zeber.

Lagodny przebieg U, dla obcigzenia q zmienia sie dla
obcigzenia P (rys.13), a wykres momentdw jest tym bardziej
nieregularny.

Na wszystkich wymienionych rysunkach 12, 13, 14 zauwazo-
no doséé dobrg zbieznogé dla momentdw zginajgcych / szczegdl-
nie w strefie przypodporowej /, choé jak wiadomo w metodzie
elementdéw skoniczonych dla danego podziaXu zawsze przemiesz-
czenia wykazujg lepszy stopien zbieZnodci do rozwigzan écis-
Yych niz obliczane przy ich wykorzystaniu momenty.

Kolejne rysunki 15 i 16 pokazujg w podobnym jak poprzed-

nio uktadzie wykresy Usq i M11

dlay =1, przy czym dla
zwiekszenia czytelnosei w przypadku momentdw pozostawiono
jedynie wykresy dla podziatu III i rozwigzanie K-L. Wpiyw

zeber Jjest wyraZnie widoczny.
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W tabeli 3 przedstawiono maksymalne rzedne przemieszczenia

¥q

dla podziazu I, II

i Y réwnego zero oraz zwigkszajace]

sie¢ od Jeden do czterech liczby Zeber w elemencie.

Za kazdym razem Zebra rozmieszczone sg rdéwnomiernie

wewngtrz elementu. Dalsze zwigkszaenie liczby Zeber prowadzi

do utworzenia pityty pelnej, w krancowym przypadku.
sporzydzono dla
Ug stabilizuje

ziomie zaleZnym

od podziatu na clementy.

Tabelg¢

dwéch rodzajéw obeciuzen ( q , P) . Wielkod¢

sig Jjuz dla trzech Zeber w elemencie na po=-

Tabela
U, dla obcigzenia q [m]
liczba wiezdéw w elemencie !
podziak
1 2 3 4
T 9.1834x10~" | 6.2383x107" | 2.5115x107" | 2.5115%10"!
T 7.8373x10™" | 3.0886x10”" | 1.8297x10”" | 1.8297x107"
uy dla obcigienia P [m]
podziax
liczba wiezdw w elemencie
1 2 3 4
T 2.6344x1072 | 1.6902x1072 | 1.0046x10"2 | 1.0046x10™2
1 2.6853x107° | 8.473ex107° | 6.5203x1072 | 6.5203%10"3

Tabela 4 zawiera przemieszczenisa u, przy zwiekszajgcej sie

od jeden do czterech liczby zeber przy Wiz 0 | dla

podziaztu

IT 1 dla Zeber o wysokodéci 0.2 m /poprzednio 0.3 m /.

Stwierdzono podobne zjawiska jak przedstawione w tabeli 3.




Tabela 4

U, dla obcigzenia q {m]

liczba wigzdw w elemencie

1 2 2 4

1 1

5.1782x10™" | 2.0407x10™" { 1.2089x10™ 1.2089x10™"

\

W tabeli 5 poréwnano, zndéw dla obciazenia q , P 1 pray
Y réwnym 1.0, 0.1, 0.001 rzedne meksymalnych ugieé dla
podziatu I i II oraz ITa, z ktdrych ten ostatni jest podob-
ny do II, lecz wiezy zaXozone sg na linie podziatu na ele-
menty, tzn. _zamiast dla§=2 = 0.5 sg zazozone dla 5 =N = 1.0
dla kazdego elementu. Cznacza to, Ze w pewnym sensie pocdobne
stajg sie podziaty I i IIa, gdyz podobny Jjest ukiad wig¢zdw
/ w przypadku IIa zatozone sg one dodatkowo na brzegu /.

Tabela 5
uq dla obcigzenia q ([m]
podziazk I T ; ITa
¢ = 1.0 | 3.9416 x 107" | 5.3125 x 107" | 5.2586 x 107
w=0.1 | 5.3755 x 107! | 6.3881:x 107" | 5.9948 x 107
¥i=0.001 |.. 8.9143 = foTl | F7.7880 ¥ 407! | | f2.5586 xilo ©
;3 dla obecigzenia P [m]
podziak | I LL Ila
W= 1.0 | 1.1860 x 10725 | 1.4801 x 1072 | 1.5012 x 1077
Y= 0.1 | 1.5399 x 107 | 1.7881 x 1072 | 1.8910 x 1072
Y =0.001 | 2.5599 x 1072 é 2.6058 x 107° | 3.0428 x 107!




Réznice polegajg tylko na podziale na elementy. Wobec
tego, rozwiyzania sg dok*adniejsze dla IIa niz dla I,
lecz jeszcze nie takie jak dla IT, przy danym ¢ .
Zauwazmy tez, ze w miare zmniejszania sie Y rozwiqzania
Ila staja sie rozbiezne. | : e

W tabeli 6 przedstawiono dla obcigzenia —q , P i po-
dziatu I, II, III oraz zmieniajgcego sie Y maksymalne

rzedne przemieszczeﬂ‘uj.

Tabela 6
g x 107! [m] obeigzenie gq
éodziak
Wy I 11 TIT |
1 3.9416 | . 5.3125 5,6766
10™! 5.3755 6.3881 644390
107 £8.9143 7.7880 7.0671
1070 9.1832 7.8373 7.0982
0 9.1832 7.8373 7.0983
Uy X o [m] obcigzenie P
podziaz
W T IT 111
1 1.1860 1.4801 1.5950
o 1.5399 1.7881 1.8102
1077 2.5599 2.6058 2.5039
1070 2.6343 2.6852 2.6736
0 2.6344 2,6853 2.6739




Dobierajagc odpowiednio maXe dazgce do zera ¥ modelujemy
ptyte dwuwarstwowg z wewngirzng siatka zeber przenoszacych

T

calg site poprzeczng i zapewniajgcg wspdiprace warstiw.

n-

Zwigkszajac ¢ do jednoéci wciggamy do przenoszenia sity
poprzeczne] réwniez warstwy zewnetrzne. Jeszcze dla Y =0.1
w miare zwigkszania si¢ podziatu rzg¢dne rosng, natomiast
dla y mniejszych malejg,lecz w obu przypadkach zblizaja
si¢ do tych samych wartodci. Dla ¥ rdwnego 107° wartosci
Uy 84 takie same Jjak dla w réwnego zero. Przy qj réwnym
zero 1 podziale III WdrtOSCA u3 nie sg Jjeszcze zbyt blisko
rozwigzan XK-L, a wynlka to zaréwno ze zbyt matego podziaku
oraz sposobu rozmieszczenia zZeber i charakteru pracy

konstrukcji.

- W tadeli 7 zamieszczono wielkodei u, w podobnym Jjak
w poprzedniej tabeli ukzadzie z tg rdinicy, 2ze funkcje ba-
zowe dla mnoznikdw Lagrange ‘a zamieniono z llnlowych na

trzeciego stopnia / Hermite‘a /. Zauwazono dla matych ?
zmnie jszenie wartosci przemleszczeﬁ.

Na kolejnych rysunkach przedstawiono wykresy przemieszczeﬁ
Usg i momentéw W' dla ¢ rdéwnego zero i wigzdw zaozo-
nych jak na rys.11, y réwnego jeden i braku wiezéw, oraz
rozwigzania K-L. ' '
Rysunek 17 sporzgdzono dla obcigZenia q i .podziatu IT,
natomiast 18 dla podziazu III. Podobnie,'rysunek 19 przed-
stawia rozwigzanie dla_obciqienia P i podzialzu II, a 20
~dla.podziatu III.

Pordwnujgc parami wykresy 17 i 18 oraz 19 i 20 widaé, ze
badane wielkodci zmieniaja sie i przy gestszym podziale sg
doéé zblizone do rozwigzan K-L. WyrazZny Jjest tez wpiyw
zeber, szczegdlnie na wykresy momentdw zginajgecych.

Zebra zaznaczone sg podobnie {ak poprzednio pionowymi
przerywanymi 11n13m13natom1¢ut podziat na elementy pionowy-
mi liniami ciggiymi umieszczonymi pomiedzy wykresami u3 - M1!;
Na wykresach liniami punktowymi zaznaczono rozwigzanie K-I,
liniami ciggtymi rozwigzanie dla Y réwnego jeden i braku
wiezdw oraz liniami przerywanymi dla ¥ réwnego zero 1
wiezéw zaXozonych jak na rys.t1.
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Tabela 7

u, X Yol [m] obcigZenie g

podziat?

I I IIT
1 7.5421 5.1902 5.6496
Tom 5.2139 6.4149 5.6496
<
LR 9.123 TeT494 | =—me=-
-6 7 7 (S
10 9.4073 7.7859 | =—eme-
0 9.4076 7.7860 6.9831
s X 10—2 !-m] obeiliaz s D
3 m gzenle I
podziaz
kP I II IIT
1 1.0693 1.3937 1.5642
to™! 1.4228 1.7338 1.7622
-3 Lo ) D 4 -
10 2.)714 ;.{9&) ......
-6 2
10 2.4402 ;a4 i DU LR Y
0 2.4403 2.2141 1.9972
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Rozwigzano tekize powXoke {34] w ksztalcie tzw. "sklepienia
cylindrycznegg'obciazona cieﬁarém wkasnym q = 4.48 kN/m2
i zamocowang wzdiluz dwéch rdwnolegzych krawedzi na przepo-
nach, oraz na pozostatych dwéch swobodna. Na rys. 21 poka-
zeno ¢éwiartke przekrycia powXokowego z zaznaczeniem osi
symetrii. Przyjeto y réwne zero, oraz modut Younga wyno-
szacy 21500 Mpa. Na przeponie przemieszczenia w jej ptasz-
czyZnie zaXozono réwne zero. :

X4 A b

762

R

Obliczenia przeprowadzono dla podziatdw jak na rys.22
na Jjeden, cztery i dziewieé elementdéw. Liniami przerywa-
nymi 0znaczono wiezy nak¥adane na powXoke. Stosowanie
wigkszego podziatu nie jest opZacalne na dostepnym sprzecie.



Ctrzymane wyniki vgiecia powZoki w kierunku normalnym
do powierzchni podstawowej dla grubodci powkoki
H = 0.0762 m i przypadku bez wiezdéw pokazzno na rys. 23.

Y Uy 1073w

Liniami przerywanymi oznaczono rozwigzenie dla podziatu

o)

I, linig ciggg dla II, oraz linig punktowg dla III.
Rozwiazanie‘analityczne oznaczono grubszg linig ciggka.

Przy podziale III na dziewiel elementdw otrzymane ugiecie

stanowi 60% rozwigzania analitycznego, ktdére autorzy [34~

#a

uzyskali stosujgc podziaz na dwadziesdcia cziery elementy

przy uzyciu wielomiandw trzeciego stopnia aproksymujgcych
stan przemieszczenia. Podobne wielomiany stosowano tu

Yache T, “T1. IIT.

0,)

*)

w rozwigzaniach przy podzi



(@)
0
!

Wielomiany drugiego stopnia i

elementy daje w [3{] rozwigzanie

podziazx

na dwadziedcia cztery
pokazane linig kropkowg na

rys. 23. Nastepnie analizowano powZoke o przekroju poprzecz-
nym podanym na rys. 24, z wiezaml aproksymujgcymi zebra przy
podziale na elementy podanym na rys. 22.
™
Kééé&??&&%&éééé//?&% 2
_________________ Q[ o
Q Q
i S
&éééééiié%%Z??Oéé%Z?
| |
Rys. 24
W tabeli 8 przedstawiono wielko$ci ugieé w punktach A i B
kys. 2ﬂ dla powkoki o rdéinych grubosciach warstw wewngtrz-
nych / 2h wynosi od 0.00635 m do 0.06350 m , (rys. 24)/.
Wielkodé %} przyjeto réwng 5/6.
Tabela 8
u, [m] dla punktéw
5 [2] x
A B
0.00635 1.9171 x 1072 LA 231 6hx 105~
0.01270 1.6054 x 1072 ~4.5469 x 1072
ol ‘ﬂ—4 r -2
0.02540 70556 x.10 =0 e I "% 1.0
0.05080 ~3.6264 x 1077 ~9.6129 x 1072
0.06350 -1.1804 x 107° ~1.8102 x 107
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Dla pordéwnania ugieé podanych w tabeli 8 z rozwigzania-
mi bez natozonych wiezdw zauwazmy, Ze np. dla 2h wynoszag=-
-0.C031242m,

wige natozenie wiezdw

cego 0.0508 m ugiecie u, a° , A wynosi

= 0.,093314 m, a
powoduje pewne usztywnienie konstrukegji.

a dla punktu B

Dalsze rozwazania prowadzone bedg dla powoki o przekro-
Jju poprzecznym Jjak na rys. 24.

W tabeli 9 umieszczono przemieszczenia &1 w punktach A
iBdlay

ziewieé ilodci wiezdw w elemencie

e

réwnego zero przy zwiekszajgcej sie od jeden do
przy peodziale I i od
jeden do dwéch przy podziale II. ZauwaZmy, Ze podobne
ugiecie uzyskuje sie przy podziale I i pigciu wiezach jak
dla podziatu II i dwdéch wiezach,

Tabela 9
podziazx I
wiezdbw
o 2.0681 x 10 © -8.4389 x 10
2 8.2751 x 1079 -3,9370 x 107!
3 5.7897 x 1072 ~2.9619 % 107"
i 3.6800 x 107° ~2,2351 x 107!
5 2:9924 x 102 ~129576 % 107"
7 -5.1876 x 1072 -9.5347 x 109
9 -5,0802 x 1077 -9.0932 x 107¢
podziat II
i;osé B
wiezdw
1 3.8418 x 10°° ~2,3237 x 107!
2 2,4988 x 1072 -1.9833 x 107




Tabela 10 -

bez

wigzdw

NI 2aBe/b

Z2 wi

¢zami

WJ = 5/6

z wigzami

qj =

0

ok v, im] w punktach ~u, [m] w _punktach u, [m] w punktach
podziat - e .
A B A B A B
~ —3 -2 3.626 "‘3 . -2 2 Orq =1 s -1
1 ~3.$242x%10 -9.9314x10 ~3.,6264%10 ~9,6129x10 2,0681x10 ~3,438%%x10
11 -9.0546x1072 | -1.0567x107! ~7.7216x1072 | -1.0578x107" 3.8418x107% | -2.3237x10™!

-

£
k.



W tabeli 10 przedstawiono pr

zemieszczenia u dla

1

powloki bez i z wiezami przy rdinych wartosciach Y
i podziaxach I i II. Dla ¥ réwnego zero ugiecia dla
punktu B sg dla podziaXu I o Je?en zqd wigksze niz
przy { rdéwnym 5/6, lecz przy zwigkszeniu 1 podziatu
i liczby wiezdw sg juz tylko ?wukrot ie wieksze od
odpowiednich wielkodcl przy ?4 réwn 5/6.

Na rys. 25 przedstawiono dla pcdziﬁku I -icIl voraz
%’ wynoszgcym Jjeden wykresy ugieé u, « Linig przery-
wang zaznaczono rozwigzanie przy podziale I, a linig
punktowa przy podziale IT.

We wszystkich tabelach
powloki mozna zauwazyé

na rysunkach dotyczgcych

podobne tendencje jak w przy-
padku ptyty, 2z tym, Ze rozwigzania przy réwnym
zero stabilizujg sie wolniej dla powZoki. Stabilizac-
ja ta zalezna jest miedzy innymi od wzajemnych propor=-
cji grubosgeci warstw zewnetrznych do catej grubodcei.
W podanych przykiadach dla pZyty proporcja ta wynosi
1/4, a dla powkoki 1/3.
-
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6. UVAGI KORCOWE

W pracy sformuXowano w Jednolitym zapisie ogdélng teorie
powlok z wewnetrznym uzZebrowaniem ortogonalnym. Podano pod=-
stawowe zwigzki, a nastepnie = przy wykorzystaniu metody
elementdéw skonczonych - zaprezentowano algorytm rozwiaza-
nia numerycznego. Wiezy zaloZone pomiedzy warstwami zew-
netrznymi aproksymujg Zebra i powcdujy znaczny wzrost
rozmiaru zagadnienia numeryczneg

1 cim mogg by¢é stosowa=-

D O
o+
K
N
(43

Rozwigzania podane w rozdzial

ne dla dowolnych powiok, ze wzgledu Inak na mozliwosci

red
D
by J
3
<
=
0

przeprowadzenia obliczeni na dostep sprzecie szczegdtowo
oméwiono ptyty i powZoki walcowe.
Analize numeryczng przeprowadzono przede wszystkim dla piyt
badajgec zbieznosé rozwigzan przy:

1/ zaozonych podziazach na elementy skoriczone,

2/ zatozonych liczbach wiezdw w emencie,
Przyjmowano, Ze cata sita tngca jest przenoszona przez

stw

Zebra, badZ tez, uwzglednionc wa

vy zewnetrzne przy JeJj-

przenoszeniu.

Z przeprowadzonych obliczen wynikaja nastepujgce wnioski:

1/ Metode numerycznego rozwigzania zagadnienia okazala sie
dobra, gdyz uzyskano zadawalajacg zbieznodé wynikdw,
2/ W zakresie szczegdzowych rozwazan dotyczygcych wynikdw
stwierdzono, ze:
- Zzebra powodujg zmiane charakteru wykresdéw momentdw
zginajgcych i wpiywajs na zmniejszenie ich wielkosdei
w sgsiedztwie zeber,
- zwigkszenie liczby Zeber w elemencie powoduje znaczne
usztywnienie konstrukeji.
3/ Uzyskanie dokXadniejszych rozwiazan, szczegdélnie dla
powxok wymaga " duzych i szybkich " komputerdw.



 HER

DODATEXK

Ponizej przedstawiono sposdéb wyznaczania catek z zalei-
nosei (3.26), Przyjmujgc rozkZad materiazu powXoki wediug
rys. 2 i korzystajsc z (3.3}, (3.5}, (3.7)i (3.8)

otrzymujemy :
de; =J(1~2;H +2*K)= 2(H-h)+ &(H’ -KK,

(o1)
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5% + g% B} -2H %) dg =

e 2 3 3
=(BY-2HT%) £(H’-1?),
Nastepne wyrazenia caXkowe wyznaczono'wedlug algorytmu

. £ . )
pcdanego przez Naghdi‘ego LZO] , korzystajgc przy tym
z rozwiniecia w szeregi potegowe wyrazen podcatkowych?

4\ i % o R njet
VERIR = Zo Le B = 2 (B, =5,
gdzie OCTU[. = Efi §a A (2)
Cr =B



+(B% —2H37) [BL 5K - h*) +0 )] =



i o

Mate wyzszego rzedu pomijano zgodnie z [20] . Wyznaczone
w ten sposdéb wielkodci wprowadzone do zwigzkdw konstytu-
tywnych daja wyrazenia zgodne po przeksztaXceniach ze

znanymi z literaturyS
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gdzie

8= ouEy B ocivon i

oraz

.J[a’; g +Bfe§4 +(Bz)§€§s ""(83)3«56 e Jd(g:
h‘g : ‘ .

=3 7s 2 -+ 0 () +(By —2Ho8):
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