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1. Wstep

Ubezpieczenia w naukach ekonomicznych stanowia integralng czg¢s¢ nauki o
finansach i dlatego w programach studiéw na uczelniach ekonomicznych wyktada-
ne sg przede wszystkim na kierunku Finanse i Bankowos¢. W standardach okreslo-
nych w minimach programowych tego kierunku znajduja si¢ takie przedmioty, jak:

e zastosowania matematyki w finansach i bankowosci — 30 godz. (w nowych
standardach: matematyka finansowa i ubezpieczeniowa — 30 godz.),

e ubezpieczenia — 30 godz.

Przedmioty te sa obowiazkowe dla wszystkich studentéw kierunku.

Z kolei zastosowanie metod matematyczno-statystycznych w edukacji ubezpie-
czeniowej na studiach ekonomicznych moze mieé¢ szerszy wymiar w ramach
przedmiotéw specjalnosciowych. Na Wydziale Zarzadzania i Informatyki Akade-
mii Ekonomicznej we Wroctawiu kierunek Finanse i Bankowos$¢ zostal wprowa-
dzony w 1993 roku. W ramach tego kierunku oferowane sa studentom nastepujace
specjalnosci zawierajace przedmioty ubezpieczeniowe, ktére w swojej tresci pro-
gramowej obejmuja réwniez metody aktuarialne:

¢ bankowosc¢ i ubezpieczenia,

e zarzadzanie finansami,

e zarzadzanie ryzykiem,

¢ ustugi finansowe na jednolitym rynku europejskim,

¢ nieruchomosci.
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Wsréd wielu przedmiotéw o ubezpieczeniach prowadzonych dla studentéw
Wydzialu Zarzadzania i Informatyki mozna wyr6zni¢ nastgpujace, ktére zawieraja
w swojej tresci matematyke aktuarialna:

¢ metody aktuarialne — 60 godz. (30 godz. wyktadu + 30 godz. ¢wiczen),

e ubezpieczenia niezyciowe — 60 godz. (30 godz. wykladu + 30 godz. ¢wi-
czen),

e ubezpieczenia emerytalne i na zycie — 30 godz. (15 godz. wykladu + 15
godz. éwiczen),

e zarzadzanie ryzykiem w ubezpieczeniach — 30 godz. wykladu.

2. Metody aktuarialne — program

Jako przyklad oméwimy zostanie program przedmiotu metody aktuarialne,
ktéry jest najbogatszy w tresci programowej w zastosowanie metod matematyczno-
-statystycznych w ubezpieczeniach.

1) probabilistyczne modele ryzyka ubezpieczeniowego:

— charakterystyka ryzyka ubezpieczeniowego w ubezpieczeniach typu non-life,

— modelowanie ryzyka ubezpieczeniowego w ubezpieczeniach typu non-life,

— modele dyskretne liczby szkdd,

— modele dynamiczne liczby szkéd,

~ rozkfady prawdopodobienstwa stosowane do opisu wartosci odszkodowan i
swiadczen,

— modelowanie ryzyka katastrofalnego,

- charakterystyka ryzyka ubezpieczeniowego w ubezpieczeniach typu life,

— modele czasu trwania zycia,

— postacie analityczne modeli demograficznych;

2) modelowanie ryzyka ubezpieczeniowego w portfelach:

— charakterystyka portfeli ubezpieczeniowych,

— model indywidualnego ryzyka,

— model kolektywnego ryzyka;

3) metody kalkulacji sktadki w ubezpieczeniach typu non-life:

— budowa skladki ubezpieczeniowej,

— og6lne zasady ustalania skladki ubezpieczeniowej,

— metody kalkulacji sktadki ubezpieczeniowej netto;

4) skladki w ubezpieczeniach na zycie:

— czynniki wptywajace na konstrukcj¢ sktadki ubezpieczeniowej,

— konstrukcja tablic trwania zycia i modele demograficzne,

— metody obliczania skladki jednorazowej netto i sktadki biezacej w podsta-
wowych typach ubezpieczen na zycie;

5) proces ryzyka w dziatalnosci ubezpieczeniowej i teoria ruiny:

— proces nadwyzki finansowej w zakladzie ubezpieczen,

— wybrane metody oszacowania prawdopodobienstwa ruiny,
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— zastosowaniec prawdopodobienstwa ruiny w dzialalnosci techniczno-
-ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej zaktadéw ubezpieczen;

6) rezerwy techniczno-ubezpieczeniowe i metody ich tworzenia:

— rodzaje rezerw techniczno-ubezpieczeniowych i ich znaczenie,

—wybrane metody tworzenia rezerw techniczno-ubezpieczeniowych
w ubezpieczeniach majatkowych,

— klasyczne metody obliczania rezerwy matematycznej w ubezpieczeniach na
zycie;

7) reasekuracja:

— reasekuracja klasyczna, rodzaje umow,

— wyznaczanie udziatu wlasnego w podstawowych typach uméw reasekuracyj-
nych.

W dalszej czgsci referatu bardziej szczegélowo przedstawione zostang zasto-
sowania metod matematycznych w ubezpieczeniach, wyktadane studentom stu-
diéw ekonomicznych na wykladach specjalizacyjnych. Tutaj zgodnie z og6lnie
przyjetymi standardami stosuje si¢ podzial na zastosowania matematyki w ubez-
pieczeniach typu non-life i na zastosowania matematyki w ubezpieczeniach typu
life.

Wyklady specjalizacyjne z ubezpieczen non-life dotyczace zastosowan mate-
matyki obejmuja nast¢pujace problemy:

e modelowanie i pomiar ryzyka ubezpieczeniowego,

e modelowanie ryzyka ubezpieczeniowego w portfelach i ocena réwnowagi
finansowej operacji ubezpieczeniowych,

¢ metody kalkulacji sktadki ubezpieczeniowej netto,

¢ wykorzystanie metod statystycznych pomiaru ryzyka ubezpieczeniowego w
kalkulacji rezerw techniczno-ubezpieczeniowych i w ustaleniu poziomu udzialu
wlasnego w kontraktach reasekuracji nieproporcjonalne;.

3. Modelowanie i pomiar ryzyka ubezpieczeniowego

W teorii aktuarialnej ryzyko jest sformalizowane i modelowane. Zaklada sig, ze
do opisu ryzyka ubezpieczeniowego wykorzystywana jest zmienna losowa, ktéra
przyjmuje wartosci nieujemne. Uzasadnione jest to tym, ze ryzyko ubezpieczenio-
we ma charakter losowy, gdyz zmienne opisujace ryzyko ubezpieczeniowe sa nie-
znane ubezpieczycielowi i wyst¢pujg losowo. Sa to mianowicie:

— liczby szkéd,

— wartosci szkod,

— momenty czasowe, w ktérych wystepuja szkody lub straty.

Ze zmienna losowa zwiazana jest funkcja rozkladu prawdopodobienstwa zwa-
na dystrybuanta, ktéra dobrze charakteryzuje ryzyko ubezpieczeniowe. Stad do-
brymi miarami ryzyka ubezpieczeniowego stosowanymi w praktyce sg nast¢pujace
parametry rozktadu prawdopodobienstwa:
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— wartos$¢ oczekiwana,

— odchylenie standardowe,

— wariancja,

— wspétczynnik zmiennosci,

— wspdlczynnik sko$nosci.

Jezeli ryzyko jest mierzalne i w wyniku obserwacji zebrano dostatecznie duza
liczb¢ danych statystycznych, to mozna stosowa¢ empiryczne metody modelowa-
nia, ktore wykorzystujg statystyke opisowa. Wowczas jako miar¢ ryzyka mozna
stosowaé parametry pozycyjne, takie jak kwartyle, a zwlaszcza mediang, dominan-
te, odchylenie ¢wiartkowe i inne.

W praktyce ubezpieczeniowej do charakteryzacji ryzyka ubezpieczeniowego
wykorzystywane sa nastgpujace wskazniki:

— wskaznik cz¢stosci wypadkéw ubezpieczeniowych,

— wskaznik rozszerzalnosci wypadkéw ubezpieczeniowych,

— wskaznik czestosci roszczen,

— wskaznik intensywnosci wyst¢gpowania wypadkow ubezpieczeniowych.

Studentom sg przedstawiane nastgpujace zagadnienia dotyczace probabili-
stycznego modelowania ryzyka ubezpieczeniowego:

e charakterystyka ryzyka ubezpieczeniowego,

e dyskretne modele liczby szkéd.

Zmienna losowa K, ktdra opisuje liczbe szkéd, moze przyjaé wartosci 0, 1, 2, ...

Do charakteryzacji zmiennej losowej K znajduja zastosowanie nast¢pujace roz-
ktady prawdopodobienstwa:

— dwumianowy,

— Poissona,

— ujemny-dwumianowy,

— logarytmiczny.

Podaje si¢ rowniez przyktady zastosowan tych rozkladéw oraz przedstawia sig
problem zmiennosci intensywnosci wystgpowania szkdd losowych i dzigki temu
prezentuje si¢ model dynamiczny liczby szkdd losowych oraz definiuje si¢ mie-
szany rozklad Poissona i podaje si¢ przyktady empiryczne.

4. Rozklady prawdopodobienstwa wartosci szkod

Wartos¢ indywidualnej szkody lub indywidualnego roszczenia w pewnym ryzyku
moze by¢ modelowana za pomoca zmiennej losowej ciaglej o pewnej dystrybuancie
F(x), a przede wszystkim o wartosciach X > 0, a takze o wartosci oczekiwanej E(X)
skonczonej, gdyz w przeciwnym przypadku takie ryzyko nie jest ubezpieczalne.

W zastosowaniach aktuarialnych spotyka si¢ najczgsciej nastgpujace typy roz-
ktadow:

— gamma,

— Pareto,
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~ beta,

— logarytmiczno-normalny,

— normalny.

Podstawowy aplikacyjny problemem, jaki tutaj si¢ pojawia, to okreslenie po-
staci dystrybuanty lub znalezienie podstawowych parametréw tej dystrybuanty.

Aby go rozwiazaé, stosuje si¢ nastgpujace metody:

¢ konstrukcje empirycznej postaci dystrybuanty na podstawie obserwacji z
poprzedniego okresu zestawionych w szeregi czasowe;

¢ szukanie analitycznej postaci dystrybuanty wyrazonej wzorem i w tym celu
wykorzystanie statystycznych testéw istotnosci do zweryfikowania hipotezy o po-
staci dystrybuanty;

e obliczanie na podstawie danych empirycznych podstawowych parametréw
rozkladu bez szukania postaci dystrybuanty.

Wszystkie te metody sa prezentowane studentom na podstawie przyktadéw.

5. Modelowanie ryzyka

Najpierw przedstawia si¢ problem konstrukcji portfeli ztozonych z polis ubez-
pieczeniowych, a nastgpnie prezentuje si¢ dwa modele klasyczne ryzyka. Pierw-
szym z nich jest model indywidualnego ryzyka. Model ten znajduje zastosowanie
przede wszystkim w ubezpieczeniach osobowych, gdyz tego typu ubezpieczenia w
praktyce sa sprzedawane na zasadzie indywidualnosci. Rozwaza si¢ portfel ztozony
z n polis. Wobec takiego portfela powinny by¢ spetnione nastgpujace zatozenia:

* ryzyko wystgpujace w portfelu jest statystycznie niezalezne, co oznacza, Ze
jego realizacja, a nastgpnie koszty szkody lub roszczenia spowodowane przez kaz-
de poszczegdlne ryzyko nie wplywaja na pozostale ryzyko w portfelu;

e w okresie objetym ochrong ubezpieczeniowa w kazdym ryzyku w portfelu
odszkodowanie moze wystapi¢ co najwyzej raz.

Catkowite odszkodowanie wyptacone z portfela zlozonego z n niezaleznych
polis jest suma odszkodowan pochodzacych z poszczegdlnych polis, co zapisuje
si¢ wzorem:

Z=Xi+ X2+ ...+ X,
gdzie X; — odszkodowanie pochodzace z i-tej polisy.

Podaje si¢ rowniez studentom konkretne przyklady zastosowan tego modelu.

Nastgpnie omawia si¢ model kolektywnego ryzyka. Model ten ma przede
wszystkim zastosowanie w ubezpieczeniach majatkowych, gdyz ryzyko ubezpie-
czeniowe jest w tym przypadku oceniane i mierzone dla catych portfeli. Proces
przebiegu ryzyka odnosi si¢ do portfela jako calosci, a nie do indywidualnych polis
sktadajacych si¢ na portfel. Zater nie identyfikuje si¢ polisy, z ktérej pochodzi
roszczenie. Matematyczna postac tego modelu jest nastgpujaca:
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Niech K oznacza liczbe roszczen powstatych w analizowanym portfelu w ba-
danym okresie, X; oznacza wartos¢ pierwszego roszczenia, X, — wartos¢ drugiego
roszczenia itd.

Zatem catkowita sumg roszczen w danym okresie dla badanego portfela okresla
wzor

Z=X| +X2+ +XK,
gdzie K jest zmienng losowa opisujaca liczbe roszczen.

W odniesieniu do tego modelu dokonuje si¢ dwéch podstawowych zalozen:

* X, X5, ... s3 zmiennymi losowymi o identycznych rozktadach,

¢ zmienne losowe K, X|, X,, ... s3 wzajemnie niezalezne.

Rozkiad prawdopodobienistwa zmiennej losowej Z zalezy od rozkladu zmienne;j
losowej K i rozkladu zmiennych losowych X;, gdziei=1, 2, ... , K.

Przedstawia si¢ studentom problem poszukiwania rozkladu zmiennej losowej Z
oraz podaje si¢ przyktady zastosowan tego modelu.

Ze wzgledu na dokladnosé kalkulacji skladki ubezpieczeniowej najbardziej
wskazane sa portfele o malej zmiennosci wysokosci szkéd, dla ktérych zachowana
jest réwnowaga finansowa. Takim podstawowym miernikiem réwnowagi finanso-
wej portfela jest znany parametr statystyczny zwany wskaznikiem zmiennosci.

Oblicza sig go ze wzoru
Ve JVar(Z) .
E(Z)

Podaje si¢ studentom interpretacj¢ tego parametru, wskazane wielkosci oraz
mozliwosci wykorzystania go.

6. Metody kalkulacji skladki ubezpieczeniowej netto

Najpierw wprowadza si¢ definicje skladki netto oraz idee i podstawe jej okres-
lenia. Nast¢pnie prezentuje si¢ nastgpujace metody kalkulacji skladki ubezpiecze-
niowej netto lacznie z przykladami:

1. Zasada czystego ryzyka, ktra oparta jest na réwnowaznosci zebranej skiad-
ki netto dla portfela z wartoscia oczekiwana wyplaconych odszkodowan, czyli:

P = E(2).
Pokazuje sig, ze stopa r skladki netto wynosi:
r=ip,
gdzie i jest wskaznikiem intensywnosci wyst¢gpowania szkéd, a p — prawdopodo-
bienstwem wystapienia szkody.

2. Zasada wartosci oczekiwanej
P=(1+ A)EQ2),

gdzie parametr A > 0.
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3. Zasada wariancji
P = E(Z) + aVar(Z),
gdzie parametr a> 0.
4. Zasada odchylenia standardowego

P=EZ)+ ﬂ,/Var(Z) ,
gdzie parametr £ >0.

5. Zasada uzytecznosci — w kalkulacji sktadki uwzglednia si¢ funkcj¢ uzytecz-
nosci, ktéra opisuje preferencje poszczegdlnych ubezpieczycieli. Zgodnie z ta za-
sada sktadke¢ P otrzyma si¢ dla ryzyka Z z nast¢pujacego réwnania:

u(x) = Elu(x + P - Z)],

co oznacza, ze uzyteczno$¢ poczatkowego zarobku ubezpieczyciela jest réwna
oczekiwanej uzytecznosci zarobku, gdy ryzyko Z zostanie ubezpieczone za ceng P.
Zatem skladka P zalezy od x oraz od funkcji uzytecznos$ci u i dystrybuanty Z.

Wykorzystywana jest réwniez posta¢ funkcji uzytecznosci zerowej

u(0) = E{u(P ~2)).
6. Zasada wiarygodnosci
P = aB(Z) + (1 - a) E2),

gdzie Z; opisuje ryzyko w postaci odszkodowania pochodzace z j-tej polisy lub
z pewnej j-tej grupy jednakowych polis o takich samych warunkach kontraktu,
Z opisuje ryzyko wygenerowane przez caly portfel polis, natomiast a; jest wspot-
czynnikiem wiarygodnosci spetniajacym nastgpujaca nieréwnos¢ 0 < a; < 1.

7. Zastosowania matematyki w ubezpieczeniach life

Wyklady specjalizacyjne z ubezpieczen life dotyczace zastosowan matematyki
poruszaja nastgpujace problemy:

e modelowanie ryzyka ubezpieczeniowego jako podstawa tworzenia funkcji
biometrycznych wykorzystywanych do konstrukcji tablic trwania zycia,

¢ kalkulacja sktadki ubezpieczeniowej netto w ubezpieczeniach na zycie.

W ubezpieczeniach na zycie podstawowym ryzykiem ubezpieczeniowym jest
czas trwania zycia ludzkiego. Do podstawowych czynnikéw wplywajacych na
ryzyko $mierci naleza:

- pleé,

— stan zdrowia,

- choroby dziedziczne,

— wykonywany zawéd,

— sposé6b spedzania wolnego czasu,

- nalogi.

Przyjmuje sig, ze dobrym modelem opisujacym czas zycia ludzkiego jest pew-
na ciagla zmienna losowa. To podejscie pozwala na zdefiniowanie pewnych funk-
cji charakterystycznych wykorzystywanych w analizie umieralnosci, takich jak:
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funkcja trwania zycia, funkcja nat¢zenia wymierania i przecig¢tny dalszy czas trwa-
nia zycia.

Dlatego studentom podaje si¢ nast¢pujace definicje:

e Jesli przez X oznaczymy czas trwania zycia noworodka losowo wybranego z
danej populacji, to

Fx)=PX <x),x20

oznacza dystrybuant¢ zmiennej losowej X, czyli prawdopodobienstwo, ze
zmienna losowa X przyjmie wartosci nie przekraczajace x, a zatem prawdopodo-
bienstwo zdarzenia, ze $mier¢ nastapita w przedziale [0, x].

e Przez s(x) oznacza si¢ funkcj¢ trwania zycia okreslong wzorem

s(x)=1-F(x)=P(X>x),x 20,
ktora oznacza prawdopodobienstwo, ze noworodek osiagnie wiek x, tzn., jego zgon
nastapi w wieku pdzniejszym niz x.
¢ Przez funkcj¢ nat¢zenia wymierania rozumie si¢ nast¢pujace wyrazenie:
_ f) _=s'(x)
I-F(x)  s(x)
ktére interpretuje si¢ jako prawdopodobienstwo zgonu doktadnie w wieku x.

e Jesli zalozymy, ze x oznacza wiek osoby ubezpieczonej, to czas przezycia
T(x) dla oséb w wieku x jest zmienna losowg i wowczas syntetycznym wskazni-
kiem przyszlej dtugosci zycia x-latkow w danej populacji jest wartos¢ oczekiwana
zmiennej losowej T(x) zwana przecigtnym dalszym trwaniem zycia, ktéra ozna-
czamy symbolem E(T(x)).

Wszystkie te funkcje sa wykorzystywane w konstrukcji tablic trwania zycia,
ktére sa prezentowane studentom tacznie z przyktadami.

W sytuacji, gdy sktadka jest jednolita przez caly okres ubezpieczenia, ktéry
trwa wiele lat, przy ustalaniu jej wysokos$ci sa brane pod uwage dwa nast¢pujace
podstawowe czynniki:

¢ Smiertelnos¢, czyli ryzyko smierci w poszczeg6lnych latach trwania ubez-
pieczenia,

e stopa procentowa, ktéra prawdopodobnie mozna bedzie uzyskaé z lokat
w okresie ubezpieczenia, zwana techniczna stopa oprocentowania.

Stosownie do umowy ubezpieczenia na zycie korzy$¢ ubezpieczonego sprowa-
dza si¢ do pojedynczej wyptaty swiadczenia. Czas i wartos¢ tej wyplaty sa funk-
cjami zmiennej losowej opisujacej dtugosé zycia ubezpieczonego.

Przez Z oznacza si¢ obecng warto$¢ wyplaconego $wiadczenia, tzn. obliczong
na podstawie ustalonej technicznej stopy oprocentowania r. Przez E(Z) oznaczamy
warto$¢ oczekiwana obecnej wartosci $wiadczenia, ktorg zgodnie z zasadg réwno-
waznosci zebranej skladki i przewidywanej wielkosci §wiadczen przyjmuje si¢
jako jednorazowg skladke netto umowy ubezpieczeniowej, czyli P = E(Z).

Studentom podaje si¢ wzory na obliczenie jednorazowej skladki netto w naste-
pujacych rodzajach ubezpieczen na zycie:

x
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— ubezpieczenie na wypadek $mierci,

— ubezpieczenia okresowe (terminowe),

- ubezpieczenie na dozycie,

— ubezpieczenie mieszane na wypadek $mierci i dozycia,

- ubezpieczenie odroczone,

— ubezpieczenie ptatne w momencie $mierci,

- ubezpieczenia na zycie ze zmieniajacymi si¢ $wiadczeniami i sktadkami.
Na zakonczenie podaje si¢ zasady obliczania rocznej skladki netto. Ponadto na
¢wiczeniach studenci obliczaja przyktady stosowania tych powyzszych zasad.
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ACTUARIAL METHODS IN FINANCE AND BANKING PROGRAMME
STUDY OF MANAGEMENT AND COMPUTER SCIENCE FACULTY
AT WROCLAW UNIVERSITY OF ECONOMICS

Summary

In the article it was presented didactics experiences from many years concern mathematical
methods applications in insurance courses for students of Finance and Banking. These courses have
specialistic character and are lectured on such specialisms as: Banking and Insurance, Finance Man-
agement and Risk Management. Among many insurance subjects in Management and Computer
Science faculty program, there are some which include actuarial mathematics problems such as:

e Actuarial methods,

¢ Risk management in insurance,

¢ Non-life insurance,

e Life insurance and pension systems.
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