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INTUICJA IPRECYZJA
W KSZTALCENIU MATEMATYCZNYM EKONOMISTY

Matematyka jako dyscyplina naukowa wymaga precyzji w formulowaniu
swoich teorii i w postugiwaniu si¢ odpowiednim dla niej jezykiem, zazwyczaj
symbolicznym. Kazda teoria matematyczna, w tym réwniez ta wykladana studen-
tom ekonomii, wymaga wigc poprawnego i dokladnego zapisu, zaréwno gdy stosu-
jemy formalny jezyk matematyczny, jak i gdy tresci matematyczne wyrazamy w
jezyku literackim. Nie budzi wiec zastrzezen teza, iz w problemach matematycz-
nych precyzja sformutowan jest niezb¢dng i podstawowa zasada. W zwiazku z tym
nie ma miejsca w tym przedmiocie na tak ostatnio modna i popularna: dysleksj¢
i dysgrafig.

Warto moze na poczatku przypomnie¢, co oznaczaja pojgcia: intuicja, precyzja,
teoria, wiedza. Sfownik wyrazéw obcych i Stownik jezyka polskiego w tej kwestii
wypowiadaja si¢ nast¢pujaco.

Intuicja (intuitio, z Yac. intuitus = przygladanie si¢):

1) przeczucie, zdolno$¢ przewidywania, twércza wyobraznia;

2) filoz. rodzaj irracjonalnego poznania, polegajacego na poczuciowym uchwy-
ceniu prawdy, bez pomocy rozumowania lub dziatalnosci praktycznej;

3) psych. narzucajace si¢ przekonanie, ktérego nie mozna w pelni uzasadnic,
powstajace w wyniku nieSwiadomego przeniesienia postaw wytworzonych w sto-
sunku do podobnych sytuacji lub w wyniku dziatania bardzo stabych bodzcéw.

Intuicja intelektualna — umystowy oglad istoty badz cato$ci danego zjawiska.

Intuicjonalizm — w filozofii: kierunek teorii poznania uznajacy bezposrednie
poznanie rzeczywistosci przez intuicj¢, rozumiang jako zdolnos¢ umyshu, nie-
sprowadzalng ani do doswiadczenia, ani poznania dyskursywnego, jako najbardziej
lub jedynie wartosciowe.
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Niestety, definicje intuicji nie uwzgledniaja faktu istnienia intuicji matema-
tycznej, ktéra odgrywala i nadal odgrywa niezmiernie wazna rol¢ w tworzeniu i
rozwoju teorii matematycznych oraz w ich stosowaniu do rozwiazywania proble-
mow pojawiajacych si¢ w réznych dziedzinach nauki i praktyki.

Precyzja (z taciny praecisio = obcigcie, przycigcie) — dokladnosé, drobiazgo-
wa §cistosé, skrupulatnosé.

Precyzowa¢é — dokladnie, jasno, scisle cos okresla¢, formutowac, uscisla¢. Pre-
cyzowac mysli, pojecia, reguly. Precyzowac plan dziatania.

Teoria (z greckiego thedria = ogladanie, badanie):

1) wiedza tlumaczaca jakas dziedzing zjawisk, w odréznieniu od praktyki, z
ktdra pozostaje jednak w zwiazku i na podstawie ktérej jest formulowana;

2) zespdt, system twierdzen logicznie i rzeczowo uporzadkowanych, powigza-
nych okreslonymi stosunkami logicznymi, wyst¢pujacy w danej nauce oraz spel-
niajacy przyjgte w niej kryteria naukowosci i poprawnosci metodologicznej.

Wiedza:

1) ogdét wiadomosci zdobytych dzigki uczeniu si¢; zas6b wiadomosci z jakiej$
dziedziny, galaz nauki;

2) znajomos¢ czego$; uswiadamianie sobie czegos.

W tym artykule chcemy zwrdci¢ uwage na dwa aspekty procesu ksztalcenia
matematycznego na studiach ekonomicznych: precyzj¢ i intuicj¢. A dokladniej: lle
precyzji,a ile intuicji powinny czy tez moga zawiera¢ wykladane na studiach eko-
nomicznych tresci matematyczne, zaréwno w ramach przedmiotéw matematycz-
nych, jak i w przedmiotach nieilosciowych, wykorzystujacych jako narz¢dzie ma-
tematyke.

Nie ulega watpliwosci, ze w procesie ksztalcenia matematycznego konieczna
jest dbatos¢ o precyzyjny zapis, o formutowanie twierdzen z wyraznym wyakcen-
towaniem zalozen, o jasne sformutowanie tezy. Nalezy unika¢ podawania twier-
dzen jako zdan ztozonych, nie zawierajacych spéjnika implikacyjnego — co nie jest
konieczne, gdy ksztatlcimy matematykéw (bo majg inny, bardziej sformalizowany,
sposéb myslenia), ale niezbedne w ksztalceniu ekonomistow.

Zwré¢my uwagg, ze nieodzowne do prawidtowej percepcji poje¢ matematycz-
nych sa elementy logiki, ktoére w programach szkét srednich sa traktowane drugo-
rzg¢dnie lub wre¢cz usunigte z programéw. W zwiazku z tym student pierwszego
roku nie ma wyrobionego nawyku, nie czuje potrzeby ani koniecznosci postugiwa-
nia si¢ symbolika logiczna: logika to nie matematyka, bo si¢ nic nie rachuje. Reali-
zowanie zaj¢¢ z matematyki zgodnie z minimum programowym w szkole wyzszej
nie daje mozliwosci ani wylozZenia tych probleméw, ani ich przypomnienia i uzu-
petnienia — mimo wysitkéw prowadzacych zajecia.

Precyzja teorii matematycznych wymaga, by kazde twierdzenie (oprécz aksjo-
matéw) bylo dowodzone. Ta praktyka jest powszechna na kierunkach scistych,
takich jak: matematyka, fizyka, w ksztalceniu ekonomistéw za$ nie ma takiego
znaczenia, co wigcej — w ramach zaj¢¢ nie ma czasu na ich przeprowadzanie. Z
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cala pewnoscia niektére dowody maja duze znaczenie praktyczne, stanowig czg¢sto
,model” procedury numerycznej. Jednak w ksztalceniu ekonomistéw wazniejszy
wydaje si¢ fakt zrozumienia tresci twierdzenia (zrozumienia niesionego przez nie-
go ,,przestania”) od formalnego dowodu, ktdry czgsto prowadzi do bardzo subtel-
nych, niezrozumiatych dla ogétu studentéw, logicznych rozwazan, co w rezultacie
powoduje ,,wykucie” na pami¢é wszystkich wystgpujacych w zapisie dowodu
symboli, zwrotéw i sformulowan.

Dlatego warto i nalezy twierdzenia ilustrowa¢ przyktadami, zwraca¢ uwagg na
przypadki niespetnienia niektérych zalozen i wskazywaé w takich przypadkach
konsekwencje stosowania okres$lonego wzoru badz reguty. Prowadzacy zajgcia z
matematyki na studiach ekonomicznych powinni wigc szczegdlnie zadba¢ o wyro-
bienie wéréd studentéw nawyku sprawdzania zalozen twierdzen i wymagaé tego
konsekwentnie w pracach pisemnych.

Przeanalizujemy kilka przyktadéw pojeg¢ i twierdzen, przy formulowaniu i sto-
sowaniu ktérych studenci masowo popelniaja bledy.

Klasycznym przyktadem moga by¢ twierdzenia dotyczace warunkéw koniecz-
nych i dostatecznych, np. twierdzenie o istnieniu ekstremum, formulowane zazwy-
czaj jako zdanie z uzyciem zwrotu ,,warunkiem koniecznym...” lub ,,warunkiem
wystarczajacym...” Czgstym bledem popetnianym przez studentéw jest przestawia-
nie, zmiana szyku wyrazéw w zdaniu i ich przekonanie, ze zdanie zachowuje swoje
pierwotne znaczenie. Np. warunek konieczny formutuja: ,, W punkcie x, funkcja
fix) ma ekstremum, jesli f'(x,) = 0”. Uwazaja bowiem, ze skoro warunek
o zerowaniu si¢ pochodnej stoi w drugiej czg¢sci zdania, to okresla tez¢ wypowia-
danego twierdzenia. A fakt, ze jest to poprzedzone stowem ,,jesli”, nie ma dla nich
zadnego znaczenia. Bywa i tak, ze warunek konieczny istnienia ekstremum jest
utozsamiany z warunkiem istnienia ekstremum w ogéle. Proponujemy ponownie,
aby nauczajac matematyki ekonomistéw, formutowac twierdzenia tak, by nie bu-
dzito watpliwosci, co nalezy uznac¢ za zalozenia twierdzenia, a co — za jego tezg.

Podobny problem obserwujemy w przypadku definicji. Wigkszosé z nich jest
formutowana w postaci tozsamosci i na ogét jedynym sposobem odréznienia ich
od twierdzen jest wyst¢gpowanie stowa ,,nazywamy”. Czg¢sto definicja formutowana
jest w sposdb warunkowy irozpoczynana od ,jezeli..., jesli...”. W ksztalceniu
ekonomistéw lepiej by byto rozpoczynaé od tego, co nazywamy, i w dalszej kolej-
nosci podac szczegoty i warunki.

W ramach zapisu logicznego wazne miejsce zajmuje uzywanie kwantyfikato-
réw i postugiwanie si¢ nimi. Szczegélnie istotne jest, aby uprzytomni¢ studentom,
ze wtwierdzeniach i definicjach zwroty: ,dla kazdego x...”, ,,wezmy dowolne
x...”, lub ,dla dowolnego x...” sa réwnowazne. Bowiem zwrot ,,dla dowolnego
x...” oznacza tyle samo co ,,dla kazdego x...”, a nie tyle co ,,dla wybranego, usta-
lonego”. Czgsto réwniez sformutowanie ,,wezmy dowolne dwa x;, x;” jest utozsa-
miane z wybraniem tylko dwéch konkretnych (liczbowych) elementéw. Stowo
»wezmy” dominuje nad sensem zdania. Innym przyktadem jest brak umiejetnosci
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postugiwania si¢ wlasciwymi spdjnikami logicznymi w zdaniach ztozonych. Na
przyklad definicja liniowej niezaleznosci wektoréw jest formulowana przez studen-
tbw w postaci twierdzenia: Jezeli wektory a, ..., a; sq liniowo niezaleine, to
a|a|+...+akak=0ia|=...=ak=0.

Podobnie, przykladami nagannego braku precyzji (na ogét wyniesionego ze
szkoty sredniej) sa:

— zapis definicji parzystosci (nieparzystosci) funkcji, w redakcji studenckiej
ogranicza si¢ do warunku fix) = fl-x) (Ax) = —f(—x)) bez dodatkowych zalozen
o argumentach: —x, x € Dy

— w twierdzeniu o zwiazku rzedu macierzy A ze stopniem jej minoréw M,
zapominanie o kwantyfikatorach ( 3 A V = rzA = r); jesli znajdzie si¢ jeden

20 M =
minor M,,, = 0, to wnioskuje si¢, ze rzA <r + 1 mimo istnienia wigkszej liczby
minoréw tego samego stopnia, ktérych wartosci si¢ nie oblicza;

— nieprawidlowe zapisywanie przedzialéw monotonicznosci funkcji: badajac
monotonicznos¢ funkcji, gdy po rozwiazaniu odpowiedniej nieréwnosci dla funkcji
pochodnej otrzyma si¢ sumg przedziatéw, wnioskuje si¢, ze funkcja jest rosnaca
badz malejaca w otrzymanym zbiorze;

— przy obliczaniu calki stosuje si¢ okreslone reguly catkowania, ale nie zwraca
sig¢ uwagi na to, czy funkcja podcatkowa istnieje.

Wida¢ wigc, ze aby wszystkie te ,,niuvanse” logiczne prawidlowo objasniac,
student winien dysponowa¢ dostatecznym zasobem wiedzy matematycznej doty-
czacej faktéw matematycznych — poj¢é i relacji migdzy nimi.

ZwrécitySmy wczesnie] uwagg, ze wigkszos¢ (okoto 90%) studentow ,,przera-
bia” warunek konieczny na implikacje w sposdb niewlasciwy. Nie zdaja oni sobie
sprawy, ze warunek konieczny podaje konsekwencje tego, ze rdézniczkowalna
funkcja w punkcie xo ma ekstremum, warunek dostateczny zas wyraza okoliczno-
sci, ktére musza wystapié, aby spetniona byla teza. Takie pojmowanie twierdzenia
jest przykltadem przejscia na plaszczyzng ,,myslenia intuicyjnego” i wytworzenia
,umystowego obrazu” tresci informacyjnej, ktéra to twierdzenie niesie, jego prze-
stania i sensu.

Dos$wiadczenie, ktére zdobywa si¢ np. przy obliczaniu granic funkcji jednej
zmiennej iznajomo$¢ twierdzen dotyczacych granic funkcji wielu zmiennych,
pozwala na intuicyjng oceng, jakiego wyniku nalezy oczekiwac, obliczajac granicg
funkcji wielu zmiennych, a dokladniej potrafi si¢ oceni¢, czy w badanym punkcie
granica ta bgdzie czy nie begdzie istnie¢? Potrafimy zatem wybrac sposéb dziatania
zgodnie z tym, co podpowiada nam intuicja.

Podobnie, przy wyborze kryterium badania zbieznosci szeregu liczbowego, na
podstawie nabytego doswiadczenia, przy obliczaniu granic ciagéw liczbowych,
intuicja kieruje nasza uwag¢ ku wyborowi odpowiedniego, intuicyjnie najlepszego
kryterium, aby wykazaé, ze szereg jest zbiezny lub rozbiezny.
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Intuicje wykorzystujemy réwniez, np. przy przewidywaniu, na podstawie wa-
runkéw okres$lajacych elementy zbioru w przestrzeni liniowej, czy zbiér moze by¢
podprzestrzenia liniowa czy tez nie, aby pdzniej to przypuszczenie sprawdzic.

Takze intuicyjnie bada si¢ — mimo formalnych definicji — wlasnosci podzbio-
réw przestrzeni arytmetycznej (zwlaszcza R?. Wykazanie w spos6b formalny, ze
zbidr jest np. otwarty, tzn. kazdy jego element nalezy do zbioru wraz ze swym
sasiedztwem, jest dla student6w raczej ,,me¢tne”. Podobnie jest z formalnym spraw-
dzaniem domknigtosci zbioru. Latwiejszym do zrozumienia dla studentéw sposo-
bem ustalenia tych wtasnosci zbioru jest wéwczas odpowiedZ na pytanie: co
otrzymamy jako iloczyn zbioru A i jego brzegu FrA — zbi6r pusty czy brzeg zbioru?

Innym przyktadem ,.intuicyjnego podejscia do problemu” jest wyjasnienie isto-
ty procedury numerycznej algebraicznego rozwiazywania ukladéw nieréwnosci
liniowych, tak by tatwo zrozumie¢ jej istot¢ i sens. Numerycznie problem sprowa-
dza sie do wyznaczania kolejnych rozwigzan o nieujemnych sktadowych, réwno-
waznego do rozwiazywanego ukladu nieréwnosci, ukladu réwnai liniowych. Taki
wlasnie sposob postgpowania wyjasniaja dwa podstawowe twierdzenia (oraz ich
warianty):

— pierwsze dotyczy wtasnosci podzbioru przestrzeni wektorowej, ktéry moze
byé: wieloscianem wypuklym lub wielosciennym zbiorem wypuktym. Twierdzenie
to si¢ formuluje, ilustruje przyktadami, ale si¢ go nie dowodzi;

— drugie okresla zwiazek migdzy rozwiazaniami uktadu nieréwnosci liniowych
(z warunkiem brzegowym badzZ bez) a rozwigzaniami réwnowaznego uktadu réwnan.

Z tej wiedzy wybieramy tylko nast¢pujace fakty:

— aby zapisa¢ dowolne rozwiazanie ukladu nieréwnosci z warunkami brzego-
wymi wystarczy zna¢ wektory okreslajace wierzchotki zbioru, gdy jest on
ograniczony,

— znany jest zwiazek mig¢dzy wierzchotkami zbioru rozwiazan ukiadu nieréw-
nosci a rozwiazaniami bazowymi réwnowaznego uktadu réwnan,

— jesli zbidr rozwiazan jest nieograniczony, to wymagana jest dodatkowo zna-
jomos¢ wektoréw wiodacych nieograniczonych krawedzi zbioru i odpowiednich
wektoréw z fundamentalnego ukiadu rozwiazan,

— znany jest zwiazek wektoréow gléwnych nieograniczonych krawgdzi zbioru
rozwiazan ukladu nieréwnosci i odpowiednich wektoréw z fundamentalnego ukla-
du rozwigzan réwnowaznego uktadu réwnan (jednorodnych).

Zrozumienie problemu opieramy gtéwnie na przykladowym rozwiazaniu zada-
nia dla dwéch zmiennych (zbiory mozna zilustrowaé na plaszczyznie) i polegamy
na intuicji w przypadku wyzszego wymiaru. Ostatecznie rzecz sprowadza si¢ do
skojarzenia réwnowaznosci migdzy:

—rozwiazaniami bazowymi (o nieujemnych skladowych) uktadu réwnan
a wierzchotkami zbioru rozwiazan uktadu nieréwnosci liniowych;

— odpowiednimi wektorami fundamentalnymi a wektorami gtéwnymi nieogra-
niczonych krawedzi zbioru rozwigzan ukladu nieréwnosci.
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Takie podejscie do algebraicznego wyznaczania wierzchotkéw zbioru rozwia-
zan ukladu nieréwnosci liniowych pozwala latwo pojaé intuicyjny sens algorytmu
simpleks jako metody kontrolowanego przegladu wierzchotkéw wieloscianu, na
ktérym poszukujemy wartosci najwig¢kszej (najmniejszej) funkcji liniowej (wybér
wierzchotkéw jest konsekwencja twierdzenia Weierstrassa). Przy stosowaniu tej
metody numerycznej szczegdlne znaczenie ma kontrola logiczna otrzymywanych
w kolejnych iteracjach:

a) wartosci wskaznikéw optymalnosci dla wektoréw bazowych,

b) wartosci funkcji celu dla kolejnych iteracji,

c) liczby wektoréw bazowych i wartosci ich wspotrzednych.

Bez prowadzenia tego typu kontroli moze si¢ okazaé, ze wykonywane ,ra-
chunki” sa bezuzyteczne (wystarczy jeden btad rachunkowy, aby zdyskredytowaé
sens calego rozwiazania).

Opisane problemy i zabiegi majace na celu rzetelna edukacj¢ matematyczna sa
po czgsci niweczone przez naszych kolegéw wykltadajacych mikro- i makroeko-
nomig. Z reguly sa to osoby ,,nieczule” na niuanse matematyczne, postugujace si¢
podre¢cznikami, najczgsciej tlumaczonymi z jezyka angielskiego, w ktdrych strona
matematyczna nie jest zadowalajaca. Czg¢sto nawet oczywiste relacje sa w tych
podre¢cznikach stawiane dostownie ,,na glowie”. Dotyczy to zwlaszcza ilustracji
graficznych i opisu stownego prezentowanych relacji. Wybér osi odcigtych i rz¢d-
nych dla okreslonych zmiennych zalezy zazwyczaj od sposobu pomiaru, miana
prezentowanej kategorii ekonomicznej. Zmienna mierzona w jednostkach natural-
nych zazwyczaj ma przypisana o$ odcigtych, natomiast ta sama zmienna mierzona
wartosciowo moze by¢ osia rzgdnych. Mimo opisu stownego odpowiednich relacji
czg¢sto zdarza sig, ze ilustracja graficzna dotyczy relacji odwrotne;j. Ilustruje si¢ w
ukfadzie wspétrzednych zaleznosci krzywoliniowe jako odcinki; podobno dla ,,uta-
twienia” — nie wiadomo, czy interpretatorowi zaleznosci, czy grafikowi, ale z cala
pewnoscia dla ,utrudnienia” studentowi zrozumienia przedstawianych relacji.
Przegladu tych pseudomatematycznych objasnien réznych probleméw ekonomicz-
nych mozna dokonaé, sledzac teksty podrgcznikow ekonomii — znajdujacym sig¢
tam sformutowaniom daleko jest zaréwno do precyzji, jak i do matematyki.

Wydaje si¢ wigc, ze wazne miejsce w matematycznym ksztalceniu ekonomi-
stéw (zamiast uczenia formalnych dowodéw twierdzen) powinno zajaé ,,wyrabia-
nie” intuicji matematycznej. Oczywiscie, w procesie ksztalcenia precyzja i intuicja
musza wystgpowac lacznie: precyzja w sferze formulowania definicji, twierdzen,
wzoréw; intuicja — w sferze ich aplikacji, szczegélnie w sferze sprawdzania zato-
zen, ktoérych spetnienia wymaga stosowanie wybranych twierdzen. Istotne znacze-
nie dla sylwetki i osobowosci przyszlego ekonomisty ma, oprécz ksztalcenia lo-
gicznego i formalnego wnioskowania, wpojenie mu zasady, by rozpoznawaé pro-
blemy przed wyborem metod rachunkowych oraz wyrobienie umiejetnosci
i nawyku kontroli logicznej otrzymywanych wynikéw. Proces ksztatcenia matema-
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tycznego moze osiagna¢ zamierzone, pozytywne efekty jedynie wéwczas, gdy
wyktadowcy matematyki otrzymaja aktywne wsparcie zaréwno wykladowcéw
innych przedmiotéw, zwlaszcza ekonomii, jak i studentéw, ktérzy powinni, oprécz
systematycznej pracy, mie¢ motywacje do zdobycia niezb¢dnej dla ekonomisty
wiedzy matematycznej.
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INTUITION AND PRECISION
IN MATHEMATICAL EDUCATION OF AN ECONOMIST

Summary

In this article the authors want to attract attention to two aspects of mathematical educational
process in economic studies; precision and intuition. Most often a student who begins learning in a
high school is neither good at mathematical knowledge nor at correct association ways of different
notions and exact conclusions. University teachers of science must not only acquaint students with
new knowledge but eliminate wrong habits as well. They have to develop the ability of precise ex-
pressing and describing problems. Apart from necessary mathematical precision it is extremely im-
portant to improve students mathematical intuition, which is difficult to achieve.
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