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ROWNANIA HYDRODYNAMIKI
A MODELE EKONOMICZNE

1. Wiry ekonomiczne

Przy omawianiu poj¢cia réwnowagi ekonomicznej najczesciej korzysta sig
z graficznego przedstawienia krzywych popytu i podazy, wskazujac na punkt ich
przecigcia. Punkt ten nazywany jest w ekonomii punktem réwnowagi. Krzywe
popytu i podazy przedstawiaja dynamike cen i ilosci débr nabywanych przez kon-
sumentéw. Owa dynamike dobrze ilustruje tzw. ekonomiczny model pajgczynowy
(B. Klimczak (1998))'. O tym dwuwymiarowym modelu wirowym mozna powie-
dzie¢, ze jest on modelem naturalnej dynamiki rynku. Wspomniana naturalnos¢
zostala dostrzezona w ekonomicznych przestrzeniach tréjwymiarowych (cena,
ilos¢, czas), dowolnych débr ekonomicznych i jest ona wyrazana poprzez tréjwy-
miarowe wiry pojawiajace si¢ w tych ukladach.

Jezeli w produkcie kartezjaniskim

PxQxTeR,’
umiescimy wektory
(pi-q;:t,)€ PXQXT, ie N,

! Plaskie (dwuwymiarowe) wiry ekonomiczne, niezaleznie od przedstawionego przez T. Hanau,
R. Ricciego i J. Tinbergena tzw. modelu paj¢czynowego, mozna réwniez spotka¢ w pracy U. Siedlec-
kiej (1993). Na ptaskie zawirowania pokazujace zaleznosci migdzy inflacja i bezrobocie wskazali
réwniez w swojej pracy R. Dorbusch, S. Fischer (1981).
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to otrzymana tréjwymiarowa krzywa bedzie trajektoria wirowo-spiralng (J. Juzwi-
szyn (2003)). Okazuje sig, ze trajektorie wirowo-spiralne opisuja dynamike jakich-
kolwiek débr ekonomicznych, w tym réwniez indekséw gieldowych, analizowa-
nych w dowolnym przedziale czasowym.

Ortogonalne rzuty trajektorii wirowo-spiralnych na trzy wzajemnie prostopadie
plaszczyzny powoduja, ze w przypadku gdy jedna z osi jest zmienna czasu, to
otrzymujemy plaskie wykresy funkcji poligonalnych (zygzaki), natomiast gdy rzutu
tréjwymiarowej trajektorii dokonujemy na plaszczyzng cena, ilos¢, wdwczas
otrzymujemy plaskie krzywe wirowe (spirale).

p:R; > R:, p:(PxQxT)— (PxT),
q:R} >R, q:(PxQxT)— (OxT),
s:R} > R:, s: (PxQXT)— (PxQ).

Wiasnie te plaskie wiry powstale w uktadach (cena, ilos¢é) w swoim ksztalcie
sa uderzajaco podobne do wir6w hydromechanicznych. Obserwujac wiry ekono-
miczne w dowolnych uktadach czasowych, mozna wyciagnaé ogélny wniosek, ze
w ekonomii wszystko wiruje wokdét swojego punktu réwnowagi (J. Juzwiszyn
(2005a)). Podobnie jak w $wiecie fizycznym materia wiruje wokét srodka cigzko-
$ci. Autorom publikacji nie sg znane przyktady dokonan, w ktérych wykorzystuje
si¢ przyktady réwnan rézniczkowych hydrodynamiki w modelowaniu zjawisk eko-
nomicznych. Niemniej jednak istnieja préby budowy pewnych analogéw zaczerp-
nigtych z hydrodynamiki i ich préby przeniesienia do ekonomii. Analogi te byly
mozliwe tylko i wylacznie na skutek kinematycznych podobienstw pomigdzy tra-
jektoriami ekonomicznymi i hydrodynamicznymi.

Jedna z préb budowy takiego wlasnie analogu jest zdefiniowanie tzw. ekono-
micznego wskaznika ostrzegawczego Reynoldsa (Ry). Wartos¢ tego bezwymiaro-
wego wskaznika w hydrodynamice okresla rodzaj przeptywu cieczy (J. Juzwiszyn
(2004)). Pod koniec XIX w. angielski fizyk O. Reynolds rozwiazat problem prze-
chodzenia cieczy z tzw. ruchu laminammego w ruch turbulentny. Pokazal on, ze
zmiang charakteru ruchu cieczy mozna wyznaczy¢ za pomoca wartosci pewnej

bezwymiarowej liczby (wskaznika), zwanej dzisiaj liczba Reynoldsa (H. Lamb
(1993)):

n
gdzie: v jest predkoscia cieczy, p — gestoscig cieczy, m jest lepkoscia cieczy,
a [ — dlugoscia przepltywu cieczy.

O. Reynolds na podstawie empirycznych badan wykazal, ze w przypadku, gdy
badang ciecza bedzie np. woda, to dla: R, < 1000 — ruch cieczy bedzie laminamy
(stabilny), dla 1000 < R, < 2000 - ruch cieczy bedzie niestabilny, dla R, > 2000 —
ruch cieczy bedzie turbulentny (burzliwy).

R =21
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Charakter tréjwymiarowych trajektorii gietdowych jest nieprzewidywalny, po-
dobnie jak nieprzewidywalne sa tory (trajektorie) przeplywu cieczy. Ekonomiczny
analogon liczby Reynoldsa (R,) zbudowano na podstawie danych opisujacych war-
tosci i wolumeny indeksow gietdowych.

R, = (ov)",
gdzie ojest wariancja, v — $rednig predkoscia ruchu wektora.

Fatwo zauwazy¢, ze w ekonomicznym analogu liczby Reynoldsa nie wyst¢puja
takie charakterystyki jak lepkosé i gestosé (chociaz odgrywaja one zasadnicza rolg
w procesie przeptywu cieczy). Po szeregu przeksztalcen zostaly one wyeliminowa-
ne’. Jednak zdaniem autora pierwszej czesci artykutu (wiry ekonomiczne), mozna
tym hydrodynamicznym czynnikom charakteryzujacym przeplyw rozwazanej
cieczy nada¢ interpretacj¢ ekonomiczna. A mianowicie, hydrodynamiczna gestosé
zostala w ekonomicznej interpretacji liczby Reynoldsa zastapiona stala liczba
spotek wchodzacych w sktad indeksu, dla ktérego wskaznik jest wyznaczany. Lep-
kos¢ zas utozsamiana bedzie z wielkoscia kapitalowa spétki. Krétko méwiac, spét-
ki o wigkszej lepkosci to duze znane spotki, ktore maja duza wartos¢ rynkowa.

Rys. 1. Tr6jwymiarowa trajektoria indeksu WIG za okres od 18.04.94 do 18.04.02
(w ukladzie: indeks, wolumen, czas)
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Gieldowy (ekonomiczny) analog liczby Reynoldsa, wyrazonej przez kwadrat
iloczynu wariancji i predkosci gieldowego wektora, moze znalezé zastosowanie
w analizie technicznej jako tzw. wskaZnik ostrzegawczy Reynoldsa. Wyznaczanie
jego wartosci progowych dla réznych typ6w rynkdw i ich péZniejsza analiza moze
wplynaé na zwigkszenie przewidywalnosci rynkéw. Wartosci wskaznika ostrze-

2 Wszystkie przeksztalcenia, ktére pozwolily na zbudowanie tzw. gieldowego wskaznika ostrze-
gawczego Reynoldsa (R,), czytelnik znajdzie w pracy: J. Juzwiszyn (2003b).
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gawczego Reynoldsa wyznaczaja momenty czasu, w ktérych rynek przechodzi z
dynamiki stabilnej w tzw. dynamike turbulentna. W gietdowej R.? nastapito szyb-
kie przejscie trajektorii z matych wiréw w duze wiry ekonomiczne’. Przykiad tréj-
wymiarowego wiru ekonomicznego zostal zamieszczony na rys. 1.

Obecnie wydaje si¢ rzecza niemozliwa, aby mozna bylo wprost przenies¢
w $wiat ekonomii teori¢ réwnan rézniczkowych, ktéra jest wykorzystywana do
opisu zjawisk hydrodynamiki. Niemniej jednak stale pojawiaja si¢ coraz to smiel-
sze proby wykorzystywania réwnan hydrodynamiki do opisu zjawisk ekonomicz-
nych. Podobienstwo jakie zostalo dostrzezone pomigdzy wirowymi trajektoriami
ekonomicznymi i trajektoriami hydrodynamicznymi pozwala na stawianie hipotez
dotyczacych wiréw w ekonomii, w ktérych wykorzystywane bgda réwnania réz-
niczkowe, w tym réwniez te zapozyczone z hydrodynamiki. Na zakonczenie czgsci
dotyczacej wiréw ekonomicznych przytocze stowa W.I. Arnolda (1983)*. , Rozwa-
zane powyzej zjawiska wyst¢puja czesto w réznorodnych konkretnych sytuacjach:
na kazdym kroku traca stabilnos¢ uklady mechaniczne, fizyczne, chemiczne, bio-
logiczne lub ekonomiczne™.

2. Réwnania hydrodynamiki

W hydromechanice rozpatruje si¢ ciecze o réznych wiasnosciach fizycznych,
rézne wigc postacie maja réwnania opisujace ich ruch. W przypadku cieczy niesci-
sliwych, lepkich, jednorodnych sa to réwnania rézniczkowe czastkowe drugiego
rz¢du — réwnania Navier-Stokesa postaci

%+ (V) = ~Vp + s, divu =0, (1)

gdzie u = u (x,t) jest zaleznym od punktu x nalezacego do obszaru przeptywu D,
x + D i chwili  wektorem predkosci cieczy, u = (uy, ua, u3), p = p (x, t) — cisnieniem
a stala dodatnia g — wspélczynnikiem lepkosci. Pierwsze z réwnan (1) wyraza
prawo zachowania pedu, drugie — niescis§liwosé cieczy, tj. zachowanie w czasie
objetosci cieczy, stata dodatnia p jest wspdtczynnikiem lepkosci cieczy. Uktad
réwnan (1) musi by¢ uzupelniony warunkiem poczatkowym — wartoscig wektora
predkosci u w chwili poczatkowej 1 = 0, u(x,0) = ug(x) w calym obszarze przeptywu
D (i wartosciami wektora u na jego brzegu dla wszystkich ¢ > 0). Przeptyw cieczy
jest wigc procesem deterministycznym, a jego przestrzen fazowa tworza jego chwi-
lowe stany — chwilowe rozktady predkosci w obszarze D. Postaé tej przestrzeni dla
ukladu Navier-Stokesa nie jest przez te réwnania jednoznacznie okreslona. Moze-

‘w pracy doktorskiej (J. Juzwiszyn (2005b)) istnieja przyktady obliczen potrzebnych do wyzna-
czenia wartosci gieldowego wskaznika Reynoldsa, dla r6znych indekséw gieldowych GPW w War-
szaw1e W pracy zostala przedstawiona réwniez ekonomiczna interpretacja otrzymanych wynikéw.

4 Cytat pochodzi z §33. Utrata stabilnosci przez polozenie réwnowagi. 6. Lokalna teoria bifurka-
cji. D. Zastosowanie do teorii stabilnosci hydrodynamicznej. Str. 244.
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my ja wybrad, decydujac, w jakiej klasie regularosci szukamy rozwiazan. Moze to
by¢ klasa funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych wzglegdem zmiennej x i raz wzgle-
dem zmiennej ¢ (jak wymagaja tego réwnania), ale moze tez nia by¢ klasa funkcji
majacych jedynie stabe pochodne (tak czy inaczej rozumiane, np. ktéras z prze-
strzeni Sobolewa). Rozwazane w kazdej z tych przestrzeni réwnania Navier-
-Stokesa mozna zapisa¢ w postaci réwnania rézniczkowego

% - fw) @

z warunkiem poczatkowym u(f) = u, (warunek brzegowy spetniony jest przez
wszystkie elementy wybranej przestrzeni fazowe;j). Jest to wigc uklad dynamiczny
rozwazany w nieskoficzenie wymiarowej przestrzeni fazowej (f jest operatorem
nieliniowym okreslonym w tej przestrzeni), a jego posta¢ (2) pozwala méwi¢
o rozwiazaniu jako o krzywej (trajektorii) w tej przestrzeni, wychodzacej z punktu
poczatkowego uo. W przypadku jednoznacznosci rozwiazania trajektorie te, nie
przecinajac si¢, gladko wypetniaja przestrzen fazowa (lub jej czgsc). Ale tu poja-
wia si¢ istotna trudnos¢: z definicji ukladu dynamicznego jego rozwiazania musza
by¢ jednoznacznie okreslonymi przez warunek poczatkowy rozwiazaniami global-
nymi (tzn. dla wszystkich ¢ > 0). Na razie matematycy nie potrafia spetni¢ obu
warunkow jednoczesnie: albo w wybranej przestrzeni rozwiazania sa jednoznacz-
nie okreslone dla wszystkich ¢ jedynie dla malych wartosci poczatkowych i, (a wige
przeptywéw powolnych), albo tez istnieja dla wszystkich ¢, ale nie s3 jednoznaczne.
Majac nadziej¢ na pozytywna odpowiedz, matematycy badaja jej konsekwencje.

W hydromechanice ruchy cieczy dzieli si¢ (do$¢ nieprecyzyjnie) na spokojne,
gladkie (laminarne) i burzliwe, chaotyczne, zwane turbulentnymi. Nas beda intere-
sowal te ostatnie. Gdy odkrecamy powoli kran, w miarg zwigkszania predkosci
wyplywajacej wody jej strumien poczatkowo gtadki i spokojny zaczyna si¢ faldo-
wac, powierzchnia jego zaczyna coraz szybciej drgaé, aby przejs¢ w pewnym mo-
mencie w stan wzburzony, chaotyczny. Moment, kiedy to nastgpuje, okresla liczba
Reynoldsa Re = LU/u; L jest wielkoscia charakteryzujaca rozmiary obszaru prze-
ptywu — w naszym przypadku moze to by¢ np. $rednica otworu kranu, U/ — predko-
scia wyptywajacej wody, 4 — wspétczynnikiem lepkosci. Gdy Re przekroczy pew-
na krytyczna wartos¢, przeplyw staje si¢ turbulentny. Jesli tego rodzaju nieregular-
ny ruch chcemy opisa¢ na podstawie réwnan Navier-Stokesa, odpowiadajace mu
rozwiazania musza by¢ tez w jakims$ sensie nieregularne, co usprawiedliwia ko-
nieczno$¢ poszukiwania rozwiazan we wspomnianych wyzej klasach mniej regu-
larnych funkcji. Ale czy mozliwy jest opis przeptywu turbulentnego przez gtadka
trajektorig, ale o chaotycznym przebiegu?

Okazalo si¢, ze regularny obraz modelu deterministycznego nie jest sprzeczny
z bardzo chaotycznym, majacym cechy procesu losowego, przebiegiem trajektorii.
Co wigcej, tego rodzaju chaos deterministyczny jest zjawiskiem typowym w ob-
szernej klasie modeli nieliniowych. Zauwazono to juz wczesniej (pierwszy byt
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H. Poincaré analizujacy tzw. zagadnienie trzech cial), ale blizszy wglad w strukturg
takich rozwiazan stat si¢ mozliwy dopiero dzigki komputerom pozwalajacym skon-
struowaé przebieg trajektorii w dostatecznie dlugim odcinku czasu. Na gruncie
réwnan hydromechaniki odkrycia takiego dokonat E.N. Lorenz (1963), rozwazajac
uproszczony, dwuwymiarowy model atmosfery ziemskiej w postaci warstwy cie-
czy zawartej mi¢dzy dwiema poziomymi ptaszczyznami utrzymywanymi w statych
temperaturach — wyzszej na dolnej plaszczyznie i nizszej na gémej. R6znica tem-
peratur powoduje ruch konwekcyjny cieczy; jesli przekroczy pewna wartos¢, ruch
cieczy staje si¢ turbulentny. Opisujacy ten model ukiad réwnan rézniczkowych
czastkowych, uwzgledniajacy réwniez procesy termiczne, Lorenz drastycznie
uproscil, redukujac go do trzech réwnan rézniczkowych zwyczajnych:
X =-sx+sy, y=-xz+rx-y, Z=xy-bz

gdzie r = 28, s = 10, b = 8/3. Wystepujace w tym ukladzie funkcje x, y, z sa zalez-
nymi od czasu wspélczynnikami pierwszych wyrazéw w rozwinigciach na szeregi
Fouriera funkcji okreslajacych temperatur¢ i dwie sktadowe predkosci cieczy.
Okazalo si¢, ze chaotyczny przebieg trajektorii w przestrzeni fazowej R’ tego ukta-
du uwarunkowany jest obecnoscig atraktora o bardzo dziwnych wiasnosciach.
Przypomnijmy, ze atraktorem A ukiadu réwnan rézniczkowych jest zbior (zwarty,
spdjny), do ktdérego zbiegaja, gdy ¢ dazy do nieskonczonos$ci, wszystkie trajektorie
uktadu z pewnego otoczenia zbioru A (zwanego basenem atraktora A). W najprost-
szym przypadku ukladéw liniowych dx/dt = A x atraktorem jest punkt rOwnowagi
ukladu x = 0, jesli tylko czgsci rzeczywiste wartosci whasnych macierzy A sa ujem-
ne, a basenem jest cala przestrzen. Koniecznym warunkiem na pojawienie si¢
atraktoréw o ciekawszej strukturze topologicznej jest nieliniowos¢ ukfadu.
W przypadku plaszczyzny moga to by¢ stabilne cykle graniczne — krzywe za-
mknigte, a bardziej skomplikowane atraktory moga pojawic si¢ dopiero w prze-
strzeniach trojwymiarowych; tu ich struktura moze by¢ istotnie niezwykle skom-
plikowana. Mozna sledzi¢ pojawianie si¢ atraktoréw i ich przeksztalcanie w wyni-
ku ciaglej zmiany wartosci parametréow liczbowych wystepujacych w réwnaniach.
Tak jest w ukladzie Lorenza: przy matych wartosciach parametréw r, s, b atraktory
sa jednopunktowe, przy ich wzroscie atraktory te przeksztalcaja si¢, przy podanych
wartosciach parametréw jeden z nich staje si¢ ,,dziwnym atraktorem”, a przebiega-
jace w jego otoczeniu (i na nim) trajektorie staja si¢ niezwykle skomplikowanymi
krzywymi. Atraktor ten ma ksztatt podobny do roztozonych skrzydetek motyla. Na
kazdym z tych skrzydetek lub w ich dostatecznie bliskim sasiedztwie trajektorie
ukfadu wykonujg wielokrotne obroty, a ich losowy charakter wyraza nastgpujaca
wilasnosé: dla kazdego nieskonczonego ciagu liczb naturalnych n, ny, ns, ... mozna
wybra¢ taki punkt przestrzeni, ze wybiegajaca z niego trajektoria uktadu Lorenza
wykonuje kolejno: najpierw n, obrotéw na jednym ze skrzydetek, potem przeska-
kuje na drugie, wykonujac na nim n, obrotéw, nastgpnie przeskakuje z powrotem
na pierwsze, wykonujac nj obroty itd. Dowolnie mata zmiana warunku poczatko-
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wego powoduje drastyczna modyfikacj¢ wybranego ciagu liczb okreslajacych licz-
by kolejnych obrotéw; nowa trajektoria przebiega zupetnie inaczej, odpowiadajace
tej samej chwili punkty obu trajektorii rozbiegaja sig.

Tak skomplikowany charakter przebiegu calek uktadu wskazuje na to, ze atrak-
tor ten nie moze by¢ 2-wymiarowa rozmaitoscia (ktéra mozemy utozsamic z plasz-
czyzna) — opisany przebieg calek nie moze by¢ zrealizowany na ptaszczyznie bez
koniecznosci pojawienia si¢ ich wzajemnych przecigé. Atraktor ten ma bardzo
zlozong strukturg topologiczna; korzystajac z rozszerzonego poj¢cia wymiaru (tzw.
wymiaru Hausdorffa) trzeba mu przypisa¢ wymiar zawarty mi¢gdzy dwdjka i tréjka.
Sam proces, ktéry opisuje przebiegajaca w jego otoczeniu trajektoria, nazwano
,chaosem deterministycznym”. W spos6b naturalny nasune¢lo si¢ przypuszczenie,
Ze obiekt analogiczny do atraktora Lorenza w przestrzeni rozwiazan pelnego ukla-
du réwnan Navier-Stokesa méglby opisa¢ zjawisko turbulencji. Dodatkowym
argumentem bylby fakt, iz atraktor ten pojawit si¢ przy rozwazaniu rozwigzan row-
nan hydromechaniki.

Oczywiscie nie w kazdym ukladzie deterministycznym moze pojawic sig¢
chaos. Wiemy juz, ze uklad taki musi by¢ nieliniowy, co najmniej tréjwymiarowy.
Znaleziono dalsze warunki konieczne. Najwazniejszy z nich okreslono nazwa ,,du-
zej wrazliwosci na zmiang warunkéw poczatkowych™ mala zmiana warunku
poczatkowego powoduje bardzo duza zmiang przebiegu rozwiazania dla duzych
wartosci czasu: punkty odpowiadajace tej samej chwili 7 rozbiegaja si¢. Zauwazmy,
ze praktycznie oznacza to niekontrolowalno$¢ procesu dla dalekich chwil ¢. Ponad-
to uklad musi by¢ dysypatywny (rozpraszajacy energig) — w przypadku réwnan
Navier-Stokesa wyraza sig to obecno$cia wyrazu Au.

Podejmowane sa liczne préby wyttlumaczenia zjawiska turbulencji jako procesu
w pelni zdeterminowanego samymi rownaniami Navier-Stokesa i uwarunkowania
jako przebiegu pojawieniem si¢ w przestrzeni rozwiazan, przy przekroczeniu przez
liczb¢ Reynoldsa wartosci krytycznej, dziwnego atraktora. Uzyskano juz w tym
kierunku wstgpne wazne wyniki: istnienie skoficzenie wymiarowego atraktora w
(nieskonczenie wymiarowej) przestrzeni rozwiazan, a takze wrazliwosé rozwiazan
na warunki poczatkowe. Wobec duzych trudnosci w petnej realizacji tego projektu
podjeto préby stworzenia teorii turbulencji przyjmujace za punkt wyjscia pewien
z gory zalozony mechanizm, ktérego szczegbty uzupelniane sa pewnymi wyr6z-
nionymi wlasnosciami rozwigzan oryginalnych réwnan — np. w petni rozwinigta
turbulencja jest wynikiem stopniowej komplikacji atraktora przez wzrastanie jego
wymiaru, nastgpujacej na drodze kolejnych bifurkacji opisujacych proces naktada-
nia si¢ coraz drobniejszych wiréw. Najbardziej obiecujaca teoria (stworzona przez
A.N. Kotmogorowa) oparta na analizie wymiarowej zajmuje si¢ giéwnie analiza
wielostopniowego procesu przeptywu energii kinetycznej od zaburzen (,,wir6w™)
wielkoskalowych do drobnoskalowych. W innych teoriach dokonuje si¢ uprosz-
czen réwnan Navier-Stokesa przez réznego rodzaju ich obcinanie (dziatania
podobne jak u Lorenza, ale robione bardziej subtelne). Sa réwniez konstrukcje,
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w ktoérych rozwiazania zast¢puje si¢ miarami okreslonymi na przestrzeni rozwia-
zan, a takze inne, statystyczne, traktujace zagadnienie jako czysto losowe.

Czy modele ekonomiczne i rdwnania hydromechaniki maja ze soba cos wspél-
nego? W wielu modelach rozwazanych w ekonomii, podobnie jak w hydromecha-
nice, pojawiajg si¢ procesy chaotyczne wymagajace wytlumaczenia i precyzyjnej
analizy. Celem referatu jest zaznajomienie stuchaczy z pewnymi faktami dotycza-
cymi réwnan Navier-Stokesa i modelowania ekonomicznego. Wiele ciekawego
materiatu na temat teorii chaosu deterministycznego, turbulencji, a takze informacji na
temat literatury mozna znalez¢ w wydanej przez PWN w 1993 r. ksiazce H.G. Schuste-
ra, Chaos deterministyczny. Wprowadzenie.
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HYDRODYNAMIC EQUATIONS - ECONOMIC MODELS?

Summary

The phenomenon of the appearance of chaotic solutions in deteministic models will be presented
on the example of hydrodynamic equations.
Can such models help in describing economic models?
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