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WYKAZ WAZNIEJSZYCH SYMBOLI I OZNACZEN

Aj, Ai - zbidér nastepnikéw zadania Jj /ustalony w permutacji %/,

a5y 84y - najweczesniejszy dopuszczalny termin rozpoczgcia
realizacji zadania /operacii/,

Bj’ B%_ - zbidér poprzednikdéw zadania Jj /ustalony w permutacji

"/,

bi' Do . @ najpbééniejszy dopuszczalny termin zakorczenia realiza-
cji zadania /operacji/,

C;» Cyy - termin zakoiczenia wykonywania zadania J; /operacji/

na maszynie Mk,

Coan (B Lo (), Toag (s Tpay (O - wartodé minimaksowej funkcji

celu dla permutacji I ,

dyy dye - pozadany termin zakoriczenia wykonywania zadania
/operacii/,

E, - przyspieszenie zadania /operacji/,

F(S 3m) =~ wartodé funkcji celu, dla permutacji I,

G4 (5), Gtk(g) - zbidr operacji realizowanych w przedziale

[t-1, t] na maszynie k-tej,

2.(8), g4, (5) - liczba operacji w zblorach G (5) lub G, (3) ,

g; &), £;(t), h;(t) - funkeje kosztu realizacji zadad,

81 (t)y 25.(t); By (t) - funkcje kosztu realizacji operacji,

H, , # - drzewo rozwigzah,

J

1
L8,

- zbidér zadan,
- zadanie,
- nieterminowoéé realizacji zadania /operacji/,

'&,-i) . DS, F o T:,K) - funkcja Lagrange’a,

Li(si’ a,i) ,ZLik(Si, k, ﬁ,i) - czesdciowa funkcja Lagrange’a,

%13
LB

=
!

-~ zmienna dualna,

dolne ograniczenie,
- zbidér maszyn,

-~ liczba maszyn,

maszyna,
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B Bir Vg

zbiér operacji,

liczba operacji,

zbidér operacji realizowanych na maszynie k-tej prazy
przydziale M ,

liczba operacji w zbiorze.Nk ’

wektor przydziatdw operacji,

numer maszyny, na ktérej realizowane jest operacja
i-ta,

zbidér dopuszczalnych wektordéw przydziakru,

operacja k-ta zadania Jj,

cigg definiujacy typ ograniczenia,

czas realizacji operacji,

permutacja wskaZnikéw zadard /operacji/,
permutacja wskaznikdéw operacji na maszynie k-tej,

wektor permutacji,
zbidér wszystkich permutacji,

zbidr dopuszezalnych permutacji dla przyjetej relacji X

w zbiorze zadar /operacji/,

zbiér wektoréw permutacji do przydziaiu A,
zbidér typdéw maszyn, :
koricéwka zadania /operacji/,

pozadany termin rozpoczecia zadania /operacji/,
relacja poprzedzania w zbiorze zadani /operacji/,

relacja ustalona w permutacji T ; relacja ustalona
dla wektora 7 i przydzialu./t,

termin rozpoczeecia wykonywania zadania /operacji/,

zbiory dopuszczalnych momentdéw rozpoczecia wykonywa-
nia zadai# /operacji/,
spéZznienie w wykonywaniu zadania /operacji/,

horyzont czasowy,

najweczesniejszy dopuszczalny moment rozpoczecia
realizacji wszystkich zadad /operacji/,

gérne ograniczenia,

zmienne dualne,

u1’ 112,-.., um+1 - cia_g l@ﬁyczny,
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W (ﬁ,i) - funkeja dualna,

Problems of Operations Sequencing
Optimization in Discrete Production
Systems with Minimum- Cost Criterion

Abstract

This paper deals with the theoretical and practical aspects
of some sequencing proﬁlems. Two general classes of sequencing
problems with cost function /penalty function/ are considered.
There are job=-shop problems with maximum penalty criterion and
total penalty criterion. The penalties representing: job store
cost, job waiting cost, job deferral cost, machine idle cost,
earliness and tardiness job penalties, The general problems
classification according to goal function, type of problem and
additional constraints are presented. Four new sequencing problems
are formulated, There are: minimizing maximum penalty in flow-
shop problem,minimizing maximum earliness and tardiness penalties
in flow=-shop problem, minimizing total earliness and tardiness costs
in one-machine problem,minimizing total earliness and tardiness
penalties in job-shop problem with parallel machines. A1l these
problems are NP-complete,

Various mathematical models of the problems are formulated,

A new properties are shown. Alternative approaches to problems
solution are considered, A branch-and-bound algorithm with stopped
fathoming is used to find optimal or suboptimal sequence. The
proposed methods combine branchyand-bound scheme with heuristic
algorithms. In each case several lower bounds are derived and
discussed., The general metodology for computing lower bounds are
presented and developed. Some lower bounds relaxation are descri-
bed. Subgradient optimization method is used in minimizing total
cost problem to maximize the value of lower bound intoc search
tree algorithms.

The valid extensions of "critical sequence approach™ and "dual
approach"” into general sequencing problems are introduced,

The computational experiences with these algorithms are
reported., An practical application examples are shown.



W pracy rozwazane sg problemy szeregowania zadan z kryterium w
postaci funkcji kosztu /kary/ zwiazanej z nieterminowym wykonywa-
niem zadad, Wprowadzone funkcje kryterialne reprezentujg zardwno
koszty zwigzane ze sk¥adowaniem zadar, koszty przestoju maszyn

jak i kary za przyspieszenie i spdéfnienie realizacji zadad w
odniesieniu do zgdanych termindéw rozpoczecia i zakoriczenia,

W pracy przedstawiono ogdlng klasyfikacje problemdéw szeregowania
ze wzgledu na przyjete postacie funkcji celu, typ problemu i
rodzaj ograniczen, Sformutowano, zbadano i rozwigzano czbery nowe
problemy szeregowania, Dwa z nich dotyczg tzw. problemu tasdmowego
z réznymi, ogélnymi minimaksowymi funkcjami celuy problem,

trzeci jest jednomaszynowym problemem szeregowania z najogélniej=-
szg addytywng funkcjg celu i stanowi punkt wyjscia do problemu
czwartego - tzw, zagadnienia kolejnosciowego iazdowego z maszyna-
mi réwnolegtymi., W przypadku podanych problemdw udowodniono szereg
nowych w¥asnosci oraz sformufowano algorytmy rozwigzania w oparciu
o metode podziatu i ograniczer, Zaproponowano i zanalizowano

rézne sposoby wyznaczania dolnych ograniczed w algorytmach,
Przedstawiono i oceniono wyniki badani numerycznych skonstruowanych
algorytméw, Podano takze przykiady zastosoward w wybranych procesach
rrodukcyjnych,

1. WPROWADZENIE

W ostatnich latach mozna zaobserwowaé wzrost znaczenia proble-
matyki optymalnego sterowania i automatyzacji proceséw w dyskret-
nych systemach produkeyjnych., Jest to wynikiem praktycznych potrzebd
w istniejaeych zXozonych procesach technologicznych., Szybki rozwéj
teorii szeregowania oraz wieksze mozliwosci nowoczesnego sprzgtu
komputerowego umozliwiajg zaspokojenie tych potrzedb w coraz
wiekszym zakresie,

W praktyce, przez pojecie dyskretnego systemu produkcyjnego
rozumie sie takie oddziatry wytwéreze, w ktdérych proces produkeji
charakteryzuje sie "przepiywem" materiatdéw i pdérproduktéw w postaci
pojedynczych elementéw, podzespordéw lub zespotéw, Elementami mogg
byé detale kesiska, wlewki, odkuwki, a takze programy maszyn cyfro-
wych, itp, Elementy te sg poddawane operacjom obrdébki na kolejnych
stanowiskach /gniazdach/ wyposazonych w maszyny. Przez maszyny
nalezy rozumieé piece grzewcze, maszyny do obrdébki mechanicznej,
klatki walcownicze, stanowiska montazu, brygady pracownikéw,
procesory maszyn cyfrowych, itd. Operacjami mogg byé: obrdébka
mechaniczna, czynnosci montazu, wytop stali, walcowanie, podgrzewa-
nie, obrébka reczna, proces obliczania, itp.

Proces przetwarzania elementdw jest okreédlony przez ciag



kolejno po sobie nastepujacych operacji uwarunkowanych czasowo,
nazywany w dalszym ciggu zadaniem produkcyinym.

Wszystkie zdarzenia Sciéle zwiazane z zadaniem produkcyjnym
okreélaja zbidr zdarzer. Przebieg procesu produkcyjnego polega na
czasowo uporzadkowanym nastepowaniu zdarzed z tego zbioru., Problem
optymalnego sterowania procesem polega na ustaleniu takie]
dopuszczalnej kolejnosci nastgpowania zdarzen z tego zbioru, aby
optymalizowaé przyjety wskaznik efektywnosci, Tego rodzaju proble-
my optymalizacji sa nazywane zagadnieniami kolejnosciowymi lubdb
szeregowania,

2, Cel i zakres pracy

Zakres pracy obejmuje deterministjezne zagadnienia szeregowa-
nia zadan, tzn, takie w ktérych sformurowaniu nie wystepuje zadna

zmienna o opisie probabilistycznym.

7z punktu widzenia teorii szeregowania zadand praca zawiera
algorytmy rozwigzania zagadnien kolejnoscicwych z funkecjg celu w
najogdlniejszej postaci, Klasa rozwazanych w pracy problemdw
zawiera prawie wszystkie zagadnienia kolejnoéciowe sformuXowane do
tej pory w literaturze oraz inne dla ktdérych nie zostat podany
jeszcze zaden algorytm.

7 matematycznego punktu widzenia praca prezentuje nowe
wtasnodci i algorytmy pewnych klas zagadniend nieliniowego programo-
wania dyskretnego.

Z technicznego punktu widzenia praca zawiera nowe algorytmy
optymalizacji procesu w dyskretnych systemach produkcyjnych,
przeznaczone do rozwigzywania zardwno zagadnien projektowania,
planowania jak i optymalnego sterowania. Prezentowane zagadnienie
i metody stanowig podstawowa problematyke systemdéw sterowania
zXozonymi procesami produkeyjnymi.

Cele prezentowanej pracy sa nastepujace:
- sformutowanie zagadnien kolejnosciowych z funkcjami celu w
ogélnej postaci,
- zbadanie wtasnodci sformutowanych zagadnied szeregowania,
- skonstruowanie algorytméw rozwigzywania wybranych klas
zagadnien z funkcjami celu w ogdlnej postaci,



1D

- zrealizowanie eksperymentdéw obliczeniowych w zakresie zbada-
nia numerycznych wrasno$ci zaproponowanych algorytmoéw,
- ocena przydatnoéci zaproponowanych algorytméw dla optymaliza-
cji dyskretnego procesu produkcyjnego,
- zaproponowanie jednolitego podejscia do rozwigzywania zagad-
nied kolejnodciowych z funkcjami celu w ogdélnej postaci.
Praca niniejsza stanowi rdwniez prdébe syntetycznego ujecia
i uogdélnienia wszystkich rezultatédw uzyskanych dla problemdw
szeregowania z minimaksowg funkcjg celu oraz z funkcjami celu typu
sumacyjnego.

Praca zawiera:

(1)

(iiy

(£44
(iv))
(V)
(vi)
(vii)

(viii)

(ix)

wprowadzenie w problematyke optymalnego sterowania procesem
w dyskretnych systemach produkcyjnych oraz ogdlne koncepcje
systeméw sterowania tym procesem /rozdz, 3 i 4/,
sformuYowanie 4 oryginalnych problemdéw szeregowania, Dwa

z nich dotyczg itzw. problemu tasmowego z réznymi minimak-
sowymi funkcjami celu; problem trzeci jest jednomaszynowym
problemem szeregowania z najogdélniejsza addytywng funkejg
celu i stanowi punkt wyjscia do problemu czwartego tzw,
zagadnienie kolejnosciowego gniazdowego z maszynami
réwnolegtymi /rozdz., 5,6,8,9/.

okredlenie i dowody wXasnosci sformuXowanych zagadniei,
opracowanie algorytméw rozwigzania,

implementacje programowsg opracowanych algorytmdw,

wyniki eksperymentdéw obliczeniowych dla obszernego zestawu
przyktadéw oraz oceng¢ efektywnosci algorytméw’

uogélnienie udowodnionych wtasnosci na szeroks klase
probleméw szeregowania /rozdz, 7/,

ilustracje zastosowan praktycznych na wybranych przykadach
/rozdz. 10/,

podsumowanie i krytyczng ocene uzyskanych rezultatéw
/rozdz, 11/. |

W celu bardziej precyzyjnego okrefkenia relacji problemdw
rozwigzanych w pracy do probleméw wystepujgcych w literaturzé
postuzono sie ilustracyjnym diagramem /rys., 2.,1/. Diagram ten
przedstawia subiektywng ocene¢ zXozonosci probleméw szeregowania

dokonang na podstawie:
- liczby i zXozonodci problemdéw czedciowych, ktérych rozwigzanie
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Rys. 2.1. Przyblizony diagram zZozZonosci obliczeniowe]
probleméw i algorytméw szeregowania

P, = programowanie dynamiczne

Z2ZZZ7p problemy P-klasy

® - problemy rozwigzane przez autora i zamieszczone w pracy
% - problemy rozwigzane przez autora
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jest wymagane dla rozwigzania problemu wyj$ciowego,

- stopnia ogélnoéci problemu /ze wzgledu na przyjety model
matematyczny/,
- czasu dziarania algorytmu /dla ustalonego rozmiaru zadania/.

Na osi poziomej ukZadu zaznaczano znane w literaturze typy
zagadnieni kolejnodciowych: 1 - zagadnienie jednomaszynowe,

I - zagadnienie jednogniazdowe z rdéwnolegtymi maszynami, P - permu-
tacyjne zagadnienie tasmowe, F - niepermutacyjne zagadnienie
tadmowe, G ~ zagadnienie gniazdowe, J - zagadnienie gniazdowe

z réwnolegtymi maszynami, Wszystkie zagadnienia /z wyjatkiem I/
uszeregowano zgodnie ze wzrostem ogdlnosci, tzn., zagadnienie P jest
szczegdlnym przypadkiem zagadnienia F, Zagadnienie I jest szczegdl-
nym przypadkiem zagadnienia J, ale brak.jest wyraZnej relacji tego
zagadnienia do pozostatych, Jednakze ze wzgledu na charakter metod
uzywanych do rozwigzania zagadnienia typu I dokonano przyblizZonej
jego lokalizacji pomiedzy 1 i P.

Na osi pionowej ukXadu zaznaczano w sposdéb przybliZony znane
w literaturze typu funkecji celu /patrz rozdz. 4/, Typy funkcji celu
zostaly podzielone na 2 grupy: funkcje minimaksowe /typy funkcji sg
uszeregowane zgodnie ze wzrostem ogdélnosSci/ i funkcje o charakterze
addytywnym /uszeregowane w analogiczny sposéb/.

Podobnie jak poprzednio nie wszystkie minimaksowe funkcje celu sg
w wyraZnej relacji do funkcji addytywnych., Tak na przyk*ad problemy
z funkejg celu C, . 1 L .. sa szezegblnymi przypadkami problemdéw

z funkcjg celu LCy, E]Ti, Lf;, Lhj, LK jednakze brak jest
relacji miedzy £, h .. 1 XC,, I%, Ih,, K. W ogdlnym
przypadku niemozliwe jest rowniez uwzglednienie szeregu innych
elementdéw takich jak: dodatkowe zaXozenia zmniejszajgce zXozZonosé
algorytmu, sposéb implementacji programowej itp, dlatego tez
diagram posiada charakter orientacyjny i subiektywny,

Na diagramie zaznaczano cyframi lokalizacje gXdwnych rezulta-
téw zawartych w odpowiednich pozycjach 1literaturowych oraz gwiazd=-
ka @ problemy sformuiowane 1 rozwigzane w prezentowanej pracy.
Problemy oznaczone * zostatry przez autora rozwigzane jednakze ich
prezentacja przekracza objetosdé niniejszej pracy., Linig ciggla
oquto'obszar stosowalno$ci dwéch gxéwnych metod rozwigzywania
zagadnien kolejno$ciowych rozwijanych przez autora: metody podziazu
i ograniczend z elementami graféw dysjunktywnych oraz metody podzia-
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*u i ograniczen z podejsciem dualnym dla wyznaczania dolnych
ograniczen,

3, STEROWANIE DYSERETNYM PROCESEM PRODUKCYJNYM

W pracy przyjeto definicje systemu produkcyjinego, procésu

produkcyjnego i optymalnego procesu produkcyjnego podane w

[43 . Przyjeto réwniez wynikajgce z podanych definicji pojecia
zagadnienia kolejnodciowego z rdwnolegrymi maszynami (J ) oraz
zagadnienia gniazdowego (G ).

Optymalne sterowanie foddziaXywanie/ procesem w dyskretnym
systemie produkcyjnym polega na ogéx na takim okresdleniu przydziazu
operacji do maszyn oraz terminéw rozpoczecia i zakonczenia wszyst-
kich operacji na maszynach, by przyjety wskaZnik jako$ci byx opty-
malny, Optymalne sterowanie procesem moze odbywaé si¢ w a/ ukZadzie
otwartym bez pomiaru zaburzed /rys,3.l/, b/ w uklaedzie zamkniegtym
z pomiarem zaburzed /rys. 3.2, 3.3, 3.4/,

Sterowanie w uk*adzie otwartym /rys. 3.1/ charakteryzuje sie
brakiem mozliwosci biezgcej kontroli pomiaru parametrdéw zadania
produkeyjnegop /np. czasdw realizacji czynnosci, itp/ oraz brakiem
biezgcego oddziarywania sterowania d na przebieg procesu produkcyj-
nego, W tej sytuacji zadania optymalnego sterowania procesem
sprowadza siq'do jednorazowego wyznaczenia wektora sterowan d,.
Czynnoéé te wykonuje sie przed rozpoczgciem procesu produkcyjnego

i nosi ona nazwe planowania.

Sterowanie w uk¥adzie zamknietym z pomiarem zaburzed /rys. 3.2/
charakteryzuje sie mozliwoécig biezacej kontroli i biezgcego
wyznaczania optymalhego wektora sterowania., Ze wzgledu na zakZéce-
nie, jakie moga wystapié w procesie, mogg ulec zmianie parametry
zadania produkcyjnego p /np. czasy trwania operacji, kolejnoéé ich
wykonania, przydziat maszyn, itp./. Zadanie optymalnego sterowania
procesem w uk¥adzie zamknietym polega na pomiarze sk*adowych
sterowania zrealizowanego w procesie », wyrazonych przez parametry
p zadania, a nastepnie na wyznaczeniu optymalnego wektora sterowan
S dla operacji jeszcze nie zrealizowanych, Poniewaz zastosowanie
zXozonych algorytméw optymalizacyjnych w systemach uwarunkowanych
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algorytm optymalizacyjny

R SR T | N
e

dyskretny proces produkcyjny

Rys., 3.1. Sterowanie w uk%adzie otwartym
/p - parametry zadania produkcyjnego, d - decyzje/

- algorytm

| l
|
| |
! optymalizacyjny
I
1
I |
I |
: I
S0 |
| wyznaczenie |
‘ —————] sterowania ;
] zastepczego |
l
i Se |
| I
1 ) - |
| .47 !
| S [
1 |
RG] | o P i S i S S A e ol
\'A
dyskretny proces produkcyjny

Rys. 3.2, Sterowanie w ukadzie zamknig¢tym z pomiarem
zaburzed /p - parametry zadania produkecyjnego,
So - sterowanie optymalne, S; - sterowanie zastgpcze,
s - sterowanie procesu/



e

czasowo nie zawsze gwarantuje otrzymanie rozwigzania optymalnégo
w wymaganym czasie, to nalezaXoby w takich sytuacjach przewidzieéd
mozliwo8é wyznaczenia sterowania zastgpczego S2 dla obiektu,

System sterowania z uczeniem /rys. 3.3/ charakteryzuje sie
mozliwodcig biezgcej kontroli i biezgcego wyznaczania wektora
sterowania S, Sterowanie podawane na obiekt sg wyznaczane przez
algorytm decyzyjny Eﬂﬂ /funkcjonujgcy "analogicznie" jak
algorytm rozpoznawania/ na podstawie pomiaru pewnych charakterys-
tycznych cech zadania produkcyjnego c¢ [80] . Funkcjonowanie
opisanego systemu sterowania mozna podzielié na dwie fazy, Faza I =-
na podstawie pomiaru parametrdéw p, ciggu rzeczywistych zadad
produkeyinych wyznacza sie cigg uczacy Woy 2 nastepnie przeprowa-
dza sie proces "uczenia" algorytmu decyzyjnego z algorytmem
optymalizacyjnym jako trenerem, Faza II - na podstawie pomiaru
parametrow p zadania produkcyjnego algorytm decyzyjny wyznacza
sterowanie 8§, Zaproponowana koncepcja systemu sterowania umozliwia
stosowanie dowolnie zXozonych /czasochXonnych/ algorytméw optymali-
zacyjnych w systemach uwarunkowanych czasowo,

Dwupoziomowy system sterowania z wyborem decydenta na gdranym
poziomie [rys. 3.4/. Przypuéémy, ze dla wyznaczenia sterowania
optymalnego pewnego dyskretnego procesu produkcyjnegce mozemy uzyé
jednego z dostepnych algorytméw rdéznigcych sie migdzy sobg pewnymi
wtrasnoéciami /np. szybkodcig dziarania/. Dodatkowo zaxézmy, zZe
wrasnogci algorytmdéw zalezg nie tylko od typu zadania; lecz taksze
od wartodci liczbowych parametrdéw zadania /wszystkie algorytmy
oparte na metodzie podzia*u i ograniczen tym sie charakteryzujag/.
Podczas realizacji sterowania w czasie rzeczywistym nalezy wybraé
taki algorytm optymalizacyjny,.ktdéry dla danego wektora parametrdw
p zadania produkcyjnego "gwarantuje" ﬁajszybsze wyznaczenie
sterowania optymalnego. Wybdr ten realizuje algorytm decyzyjny
gérnego poziomu,
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| generator |
I wzorcowych W t rener: algorytm I
| e zadgﬁkc i >4 optymalizacyjny [
produkeyjn

| ]

L uczaey sig¢ algorytm |
| n rozpoznawania 3 [

Aok _ i sekwencji optymalne]
: > redan;gi & > zadania produkcyjnego :
L__________.______h_._____u_ﬂ___.____!
5

dyskretny proces produkeyjny

Rys. 3.3, System Sterowania z uczeniem

/p = parametry zadania produkcyjnego,
wektor cech zadania produkcyjnego,
W_ - cigg wzorcowych zadani produkcyjnych,

(@]
]

n
s = sterowanie procesu/
algorytm |
c = wyboru = a |
-] decydenta |~ |
d d |
I
|
redukcja p alg, alg. alg. [
danych |[<=———>|| opt. ogt. “2igE S 0§t. ;I

qqqqq N G e e R e ﬂl,s_.____._..__ﬁ...._‘

dyskretny proces produkeyjny

Rys. 3.4, Dwupoziomowy system sterowania z wyborem decydenta
na gérnym poziomie /p - parametry zadania produkeyj-
nego, ¢ =~ wektor cech zadania produkcyjnego, a - wek-
tor cech algorytméw, d - wybér decydenta, s - stero-
wanie procesu/



g

4, AKTUALNY STAN LITERATURY,., KLASYFIKACJA ZAGADNIEN
KOLEJNOSCIOWYCH

W ostatnim dwudziestoleciu w literaturze swiatowej pojawiXo
sie wiele grac zawierajgcych sformutowania i rozwigzania nowych
problemdéw szeregowania, Dotycza one problemdéw o rdéinym poziomie
ogélnosci, W celu ich rozrdinienia, w literaturze uzywa sie
symbolicznego zapisu. Przedstawiono go w pracy [26] , @ nastepnie
rozszerzono w pracach |Bz] oraz @6] o Kolejnych rozszerzen
dokonano w pracach (43 oraz [14 . w niniejszej pracy uzywana jest
symbolika zgodna z przyjeta w pracy Piﬂ .

Szybko rozwijajaca sie dziedzina szeregowania zadan obejmuje
swoim zakresem coraz wigkszg klase praktycznych przypadkdéw vrzy
jednoczesnym rozpatrywaniu coraz ogdélniejszych modeli problemdw
szeregowania, adekwatnych do z*ozZonych sytuacji praktyecznych. Reali-
zowane uogdlnienia zmierzajg zardwno w kierunku uwzgledniania
coraz wiekszej liczby agraniczed /ogr. zasobowe, czasowe/ [2ﬂ >

&6] syeee jak i w kierunku uogdlnienia rozwazanych funkecji celu
/czas, koszt maksymalny, koszt caxkowity/ kol , lo7] . I72l g e
Kolejnymi uogdélnieniami sg podejscia wielokryterialne IBSHQQL

Istniejgce réznice metodologiczne /szeczegdlnie w przypadku
probleméw NP-zupeXnych/ powodujg rozproszenie wynikdw badad oraz
rozwigzywanie szeregu szczegdlnych przypadkdéw ogdlnych problemdw
szeregowania, czestokroé dawno rozwigzanych., Stad uzasadnione sg
vréby poszukiwania ogdlnej metody rozwigzywania szerokiej klasy
zagadnien szeregowania,

Prezentowana praca stanowi prdébe wprowadzenia dwéch jednoli-
tych metod do rozwigzywania dwéch ogdlnych klas zagadnien szerego-
wania,

Prawie wszystkie prace z klasycznej teorii szeregowania zadan

Be] » (5] » [26] oraz szereg prac aktualnych tral , el

[12] koncentrujs sie na problemach z kryterium minimalno-czaso-
wym - C ... Jednakze wiekszo$é problemdéw praktycznych wymaga
przyjecia kryterium w postaci pewnej funkecji zaleznej od momentdw
zakoriczenia poszczegdélnych zadan, Funkcje te posiadajg okreslone
wtasnosci i reprezentujg koszt zwiazany z realizacja poszczegdlnych
zadari, Tak okreélone problemy nosza nazweg problemdéw szeregowania
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o

z funkecja kosztéw lub karg /deferral cost, cummulative cost,

penalties/. :

Dia pewnych szczegblnych zagadnien tego typu byzy formulowane

w literaturze algorytmy /patrz tabele 4.1 - 4,3 ; kryteria b Ci»

AT ET1 , 2wy T, 1 inne/,
Analiza praktycznych sytuacji w systemach produkcyjnych

doprowadzi¥a do wyodrebnienia nastepujgcych grup kosztow }Bcﬂ .

- koszt oczekiwania zadania /job waiting cost/. Jest to koszt
zwigzany z oczekiwaniem na realizacje lub wstrzymaniem
realizacji zadania /takze koszt zapasu/. Przyjmuje sig, ze
oprata za jednostke czasu oczekiwania zadania jest proporcjo=-
nalna do wielko$ci /wartoéci/ zadania,

- koszt przestoju maszyn /machine idle cost/. Jest to koszt
wystepujacy opcjonalnie, Uwzglgdnia on fakt, Ze maszyny s3
nieobcigzone w rdéznych przedziarach czasu, w ktdérych mogtoby
wykonywaé inne czynnosci, Zwykle zak*ada sieg, ze wszystkie
maszyny sa dostepne od pewnego momentu poczatkowego /zerowego/
az do czasu zakohczenia ostatniego zadania /mozliwe sz wyjatki

[3& /. Jest to nierzeczywiste dla szeregowania wsadowego,'

gdzie zadania oczekujg w kolejce,

- koszty kar /job penalty costs/. Najtrudniejszym do iloSciowego
okredlenia jest opkata z powodu nieterminowej realizacji zadan
poniewaz jest zalezna od stosunkéw klient - dostawca., Gere

Eﬁﬂ proponuje, aby w koszt spéinienia byry wigczone: kary
umovme w klauzulach kontraktu, koszty ekspedycji zadani spdinio-
nych lub przechowywania zadan przyspieszonych oraz straty w
interesach spowodowane niezadowoleniem klientdéw., Mc Naughton

bé] proponuje uzyé kwadratowej funkeji strat poniewaz
pilnoéé realizowanego zadania silnie roénie po przekroczeniu
zadanego terminu zakoriczenia, Lawler [7p] proponuje funkeje
monotonicznie niemalejgcg. Chociaz nierozsadnym by*oby zak*adaé,

ze wielkodéé strat maleje ze wzrostem spéznienis,
to wydaje sig¢, Ze przyjete zarozenia ogranicza klase zagadnieid,

Sidney [66] proponuje uwzglednienie kosztéw przyspieszenia
zadan /np. przyspieszenie ekspedycji, przechowywanie zadax
przyspieszonych, straty w surowcu na skutek magazynowania,

przyspieszenie czynnodeci przygotowaweczych przed realizacjg
zadania inwestyecyjnego/.
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zadania inwestycyjnego/. :
Cazkowity koszt realizacji sekwencji zadani jest zwykle wielkoécia
maksymalng [2] a Esﬂ lub sumg wielkosci kosztéw [5] ’ Eﬂﬂ 5
oczekiwania zadan, przestoju maszyn i kar przy zakrozeniu, ze:

(1) koszty wykonywania i czasy realizacji zadad sg niezalezne
od sekwencji,
(ii) koszty oczekiwania sg proporcjonalne do wielkoSci zadania
/ilos$ci produktu/ w kazdym momencie czasu,
(1ii) =zadania zakoliczone przed swoimi zgdanymi terminami
zakonczenia sa przechowywane do momentu ich upkywu,
(iv) koszt przestoju maszyn jest wyliczany w przedziale [O,
Coia 1o
(v) koszty kar sa wielomianowg funkcjg spdéinienia /przyspie-
szenia/e. I
W dalszym ciggu begdziemy sie postugiwali nastgpujacymi
oznaczeniami [46] : @3] $
J = zbiér zadadi J = {J1, Joy eees Jn} .

M - zbiér maszyn M = {M,, ¥, ..., b

Py = ©zas realizacji zadania J; na maszynie Hk’

- termin rozpoczgcia wykonywania zadania J,,

C; = termin zakoriczenia wykonywania zadania Iy

W najwczesdniej pozadany termin rozpoczecia zadania Ji,
d; - pozadany termin zakorczenia zadania J,,

Ly 2 C; - d; nieterminowoéé wykonania zadania,

T, & max (o, L;] spéinienie wykonania zadania,

E; 8 max (o, r, - Si] przyspieszenie wykonania zadania,
gi(t) y f;(t) = funkecje kosztu; niemalejgce funkcje argumentu t.

Uwzglednienie wszystkich rodzajéw kosztéw doprowadziXo do zdefinio-
wania nastepujgcego zbioru funkcji celu wystepujacych najczesciej
w praktyce (8@ , [s] ¢

Cons g‘l(m?}i:n Cy /completion time makespan il 7,

n
Zwi ¢y 4 ZW 4164 /defferal cost (69 , [671 /,
i=1



20

L; /maksimum lateness (74] , (45) i 64] F i

n
Z w Ty & Z wy Ty /weighted tardiness [85) , el 7,

Hy
it~

max £,(C /maximum penalty cost (4] £
12igdn i

2 max[ max g, (E)) , max f, (Ti)] /maximum cost
1£1gn Tgfecn

with earliness and tardiness penalties[SéL[2],/

&
&

11
Zfi a z £, (C;) /total cost il /.
i=1
n
Z:}& £ .Z: [gﬁ(gi) + fi('Ti)] /total cost with earliness
j=1 and tardiness penalties/.

Analogiczne klasy funkeji kryterialnych mozna okreslié w przypadku
gdy koszt jest zwiazany z realizacjg poszczegdlnych operacji_E4ﬂ :
7 rezultatdéw zawartych w pracach Efﬂ ’ &6] wynika, ze podane
kryteria zawierajg /ze wzgledu na rdéwnowaznoséé / prawie wszystkie
pozostate kryteria /weighted machine idle time, machine utilization,
flow time, mean flow time, maximum tardiness/. Zatem wystarczy
ograniczyé rozwazania do probleméw z podanymi funkcjami celu,
Bardziej precyzyjnie mdéwigc wystarczy rozwazania ograniczyé do
probleméw z funkcjg celu Lo SUD B /maximum penalty cost/ oraz
z funkcja celu Z:fi ludb Z:hi /total penalty cost/. To spostrzezenie
sta¥o sie podstawa wprowadzania przez autora jednolitych ogdlnych
technik rozwigzywania podanych klas zagadniend,

Pexny przeglad probleméw szeregowania przedstawiono w tabl,
4,1 = 4,3 przy uzyciu symbolicznego zapisu Bi] » @3] ’ [}6] .
W wykazie ujeto tylko te zagadnienia, dla ktérych skonstruowano
algorytm znajdujgecy rozwigzanie optymalne /nie rozwigzanie przybli-

zone/ .
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Tablica 4.1,

Zagadnienia postaci n|1]|yg0 | &

Autor algorytmu Z¥ozonosé Proédio
Casr 1T3 9 0 Jackson [ﬁ95ﬂ O(n log n) E5]
r, 3 0, < Lawler [1973] on®) | frol
- Jackson [1955] O(n log n)| [55]
By 5 0, By = Horn [1974] 0(n?) 53]
r. 30, p; o= 1, Lageweg i inni [1976] | o(n®) [64]
$i09 M¢c Mahon, Florian :
[1975] e | [74
Ty 3 0y Lageweg i inni [1976] NP [64
Lawler [1973) 0(n?) fol
b 2 Lawler [1973] 0(n?) [7d]
§:Nicl - Smith [1956] O(n log n)[o1]
drzewo Horn [1977] O(n.log n)i[57]
graf szeregowo-réwno = |Sidney [1975] 0(n’) [87]
legiy ;
rs ¥ 0, py =1 Rinnooy [1976] O(n log n) [82]
Lwy Ty " Shwimer [1972] w  |lBs]
rs »0, py =1 Lawler ﬁ964] O(ns) [69]
Ef M Schild, Fredman e |[B3]
[1962]
& Lenstra [1977] we (71
£, (8)= 2, 9(t)+ by Lawler,Sivazliadi97b} O(n log n)|[67]
hpay [T3 € Ty => d; € d; Sidney [1977) O(n log n)|[86)
gi(t)= g(t), fi(‘t)=f('t)
e Smutnicki NP 1)
h, |< Smutnicki NP )
i (1
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Tablica 4,2,

Zagadnienia postaci nim| ¢, M| J

S r.r Autor algorytmu ZXozonodé| Zrédxo
Cne [Py B = 2 Johnson [1954] O(n log n][56]
2
F, m = 2, bez czeka=| Gilmore, Gomory o(n™y
e (1954 b
P Brown, Lomnicki NP -
[1966] i
P(F), < Grabowski [197§] NP I[M]
P, bez czekania Grabowsk Syszo NP '[47]
1972 :
G Greenberg [1964 NP 48]
G, RT Balas [1969] NP [12]
G, RT, bez magazynu | Grabowski [1975] [42]
Reaw | PAR)y 250y Grabowski [1979] NP [45]
Loax | Townsend NP Eﬂ?]
P Smutnicki NP (1
F, G, < NP (2)
BNiC Fy Wy = T M = 2 Kohler, Steiglitz NP [55:!
. [1975]
EwiTi - .
e jr,na2 Rinnooy [1976] NP [82]
h P, g (t)s g(t), Achuthan, Grabowski, NP [2_]
max ] _i L]
P, -4 Smutnicki NP (1)
Fy Gy Smutnicki NP (2)
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Tablica 4.3

Zagadnienia z réwnolegiym wykorzystaniem maszyn njm}J,M"id
S 7 Autor Z¥ozonoéé| Zrédzo
algorytmu
2
C Lnl, T. % Uy 7. WRT Garey 0(n”’)
o R iR Johnson [1975] [33]
tz A u&k=1,pw=p.
v J J
bez magazynu, RT Grabowski [1973] ? [}m]
= x i .
T=1, mg = 1, py,=ps,RT | Babeshima [1973]| wp [78]
ta, ME 3 4, RE Grabowski [1977) wp | [40]
I 1=1, m< »1, r;»O0,RT | Grabowski [1979]] w2 |[43]
£ vel, mf > 1, T O,RT NP 2)
E Niol bl -
L Wyt
2 Wy Ti - o
ik » o
h 121, m* % 1, R (2 }
max ri W e 2
LB n:1, m< 3 1, RT Smutnicki NP (1)
i 9 w 7 L ol

(1) Zagadnienia te sa przedmiotem niniejszej pracy

£<)

Zagadnienia te zostaty rozwigzane przez uogdélnienie rezulta-

téw pracy /rozdz, 7/, jednakze ich szezegétowa prezentacja
przekracza objetoéé pracy.
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5. MINIMALIZACJA KOSZTU MAKSYMALNEGO

Zagadnienie n|ml\F, T % 0,< | fmax

Zagadnienie kolejnosSciowe tasmowe sformuowane jest nastepujaco.
Dany jest zbidr zadat J =-{J1, Joy evey Jn} . Kazde zadanie J;
/i =1,2,...,n/ sk¥ada si¢ z ciggu operacji < 0s4s 012""’Oim>

realizowanych kolejno na maszynach Nq, Mz,..., I\'.-m. Czas realizacji
operacji 0O,, na maszynie My wynosi p; 71 = 1,2,000s00s k= 352, 000

Kazda z maszyn moze realizowaé co najwyzej jedno zadanie w dowolnej
chwili, Zagadnienie optymalizacji polega na ustaleniu takiej
kolejnodci czasowej wykonywania zadan na poszcezegdlnych maszynach
aby przyjeta funkcja celu osiggata wartoéé optymalng, W przypadku
wprowadzenia dodatkowego wymagania, aby kolejnosé wykonywania
zadan na wszystkich maszynach byxa jednakowa, otrzymujemy permuta-
cyjne zagadnienie tasSmowe oznaczone n|m|P,l|d . '
Zagadnienia kolejnosciowe tego rodzaju moga wystapié w procesach
walcowania.tLﬂ, wytopu i odlewu stali E%ﬂ s W produkcji tasmowe]
zespoxdéw 1 podzespo*dw [2?:_! s & takze w produkcji detali [14] i
Zagadnienia tego rodzaju mogg pojawié sie rdwniez w systemach
eyfrowych [25] . .

W literaturze najczesciej spotyka sie rozwigzanie zagadnien
tasmowych z funkcja G ans [55] 13 J411 .,

W pracy [44] aytor przedstawir algorytm rozwigzania problemu

« W pracy b'{] autor przedstawit rozwigzanie

z funkcja celu L
problemu n|m|P | fmax przy wykorzystaniu rezultatdéw Lawlera i
Zomnickiego [69] |, 73l &

W ciggu ostatnich lat najwiecej uwagi poswiecono zagadnieniu
n;mfPICm. Pierwszy algorytm tego rozwigzania podano w pracy [56]
Wiekszodéé poZniejszych prac [10-_1 2] ,[15_] koncentrowaXa sie
na wykazaniu nowych w¥asnos$ci problemu oraz na konstrukcji silniej-
szych danych ograniczen dla metody podzia*u i ograniczen, W pracach

ex , 4l o, [82] autoray przedstawili elegancks koncepcje
konstruowania dolnych ograniczen problemu nlm]FlCmax. Koncepecja ta
zostata rozszerzona nastepnie w pracy [43] . Koncepcje te zawiera-
ja w sobie wszystkie znane w literaturze metody wyznaczania dolnych

ograniczei problemu n|m 1F1C ax
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Celem niniejszego rozdziazu jest rozwigzanie zagadnienia
postaci n|m|P, r; 3> O, <X | fpaxe Fodana metoda rozwigzania zagad-
nienia n|m|P, r, , 0, < ]fmax jest ilustracyjnym przyk*adem
zaproponowanego przez autora ogdlnego schematu rozwigzania
zagadnied kolejnoéciowych z minimaksowg funkcjg celu,

Podstawowymi elementami tej metody sg: schemat metody podziaXu i
ograniczer oraz eliminacyjne wxasdciwosci ciggu krytycznego /pojecie
to jest wyjadnione szczegdXowo w rozdzia&ach-3.1, 6.1, 7/ Zastoso-
wanie tego typu podejscia doprowadziXo do uzyskania bardzo dobrych
rezultatéw obliczeniowych, Proces wykonywania zadaid dla zagadnie-
nia nim|?, Ty > 0,-<]fmaX jest taki sam jak dla zagadnienia

njm|F, < | fmax' Dodatkowo wystepuje wymaganie, Ze kazde zadanie

Js /i=1,2,...,n/ nie moze sie rozpoczgé wczesdniej niz jego

najweczesniejszy mozliwy termin rozpoczgcia r; , Zakodczenie
realizacji zadania w terminie Ci pocigga za sobg koszt realizacji
zadania w wysokosci fi(ci), gdzie fi(Ci) - niemalejgca funkcja
kosztu realizacji zadania i = 1,2,...,n, Jezeli kolejnosé¢ wykonywa-
nia zada® na poszczegdlnych maszynach jest okreslone, to dla
kazdego zadania Ji mozemy wyznaczyé terminy rozpoczecia wykonywania
Sik oraz zakonczenie wykonywania Cik operacji oik na maszynie M ,

przy czym oczywiscie zachodzi r; € Sjy+ Zagadnienie optymalizacyjne

polega na ustaleniu takiej kolejnosci wykonywania zadar na poszcze-
gélnych maszynach, aby koszt maksymalny L = 1??fq fi(Ci)
osiggnat wartogé minimalng. e
Zagadnienie n|m|P, L 0, *blfmax jest NP-zupeine [ﬁé] s €O
usprawiedliwia stosowanie metody podziaxu i ograniczen do jego
rozwigzania,
Nalezy zaznaczyé, ze przyjmujac ry = O oraz fi(ci) = Ci dla

kazdego zadania Ji’ otrzymujemy zagadnienie postaci nlml?lcmax

[63 , 228 przyjmujac fi(Ci)z Ci - dy otrzymujemy zagadnienie
postaci nim|F, r; > OILmax [43] » zag przyjmujgc r; = 0 otrzymuje-
my n]miF]fmax @f] « Dlatego tez przedsiawlany w dalszej czesdci
rracy algorytm zagadnienia nimiF, r, » 0 |f ,  moZe rozwigzywaé
réwniez podane zagadnienie jako szczegdlne przypadki,
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5.1. Pewne wkasnosci zagadnienia n|m|P, L2 0,<1f ol

Niech J1 =<31(1), ;(2),...,7(n) >bedzie dowolng permutacjg
wskaznikdéw zadad 1,2,...,n . Niech[l]l bedzie zbiorem wszystkich
tych permutacji. Jesli posréd zadar okreélono dodatkowo relacje
poprzedzania R to niech N(R)bedzie zbiorem dopuszczalnych permutacii

/dla danej relacji®/, tzn. jesli<(i), n(jeR , to i<,
1,5 = 1,2,44.sn, i # j. Kazda permutacja Nell(R)okredla dopuszczal-

ng kolejnodéé wykonywania zadan J.}.{“) - sz),..., Jmmna kazde]
maszynie., Zagadnienie optymalizacji polega na znalezieniu takiej
permutacji ®*, dla ktérej mamy

£ 'JT") = min T ('J'l) ’ (5-1)
L max Ten ™

£ o

£y (N = 1;231511 fmj)(cmnm § L 5e2 3

Twierdzenie 5.1.
Niech 31e [](R) bedzie dowolng permutacjs dopuszczalng okredlajg-
ca kolejnoéé wykonywania zadan na maszynych oraz niech fi(Ci),

1 = 1,2,,.+50 Dedzie zblorem funkcji niemalejacych, wtedy otrzymuje-
my s (L
f Jé'h’): max f i E p + D 2 o R
ma; : (1 ) ﬂ(l_j iyl =ity 2
1&11512€ 51m+1£n m+ 1 1 t5 1 i=1,
im+‘|

oot Z p'n(im) " (5.3)
=1

DSwdA

Kazda permutacja neN(R)okresdla terminy zakoriczenia C)ﬂj)k

zadania JjQ) na maszynie Ek 1w 1,2 0eeeliy Eo 1,250, LaDwoan
tw, 3.1 w pracy [43] wynika, ze
is if J
C : LA L]
Wk = 161 ¢ ey o . ('1‘(11) i Priy1 * Bty 2*ee ot ) Pty )
sT . i=i1 i=i? i=ik
: (5.4)

wstawiajac zatem do wyrazZenia (5.2 ) zaleznosé (5.4 )dla k =
przy zazozeniu, Ze fi(t) sg niemalejgce, otrzymujemy

: 4 (’H)= max : M (C =
max 1¢j¢n NG ) ﬁ@)m)

i i
= fmmC] iy (n(i ¥, in Py *ﬁ Brgyo *eoot
1¢jén 7ML ¢, 0 0g1 <] 1 =1, e == .
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J
e R . T (T i *

]
z: Porciy 1 + E:F%wi)2 Foook Z: Priym))= e "'?2§m~

1 5_1 i=1i < 2 il <im+1\<n
i

1 al
< Y (Tm11)+ Z pn(i1) +ip'mi)2 oo +i Prdym )) £545)
=i i

i=1

i=1y m

Ostatnia rdéwnoséé we wzorze (5.5) zostara zapisana po przyjgciu

i é Jo L
m+ 1 =
Cigg liczb < u1, u2,...,um+1;> spe¥niajgcych warunek
W 7 M
1 < u, & u, £ cee & U 48N moraz y 5
R e Une 1
e ) PN P oy ¢ § p
max('n)- m(um+1)( muy) + Z iyt + N1)2 +...+ mi)m).
inu? i=u} i= um
{h.6)

bedziemy nazywaé ciggiem krytycznym, Z zaleznosci (5.3) wynika,

ze dla kazde] mamy

max

: 4 ax(’n) > (m)= ’c"n{umH)( r'u(u1J+Z| Pnciﬂ + mei)z‘ +eoet

m+1

+n«+Zj Pmbm) {57 )

gdzie < Ugy UpgeeosUp, 4> jest dowolnym ciqgiem, niekoniecznie
krytycznym, w % , Wartosé f o L %) jest kosztem zw1qyanyn z tym
ciggiem /dekXadnie] kosztem pracy :Nﬁﬁ+1), gdzie u e jest ostat-
nim elementem ciggu/.

Zdefiniowane zostanie dalej, dla kazdej permutacji m , kilka
dodatkowych pojeé.

Cigg zadan < J ) * J bedziemy nazy-

Mgt Typeees S p)
waé k-tym blokiemw n , k = 1,2,,..,m, Blok k=ty odpowhada ciggo-
wi zadan realizowanych na maszynie k-tej bez przerw pomiedzy
zadaniami /rys. 5.1/.
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U1
T3
Ty
SIS, =S
W s N @\ ® \® ®
1 1 l‘
\\
le' ""‘l ;
' I
M3 — | -t
e 2

Rys. 5.1. Wykres Gantta dla problemu n|[m]P, ry > Olf_,1aX

»
5.1 mamy f = max (w,C, )
max 1¢i¢n

S 5 & o B o o =
Wy S, = W . ™ W, = 10, oraz uy = 2, u, = 3, uz = 4, up=4.

Ciggi zadan < Jos J3 s <’J3, J# % o <J4 > sg cdpowiednio blokami

Dla przykZadu przedstawionego na rys.

na maszynie 1-szej, 2-giej, 3-ciej.

Zadanie Jm(u y jeét pierwszym zadaniem w k-tym bloku /i ostat-
k :
nim zadaniem w k-1-szym bloku/. Zadanie J jest ostatnim
Tlypq) e

zadaniem w k=-tym bloku /i pierwszym zadaniem w k+1-szym bloku/.

Cigg czesclowy zadad < J'Mukﬂ y Jmuk+2 bl Jﬁ(u; L

<2
bedziemy nazywaé k-tym wewnetrzmym blokiem, Niech

> : N
Pk={ﬂ<33\u§$a< Ve q | (5.8)

bedzie zbiorem wskaznikéw zadand k~tego bloku w m , W dalszym ciggu,
dla uproszczenia zapisu, wskaznik bedzie opuszczany w oznaczeniach

ui , itd.

Twierdzenie 5,2,

Niech 2ell bedzie dowolng permutacja okreslajacg kolejnosé
wykonywania zadan oraz niech < Ugs Uppaeey U g4 > bedzie ciggiem
krytycznym w tej permutacji. Jezeli istnieje permutacja peiW taka,
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ze fmax(P)':fmax(“) wtedy w 3 przynajmniej jedno zadanie dla
przynajmniej jednego bloku z M poprzedza pierwsze zadanie lub
wystepuje za ostatnim zadaniem tego bloku. ®

Dowdd
Bez zmniejszania ogdlnoéci mozemy zaXozyé, ze w(i)= i,

i=12,e00yn. Niech <u,, Uppeecaslo, 4 > bedzie ciggiem krytycznym
WoT, MU= Wy o, Ew 1,24se0ibl,

Dowdéd przeprowadzony zostanie przez zaprzeczenie, Niech(5e51
bedzie permutacja taks, ze fmaXQs)<7fmax(w)oraz teza twierdzenia
nie jest spexniona., Oznacza to, 2ze P jest permutacjg postaci

rs= (!5(1},(3(2),-0.'F(u1-1), 111,P("nl..!i"?),(1(111'*'2),...,{}(112-1), UZ,
ﬁ(u2+1),.v-,ﬂ(u3_1)' u3’c.¢] uk’aco’ uk+1’po-’um+1’{3(um+1+1},
3eemy Fy(n)) ]
gdZie ﬁ U.k = 'le, k = 1,2,...,111"'1 Oraz<ﬁ(uk+1),[3(u1{+2) T
peees AU, q=10> k= 1,2,...,m jest dowolng permutacjg zadaii k-tego
wewnqtrznego bloku, tzn. permutacje zadan ze wskaZnikami Ut 1, u 42,
g s e 0y uk+1-1 Zaé <p(1),.|t,(s(u1-1)>’ <{¥(um+-1+1‘)’00., ('5(1'1)) Sq
odpowiednio permutacjami zadan ze wskazZnikami T,2,...,u1-1 i
’lm+1+1,--.,n.
Cigg krytyczny w 7 < UqsUosesesliy, g4 > jest pewnym ciggiem

/niekoniecznie krytycznym/ w p » mozemy wige zapisaé

u u u

m+ 1
f o O (pr= ‘c.'um+1(ru1 +iPp(i)1 + i P{;[i)2 +...+Z Pruiym)
i=u, i=u2 i=u, (5.9)
ale
Uyy 1 Uy 9=t Uppq=
ZPi)k=p, + P)1{+p = Py, Psq, +
4 s Uk Z;z_n i e gk - Tk i=Zul, +t B
=uk k X
Ypegq™?
k+1 k : k+1
i=1u +1
k
0, 1=t
bowiem D | Ppiyn jest wielkosciag stals, niezalezng od kolejnoé-
i=uk+1 uk+1-1

ci sumowania i réwng ) | P;j .+ W konsekwencji otrzymujemy
i=u, +1
k
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b

T ax{P) ¥ naxpl= L paxd™= fu zz: wiy 1 +'§firﬁd12 ol
i=u

2
Yt

*oaet Z p“,{'_}m ’ (5 11)

co przeczy zarozeniu i korezy dowdd tw1erd?enla. B

7Z twierdzenia wynika, Ze jedli permutacja ( zostaza otrzymana
z permutacji N ©przez zmiane kolejnosci wykonywania zadai w % oraz
jezeli fmax(P)<fmax
przynajmniej jednego bloku z w poprzedza pierwsze zadanie /lub
nastepuje za ostatnim zadaniem/tego bloku, Wniosek ten stat sie
podstawa konstrukeji algorytmu opartego na metodzie podziazu i

(7)), wtedy w przynajmniej jedno zadanie dla

ograniczen. :
Dla przedstawionego problemu prawdziwe sa twierdzenia 3.3 oraz

WniOSki 3.2, 3.3, 3.4 Z PI‘aCY [431 L

5.2+ Schemat przebiegu algorytmu 95]

Zasada dziaXania algorytmu jest oparta na metodzie podziaZzu
i ograniczenl z mieszang strategig podziaxu., W celu peXnego wykorzy-
stania eliminacyjnych wasnosci ciggu krytycznege zastosowano spe-
cjalng technike przegladania drzewa rozwigzan, wprowadzong przez
Grabowskiego E@ﬂ o« Opisany w tym rozdziale schemat przebiegu
algorytmu nie rézni sie istotnie od schematu podanego w pracy [&5},
jednakze jego zamieszczenie jest pozgdane dla pexnego scharaktery-
zowania proponowanego algorytmu.

Rozpoczynajgc od permutacji poczgtkowej'noerugjgenerujemy cigg
permutacji Ne[l(R) . Dla kazdej permutacji z cisggu obliczamy wartodé
max(“)’ wyznaczamy cigg krytyczny < UqsUoseeesll 4> Oraz okreéla-

my bloki zadan, W przypadku gdy permutacja ma wiecej niz jeden
digg krytyeczny to bierzemy pod uwage dowolny z nich, Kazda nowg
permutacje peﬂ(ﬁj ptrzymujemy z pewnej permutacji 3 z ciggu przez
przesuniecie jednego zadania Jj z k-tego bloku w permutacji T .
Oczywiscie takie przesuniecie bedzie realizowane tylko wtedy, gdy
nowo otrzymana permutacja 3 bedzie dopuszczalna,tzn;fseri(@{) o
Zadanie J, z k-tego wewnetrznego bloku jest przesuwana w N na pozy-

cje uy /1lub uk+1/. Oznacza to, ze w permutacji P zadanie to jest
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wykonywane jako pierwsze /lub ostatnie/ z wszystkich zadah k-tego
bloku z ¥ , Pierwsze /lub ostatnie/ zadanie k-tego bloku jest
przesuwane na pozycje Wy q /1ub uk/ wn o, Jezeli bedziemy mogli
wykazaé, ze dla pewnej permutacji p rrzesuwanie prac nie poprawi
wartosdel fmax(p) lub, ze w wyniku przesuwania prac nie otrzymamy
permutacji dopuszczalnej, wtedy odrzucamy rozpatrywana permutacje
@ i cofamy sie do 91, z ktérej wygenerowalisdmy # « Proces genero-
wania permutacji przedstawimy w postaci drzewa H = < V,E > gdzie
V - zbidr wezidw drzewa reprezentujscy wszystkie permutacje,

E - zbidr gaXezi drzewa postaci< T ,P > oraz P zostata otrzymana
przez przesuniecie jednego zadania w "

Wygenerowanie nowej permutacji /wezia B/ wigze sig z wyborem
pevnego zadania do przesuniecia w 9 o Wybdr ten jest zwigzany z
zasadg podziatu wegzXdéw H, Jezeli nowg permutacjg (3 otrzymalismy
przez przesuniccie w % zadanie Jj z k=-tego bloku, ustalamy wymaga-
nia czesciowego porzadku

Wl = {5, <o b ep, - {33} /2up 2] ={o, < 9,)n e P (5.14)

Wymagania te muszg byé respektowane w kazdym nastepniku G
wzgledem 3 w He

Generowanie bezposrednich nastepnikdw {Er /rys. 5.2/ wzgledem
11 powoduje, ze zbidr rozwigzan dopuszczalnych odpowiadajacych
weztowi ™ zostaje rozbity na podzbiory Y(Pr) /niekonieeznie roz¥acz-
ne/. 7 kazdym z podzbiordw Y (pr) jest zwigzana relacja postaci
(5+14), Niech P1 bedzie pierwszym nastepnikiem wzgledem 9t
wygenerowanym przez przesuniegcie Jj na
pierwszg pozycje k-tego bloku w 71 , Po
dokonaniu cofania z P1 do 1 otrzymu-
jemy zdanie logiczne dopexniajace, ze
Jj nie moze byé wykonywane jako pier-
wsze 2z rozwazanego bloku, Dla zapewnie- .
nia roztacznodci zbiordw rozwigzan B, Ay B
Y'(pr) T = 1,2,.0.  zdanie to powin-
no byé przestrzegane w kolejnych nastep- Rys, 5.2. Drzewo
nikach generowanych z 7 , tzn. we rozwigzan
wszystkich (Zr, r » 2. Trudnoéci w realizacji tego typu wymagan
przy uzyciu relacji czesdciowego porzadku zmuszajg nas do zrezygno-
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wania z roztacznodci podzbiordw Y(|Gr). Dalej niech (3, bedzie
kolejnym nastepnikiem wzgledem 7 wygenerowanym przez przesunigcie
Jj na ostatnig pozycje k-tego bloku w §i . Wykonanie cofania z pa
do ¥ , w poXgczeniu ze zdaniem logicznym dopeiniajgcym dla p1
okresla nowe zdanie logiczne dopeiniajgce , Ze zadanie Jj nie moze
byvé wykonywane ani jako pierwsze ani jako ostatnie w k=tym bloku,
Jezeli wszystkie zadania k-tego bloku byty przesuwane, to otrzymu-
je zdanie logiczne dopetniajgce, ze 2zadne zadanie z k-tego bloku
wewngtrznego nie moze byé wykonywane ani jako pierwsze, ani jako
ostatnie, natomiast zadanie pierwsze tego bloku nie moze byé
wykonywane jako ostatnie, a zadanie ostatnie jako pierwsze.Zdanie
to mozna zrealizowaé w postaci wymagani czesciowego porzgdku postaci

k’* Jplh € By -{n(uk)}}u{Jh-4 Jn(uk+1}\h € P, 'b“uk+1ﬁ}(5'15)

Jezeli F w algorytmie jest otrzymywane przez przesuniecia za-
dania z k-tego bloku w ¥ , to dla P ustalamy arbitralnie wymagania
czesciowego porzgdku zadar dla pierwszych k-1 blokdéw, Zapewnia to
roztacznosé nastepnikdéw /podzbiordw rozwigzar/ generowanych przesz
przesuwanie zadal w réznych blokach, W wyniku dokonanych usialer
relacji czesSciowego porzadku otrzymujemy dla kazdej permutacji
relacje ﬁ.“. Relacje ta mozemy réwniez przedstawié w postaci
zbiordéw poprzednikdéw i nastepnikdw zadan

{Jﬂ(u

A = {nl <3, 3>¢%, 3, B) ={h|<3, 958, 1, 3 = 1,2,..0n  (5.16)

W procesie generowania permutacji, wezex 51 w H mozemy odrzucié,
jezeli
(13 dolne ograniczenie wartosci fmaxqg)dla wszystkich nastepni-
kéw w (» wygenerowanych z 5 jest nie mniejsze niz aktualne
gérne ograniczenie,
(ii) 2zadne z zadand nie moze byé przesuwane na pierwszg lub
ostatnig pozycje swojego bloku bez naruszania relacji @im ’
(iii) kazdy z blokdéw zawiera dok*adnie jedno zadanie’tzn;

S1= N B hge W Sepst

Przypadki (ii), (iii ) wynikajg z twierdzenia 5,2,
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5.3. Wyznaczanie dolnych ograniczen

Dla kazdego wezXa 31 nalezy znaleZé dolne ograniczenie wartosci
fmax:q;)dla wszystkich nastgpnik6W(3, ktére mozna wygenerowaé z 7.
Problem ten jest réwnowainy rozwigzaniu zagadnienia kolejnosdciowego
vostaci nim|?, r; » 0, Ry |f, . gdzie R ., jest relacja czgéciowego
porzgdku ustalong w kazdym nastepniku 3 wzgledem m .

Dla rozpatrywanego zagadnienia dolne ograniczenie zostanie
wyznaczone poprzez relaksacje mozliwosci wykonawczych maszyn oraz
relaksacje funkcji kosztdéw. Wyznaczanie dolnego ograniczenia
poprzez relaksacje mozliwosci wykonawczych maszyn w odniesieniu do
zagadnied z funkejg celu O 2 prezentowano w @3] 3 ﬁi] .

@3] . Istota relaksacji polega na przyjeciu, ze dla pewnych
wybranych maszyn liczba operacji realizowanych jednoczednie mosze
byé dowolnie duza /zadanie nie muszg byé szeregowane na tych
maszynach/, Zadania dotyczzce pozostatxych maszyn nie zmieniajg sie,
tzn., kazda z tych maszyn moze realizowaé nie wiecej niz jedno
zadanie w dowolnej chwili czasowej., Optymalna wartosé funkcji celu
/1ludb dolne ograniczenie/ dla problemu zrelaksowanego jest dolnym
ograniczeniem wartosci funkcji celu problemu wyjsciowego.

' W dalszym ciggu zostala przeprowadzona analiza mozliwosci
wyznaczania dolnego ograniczenia poprzez rdézne relaksacje problemu
wyjéciowego, ktdére sprowadzajg rozpatrywany problem do problemu

kolejnosciowego z algorytmem o zXozonosci wielomianowej, Takie
ograniczenie klasy zagadnien wydaje sie by¢é rozsgdne, bowiem
problem wyznaczania dolnego ograniczenia jest rozwigzywany wielo-
krotnie w czasie dziaXania algorytmu, w kazdym weZle drzewa rozwig-
zani, co wptywa w istotny sposdéb na czas dzia*ania algorytmu.

Z analizy z*ozonoéci obliczeniowej algorytmdéw kolejnosciowych
wynika, Ze algorytmy efektywne istniejg tylko dla zagadniend z co
najwyzej dwiema maszynami. Niech M, M, 1susvg¢m bedy maszynami
o ograniczonej przepustowosci, zas§ M., i = 1,2,.40,m, u # 1 £ v,
bedg maszynami o nieograniczonej przepustowosci, Podzbidér kolejnych
maszyn o nieograniczonej przepustowosci mozemy zastapié jedng
maszyng o takiej samej wrasnosci, 7 powyzszego wynika, Ze wystarczy
rozwazaé zagadnienie z co najwyzej piecioma maszynami M'u’ Mu, Muv’
My Mo is & ktérych co najwyzej trzy M,y» Myy» M,. maja nieograni-
czong przepustowoéé, Czasy wykonywania zadan na tych maszynach majg
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postadéd
u=-1
Proa #Tp 0%, P ai fe 3, (5.17)
k=1
v=1
Pijuv = E:: Pix pLT % d iy (5.18)
k=u+1
m
A g X , e T, (5.19)
k=v+1

oraz Czasy Dy, Piv nie ulegajg zmianie, Oznaczmy odpowiednio
n
Si-u’ Siu’ Siuv’ Siv’ Siv- s Ci-u' Ciu’ “uv’ Civ’ Cin
terminy rozpoczecia i zakonczenia realizacji zadan na tych maszy-
nach, W wyniku przyjetej relaksacji otrzymaliémy zagadnienie
. ” 3 \ i i =, . - o
kolejnosciowe postaci nl5|P, M,, M,, Mg - bez ograniczex, @k]\Lmax

gdzie T 2 max f,(C,..). Kazde dolne ograniczenie funkcji celu
max 1¢i¢n I Ay

tego zagadnienia jest dolnym ograniczeniem wszystkich nasteonikdw
wzgledem X .

Wartosé Py ., MoZe byé interpretowane jako najwczesniejszy
termin rozpoczecia wykonywania zadania Ji € J na nmagzynie Nu tzn.

A

. = 2 ar x
rlu pl U g rlu

poniedzy wykonywaniem operacji Oiu na maszynie Nu oraz Oiv na
fu * Piyvy € Siv
€ J na maszynie Mg zwigzana z kosztem realizacji zadania
e 2 . i
tzn. q;, = p;, oraz f£,(C; ) = 2,00, o # 0, B L, _KC, )is Take wies
problem ni51P, M,, MB’ M ~ bez ograniczen, a'ﬂ]fmax mozemy réwnies
- e -0
oznaczy¢ nl21P, r; 3 0, c; > 0,=< | f g fmax 2 ?af Li((}i4 +45).
Zagadnienie to jest NP-zupe¥ne /bowiem zaga&n}eﬁie ni2iP,
r; >0, ¢ > O, lcmax jest NP-zupezne.
Dla opisanego problemu mozemy przeprowadzié eliminacje maszyny o
nieograniczonej przepustowoéci. Dla powstaXego w ten sposdéb zagad-

{ r?‘ ; ‘ 3¢ — j J':r. Z'- '!‘P
€ 55,5 wartosc py,. jako zwZoka czasowa

maszynie M_,tzn., C ; wartosé Pyye — Jako konicowka

zadania J

I

nienia mozemy wyznaczyé nowe funkcje kosztu fiu(Civ}’ fiuv(civ)'
fiv(civ)’ 2
foh Cpe S 5,000 R (5.20)
i
&
fiuv(civ) i fi(civ. . JT&? Piuv) ¢ (5.21)

s |
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o P!
£, ,(Cs ) 2 fi(Civ_-t- min q,.) , {5:22
€J
e |
oraz rozwigzaé zagadnienie. Mozemy réwniez przeprowadzié eliminacje
kosztéw z problemu przez przyjecie
£ (%) 4 nmin 2y (t) 4y 0§ t<oco , (5.23)

J.eJ
i

-

Dla powstatego w ten sposéb zagadnienia mozZemy wyznaczyC rozw

e
D
[
]
]

nie z kryterium C a nast¢prnie przyjaé koszt rdéwny £,(C

max max)'
Wszystkie metody wyznaczania dolnych ograniczed przedstawiono za
pomocg ciggu S zawierajgcego co najwyzej pieé symboli ze zbioru
{a , 4,0 }. FPoszczegélne symbole oznaczajg

0O - maszyne o nieograniczonej przepustowosgci,

A - maszyne o ograniczonej przepustowosci,

O - maszyne o nieograniczonej przepustowosci, ktdérg wyeliminowa-

no w wyzej vpodany sposdb,

Niech ® A @ oznaczaja odpowiednie maszyny w problemie, w ktérym

eliminowano koszty.

(o]
o
[
]
>d
>3
D
{ &
D
O\
>
O
(o]
O
(w4

eBameo doono (ABOSO nﬂ Alh ool
S o e oot TS =
emoBo | 000 | (Ame |
| oBe |

Rys. 5.3. Graf relacji dominowania ciggdédwSL zwizzanych
z dolnymi ograniczeniami
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Dolne ograniczenie zwigzane 2z ciggiem S i maszynami M K,
oznaczymy symbolem LB (u, v,f., &,). Dalej niech LB*(u, v,5 'Qm)
oznacza wartodci funkcji celu rozwigzanie optymalnego dla zagadnie-
nia kolejnodciowego z maszynami Mu i Mv postaci O, A, B, A.
Poniewaz IB (u, v,Sb, Si.ﬂ) jest dolnym ograniczeniem dla dowolnych
par u, v, 1gus vs m mozemy wige przyjac

LB(&’@‘T)= max LB(U., V,SZ, ‘R.rn) (5024 )
1susvsm

jako dolne ograniczenie zwigzane z ciggiem S¥ .
Pomiedzy pary ciggdw Sb i & wprowadza sig¢ relacj¢ dominowa-
nia . Cigg S dominuje nad ciggiem S jesli dla kazdej pary
<u, v > mozemy znalezé taka pare <u, v'>ze speXniona jest nierdw-
nos¢é ; B
LB (u , Vv 2y Rq)2LB(u, v, 00, R 5y)
Relacja dominowania jest relacjg przechodnig, Na rys. 5.3
przedstawiono graf dominowania wszystkich ciagdw SL . Kazdy wierz-
choXek grafu reprezentuje pewien ciag S zad kazdy *uk grafu skie-
rpwanego(ﬂ.! , 8% >oznacza, ze ciacgc;..‘fl.J dominuje ciggfl . Z wasnodci
probleméw kolejnosSciowych wynika, 2e problemy odpowiadajace ciggom
symetrycznym z eliminowanymi kosztami /np, ciagci emA i ABe@
sg symetryczne/ s3 réwnowazne,

Wobec powyzszego wyrdzniono 21 rdéznych ciggdéw, w tym 9 odpowia-
dajacych zagadnieniom z wyeliminowanymi kosztami, 7 analizy z¥ozo-
nosci obliczeniowej algorytméw podanych 21 zagadnied wynika, ze
tylko 6 zagadnier’l posiada algorytmy efektywne, Problemy te zostaty
krétko opisane,

(i) eme . Pomijajgc pierwszg i ostatnig maszyng o nieograniczo-
nej przepustowosci oraz eliminujac koszty z problemu otrzymu.

jemy zagadnienie minimalizacji C___ 2 max C,_ na maszynie
= max 1<i<n s 4

M, = M,, tzn, zagadnienie postaci n 111<1C
LB*(u, u,(e@e) ,@L.n) =ﬁ1 Piyy » wiec
1=

max® Poniewas

n
IB(u, u,(eWe) '?‘-m & f;(z Piy * ];ir.l[riu * qjv])-(5‘25)
=1 ¢ ,d
i i#]
Z¥ozonos$é obliczeniowa algorytmu jest O(n).
Jest to najstabsze dolne ograniczenie.
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(iiy (ogo) . Pomijajac pierwszg i ostatnig maszyng o nieograni-
czonej przepustowosci otrzymujemy zagadnienie minimaliza-
cji kosztu maksymalnego
frax 2, maX £,(C; + min T, o+ min q4)8 max £,(C, ),

WO —deten i( = 1€jg¢n ¥Wicn J 1¢i¢n *
(5.26)

na jednej maszynie M, = M, tzn. zagadnienie n|1|<1f .
Algorytm rozwigzania tego zagadnienia przedstawiono w pracy
E?O] i wymaga O(nz) iteracji., Optymalna wartodéé funkcji
celu dla tego zagadnienia jest wartoscig LB(u,u,(000) R.)

(iiiy (A Mme ).Pomijajgc ostatnia maszyneg o nieograniczonej prze-
pustowosci oraz eliminujgc koszty z problemu otrzymujemy
zagadnienie minimalizacji Cmax'na jednej maszynie Musz
z niezerowymi terminami rozpoczecia wykonywania zadan, tzn,
zagadnienie n|1ir; 5 0, | Craxe Optymalna wartosé funkeji
celu Cma.x dla tego zagadnienia jest wartoscias LB*(u,u,(g|.)J@L'n)
Algorytm rozwigzania tego zagadnienia 9] wymaga O(n°y
iteracji. W rezultacie kolcowym otrzymujemy

IB(u,u,(ame), %)= f*(LB*(u,u,(...),&m)+1iniii1n Qi) (5.217)

(e Ba)Ponmijajgc pierwsza maszyng o nieograniczonej przepus-
towoéci oraz eliminujgc koszty z problemu otrzymujemy
zagadnienie minimalizacji maksymalnej nieterminowosci z
conco A
koncowka R : :

T o max (C. % 8:.Vy (5.28)
max 1<isn iu iv

na jednej maszynie M, = M, /przyjmujac K = max qj, oraz
1¢ign

d; = K =~ qiv/' Optymalna wartoéé funkecji I . celu dla tego
zagadnienia jest wartodeia 1B'(u,u,(esa) » Yy )e Algorytm
rozwigzald tego zagadnienia [62] wymaga O(ng) iteracji «

W koricowym rezultacie otrzymujemy

LB(u,u,(0 BA),R )= 5 ( LB(u,u,@8a),Ry) + 1?§§nr4u‘),(5.29)

(ivy (0DA).Pomijajac pierwsza maszyne o nieograniczonej przepus-
towoéci otrzymujemy zagadnienie minimalizacji

£ 8 max (£.(C,. + q,_ + min r. Y& max £, (C,. )(5.30
max Hign( 1 in iv 1¢3¢n gu) 151‘111 iu )
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na jednej maszynie Mu = Mv' tzn, zagadnienie postaci
n 1 p(ﬁmax. Rezultat jest analogiczny jak w (ii).
Pozostate zagadnienia w ogdélnym przypadku sg NP-zupeine,
Przy zatozeniu R, = P istniejg algorytmy efektywne dla niektérych
z pozostatrych problemdéw. Sg to:
(v)(ememe) ,"Rf p. Pomijajgc wszystkie maszyny w nieograniczo-
nej vprzepustowosci oraz eliminujac koszty z problemu otrzymu-
jemy zagadnienie minimalizacji

e a max 3 Seo!
i 1<i<n iv ( )

maksymalnego czasu zakoiczenia na dwdéch maszynach Mu i Mv, tzn,
zagadnienie ni21PIC . Optymalna wartosdé Cphayx J€St optymalng
wartoscig IB(u,v,(o0o0No0) , #). Zagadnienie to mozna rozwig-
zaé algorytmem Johnsona [56] w O(nlogn) iteracjach, W rezulta-
cie otrzymujemy

LB(U.,V,(.I...),E})= f,(LB*(U,,V,(.I.I.) D)+

= lV-riu * gl * o piuv> N (5'32)
L 1<ign
1#]

Z¥ozonosgé obliczeniowa tego algorytmu jest O(nlogn) .

(viy)(emane) ,fﬂm= p. Pomijajgc pierwszg i ostatnig maézyneJ
o nieograniczonej przepustowodci otrzymujemy zagadnienie
n|3|P, M, - bez ograniczenl|C___. Rozwigzanie tego zagadnienia
mozemy otrzymaé poprzez rozwigzanie algorytmem Johnsona
zagadnienia na dwéch maszynach M, i M_ z czasami wykonywania
zadan Py + Pigy 082 Py, + piuv’Ji € J [Bi). Otrzymana w ten
sposdb optymalna kolejnos§é jest optymalng kolejnodcig dla
BnislP, M, - Eez ograniczenlcmax. Optymalna wartosé Cmax jest
wartoscig LB(u,v, (emame®) ,9 ). Mamy zatem
LB(u,v, (e IAI.)!@)’: f*(LB(u!v!(. BABO) ﬂ) 1

?i? [r, + qjv] ) (5433 )

2
i#j

Z¥ozonoéé obliczeniowa tego algorytmu jest O(n logn) .
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5.4, Zagadnienie wzmocnienia dolnych ograniczen

We wszystkich metodach wyznaczania dolnych ograniczed dla
ciggdéw SL =zawierajgcych maszyny postaci o, ® mozemy zwigkszyé
wartoéci dolnego ograniczenia LB (S, R ). Ogdélna idea polega na
wyznaczeniu dolnego ograniczenia dla pewnego podzbioru zadaxd 3 C o,
Oczywidcie podzbiér J'nalezy tak wybraé, aby nastgpi*o zwiekszenie
wartosci LB(._Q,,‘R“). Zasady wyznaczania podzbioru J? oparto na
nizej podanych wxasno$ciach.

Rozpatrzmy dolne ograniczenia zwigzane z ciagiemSt =(Aama).

Poniewaz optymalna wartoéé funkeji celu problemu nitlr; ) O‘Cmax :

C';ax £ max (Ci + qi) jest takze optymalng wartoscig funkcji celu
. n CJ,‘,' A

Py
probleﬁllulf'gymetrycznego" tzn, nl1 '.qi > OICma*c’ max =, DX C.+I‘i

pr - g A 0%

a wiec rozwazanie dotyczgce ciagdw (A me) oraz (ema) wystarczy ograni-
czyé do jednego z nich, Oczywiscie

IB(u,u,(ame) » Ro)y max [IB(u,2,(ame) » R)» (5.34)
LB(u,u, (..l)’g‘.m)]
oraz rozwigzanie obu zagadnien mozna otrzymaé stosujac algorytm
opisany w pracy [69) . |

Twierdzenie 5.3,

Fiech C . bedzie optymalng wartogcig funkecji celu, G - permu-

tacja optymalnag, < uG, n >- ciggiem krytycznym w 6 dla problemu

n|tlr; » 0,<1C,,,. Wowczas zachodzi

LB(u,u, (A l;),"slm);f*(LB'(u,u, (Am@®) ,‘RT)+ min qG(ia) >
wslgn
y LB(u,u, (ame@) , R, ) . (5.35)
Dowdd
Zauwazmy, 2ze funkcja f,(t) , Ost<oo jest niemalejgca bowiem
funkcje fi(t), Ji € J s3 niemalejace, Tak wiec wystarczy pokazad,

ze
L By e e g W
max “ “ma ‘ &i) “ 'm ;
x (i) it e

uisn

" (5.36)

gdzie I’;qax’ C;ax sg odpowiednio optymalnymi wartosciami funkeji

celu probleméw nitir; » O,< L, L. é;:;l;cnwi + q;) oraz

& 2 max C,.

ni‘llri y 0, ]Cmax’ max Yeten ©
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Rozwazmy zbidr zadad Jyc J, Jg = {Jg4,¢€ Nu¥e 16w} .
Optymalna wartoéd Lpay Problemu njllr, > 0,< | L dla zadani ze
zbioru J jest nie mniejsza niz optymalna wartoéé I‘max G problem

¢ ?
ngilir; » O, %} Lmax,(‘o' dla zadai ze zbioru JEIC_ Jy tzn,

B ave s o (5.37)

7 prezentacji dolnych ograniczenl wynika, Ze w odniesieniu do
zadan zbioru Jg zachodzi

* X .
I‘max,G ? cmax,G b JmlenJ 95 (5.38)
i G
gdzie C;ax 5 jest optymalng wartoscig funkcji celu problemu
%0 « e = e £ . _
nglllry > 0, J Cmax’G.Ale Cmax,b’ ol > T W J?%XJ C; w proble

mie niliry > 0,2 ] C ., wigc korzystajac 2 wzord®w (5.37) 1(5.38)

d

mozemy zapisaé

” * . « : e
g %€ + min q. = C + nin - £5.39)
max max,o I, €6 s BAX " eLg.. TO1)

co daje spetnienie pierwszej nierdéwnosci w (5.35) .

Nierdwnosé druga wynika z faktu, ze

gln gy Min [min St T q@{i)]= 11;1;:2111 q;.® (5.40)
¢ ign 1¢igu® g i¢n ik

Zauwazmy, ze z podanego twierdzenia i wzoru (5.34 ) wynika, 3Ze

IB(u,u, (amA), Ry )2max [£, (LB @,u,(ame) , %)+
S : (5.41)
+ min qO(J'J)' fx (LB" (u,u,(emaA) ’@bfﬁ)-l- min rﬁ(i.))]

LlG..{ i¢n uﬁg i¢<n

gdzie <u6, n > oraz < u("‘, n > sg odpowiednimi ciggami krytycznymi.
Rozpatrzmy dalej dolne ograniczenie postaci f, (LB*(u,u, (AW 0),(3.»;;') +

+ min qs(i))' Niech Cl;ax'g . us, n > bedg odpowiednio optymalng
u%¢i¢n
wartodcig funkcji celu, permutacjs optymalng, ciggiem krytycznym

w G dla problemu n Mir; > O, < | Coax+ Niech J, € J bedzie zadaniem
takim, ze q = q,=min Qg zas J, zadaniem takim, Ze

ugign
»® ey ]
(C +q ) =min £,(C .~ + q,). Oznaczmy J = J - {Jk}(J'-_- J_{Jl'})

max
J i€ J

1
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oraz _
L0638 min L(th .. Oftcw (5.42)
* ieJ,

Niech C;a;c’ G ', <u6, n > bedg odpowiednio optymalng wartodcig
funkcji celu, permutacja optymalns, ciggiem krytycznym w 6 dla
problemu n-1] 1 Ir1 > 0,4 C.x Zawierajacego zadania ze zbioru J.
Oznaczmy dodatkowo

min ' Qe = 5.43
¢ 6(i)

Twierdzenie 5.4. : :

Niech Cm:tx' @ u% 55, C;axJ 6], 2 uG, n>a,, Q. beda
wielkodciami zdefiniowanymi jak wyzej zas f,(t), f,(t) funkcjami
okreslonymi wzorami (5.23) 1 (5.42) . Niech fi(’c) » 3;€ J bedg
funkcjami niemalejgcymi.

Jezeli istnieje zadanie J_e J' takie, ze ooy X9, oraz

u65 ig¢n

CLy 9o s B <A ok min Qg 54 » T die {Jk} (5.44 )
1lubdb
(A1) flot e gl y< (cmaX ~py + q) =
!
= min £, (C - D+ Q)T =ad =3J.% ,(5.45)
J€d 1 . ths
to zachoedzi

*(Cmax+q )<f(Cmax+q*) . I {5:46 )

Dowdd :
(1) Z wkasnoédei problemu nl1 lri ; 0, < | Cpax W¥nika, ze optymalna
kolejnosé dla problemu n|l|r; > < | Cpax 2© zbiorem zadad J jest

takze optymalna, kole,]noscia; dla problemu n=1 }Hr Yy 0, | Cmax ze
zbiorem zadah J = J - {3, } « Na moey wzoru (5. 3) i dlam= 1 oraz

przy zatozeniu J(:‘:(uG) < J zachodzi

)
»
cmax - pk 5 cl‘l]a]{ . (5.47)

Korzystajgc z zaXozenia (i) twierdzenia oraz z wzoru (5.47)
mozemy zapisaé

- * «!
Oogm ™y + B w0 s Co, + g CC . *q, (5.48)
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Z konstrukcji dolnego ograniczenia wynika, ze

£,(C¥ _+ q)=min £,(C* _+ q )< min £, (C* _+ q,)=
et e P P A SR A S

i 1
= (Co . 4.qy) (5.49)
Poniewas f, (t) jest funkcja niemalejaca /bowiem wszystkie

£,(t), J; € J sa funkcjami niemalejacymi/ oraz We v z wrasnosci

problemu nliir; > O, < ’Cmax' wiec

*

e _ by 1 ! !
Ly e * A IS0 e QIO *+ )= L0 + 4 15:50)

(11} 3 zaXozenia (ii) otrzymujemy
* * »
f*(cmax ¢ q.)= fl(cmax * q¥)<}%§3 fi(cmax T
\ +* i
= f*(cmax e Ay ) o (5.51)

Uwzgledniajac zaleznosé (5.47) ,(5.51) oraz fakt, ze f,(t),
Ji € J sa funkcjami niemalejgcymi otrzymujemy rezultat

L | L 4 | !
f*(cnlax+q")(f*(cmax—p1+q9r)‘<f*(cgla}:+q*)s
| »! !
£, NG ¥ 8. (5.52)

bowiem q, ) Qu +» M
Zauwazmy dodatkowo, ze warunek (i) twierdzenia 5.4 mozna

zastapié warunkiem stabszym

q‘* + pk < q3= mé-n q6(i) : | . (5053)

usi<n

ifk
natomiast warunek (ii) w przypadku, gdy np. fi(t)= w, t,
i=1,2,,..,n, mo2na zapisaé w postaci

*
C + q

¥, 3 ﬂax - Wy o, Wy o= min Wy (5.54)
c - D + q J.ed
max * i

W wyniku zastosowania twierdzenia 5.4 otrzymujemy podzbidr
J'c J taki, ze
IB'(u,u, (004), Ry)>LB(u,u,(004), R 4), (5455)

gdzie ! )
LB(u,u, (0DAY,Ry) = £, Cr . + a, ) (5.56 )
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Przez wielokrotne stosowanie twierdzenia mozemy otrzymaé cigg

podzbiordw J > 75 3°5... oraz cigg rosnacych wartosci dolnego

ograniczenia IB (- )<LB?(-)$.. . Celem naszym bgdzie wyznaczenie
takiego podzbioru J°, ze

LB () « I8 () e max [ 13 ) I )T Mo, (5.57)

Powyzsze postepowanie moze zostaé rozszerzone na inne przypad-

ki dolnych ograniczen.,
Rozpatrzmy dalej dolne ograniczenie postaci LB(u,v,(emme), £).

Z prezentacji dolnych ograniczed /rozdz. 5.3/ wynika, ze

LB(U.,V, (ODDO) 7 ¢)= f* (LB"(U,V,(ODDO) ’g’ + S 1 + q;)(5'58)
gdzie

£ 0t 320 mdm £.0) 4 (5459
J;€d 'y
oraz
Ty + Qu = ?i? [riu + qjv] 2 £5.60 }
9
if]

Wartosé LB*(u,v,(ODEJO),ﬁ) jest réwne optymalnej wartosci Crax 412
problemu n|2IPIC  rozwigzywanego algorytmem JohnsonaBé],

Niech dalej C;éx,(a , <1, u®, n > beds odpowiednio optymalng
wartodcig funkcji celu, permutacjg optymalng, ciggiem krytycznym w
© dla problemu n|2|PIC___. Niech J,_€ J bedzie zadaniem takim, ze

r, =T, /lub q = q,/, 7as Jy € J zedaniem takim, ze f F(C o ¥ 2y ®
+ q*)_ min £,(Cp.. + Ty + 4,). Oznaczmy J = J - {Jk}
J. EJ
(& =J -{Jlj)oraz
f*(t) min f,(t), 0 st <eoe. (5.61)
: J eJ

Niech C;ax bgdzie optymalnq wartoscig funkeji celu problemu
n-1|2]P!Cmax zawlierajgcego zadania ze zbioru 5 Oznaczmy dodatkowo

1 )
r, + g, = min P H G T (5.62 %
¥ ¥ TysJ s€ (xs 3}
1#]

Twierdzenie 5.5, :

Niech Co_y G , <1, PP A o PR RO T L il
wielkoSciami zdefiniowanymi jak wyzej zas f(t), £(t) funkcjami
okredlonymi wzorami (5,59) 1 (5.61), gdzie £,(t)y 1 =1,2,...,n 83

funkcjami niemalejgcymi.
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Jezeli istnieje zadanie J_€ J' /lub I € J'/ takie, ze

JB-‘( Jﬁ(u) /1lub va“u?)_{ Jp / oraz
!
(1) W e S 3 -J:léig ri, J=J={J73, (5.63)
!
= J = .
/1ub Py + a,< a4 ??J Qy » 7 {93/ (5.63)
lub
£i1% fl(r' + Cu:ax + q*)<f - Pyq t C + Q)=
w ., )
= R DN P e * T LE R 15 (50
2

* ¥
/1lub £2 (0 & 00 g e LT = Pys + € + q,)=

= ?;2J:f (e = Pyq * C;ax + Q) gl {Jl}(5.64)
to zachodzi .
LG + Copalg Il o, » 4 (5.65 )

(1) 2Z wtasnosSci problemu 1112’|PICIMx wynika, ze optymalna kolej-
nosé dla problemu niziP?cmax ze zbiorem zadan J jest takze optymal-
na kolejnoscig dla problemu n-1121PIC __ ze zbioram zadan
S - {Jk} o Na mocy wzoru (5.,3) dla m = 2 oraz przy zazozeniu
Jk—'{ J~,.G, zachodzi

G(u)
c* s ua (5.66)
max pk1 e max °* .
7 Korzystajac z zaXozenia (i) twierdzenia oraz z wzoru (5.66)
mozenmy zapisaé :
* * #
Chax = Prt1 * Pt * To + Qoo = Oy + T, + 9, Opppp #7440,
(5.67)
Z konstrukcji dolnego ograniczenia wynika, ze
Lo (Ty + c;ax +4q)= Jmin £, (ry + cmmc 9, )
1€J
£ min fi(r + Cn:'ax + Q). (5.68)
JiGJ
Bauwazmy, ze rj = r; ¢ B ¥ g % r; + q, = min [r; + a;] oraz ze
J,9J,€J
> S, |
1#4] )
funkcje fi(t), Ji € J s3 niemalejgce wigc funkcja f,(t)= min fi(t)
J.€d

i
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jest réwniez niemalejgca. W konsekwencji z wzoru ( 5,68 ) otrzymujemy

%
£ (Tu + Opay + Q)= min £y(7ye + Ch e T

Iy
* ) !
£ min f.(r, + C + Q)< min f,(r_  + C +q,) ¥
Jyed’ 1(% * “pax * % el £155 % S * e
!
€10 (P v Co g ). (5.69)

(ii) 2 zaXozenia (ii) otrzymujemy
* “
Lu(Te + Co0 + Q)= £ (s + G+ g st (¥, & O & Biy % 823

]
TR el * Cpax = P11 * )= £(Tx + Cpay = P1q + 2,)(5.70)
€
i

Korzystajae z faktu, z2e funkcja ﬁkt) jest niemalejgca oraz ze wzoru
(5,66 ) mozemy zapisad

* ! * : x!
LTy + Cpay + Q)< BTy + Cppye = Prq + Q8L M+ Cppy + )

| I ) .
it w90, (5.70)
! I .
dzie . + g. = min [r, + 9.1 > T, *a. ,
g »* 2 Ji'JjeJll J] * »
1#]

Dowéd dla alternatywnego przypadku mozemy otrzymaé stosujge
analogiczny schemat postepowania . B

Zauwazmy dodatkowo, Ze w przypadku gdy np. fi(t'}= wit,
i=1,2,ee.yn to warunek (ii) twierdzenia 5.5 mozna zapisaé

w postaci *

. + C + qQ

wo oS » max : W oo Wo w anin w, 5,729

8 » X 1 3 1
I'*_ + C 5 s p11 + qg Jie
p . 0F g

/1ub Weg > . R Wy, Wy = min_ w, (5.72]

Tu + Cpay v P1p + Q4 i

Analogicznie jak poprzednio /tw. 5.4/, réwniez i w tym przypad-
ku mozemy wyznaczyé /poprzez zastosowanie tw. 5.5/ cigg podzbiordw
J':>J1 e, J2:>... oraz cigg niemalejgcych wartosdci dolnych ograni-
czenl LB(')<LB1(“%<LBZ(') ces 5 @ W 8zczegdlnosdci wyznaczyé podzbidr

J8c J taki, ze

LB®(-) - IB (-) = max [LB'(-) - LB()]. (5.73)
Jicj
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Powyzsze postepowanie moze zostaé¢ rozszerzone na przypadek
LB (u,v, (ememe), $) oraz inne,

5.5 Zasada podzialu

Dana jest permutacja el (R), Nalezy wskazaé zadanie w 7
ktérego przesuniecie pozwoli na wygenerowanie nastgpnika [2€ ns)
w drzewie H, Bgdziemy przesuwaé zadania ze zbioru kandydatéw w 3

El'jcjbg{JjelJlje Pk-{]“i(uk-]'g’Pkﬁ Bj=ﬂ} 1 (5.74)
By & {3ye Tige B - {wCu, Y, Ben AT = 8], (5.75)

Zadanie ze zbioru El;b bedg przesuwane na pozycje Uy WO, zas
zadania ze zbioru E].;a na pozycje Uy, qe Wybér zadania do przesunie-
cia jest dokonywany na podstawie wyrazenia

kh .. 8 ; ;
B () 8 Sk—‘l(n(uk" J) o JF My q) j e g Xb
- L] - > 2 um '
(yk_-«ltr.n(uk), J) +8k+1(:}’-’]-1 )’J i .n(uk'!"l) 9 (5.76)
AN AL KT B J# M0y s
Al:ra(j)g 1T R o 30 BT (5T

Sk+1(“(uk+1)’ R +5k+1(j’ j'i)aj = 0T

gdzie &) (1,3) 2 Py = Py » kK = 0,1,2,000,m , § = 1,2,0.0,m,
ora1 p;jo & rj.
Twierdzenie 5,7.
Niech T bedzie dowolng permutacjg zas P permutacjg otrzymamy
z T przez przesuniecie Jj na pozycje u, /1ub Uy, 1 / w®n . Niech
fi(‘t) y Jy € J bedg funkcjaml niemalejacymi wtedy dla k = 1,2,,..,n
otrzymujemy

kb b
(1) Ly ()3 Pyt 2 (Cay o+ ATDTge B (5.78)
‘oraz "
a a
(1) Loy (B ¥ £y ) (Cpqu ¥ Ay ()),33€ EZ . B (5.79)
Dowéd

Na mocy twierdzenia 3.5 z pracy [43] mamy



47

Cmax((”}>’ oy (31) # A'n (1) Jj € glg‘b : (5.80)

s DB O 0 & Behitdhl 5, ¢ B (5.81)
dla dowolnego problemu n'|m|P, r; > 0|C . - Prayjmujac

Jd = {J,Ni)e J|1€ 1< u_ 4}, |3'l=n" oraz korzystajgc z faktu ze
fi(t}, J_,L € J sg funkcjami niemalejacymi otrzymujemy wzory (5.78),
(5.79). W

Do przesuniecia bgdziemy wvblerac takie zadanie J ktére

posiada najmniejszg wartosé z:\31 (j) lub A§ (J)e

5.6 Algorytm

Niech H = <V, E > bgdzie drzewem rozwigzani /V - zbidér wezkdw
odpowiadajgcych permutacjom, E - zbidr gaXezi drzewa/., Niech R°
bedzie dang poczgtkowg relacjsg czesciowego porzadku realizacji
zadan, 5% - permutacja poczatkowa, £* - gérnym ograniczeniem
wartosci funkcji celu, ?‘m - relacjg czesciowego porzadku w weile 3

C SL}RT )

*::oo RJ’I
: ’

:=.RO
H=(V,E)

oblicz LB (u,v,fL, Ry )

X

LB(¢)=£*
N T

* L

oblicz T (M) 2godnie z wzorem (5.3)

. ; ” n
A oraz wyznacz cigg krytycany (u,', ,...,um1)
X
%
4 ax(n) <f
N T
=t (n)
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%

WyzZnacs Eia i El,c‘b zgodniezz wzorami (5.74)=(5.75)

Y

kaUEn =g

N T

Y

i = S
oblicz A:na(;l ),JEE];

Ag; (3), JEE};b

zgodnie 2z wzorami (5.76)-(5.77)

! FE—
—

ka Kb
Eg‘[ Uh‘ﬂ =

L i

=

wyznac'? k¥ J* uaﬁle, ze

Aﬁ (%= oin min_ ﬁ-;(.})

lub Ack<m 365

(3‘)- min min én (i)

1¢ksm jJEE

|

= -{J o (E 1&:"——{J *})
Rpi=RaU U[{Jn( <J, |ner_ -n(u )}
U{Jh'< T(u, ]hey 1_ﬂ(u1+1}]}

Rai= RV 2z (%r J?;,u o
"(P(” ' 3“(‘1}3 ye 9”(1%34_4)5[(3‘)1 °)
(P 3=<-“(1) ye !n(j*)’ﬂ(upﬁ !n(‘-l.ﬁl+1) 90»

)

i! & -
-
J.

-}
N | T
el f'
(  sTop
H
«=7 (E); Ei= E-{7]

= V-{(t,T)}; 718 o

pr=0T ; V:NU{p}; E:=EU{M,»}

K]

Rys.

5.4. Schemat blokowy algorytmu problemu njm|P,«x | £
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5.7. Realizacja programowa algorytmu

Opisany algorytm zosta* zaprogramowany w jezyku ALGOL 1900
w postaci uniwersalnej procedury i byz testowany na maszynie ODRA
1305, Struktura programowa procedury opiera sie na zapamietaniu
zbiordéw informacji ™, u, £* LB() ,?Lh, Eﬁa, Eib,... , odpowiadajg-
cych kolejno generowanym wezrom, w postaci stosu oraz na zgodnym
z algorytmem sposobem przetwarzania zapamietamych informacji.
Dzigki przechowywaniu cazej potrzebnej informacji w pamieci opera-
cyjnej m,c, przyspieszono maksymalnie czas przebiegu algorytmu,

W procedurze przewidziano nastepujace mozliwosci:

- dynamiczng rezerwacje pamieci; pozwala to na rozwigzywanie
probleméw o dowolnym wymiarze oraz na maksymalne wykorzystanie
pamieci do celdw roboczych,

- przerywanie obliczehn w przypadku przekraczania dopuszczalnego
czasu obliczed i odeczytanie najlepszego dotycheczas znalezione-
go rozwigzania,

-= szukania rozwigzania suboptymalnepgo z bredem nie przekraczajg-
cym zadanej wartaésci &£ 3 (f*-LBb))/iLB(-)s &

- zadawanie przez uzytkownika poczgtkowego rozwigzania 'no,

w przypadku jego braku mozliwe jest zastosowanie dowolnego
algorytmu heurystycznego wspdipracujgcego z procedurs dla
wyznaczenia Tio,

- kontynuowanie obliczer po ich przerwaniu /w przypadku przydzie-
lenia dodatkowego czasu na realizacje¢/ bez straty informacji
dotycheczas uzyskanych,

W procedurze realizacja wymagan czesciowego porzadku X zostara
zastapiona zmiang wartosci st Lqpr ¥ = 1925e0eyn , k = 1,2,...,m,
Taka technika postepowania daXa korzystne rezultaty zardwno w
pracach @4] . [43 ,[}5] jak i w szeregu eksperymentach oblicze=-
niowych przeprowadzonych przez autora, W procedurze przyjeto
nastepujacy spesdb wyznaczania wartosci Pipr

Ty i= max[rik’ Tigm1 ¥ Pir-1 s ma?(rjk+pjk): mi?(rjk+ zzpjk)]
B jeB .

Tio* Pig =P, T3y =1y 1=1,2,.00,m, k=1,2,...,m (5.82)



50

Uyy 2= max[qik, qik+1+pik+1' max(qjk + ij)i min(qjk + ijjk)l
jeal jeal i
. n Jehn(s5,83)

= 0 4 Uy = Qi i=1,2,000yn, k=1,2,00.,m

Uime1 * Pimed
dla zadad® nalezgcych dla bloku k-tego /jesli zadanie w tym bloku
s przesuwane/, Natomiast wartosci Tiys 4y dla zadar nalezacych
do pierwszych s-1 blokéw sg w tym przypadku wyznaczane w/g zaleznos-
- |
Tyt TS WX R T P Biotn Tyt P g1] 3 F Moihe (568
P ™ Wy o EECARS. TR Xy s I @ 1,260y 1 = 158500y 49%1
k= VeZsivizh

9y *= "X (50 Yt * Poicets Tweuy, oF Boug, 9 A MUy, 1) (5.85)

qim+1 T pim+1 - O ? qim =qi’ i = 1,2,...,:{1 ] 1 = 1’2,300,5"1

ko 3500, 000 sl
i =t
] i (
r s= max|r > B . . max { .. .ab
31(ul+1)k m(u1+ﬂk ' z:j X Lmul)k+1u;stul+1m(3)k
j“ul g
+ p'][(j]k ]o k = 1,2,.0-,!1] (5.86)
1.11+1
TR max[qn(ul) Xk’ Z Prgyk ¥ Dag, pleet 12X (g gy *
Jsa b ol s £

+ Dygyx)d K= 1h2,000,m (5.87)

Wartoéci Tipr 94y tak wyznaczone sa wieksze niz w pracy [43]
co ma wyragny wptyw na wartosé LB(+) .

5.8. Eksperymenty obliczeniowe

Eksperymenty miakXy ha celu zbadanie numerycznych wiasnodci
zaproponowanego algorytmu takich jak:liczba iteracji, czas obliczex,
szybkosé zbiegania rozwigzania do rozwigzania optymalnego, bXazd
przyblizenia /w przypadlu uzyskiwania rozwigzai suboptymalnych/.
Elementami, ktére maja wptyw na podane parametry s3: sposéb
wyznaczania dolnego ograniczenia, wartosé rozwigzania poczatkowego,
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rozmiar 1 wartoéci danych problemu, sposéb realizacji wymagand
cze8ciowego porzadku 'R.”, obszar pamigci przydzielonej do celdw
roboczych i inne, W niniejszej pracy algorytmy testowane bytry =z
nastepujgcymi dolnymi ograniczeniami

1B, = max [ IB,, max IB(w, u,(008) ,Ry) ], (5.88)
1€ugm

LB, = max [LBO, max LB(u, m,(esame) , ﬂ)], (5.89)
1sugm=-1

IB, = max [ 1By, max max 10, w00a) ;R 15 (5.90)
igugn s

LB4 = max [LBO, max max LBS(u, m,(.lAl.),t}D], (5.9

1¢ug¢m=-1 S
gdzie

C
IB” = max f, (r; E Ps (
1¢i¢n 1k

\n
.
O
N
p—

oraz IB° (+) jest ciggiem dolnych ograniczen otrzymanych przez
zastosowanie twierdzenia 5.4 i 5.5.
Poniewaz problem nimlP, r. ) 0 }fmax jest problemem nowym oraz
dla problemu nimiPIf [g7] /bedacego szczegblnym przypadkiem/
brak jest danych numerycinych pozwalajgeych na pordwnanie wrasnosci
wiec przeprowadzono oceng wiasnosci algorytmu w odniesieniu do
danych dla probleméw nimlP]C‘max EB]J 5 |:63-_| oraz nimlP, ry OlI‘ma.x
]:43] bedacych réwniez szezegbéblnymi przypadkami problemu
niml?, r; Y Olfmax‘
Rozwigzania poczgtkowe dla algorytmu, we wszystkich przypad-
kach byty wyznaczane nastepujgcymi metodami heurystycznymi:
(1) reguta H1 dla problemu nim!P, r; > OIL .} uporzadkowaé 1a-

donta zZgodnie z niemalejgcymi wartodciami Fy gdzie

-n+1
= E pikm ne + Iri - qilm Sigri(ri - q_i) (5.93)

(i1) reguta H2 dla problemu nimiPIC__ 3 uporzadkowadé zodania
zgodnie z niemalejgcymi wartodciami B, gdzie

m
I R (5.94)

(iii) regura H3 dla problemu n}mIPICmaX; uporzgdkowadé zadania
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zgodnie z permutacja optymalng problemu n[2|P\Cmax z czasami
wykonywania Piy ¢ Pio okredlonymi wzorami

m=1 m
pi1 o Z pik ’ pi2 - Z pik (5.95)
k=1 k=2

5.9. Przykiady testujgce. Wyniki obliczeniowe

Dla problemu n|m1PiCmaX przeprowadzone testowanie na przyk*adach

otrzymywanych od profesora Rinnooya Kana z Instytutu Ekonometryki
/Rotterdam/ i dra Lenstry z Centrum Matematycznego /Amsterdam/.
Zestaw obejmowax 216 przyk*addw, ktdérych wyniki publikowano w pra-
cach [63] L ml Jleg

Kazdy z testowanych przykzaddéw byr rozwigzywany 4-ro krotnie:
przy uzyciu reguty heurystycznej H2 oraz testéw LB3 i 1B4, prazy
uzyciu regutry heurystycznej H3 oraz testdéw LB3 i 1LB4, Najlepsze

uzyskane wyniki przedstawiono w tablicy 5.1, oraz na rys. 5.9 .

Dla problemu nimiP, Ty > OiLmax przeprowadzono testowanie na

1120 przykzadach, dla kbérych wyniki publikowano w pracach E@j L
[44] . Kazdy z przykraddw byt rozwigzywany 2-krotnie; przy uzyciu

reguty heurystycznej H1 oraz testdéw LB1,LB2, Wyniki przedstawiono

6 0 L] 20

5.5 .Mediana liczby weztéw dla przyktadéw 6|3, 10{3, 15]3,
203, 50|3 problemu nlm|P|C , /patrz tablica 5.1/. A-
glgorytm z pracy [53 s, B = nowy algorytm

Rys.,
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Tablica 5.1, Wyniki obliczen zagadnienia nlmlPlCmax

czas obliczen [s8] mediana liczby wezt bw *
n|m algorytm [63]*| nowy algorytm ™ & _ﬂalgorytm ~ nowy algorytm
b e H3/1B3 | H3/LB4 b e1| H3/1B3| H3/LB4
6|3 | 0.26 | 0.05 4 1 64 7 14 1
615 1,18 | 0.16 33 2 203 | 30 122 10
6|8 1,359 1 0,22 29 5 212 16 86 15
10]3 0.25 1 55 4
10]5 0.40 5 55 6
15| 3 0.57 & 120 3
20| 3 0,62 1 116 2
2015 - - - -
5013 131.60 29 2356 10

Uwagi do tablicy 5.1:
* czas obliczel na maszynie Control Data Cyber 73-28 ,

»x czas obliczed /z dokimdnoscig do 1s/ na maszynie ODRA 1305 ,
# vodana liczba wezXéw zawiera weziy eliminowane,

(b) zastosowano test LB(Z, (ema))
(e1) zastosowano test LB(‘H1,(OIAIO))
H3/LB3 zastosowano reguke heurystyczng H3 oraz test IB3,
H3/LB4 zastosowano reguXe¢ heurystyczng H3 oraz test LB4.
Kazda informacja w tabliey dotyczy 24 przykiaddéw testujacych. -
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Tablica 5.2. Wyniki obliczen zagadnienia n|m|P, r; 3 OILmax

czas obliczen [S] liczba wezidw w
drzewie H

n|m LB1 LB2 LB1 LB2
M S M S M S M S
6[2 | 0.3.] 0.3 | 0.2 0.4 1 2.7 1 Py
65 0.2 [ o.5] 03] 65] ¢+ 5.0} 9 540
618 103 | Ll 0ud] B ] 1| 79 1 9.9
6|8 | 0,4 | 3.0] 0.6 4.3 1| 8.9 1 10.3
BB SR B S R 4.9
10[50 s | B8 0.3 AL 1| 6t 3 6.4
1015 | 0.3 | 2.1} 041 3.1 1 89 ] 2.8
1515 1 0.3 | 1.7| 04| 2.0 v ]| T.4 B 6.8
sofe |0 | 16| oud 2| | B | 5.9
2013 | 0.4 | 19| 0.6| 3.0| 1| 6.6 |1 7.5
2015 | 0.9 ] 3.6 1.2 | 546 2 1103 2" {118
3012 | 0.7 | 27| 0.9 4.1 1 6.1 1 T
spls | o9 aat] A2 60 F V6T | 7.9
5013 | 18 | 7.9 | 2.4 11.5 144 9.8 1 849

Uwagi do tablicy 5.2:
Kazda informacja w tablicy dotyczy 80 przykraddw testujacych.
M - mediana, S - érednie /przykfady rozwigzane/.



Tablica 5.3, Liczba przyk?addw, ktdére wygenerowaly jeden wezet w drzewie /zagadnienie

nimiPy *; 3 OL I

nim| 612 613 615 618 1012 1013 1015 1513 2012 2013 20151 3012 40|12 5013
LB1}| 50 50 44 41 50 50 42 42 45 42 33 53 51 49
IB2| 50 50 4 - 41 50 50 42 42 L4 41 31 D2 2 49

Tablica 5.4. Liczba nierozwigzanych przyktaddéw /w limicie czasu 60 dekund/ dla zagadnienia

nim\P, Ty Y O!Lmax

2013

4012

5013

n|m 612 613 615 618 101)2 1013 1015 1513 2012 2015 3012
LB1 - - - 4 2 4 16 T 7 12 18 6 8 20
LB2 - - - 6 8 11 20 17 12 i 20 12 13 22

14



Tablica 5.5. C(ias obliczen zagadnienia n|m|P, r; 20 L% wptyw r 1 q /dla ILB1/

96

W2 | mf ;
RIQ 6|2 | 63| 65| 6la |10]2] 1013 ] 10]5] 153 20l2 |20]3 20|5 | 30|2| 40|2 |50|3
1|1 | 3.8 5.1 [20.9 | 60:2 |60:1] 60:2 | 60:4 | 60:2 | 60:1 |60:3 |60:4 |36.3| 60:1 | 6024
|2 0.9 111.9 [ 16,4 | 60:2 |60¢1 8:;2 | 60:4 | 60:2] 60:3 |60:4 [60:4 | 60:1] 60:2 | 60:4
in] 0,21 0,81 0,91 2,0} 0.4] 0.8] 0,91 7.2| 5.0 |11.8 118,91 1,91 7.8 16032
1201 0,1 1.0.2 1 0.4 0.81 0,1%] 0,21 8.71 0.3] 0.6 1o.6] 2,91 0.7 o0} 1.8
211 0.5 9.1 | 15.8 | 24,7 |12,1] 60:2 | 60:4 | 60:2 | 60:1 |60:3 |60:4 | 60:3] 60:2 | 60:4
2 | 0.8 0.9 |12.3 21,1 | 2,2| 9.1]|60:3 | 60:1| 60:2 |[60:2 |60:4 | 60:2| 60:3 | 60:4
Itn| 0.2 0.2 ] 0.6| 0.8 ] 0.3] 0.,2| 5.3| 6.2 0.5 [11.4 [23.1| 1.8]| 6.4 |60:2
[ Uent B, 10 0,2 afl 0,7 0.1 ol 0.8 1.7] 1 Lowr sl ol ios B
m|1] 0.8 3.5 7.1 9.9 | 0.2] 4.2]41.3| 2.9] 2.6 |15.9 |14.1] 5.9 24.9 | 49.1
121 0.7 0,71 06.8] 5,41 7.1 s5.7Veéos1 ] 0.6] %.9 1 0.7 |60 %.81 30,6 32,1
iml 0,2 031 0.8] 471 0.9] B.1l14.81 0.4] 0.3 1071 4.9 0.71 1.8 1961
6] 0,21 0,81 0,41 0,7 0.1} 0.21 0.3 03] 0.5 | 0.4 0,51 0,71 1.6] 1.8
2n|1} 0.1| 0,2] 0,3] 0.7] 0.3| 0.4| 2.1| 0.3| 0.3 | 0.4 |10.5]| 0.9] 18.4 |30.1
121 0.1 0,2 0.3 0.7 0,2 0,8 9.9 $1, 0.8 Gad | 32.7 0.9 1.6 1.8
iIB] 0.1 0,21 0.5) 0.4) 0,9 0,21 0.3] 0:8] 0.6 1 0.7 2.,1] 0.1 1.6 | 1.8
j2n] 0.1} 0.2} 0,3] 0,4 ] @,1 0.2} 0.3 | 0.4| 0.3 | 0.7 1.8} 0.9y 1.9 | 4.9

Uwagi do tablicy 5.5:

Kazda informacja w tablicy dotyczy 5 prayktadéw testujgcych
1 :k =~ 1imit czasu 1 zostatr przekroczony k razy
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5.10. Wnioski i uwagi

Poréwnanie wynikdw obliczen w przypadku zagadnienie postaci
nim|P\C_ 2 wynikami obliczed otrzymanymi przez Rinnooy Kana i
Lenstre wskazuje na znaczng przewage zaproponowanego algorytmu.
Jest to szczegdlnie widoczne w przykiadach o duzym wymiarze, gdzie
liczba iteracji jest znacznie mniejsza dla przedstawionego
algorytmu. /Przy poréwnywaniu czasdw obliczen algorytméw nalezy
wziaé pod uwage rdéznice szybkosci, okoXo kilkudziesieciu razy,
maszyny CDC 7328 w stosunku do ODRY 1305/.

Dodatkowa cecha pozytywng algorytmu jest nieduza /rzedu
7-9 %/ odlegtosé rozwigzania poczgtkowego od optymalnego,

W przypadkach probleméw nierozwiazanych w ograniczonym limicie
czasu / 60 s/ wartosé najlepszego rozwigzania w momencie przerwa-
nia obliczer byta odlegia o rzad 3 - 5 % od dolnego ograniczenia
w korzeniu drzewa rozwigzani /rozwigzania optymalnego/.

Wyniki obliczer wykazaxy przewage dolnego ograniczenia LB3
oraz LB4 nad pozostaxymi ograniczeniami oraz przewage a}gorytmu
heurystycznego H3 nad H2Z,

Wyniki obliczed przyktaddw zagadnienia nim|P, ¥y B Oleax
pozwalaja stwierdzié, ze testowany algorytm /orzy wspéZpracy z
procedurg heurystyczng H1/ dla 60 % przykzaddw wykonar tylko 1
iteracje w celu znalezienia rozwigzania ovtymalnego., Jest to
absolutnie najlepszy rezultat jakiego mozZna sie¢ spodziewaé po
metodach typu podziaXu i ograniczer, Dla okoto 9 % przykiaddw
nie uzyskano rozwigzania optymalnego w ograniczonym limicie
czasu /60 s/. Przykrady te majg rozwigzanie poczgtkowe stosunkowo
odlegt¥e od optymalnego /dolnego ograniczenia w korzeniu drzewa H/
- 6 - 12 %, 7% analizy tablicy wynika, ze liczba nierozwigzanych
przyktaddw jest najwieksza dla wzglednie marych wartosci ry 1a;.
Moze to byé smowodowane zardéwno gorszymi wiasnosciami heurezy H1
w te] klasie przykZaddw jak i1 wiekszym "wspdiczynnikiem trudnod-
ci* problemdéw, Povrawa wkasnosci algorytmu jest mozliwa poprzez
okreglenie nowych, roznych procedur heurystyecznych stoso-
wanych alternatywnie w algorytmie w zaleznoéci od "wspéXczynnika
trudnosci" problemdw. ,

W pordéwvnaniu do algorytmu opisanego w pracy]}j] zaproponowa-
ny algorytm pcsiada duzo mocniejsze dostosowania wartodci ry 2 9y
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oraz mocniejsze dolne ograniczenia., Ma to wyraZny wptyw na zmniej-
szenie liczby iteracji oraz zmniejszenie liczby przyktaddw nieroz-
wigzanych., Wyniki obliczend wykazaXy przewage dolnego ograniczenia
LB, nad LBE.

Nalezy dodatkowo podkreslié, se zaprezentowany algorytm jest
przeznaczony do rozwigzywania duzo ogdlniejszej klasy zagadnied
niz nimiPIC_, 1 nim|P, rifa Oleax“

6. MINIMALIZACJA XOSZTU MAKSYMALNEGO, ZAGADNIENIE nim\F,*.‘hmax

Dany jest zbidr zadad J ={J,, Toseees Jn}-. Kazde zadanie J,

/i = 1,2,...,n/ skiada sie z ciggu niepodzielnych operacji ;=
=<:Oi?’ 012"“'0im > Trealizowanych kolejno na maszynach Nj, Kg,..,,
Nm' Czas realizacii operacji Oik na maszynie Nk wynosi Ds i

1= 1,2,,e0yn , k = 1,2,,..,m/, Kazda maszyna moze realizowaé co
najwyzej jedno zadanie w dowolnej chwili czasowej. Rozpoczecie
realizacji zadania Ji w terminie Si pocigga za sobg koszt realizacji
zadania w wysokosci gi(Si), gdzie gi(Si) - nierosngca funkcja argu-
mentu S; /i = 1,2,...,n/. Zakoficzenie realizacji zadania J; w termi-
nie Ci pocigga za sobg koszt realizacji zadania w wysokodci fi(Ci),
gdzie f,(C;) - niemalejaca funkcja argumentu C; /i = 1,2,...,n/.
Nalezy wyznaczyé kolejnosdé wykonywania zadan, jednakowg na wszyst-
kich maszynach, ktdéra minimalizaje funkcje celu w postaci

S max[12nai§n gi(si)%?ifn fi(Ci)] . (6.1)
Okreslony sens praktyczny maja zagadnienia tego rodzaju,

w ktérych funkcje gi(t), fi(t) zalezg od wartosci przyspieszenia

i spdznienia, tzn, sg funkcjami postaci gi(Ei) - niemalejgca funk-

cja argumentu Ei,fi(Ti) - niemalejgca funkecja argumentu Ty

23w 8,2 00y PIR B

W tym przypadku funkcja celu przyjmuje postaé

! = max [ max g, (E,) mx 1.(TY) |. (6.2)
Pmax 15i6n 1 17 7 4q1¢n 14 ]

Zagadnienia kolejnosciowe tego rodzaju moga wystapié w proce-
sach chemicznych, lub procesach przetwérstwa spozywczego, w ktdérych
surowce, pétprodukty lub produkty zmieniajg swoje wrasciwodci w
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czasie trwania procesu /dojrzewajq, ulegajg rozkradowi/. Moga
pojawié sie rowniez w procesach metalurgicznych zwigzanych z nagrze-
waniem i chXodzeniem elementdw,

ryf g:(S) oY
- I oa
p =
I .
& : =¥
oy -~~~ WMt & e S i G N —— -
Hue el TR | N
Mo I
l | t__
L n o; C
E: Tir

Rys., 6.1, Postaé funkcji kosztu w problemie n|mi1:)-<\hmax

W literaturze dotyczacej zagadnien z funkcjg celu hmax znane
sa tylko 2 rezultaty szczegdlné: dla problemu n\?ihmax B6) przy
zaXozeniach ry$ Ty = di < d, i funkcje kosztdéw sg jednakowe,
tzn. giiEi) = g(Ei), fi{Ti) = f(Ti), gi(0)=(0)fi(0}, 2 = 1,2, 0
oraz dla problemu postaci n!mlP!hFax[E 1 przy zar*ozeniu, ze funk-

j ‘ jedna 2 E,) = E ; = f(
cqg kosztéw sa jednakowe, tzn, g ¢ i) g( i), fi(Ti) ffTi),
giio] =0 =17;(0), 1 =1,2,...,n.

W tym rozdziale podamy zostanie ogdélny algorytm rozwigzywania
problemu nimiP, < | h . 2 funkeja celu postaci (6.2) /funkcje g (%)
£;(T4) ~ s rézne, g,(0) = 0 = £, (0) F i

Zauwazmy, ze jesli przyimiemy

gi(Ei) V: 1 =12,s0e9n, . (6.3 )

]

oraz di
czone, to problem nimP, < | hmax

nimP, r; » 0, < ‘fmax’ AP 4 1m?xn fi(ci) opisanemu w rozdziale 5

Istotnie, gdyby bowiem istniaXo rozwigzanie optymalne takie, ze

Ej > 0 dla pewnego Jj ¢ J, to hmax = ©0 ; w przeciwnym przypadku

0 i funkcje fi(Ti)' i=1,2,...,n, 83 niemalejgce, skori-
jest réwnowazny problemowi
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Ei =0, i =1,2,...,n Ooraz z zatozerd o funkcgach fi(Ti), J, € J

many hpop = fpax !
zauwaszmy réwniez, ze w przypadku zagadnied z funkcjg celu

hma.x zasada maksymalnego wykorzystania maszyn nie jest speXniona,

6.1. Pewne wrasnos$ci zagadnienia niml\P, < | T

Niech 7 , f1(R) bedg odpowiednio permutacjg wskaZnikdéw zadan
oraz zbiorem dopuszczalnych permutacji dla relacji R, zdefiniowa-
nymi jak w rozdz, 5.1. Niech gi(Ei) s T,(Ty, 1 =1,2,...,n bedg
funkcjami niemalejacymi swoich argumentdéw oraz gi(O) a D = £ (0),
i=1,2,..0,n. Ukxad nierdéwnosci (6.4 ) - (6.6) wyznacza dopuszczal-
ne momenty rozpoczecia realizacji zadan 554 /8 = L2 0 cae B
k =1,2,,..,m/ na kazdej maszynie, dla danej permutacji 7 .

Syci=13k * Ptk € Spiyk i=1,2,..0y0, k=1,2,..0,m , (6.4)

= t 1{:1,2,...,[!1, (605)

Swiork * Pucork = Yo

i=1’2,cca’n L] ]{21’2’...’m-1'(6.6)

S <

wiyk ¥ Paivk € Owirke
Zagadnienie optymalizacji polega na znalezieniu takiej permu-
tacji N* oraz takich momentdw rozpoczecia wykonywania zadand na

kazdej maszynie Sik aby

hmax(‘ﬂ"')= mi?n(é;lnax(m) ’ (6.7)
rdz i
iy (M) = m:Ln max [ mex gi( *), max f B )] ; (6.8) -
kc:,S' 1¢i¢n 1€i¢n
B, & max (o, £~ 8,1 0 6.9
Ty & max [0, Cy e d; 1 = max [0, s,+ Py = 47 6.10

zad zbidr f%, jest wyznaczony wzorami (6.,4) - (6,6) .

Zauwazmy dodatkowo, Ze problem wyznaczenia wartodci Sik
/i=1,2,000,n, k= 1,2,.,.,m/ minimalizujgcych koszt maksymalny
(6.,8) dla danej permutacji M Jjest problemem nietrywialnym, bowiem
nie jest speiniona zasada maksymalnego wykorzystania maszyn.

W dalszej czesdci rozdziaru zostanie sformutowany odpowiedni algorytm
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rozwigzania tego problemu.
Niech % bgdzie permutacjg. 7 definicji przyspieszenia
i spéinienia mamy

Eggy = max [0y Toqy - Sn(iﬂ] 2 Txdy " Swd) 1
i = 1'2,¥4¢, n (6.11)
Taggy =IO LU Coaie T dmj)] > c'mj)m = %%

j = 1’2’.on,n (6.12}

Dodajge (6.11) i (6,12) stronami otrzymujemy

B = bl 2 5 PRI 1 5 - S

PV
ad)” Twmdr ? Tmdd n(jym 1€1¢ < n(6.13)

Wiyt T dfﬂti) )

Korzystajac z wzoru (5.5) oraz z zaleznosci

i=1
h=1
otrzymujemy
Pt Ty m‘”‘l(imfic i $'](Z‘ Bseny) o Zp'ﬂkh}m 2
1\ 2 " a0 ms = h:i
m
§24
= E:] Boa ule o e & max ( E:fp +ouot
T(h) 1 (i) %1i) : : R®h) 1
he1 lgigsipgecesdiy 4] 45
J
doakL) Pxchym! = sy = Bty way ° (6.15)
hel it

Rozpatrzmy dalej nastepujacy problem: wyznaczyé e;ﬁ, t;} spetniajg-
ce warunki (6,16) = (6.,18) , rys. 6.2 .

L]
&y )(e;j)‘“ fgﬂj)(tij‘l ’ (6.16)
eff * t5 = Aty myy (6.17)
85 W : (6.18)

133733

Zauwazmy, ze jedli A € 0 %o eIJ = 0 = t;j oraz ggﬂi;e;j)u

wiy nedy
= s 6b i t L]
0 = n(j)(t 1) w sposéb oczywisty
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q;m(ss (_l'.))
My ﬂlﬁ) 35“]
" fap (Crgy)
. .
____________ =

My- : e St

: :

] : t

- Zen-
5-"00 8.- o S & f G o Cn ('
L/ ARG - o) t",f -
o Ar@xrd) » drg) - Ta()

Rys. 6.2, Interpretacja graficzna rozwigzania problemu

(6.16) = (6.18)

-

Twierdgzenie 6,1,
Niech % e [N bedzie dowolng permutacja okreslajacy

¥oleino$é wykonywania zadar na maszynach, Niech g; Ei), fi(TiH beds
funkcjami niemalejacymi swoich argumentdéw oraz g.(0) = 0 = £,(0),

i=1,2,...,n. Woweczas zachodzi
o ) : AR g
hmax(jﬂ 7 max[1??§j<n gm(i)(bii) ’ fmax('“}l ’ (6.19)

gdsie f . .(n) jest wartosdcig funkcji celu problemu n miP, < | S

f max f,.(T,) dla permutacji .
BOX . 1giem 1

Déwéd

;;;;;emy wpierw,ze prawa strona wzorze (6,19) jest dolnym
ograniczeniem wartosci hmax(QT)‘ Nastepnie pokazemy sposdéb wyznaczaem
nia depuszezalnych momentéw rozpoczgcia zadar, ktéry zapewnia ze
otrzymana wartoéé funkcji celu bgdzie réwna poprzednio wyznaczonemu
dolnemu ograniczeniu,

i
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Y . Zauwazmy, ze nierdéwnoséé

B () y foo () (6.20)

jest oczywista bowiem problem nimiP, < |} fmax jest relaksacjig
problemu nimiP, <X | h .

Niech dalej i*, j* , j* <€ j* Dbedsg takimi wskadnikami dla
ktérych wartosd gM(i)(eij) /we wzorze 6,19/ osiaga maksimum. Wéwezas
zachodzi

+ T A S + t;, g 0 (6.21)

Byt 5G*y 2 Budd wg*” 1"y

tzn., 2e speiniona jest co6 najmniej jedna z nierdwnosci

) * » -
ﬂm(f) } ei} ja lub T ﬂ[j'} } til jl L] (60220(6.22)

Poniewaz funkcje g, (E;), f,(T;) /i =1,2,...,n/ 83 niemalejace,
wiec spezniona jest, co najmniej jedna z nierdwnosdci

» &
gh{i*} (E']ﬂi')) >/ g !n(il) (ei‘ jn ) (6‘,&'3)

1lub

£ m * 2
*mcj')(iw(j') > Tnegy (B ) - {5523 2

Prawe strony nierdéwnos$ci (6.23) - (6.23) sg sobie rdéwne, czyli

®

max[ max g, (E,) max f,(T,)] = CH) . (6.24)
[1$i$n 17717 qgi¢n 1 1) = Pnax

Zaczac otrzymany warunek z warunkiem (6.20) otrzymujemy

2 :
Nax (1) > max[1<???<n Bty (€13) » Toax V0 F (6.25)

co koriczy czeéé pierwszg dowodu.

< . Wyznaczmy wartoéci

=~
-~

*
By = min{h ) g;(h) = max[gmio) (eys 30 fmax(ﬁ)] } (6.26)

oraz dopuszczalne momenty rozpoczecia zadad w nastepujacy sposéb

o)

- Emch ]

j = 1,2’.o.,n ,(6027)
= %%, (6.28)

Sqgyq = WX [Suei=1y1 * Poygi=1y12 Ty

S qm1 P xo
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S gy = ™% LS uggnyi® Paci-tr Siyk=1 * Fyghrk=1] 2
j = 1,2,...,1‘1 , k= 2;3,.--’ m (6029)

ST[(O)]( =0 k= 2,3’oo¢,m - (6030)
Wzory(6.,27) - (6.30) mozna réwniez zapisaé w formie
j=1
Sgiyt = max max[ryg, to + Pyhy1] 1=1525 00050, (6.31)
1gigj h=1i
' ( 14 ip
o C R S + # {hyp *eosat
whk =, . Aoens 1 ® 2 Bant ™t ) P
L ) h=1 h=1,
J
PRGN L
h:'—ik k:4,2] -“]m 0
Z wzoru (6.27) wynika, 2ze
Syt ¥ Tty “ Fapay ¢ 1= 1200 1 o (6.33)

Uwzgledniajac powyzsza nierdéwnosé otrzymujemy

>

= = - = b - - - E .
Sag ™ K Lo, Taciy™ Sy 1] ® maX [0, Taiy ™ Tyt mm] =
A

5 (6.34)

a
= max [0, By, [= By,

oraz
Bty (Baciy) € By ya*)= gmi’)(e} s
max [ﬁs?§?$n gqﬂi)(e;j) ) fmax(ﬂ)], 1 w152 eiuylt kG55
Podstawiajgc nastepnie wzdr (6,31) do wzoru (6.32) otrzymujemy dla
R =m 14
VB (e i 3 sj(max[rmiv' e L Pahy1*
s il
J
*oeot 3 pmh)m]) : 1 = 1, 255060 (6.36)
h=im~1

Niech i bgdzie takg wartodcig wskazZnika i dla ktdrego wyrazenie
z prawej strony wzoru (6.36 ) osigga maksimum, Wéwczas mozliwe s3
dwa nastepujgce przypadki:
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A
(1) Tociny ™ Baciny > o wtedy
C . = max (I' » * E p Foeee
(jym * wi*"~ '.lr(i f(h)1
l\<i1\<i2$coo.$im 1\;] h"i*
j N
vxek Z p!t(h)m) = Ayianyng) Enant dug =
h=1,_4
* * > P
= eiﬁj + t i‘j R En(i’)'!' dﬁ(]’) J = 1,2,...,11 (6.37)
R, *
ale Byim 3 €4x 5 9 wiec
C : +d i = 1,2 n (6.38)
Wimes 1 R R el G *
oraz
* 3
T ycgy= X [0, Oerym = Qygy ) € By 3= he2ee..ime (6.39)

W konsekwencji otrzymujemy

* 2 i
Ty (P ) € <igs £ oty (1) =

: e 6.
f'yu)(T“(J))\ SER SRRl

; »
) ¢ max [ max B it (eij) y Tl Cw)]

*
= Mmax 23 . e, .
1¢i¢n '31(1)( * 1¢ign
Jim 1,2 5057 o KB40 Y
(ii) r'ﬂ(i')- %,n(i‘l’ < to wtedy i* = 1 oraz
i, 3
Q = = max t o+ Z‘ p T lem
it L T B IR [ e h:im_1(h)m]

Uwzgledniajac (6,41) mozemy zapisaé

T Ate, | SRR S max 10: &, #
1ejen  MIV WMD) T qegen "“3‘(1511g125...sim_1gjsn 5
i,
Z D +,”+Zp ).. max h 4 max |0,t +
4 wh)1 whym dm)] 164 444 . 6% 60 m(im)( [ * %o
tm-1 v
=1

m
* Z Pyy 1 * Z Pohym ~ d‘i‘l(gimj ]) 4 Toax ) (6.42)

h=1 h=i .
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Zauwazmy, ze wzdr (6.42) okreédla koszt maksymalny w problemie

nim?P, < 'fmax’ fmax - 1T?fn fi(Ti). Tak wiec prawdziwa%’éleznoéé

i SR | £
2k Tagy Tugayln Tuaal %1 € ] CE (gL (85400 Teagoilie )

Tgczae warunki (6.35), (6.40), (6.43) otrzymujemy

(M)= max[ max g (E;) max £, (T, )] ¢ max|[ max g_. (€
“max 1¢isn T 17 1ei¢n [1s1¢n i 11)’

£t | (6.44)

co dowodzi, Ze wartosé funkcji celu w przypadku momentéw rozpoczecia
zadan wyznaczonych wzorami (6,27) - (6,30) jest nie wieksza niz jej
dolne ograniczenie, Uwzgledniajge wiec warunki (6.25) i (6.44 )
otrzymujemy we wzorze (6.19 )poszukiwang rdéwnosé . m

7 dowodu twierdzenia 6,1 wynika nastevujgcy algorytm wyznacza-
nia momentéw rozpoczecia zadan dla danej permutacji m ., W tym celu
nalezy kolejno:

(1) wvznaczyé wartosci ﬂ“mi)ﬁﬁ)’ wg wzoru (6.,15) dla kazdej pary
1<ig jg n; problem ten jest rdéwnowazny problemowi wyznacze-
nia najd*uzszych drég miedzy wybranymi parami wezXdw w sieci
o specjalnej strukturze /rys. 6.3/ i jego rozwigzanie wymaga
O(n2 m ) iteracji,

(ii) rozwigzaé n(n=1)/2 prostych podprobleméw postaci (6.16)-
- (6.18), z ktérych kazdy zawiera jedng zmienng niezalezng;
w przypadku gdy istnieje analityczne wyrazZenie okresdlajace
wartoéé rozwiszania w zaleznodci od Aﬁﬁjmﬁ) jako parametru,
to kazdy z podproblemdéw polega na wyliczeniu pojedynczej
wielkodci z odpowiedniego wzoru dla danej wartosci
Bt yscds /analogicznie jak na rys, 6.5/,

(iii) wyznaczyé wartosdé fmax(m) problemu nim|P, < 1fmax zgodnie
z (6,42) ; wyznaczenie fmax(ﬂ} wymaga O(nm) iteracji,

(iv) spoéréd wyznaczonych wartosdci g"mi)(e;j) /1€isjsn / oraz
fmax(ﬁ] wybraé wartodéé maksymalng h . (1) j hax(™) wyznacza
minimalng wartos$é kosztu maksymalnego dla permutacji 7 w
problemie ?]mIP,-ﬂl hmax ’

(v) okreslié E; Jim A2, .,.0) sgodnte 3 (6,26) ,

(vi) wyznaczyé, zgodnie z wzorami (6,27) - (6.30) , momenty
rozpoczecia wykonywania zadan na wszystkich maszynaeh;
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czynnodé ta wymaga O(nm) iteracji.

R() ) Xx(B) v n(s)

= Pagn)m

i " Untn)

Rlr-4) 7AN3) R(P2) gpen-g) 7(n)

h' o] -L_"' i i i We sci . 5.
Rys. €.3. Struktura sieci do wyznaczenia wartosci A WA A )

Zaznaczono obciazenia *ukéw oraz przykiadowo droge

odpowiadajacg A N&AHY(n-1)

£.(T;) = £(7), 1 = 1,2,...,m /patrz [86] , [2] /, to powyzszy
schemat postgpowania upraszcza sig¢ do nastepujgcego schematu:

W szczegllnym przypadku, gdy przyjmiemy zaXozenie, ze g;(E;)= g(E;),

(1) wyznaczyé wartosé

= max A
1gi<jsn

wi) N ’ (6.45)

Amax,'n
wyznaczenie wartodci A wymaga O(nm) iteracji, bowiem

max, m
A L (%), gdzie L jest wartosdciag funkcji celu

max ,]'1: max max f‘n)
prcfblemu niml P, r; 2 O, 4% ) 5 ; = ;
(i1 ) jedli A € O to przyjgé B*= 0 =T, g(E")= 0 = £(T"),

max , > g
. s £ 5 T »* I
jesli Amax,m s O to wyznaczyé wartosci B, T  takie, zZe
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g(E")= £(T") , (6.46)
* *

B + T = Ama.x’ ; (6047)

L Ll e (6.48)

(i11) wyznaczyé wartodé T . (%) problemu n|miP, =< | T ogs @& nastep-
nie przyjaé h . (%) = max]:g(E’), LT - (33} ]
(iv ) okresdlié 8, , 1 =1,2,...,n zgodnie z (6,26 ) . Czynnosé ta

:
wymaga 011} iteracji, bowiem wszystkie wartosci Ei sg sobie

A

réwne Ei- 4 W . S
(v) wyznaczyé zgodnie z wzorami (6.27) - (6,30) momenty rozpo-
czeéia wykonywania zadanl na wszystkich maszynach.
Tlustracja graficzna rozwigzania problemu (6.46) - (6,48 ) zostaza

przedstawiona na rys. 6.4.

}

‘f (Amu,j -E)

L=

Rys. 6.4, Graficzne rozwiazanie problemu .(6.46) - (6,48)

Interesujacym wydaje sie fakt, ze problem w szczegdlnym
przypadku, gdy gi(E ) = p(E Yy £y (T ) = f(T Y o 1 ® 1,200 Jantk
réwnowazny problemowi nimlP, r, > O e [2 1 , jednakze w ogdl-
nym przypadku rdéwnowaznosci nie udowodniono. Ciag « u1,u§,...,

7
seesy Upiq D spetniajgcy warunek 1 < u1 < u2 €eoe u;+1 < n bedzie-
my nazywaé ciagiem krytycznym w % jedli
- T o ; :
(4 hmax_vx)z fmax(ﬁ) oraz < Uy, u2,..., u,,.q > Jjest ciggiem
krytyeznym problemu nimlP, I /patrz wzdér(5.4)dla

Fopobly 1o Va2 sne glify 10D
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* s iy 4
(11) By (M) = Pl T (855) = Bygey(Cye gu)oraz uy = 1
llr.;_1=j’ ’ugﬂﬁ:‘; ’u;=ﬁ2“’lon’u;=a';n_1 gdZie
£

<?1:, &?'“,...,?1’_1 T e ¢ ﬁfs {i;s el fln’;_1 j* Jjest ciagiem
.y we wzorze (6.15),

’

maksymalizujaeym warto§é Ay« 3

Wxasnosé 6,1,
W przypadku kazdej mell mamy

hmax(“) > hmax(”ﬁi ’ (6.49)

gdzie ..h,max(“} jest wartodcig funkecji celu dla dowolnego ciggu
/niekoniecznie krytycznego/ w o . @

Dowdd

Niech < Uj, ﬁ;,..., ﬁ;.m > bedzie dowolnym ciagiem /niekoniecz-
nie krytyecznym/ w i , Oznaczmy przez f (m) wartosddé funkeji celu

m
problemu nimiP, < | £, dla ciggu < u:, %g,..., "ﬁ;H >,
Niech dalej g (e ) bedzie rozwiazaniem problemu (6,16)-

':1(1) ;11 - T .
-(6.18) dla ciggu <u1, u2,..., um+1> s BN, uy =1, u 4 = j oraz

Baelr (1 3) = TuyF ’(t" ) (6.50)
up ]
= g e & o
ei‘ 4 t AM)NH Tt La_ Puchot oot ) Pociym™
h=1 h={1m
= Ayl 0 (6.51)
Bif s B 205, (6.52)

Zauwaszmy , 2e ze wzoru (5,10) wynika nastepujace nierdéwnosé

hmaxfﬂ)znw[krfga}c‘n Bty (1371 Trnax (M) ] ¥ a6.53)

Niech dalej p’mi}(e ~) bedzie rozwigzaniem problemu (6.16)-
-(6.18) dla A olcr'eslonego wzorem (6,15) .

i) w3
Wéwezas na mocy wzoru (5.10) zachodzi
A'n(“i')ncfi) 7 B3y wdy (6.54)
oraz z wrasnodci problemu (6.,16) = (6,18 ) zachodzi
» ~
Ead) (817 ) ¥ Bni)(5i7) » (6.55)

co zilustrowano na rys. 6.5,
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fa (Qadn@ - eif)
: qad'!(f'ff)

—— - — —

Ard)ng) Pﬂ:
Anyncf) :
"'T ] r ‘.‘. 36 '3 '-'j_ rJaJ --
Rys. 6.5. Wptyw parametru Dyiy gy 12 wartosé rozwigzania
vroblemu (6,16 ) - (6,18) §
W konsekwencji moZzemy wiec zapisad
1???%;{ g31(1)( 13) % Boqydy ) ” ‘"“.n{:u( ) »  (6.56)
co w poxgczeniu z wzorem (6,53 ) daje
8 s & 3 %
Bax (1) >fr’viax[g'mi>(e )’ max(®?] ® B (W). @ (6.57)
Wartosdé %rax(n} jest kosztem zwigzanym z ciggiem
et ¢ ~MN gl | " 1
<Ugy Upyeeeyly, g > /dok*adniej kosztem zadania JM{um+1) 7

Przyjmijmy w dalszym ciggu definicje bloku, bloku wewn¢trzne-
go. Z rozdziaXu 5.1 wraz ze stosowanymi tam oznaczeniami,

Twierdzenie 6,2,

Niech % bedzie permutacjg z ciggiem krytycznym < Uyqs Upyeen,
seeey U gd> W problemie n|miP, < \hmax‘ Niech gi(t), fi(t) ’
i=1,2,...,n bedg funkcjami speiniajgcymi zazrozenia twierdzenia
6.1, Jezeli istnieje permutacja (3 taka, zZe

Bt 00 o2 B 0B (6.58)

wtedy w [3 przynajmniej jedno zadanie dla przynajmniej jednego
bloku z M poprzedza pierwsze zadanie /lub wystepuje za ostatnim
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zadaniem/ tego bloku .M

Dowdd
Zauwazmy, ze jesli hmax(m) = fnmxrtu)/wzér 6.19/, to prawdzi=-
wodé twierdzenia 6,2 wynika z twierdzenia 5.2. Rozpatrzmy zatem

przypadek, gdy (1) = max G ). Zaxbézmy, bez straty
ogbélnoéci rozwazai, ze Miry=1 , 1 = 1,2,...,n oraz M(uy )= uy,

k =1,2,...,m+1, Dowdd zostanie przeprowadzony przez zaprzeczenie.
Zaxézmy, ze (b jest permutacjg taks, ze hmax((z) < hpoy (%) oraz
teza twierdzenia nie jest spexzniona, Wowczas P jest permutacjs

postaci

rg: <[M11 ,...,p(u1—1), Uy, p(u1+1),...,pru2-1), uZJP(u2+1),
e s a2y uk+1’.-.’ um+1’ccc, ﬁ(n)> L

gdzie (S +1), (W +2)yeen, p(uk+1-1) k = 1,2,00.,10 53 permuta=-
cjami zadai k-tego wewnetrznego bloku, tzn, permutacjami zadan o
‘W'S}:az’nikach u1{+1’ uk+2,.c ) uk+1-1 9 za—é P(1 )' ﬂ(2)’.o- ] ﬂ{u1“1 )
oraz (Mum+1+1) ’ p(um+1+2),..., (An) sg odpowiednio permutacjami
zadai o wskaZnikach 1,2,...,u,y-1 i upq*?se..,n o Zauwazmy
dalej, ze ciag krytyczny < u?, USsesepUp 4> W N Jest tylko pewnym
ciggiem, niekoniecznie krytycznym, w P . Wobec powyZszero, zgodnie

z wxasnoécig 6,1 mozemy zapisaé

B (P) L. S ((5) (6.59)
oraz
e (B)= By (M, (6.60)
bowiem zachodzi
5 U5 Y4 1
a
A!’&{uﬂ (S(um-l-‘l) = I‘(;(u1) + gpﬁ(h” oot £ p{‘s(h)m - dF’mnH‘l?
U 1
‘ nﬁ{u Z Byimyt Yoot Z Pychym ~ dﬁ(u g A‘,mﬂn(umﬂ)

h~u
(6.61)

7 wzordw (6,59) - (6.60) wynika, ze h ((5) > h . (%) co przeczy
przyjetemu zaXozeniu i korfezy dowdd twierdzenia . l

% twierdzenia 6.2 wynika wniosek, ze je$li permutacja
zostara otrzymana z permutacji M przez zmiane kolejnosci wykonywa-
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nia zadaid wsqy oraz hmax([b)< %ax('ﬂ’ to wp) ‘przynajmniej jedno
zadanie dla przynajmniej jednego bloku z 1y poprzedza pierwsze
zadanie /lub wystepuje za ostatnim zadaniem/ tego bloku, Wniosek
ten jest w pexni analogiczny do wniosku z twierdzenia 5,2, Tak wigc
schemat dzia*ania algorytmu bedzie identyczny z opisanymi w roz-
dziale 5.2,

W przypadku problemu nImlP,-(| h o, Prawdziwe sg réwniez
wnioski analogiczne do wnioskéw 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 i tw., 3.3 z

pracy [ 47]

6.2. Dolne ograniczenia

Nalezy wyznaczyé dolne ograniczenie wartosci funkeji celu
problemu n|mlP,‘ﬁn| hmax’ gdzie'Rn jest relacja czeéciowego
porzadku w zbiorze zadan ustalona w wgile Tt .

Zauwazmy, %€ Ze wzoru (6.19) wynika, Ze optymalna wartosé
funkecji celu problemu n|m|P,< | RN ST e I;i?‘({ f.(Ti)/lub
jej-dolne ograniczenie/ jest dolnym ograniczenienm %8sztu maksymal-
nego w problemie n|m|P,< | h . . Do wyznaczenia dolnego ogranicze-
nia problemu n|m|P, < { fma.x mozemy uzy¢ dowolnej z metod opisanych

w rozdziaXach 5,3, 5.4.

Wtasnosé 6.2,
Niech LB, oznacza dolne ograniczenie wartosci funkcji celu

problemu nlml?, ;> 0,< | T ooye Niech g (t) = I’ll? g (t) ,
1€idn
Ty (t) = min f (t) Wowezas wartosé By (j) wyznaczona ze wzorow

1<ifn

(6.62) - (5.64)
g,,.(E*) = £, (1) , (6.62)

3 -+
E +[= 1B , (6.63)
ot (6.64)

jest dolnym ograniczeniem kosztu maksymalnego w problemie
nim|p, < lhmax . 8

Dowdd

Provlem n|m|P, < |n)_, bl _ =[max = n g, (&) pax (%)
jest relaksacja problemu n|m|P, < |hm bo‘datkowo w prob?emie
nlmlp, < |n!  zachodzi A ., = Tmax(a,—i) 218y [2]. stad po
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uwzglednieniu postaci problemu (6.62) - (6.64) wynika podana
wrasnoéé @ . W celu wyznaczenia LBp mozna zastosowaé dowolng
z metod opisanych w rozdziazach 5.3, 5.4.

Wartodé dolnego ograniczenia wyznaczona z wiasnodci 6.2 moze
zostaé zwiekszona przez zastosowanie twierdzend analogicznych jak
twierdzenia 5,5 i 5.6, Takie postepowanie moze byé szczegdlnie
korzystne, gdy obie podane powyzej relaksacje okaza sie zbyt silne.

6.3. Algorytm

7asada dzia*ania algorytmu oparta jest na schemacie identycz-
nym jak opisano w rozdziale 5.2, Istotne jednak rdznice miedzy
podanym algorytmem /rozdz. 5.6/, a algorytmem formuXowanym w tym
rozdziale polegajg na odmiennym i bardziej zZoZonym sposobie
wyznaczania: h‘max (}1’) , momentdw rozpoczecia wykonywania zadan,
ciggu krytycznego, dol*zvch ccrraniczen oraz lokalnych oszacowain,

viech dalej/ N, Akl | 5e 5KD veqn wielkodoiami zdefinio-
wanymi, jak w rozdziale 5,5, Niech

B 11

]

ma.x |: max € ) (‘?i;)' fmax(n) J i

1€iLjsn
ghle s [“"T(l‘) (er" 9 1a*c(7)] (6‘65)
Rozwazmy problem (6.16) - (6.18) w nastepujacej postaci
Brah (e?*j*)= rngw (t?*.j*) : (.68)
e?,,_l* + tl,, . (i‘,)ndﬁaﬂ @) , Jse F%? (6.67)
o;x ja tif:j.,,; 0 (6.68)

oraz

gl‘rﬁ"’) (ei‘}‘)j«‘ )'_‘ fn(jr) (ti;bj*) y (6.66)

b b

kb kb
e get b =P B Q) Pt AR

b b

ei+j«- 2 ti* . P 5 AR (6.68)

Twierdzenie 6.3.
Niech ne] | bedzie dowolng permutacje zas (56 ’_I permutacja

otrzymang z nm 7przez przesunigcie zadania Ji na pozycje Uy /1ub




T4

ulf-!-"l / Wl .« Niech gi(t ), fi(t), 1= 1525000y quae ﬁm-kcjami
speiniajgcymi zarozenia twierdzenia 6.1 Wtedy dla k = 1,254,400, ,m+1

otrzymujemy
(1) Byay (P)7max[ g1y Cor 30 gy, ) Crep, 0’ an" @)
Ise oy (.69)
€1) Doy (P)772x [y (o 3 )s e 1) Crt i +Afl‘{ftt-‘1)):l
I e Ekb : (6.70)

Dowéd jest analogiczny jak w przypadku twierdzenia 5.3. Do
DT’CSU.Hlt,Cia. bedziemy wybieraé zadanie Jj o najmniejszej wartosci

ka(g)amn A ()

START )

n =T h*:=oo; _R:.:-f
v :=[31’°} $ Ex=f ; H=(V,E)

v |

oblicz LB (u,v,fsRq)

oblicz hmax(n) zgodnie z wzorem (6. 9)

oraz wyznacz cigg krytyczny (uf,ug,-...,ugﬂ}

i

*
hm(n) < h

N T

®



&

@

wyzanacazg Ef[ ? E]§lb Zgodnie Z WZOM(5-74)-(5075)

Y
h,r Uhﬂ =g
N
i 1

oblicz A (3 )3 énn : A.ﬂ (3),3613;;
zgodnie z wzorami (5.76)=(5.7T)

p - -
ﬁ"’ L.) hx{b ¢
N s
i —~ -y
uyznacz x* . takie,ze
ka e “n-}
= min m A i) |
Yuir? (:1*')‘&@m nggt  ( A N T
A mip. ARG TO
R 2in 2y R0) Tor )
|
oc-—-l",.( E) ; E:= E-{n}
A I
Eq t=Eq -{JJ,} (B ‘b fb Jj*}) = V-{<ot, Tk Ri=2 ,
N =
Rg 2= U[{ gl (ul)-< Jhl hEPl—‘J[(ul)} 254 l
1=1

U {Jh< Tm ( W JhEP 100y, U By

2a1=R0z, (2g= R W% )

P := @1(1) s'!:n(uk)!"n(uk+1) ’“(J):-,)
(P-==(ﬂ(1)s-,ﬂ(.]'):ﬁ(“k) ,ﬂl(ukﬂ) t‘))

p:=R; Vi=Vu(p); E::Eu{(fn,p)}

]

Rys. 6.6, Schemat blokowy algorytmu problemu nim|P, < Ihﬂ'}.}{
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7. MINIMALIZACJA KOSZTU MAKSYMALNEGO., UOGOLNIENIA .

Wyniki otrzymane w rozdziale 5 i 6 statry sie¢ podstawg daleko
idgeych wogélnien, Ich podstawg byzo spostrzeienie, 2ze poprzez
odpowiednie zdefiniowanie pojecia ciggu krytycaznegd w problemach
szeregowania, mozna udowodnié mocne twierdzenia eliminacyjne
analogiczne do twierdzen 5.3 i 6,3, W konsekwencji w przypadku
szeregu ogdlnych zagadniend z funkecjg celu A ) : W /niepermu-
tacyjne zagadnienie kolejnosciowe tadmowe (F) , problem gniazdowy
(3), problem gniazdowy z réwnolegkymi maszynami (J) i inne/ udaxo
sie autorowi zdefiniowaé pojecie ciagu krytycznego oraz udowodnié
odpowiednie twierdzenia eliminacyjne., JednakZe ze wzgledu na
obszernodé dokonanych uogdlnien zostang zaprezentowane tylko
podstawowe ich elementy.

Zagadnienie n|m|F, r; > 0,< |f . Niech R =‘<311, Mgseees TU N
k=1,2,...,m jest permutacjg /kolejnoscig/ wykonywania zadai na
maszynie M . Nalezy znaleZé wektor ¥ taki, ze

Poaali) =omin P (i) Q.4
gdzie
n) = £ ; A .
fnax ) = ot 2 (9(C mgym) N

Istotng rdznicg migdzy aktualnie rozpatrywanym zagadnieniem
oraz zagadnieniem z rozdzialtu 5 jest przyjecie, Ze kolejnosé
wykonywania zadan na réznych maszynach moze byé dowolna, Liczba
elementéw w zbiorze rozwigzani jest w tym przypadku rdéwna (n!) "

Niech dalej 1k dezie liczbg caxkowitg taka, ze

Mo q(1) = 5, (1)+ 1, 1-n <1 < n=1 j=1,2,...,n

k = 2’3'.'l’ml (703)
Wéwezas zachodzi /rys. 7.1/

o
: 4 R)= max ) : o +§:: D
max( 1‘11,12,...,im+15n wm(im+.‘)( Mi*l) i=il1 ’11(5-)1
13 if1
+ L]
i=i,+1, 2 =i +1 W

Zagadnienie kolejnosciowe tadmowe (F) zostaXo sformuYowane
w rozdziale 5,
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Rys. 7.1. Wykres Gamtta problemu n|mF, ry 2 O, i

Zaznaczono ciag krytyczny.

Cigg wskainikodw <1.1,l ’ uP, oo ,11'7 ;)‘ speiniajgcy warunek

1. % u 1? &n , k=1,2,...,m1 1 maksymalizujgcy prawa strone
wyrazenia ( T) bedziemy nazywaé ciagiem kryt;.:czn;m. Odpowiednio,
ciggi zadan <T J g o iy bedzie-
+ u, +1, + 1 .
LIS (LI My (uy +1,+1) fz ( >

I.
my nazywaé blokami, k = 1,2,...,m. Dla przykzadu przedstawionego

na rys. 7.1 mamy fi (C:D wiCy , 1 = ’ﬁ?'3’4 y Wi = Wz = W, = 1
v, raz u ==1,u’?T 1,1“—0,113:3,13:—1,5;2:3,
1. aD X = 2. Clagi zada <Jd >, & J><J>
g it g R S §r S0 g Sig s
<_ J5 > sa odpowiednio blokami na maszynie My F'IQ, F-":,), I~'E4.
Zagadnienie nimlf, < |h . Niech 7t , 7t X = 1,2, s0ustil,
1, /k 5 2,3,...,m/ Beda wielkosciami vdefl:rwlowap ymi jak wyzej.

Problem n|m|?, < |h .. polega na wyznaczeniu wektora permutacji rt*

)

1}

i
-
]
L.s

oraz momentéw rozpoczgcia zadan S, /i = 1o2rsneghy K ® 142500080

zakie, ze

ax(ﬁ‘) = min hmax(ﬁ) " (705)

gdzie [
W e > £, (T, 7.6
s L;igsmax Ll g; &), = ¥l . (7.6)

zasd zbior g§ﬁ wyznaczony jest przez ukZad nierdwnosci

Sﬁk(j.'-—1)1«: & Dmﬂ,(i-ﬂl: < Sn v Dk : o pinis « sl (7.7)
L : Xiw 1,2 yulsigll,
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=t e L0 0imiy (7.8)

Snk(oh * pﬂk(0)1 0

S + & b
TMoeoq(Dk=1 7 Pm_ (D)k=1 § g (141))k (7.9)
i=1,2,...,n
k=1,2,-..,m.
Podobnie jak poprzednio, problem ten rdézni sie od problemu
opisanego w rozdziale 6 przyjeciem, Ze kolejnosé wykonywania

zadald na kazdej z maszyn moze by¢ dowolna.
Zdefiniujmy dalej pewne pojecia analogiczne do podanych w

rozdziale 6, Niech

Ag"'ﬂ,(i)ﬁ‘rm(j) ST W <j(r9-r1(i1)+ L_? P (n)s

|
-1
L

¢ pﬁo(h)Q Teaa ; : pgrm(n)m & dﬂ'm(j)) (7.10)
1+1? h=im_1+1

1l
'y

4

. 144 S ¢n.
- 3 I . . *

Rozwazmy cigg problemdéw w postaci: zrnaleszl €55 9 tj?. .

1€i€5€n 2z warunkéw (7.11) = (7.13)

& *
gﬁf1(i)(eij) § fifm(j)(tij) ’ (7.11)
2 *
s o Bs P Bnopiandil (7.12)
» *
}' e ?t
B o tij 0 (7.19)
Wéwezas zachodzi /rys. 7.2/
" =
n) = max max g cile. ), f W(JT)]
hmax( ) [1‘{-15'}‘{11 = rn_](l) ij ) max
= max [gm(i‘)(ei‘j ) fmax(ﬁ)_] . ( T414)

P * I 7 : g 1
Cigg wskaznikdw <u1,u2‘,...,um_[_,I > bedziemy nazywaé ciggiem

krytyeznym jesli .
= = - T : .
(1) n, (@) = £ (%) oraz (uy, u2,...,um+1) jest ciggiem

krytycznym problemu n|m|F, < |£ . , £ . oo £,(2,)

np

/wzér 7.4 dlar;= 0 i=1,2,..., n/ 1lub :
— *
(ii) hmax('n)= max g’]"[,I(i)(eij) = gﬂ1(i* )(ei*j ) ’

1€i<i¢n N
T * ot o L R 'ﬁ_f\n '“__.
u: = i NS S 1€l €] € n 0Orag u2_u1, u3-u2,...,

1
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1 ~

g 3 o <
11]"‘] = um_1 ’ leE’ <Tl?, 'P,...’Tl“ 1) (‘n’

k'h
k= 1,2,00.,m=1 jest ciggiem maksymalizujgcym prawg strone

wyrazenia (7.10).

Ay, (j%) = Ty i%)

= AJH (") T m (%) + dﬁm £i%) ™ A, (i*) LR

Rys. 7.2. Wykres Gantta problemu n|m|

g

< |hmax .

Zaznaczono funkcje kosztu maksymalnego oraz ciag

5

»I.‘r-l-..-c 4 | F\ -

\dpowiedni iggli zadan J J
Cdpowiednio, ciggi zadar (UﬁTk(uk+1}t7'." Ugrk(uk+1))

bgdziemy nazywaé blokami, k¥ = 1,2,...,,m. Podobnie jak w poprzednich
przypadkach bloki Nnowiadaf@ sekwencjom zadan wykonywanych na

maszynie bez przerwy /rys. 7.2./.

1~
7agadnienie n] , T3> 0, T3, e =, RTlme 35

Rozpatrzmy zagadnienie gniazdowe (G), w ktérym kazde zadanie

sk*ada sie tylko z jednej operacji, tzn, J; = <Oi1> « Zatrézmy do-
datkowo, ze w zbiorze zadari /operacii/ istnieje relacja poprzedza-
nia oznaczona RT. Problem ten oznaczony symbolem n|m|G, ry 2 0,

ny = 1, X |f,, odpowiada problemowi nfmlJ, r, > 0, €31, m
RTlfmax w notacji Grabowskiego EB] lub problemowi ntm[J, Ty > 0,

t ¥, mﬁ > 1, RT]fmax z ustalonym przydziat*em operacji do maszyn,
Zatrézmy, ze dane /ustalone/ sa czasy trwania poszczegdlnych opera-
cji oraz, ze dana /ustalona/ jest kolejnoéé realizacji operacji,
ktérg mozna przedstawié w postaci grafu skierowanego acyklicznego
rys. 7.3 a) . WezXy grafu odpowiadajg zdarzeniom rozpoczecia

i zakoriczenia operacji, Fuki obcigzone - operacjom, Xuki nieobeig-

= 1,

zone - wymaganiom kolejnosciowym,
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©  py ¢ Pr

Rys. 7.3. Pojecie ciggu krytycznego w résnych problemach
szeregowaniaj;

(a) graf kolejnoéci realizacji operacji /zaznaczono
Yuki obeigzone/,

(b) rozszerzony graf kolejnodci realizacji operacji
/o ="fikeyjna operacja poczatkowa®™, z - "fik-
eyjina operacja koricowa"/, zaznaczono ciag kry-
tyczny (b) - (£):
(b) problem n|m|G, n
(c¢) problem nim|G, n
(d) problem n|m|G, n
(e ) problem n|m|G, n
(f£) problem n|m|G, n
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Zwykle tak skonstruowany graf jest rozszerzany o dwa dodatkowe
wezly odpowiadajgce operacjom pustym: "poczatkowej” - poprzedzajg=-
cej realizacje wszystkich operacji, 1 "korcowej" - nastepujgeej za
wszystkimi operacjami, rys. 7.3 b) Tradycyjne podejscie "Sciezki
krytycznej" interpretuje wartosé cmax w problemie szeregowania
jako najd*uzszg droge miedzy weztami operacji "poczatkowei" i "kor-
cowej", rys. 7.3 b) Bo] . Wprowadzenie ograniczenia typu r; > O
/ré2ne czasy dostepnosci operacji/ nie zmienia w niczym przyjete]
interpretacji C dodajac jedynie obeigsenia okredlonym Yukom,
rys, 1.3 o) @3] . Podobne podejscie zastosowano réwniez do pro-
bleméw szeregowania z funkejg celu typu I .. Dzigki umiejgtnemu -
przeksztarceniu funkeji celu L do funkcji Cmat 7z uzyciem kori-
cowki a3 &3J pojecie drogi kmvtyczvej zachowaro dotychczasowe
znaczenie przy jednoczesnym dodaniu obeigzenia nowym Xukom,

rys. 7.3 d). Jednakse w przypadku probleméw z funkeja celu typu
fmax i hmax tradycyjne pojecie drogi krytycznej okazaXo sie maXo
uzyteczne i zostaXo zastapione nowym. Nowo wprowadzone pojecie
mozna interpretowaé jako pewns droge w grafie /niekoniecznie kry-
tveznag/ posiadajgea okreslone wrasnodel, Poniewaz w ogdélnym przy-
radku nie istnieje bezposredni zwigzek miedzy d¥ugodcia tej drogi
a wartoscig funkcji celu /w problemach z funkcjg celu Chax ZWiazek
taki istnieje/ nowo wprowadzone pojecie nazwano dla odrdznienia
ciggiem krytyeznym, Ponizej podano opisowe definicje ciggu kry-
tyeznego dla dwéeh problemdéw szeregowania,

A. Zagadnienie n|m|G , n; = 1, vy > 0, < lfmax

Ciag krytyczny jest to droga w grafie kolejnodci realizacji
operacji /rys. 7.3 e/ o nastepujacych wrasnosdciach:

(1) pierwsza operacja nalezaca do drogi rozpoczyna sie¢ w swoim
momencie dostgpnosci, tzn. Sy = Ty

(11) operacje lezace na drodze s wykonywane bez przerw czasowych
/zwXok/ pomig¢dzy nimi,

(11i) moment zakoriczenia ostatniej operacji lezacej na drodze
wyznacza wartodé kosztu maksymalnego S

(iv) wyznaczona wartodé f . jest najwigksza spoéréd kosztéw
ostatnich operacji lezgcej na dowolnej drodze w grafie,
spetniajacej warunki (1) - (1i1) .
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B, Zagadnienie n|m|G, n, = 1, % Ihmax'

Cigg krytyczny jest to droga w grafie kolejnodci realizacji
operacji /rys. 7.3 £/ o nastepujgcych wrasnoéclach,

(1) operacje lezgce na drodze sg wykonywane bez przerw
czasowych pomiedzy nimi,

(ii) wartoéé kosztu zwigzana z przyspieszeniem realizacji
plerwszej operacji naleszacej do drogi jest rdwna wartodeci
kosztu zwigzane]j ze spbéfnieniem realizacji ostatnie}
operacji nalezgcej do drogi,

(iii) wyznaczona wartoéé kosztu (1ii) Jjest najwieksza sposdrdd
kosztdéw wszystkich drég w grafie, speXniajgcych
warunki (i) - (1ii) .

Na zakoriczenie warto podkreslié, ze w wszystkich podanych
powyze]j przypadkach istnieje odpowiednie pojgcie bloku oraz
prawdziwe sg odpowiednie wkasnosci i1 twierdzenia eliminacyjne
zwigzane z ciggiem krytycznym., Zdaniem autora, kolejnym
pozytecznym rozszerzeniem byXoby pojecie i wkasnosci ciggu
krytycznego w problemach szeregowania z ograniczeniami zasobowymi,



8, MINIMATIZACJA KOBZTU CAZKOWITEGO. ZAGADNIENIE n|1|< |} .h,.

8.1, SformuXowanie problemu

Dany jest zbidr zadad J = {J1,...,Jn} przeznaczonych do
wykonania na jednej maszynie, Dla kazdego zadania okredlone sg

nastepujace wielkosci:
120 - czas realizacji zadania J £ J,
i(t)— funkecja kosztu realizaC3i zadania J, € J.

o funkcjach hi(t} 5 Ji € J zakYada sie, Ze posiadaja jedno minimum

niekoniecznie wrasciwe, rys. 8.1.

hi(t)

hi(t)

Rys. 8.1, Przyk¥ad funkeji kosztu problemu nj1K|}_h,

Dodatkowo okreslone sg wielkosci
to - najwczesdniejszy mozliwy tsrmin rozpoczecia wszystkich
zadan /zwykle to = 0/,
R - relacja czedciowego porzadku w zbiorze zadar, tzn.
(Jl, )CMQ implikuje ze zadania J,-te musi byé zakoriczone
przed rozpoczeciem zadania Jj—tego, graf relacji R jest

acykliczny.
Problem szeregowania polega na znalezieniu takich momentdéw

rozpoczecia wykonywania wszystkich zadad ze zbioru J, ktére
minimalizujga wskaznik jakosci w postaci

n
Zﬁhj_ ” Ehi(si) * (8.1)

i=1

przy nastepujacych zarozeniach:
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- maszyna moze realizowaé jednoczesnie co najwyzej jedno zadanie

w dowolnym momencie czasowym,

- wykonywanie zadai nie moze byé przerywane,

- kolejnoéé wykonywania zadaid nie narusza przyjetej relacji R .
Problem tego rodzaju jest oznaczany symbolem klasyfikacyjnym
n]1bdz:hh_i jest najogdélniejszym problemem jednomaszynowym ze
wzgledu na przyjets postaé¢ funkeji celu.

Zwykle w praktyce wygodniejsze jest postugiwanie sig¢ innymi
funkcjami kosztu gi(E i(T ) wvznaczonymi na podstawie h (S )
w nastepujgcy sposéb, Niech rti, 1 J de"ie przedziaXem, w xtérym
funkeja h,(t) osigga minimum rdéwne h1 = (tl) Przyjmujemy naj-
wczeéniejszy pozadany termin rozpoczgcia zadania r, = t;, najpbs-
niejszy pozadany termin zakoficzenia zadania d; £ ty + Dy
Definiujemy przyépieszenie Ey & max[o ri-Sil spdéZnienie
Ty & max [ 0, Si+pi-di1 oraz funkecje

gi(Ey) = hy (ti-si) - hi y 0<58; <t , (8.2)

> &- *E "
£,(Ty) = by (8- ti g s by 8 8, €59 (8.3)

Tak okredlone funkcje sg niemalejace wzgledem swoich argumentdw
gi(o) =0 = fi(O) oraz

*
hy(S;) = g;(Ey) + fi(Ti) +h, , 0g8 <o, (8.4)

za§ funkcja celu (8.1) przyjmuje postaé

e L n
) by =)  b(8) =) [g(B) + £,(7,) + 1] =
131 i=1
.3 B
- L[gi{\Ei) + fi(Ti)_]"' 2___' hi . .(805)
1=1 i=1

Poniewaz skiadnik statry we wzorze (8.5) nie ma wpiywu na
rezultat minimalizacji, wiec wystarczy rozwazaé problem z funkcjg
celu

Lot L[gi(E )+ 202)] (8.6)
in
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gdzie gi( Ei) " fi(Ti) - niemalejgce funkcje swoich argumentdw
oraz g;(0) = 0 = £,(0) /1 = 1,2,...,0/.

Przyjmujgc odpowiednie zaXozenia o funkcjach gi(Ei) 3 fi( Ti) b
Ji € J otrzymamy pewne szczegbélne problemy szeregowania zestawione
w tabeli 8,1.

Tabela 8.1.

ZaXozenia typ problemu zY0Z0- autor Zroédro
; ol nosé algorytmu
g;(E{)=0 BEFC ] s O(n) problem trywialny
fi(Ti} =0
_}:;_(_E;.j_ga_________. TA FOh" ~ag 1: [52]
e T 2 R
£,(T)= wy Ty :r1[1|<|L_(1p\riC_,L Sidney ) }2_37]
g, =0
ol e ) b S
g;(E;) =0 :
£,00,)= rri,:ei _4_?] 111 T, NP Pisher [31] b
gy (B) =0 ni 1[5,y NP Lenstrz(3) [71]
EBsl Ryl ® O (4)
form; =p Inl1]<, 0 < a4yl
e g
[O E =O \
5
gi(E.'L) - M .
l®E; >0 |nj1|r;>0,<]. O(n) problem trywialny
£,(7)=0
E, =0
I
®E 0 |n|1r;>0,<|} w,C, | NP -
f}(mi)_ w,T,,d,=20 1
OB, =0
i ' Y
g (E.):.-J’ nj1le:»0,51) 1,(2) W -
[0E =0
gi( Ei)"'
%g >0|n|1r,>0, C,<d,, | NP - (4)
i . ZERd e b b
0 Ti = 0 <l*
2.02.)=
i1 T, >0
S PN R ¥ 50 SR « 35



(1) R jest drzewem ,
(2) R jest grafem szeregowo-réwnolegiym ,

(3) patrz takze [7] ’ [8] » [68] . [65] ’
(4) rozwigzanie polega na wyznaczeniu rozwigzania dopuszczalnego,

(5) dla tego zegadnienia autor pracy udowodnii nowe kryteria

eliminacji w rozdz. 8.4,
(5),(6) dla tych preobleméw sformuowano algorytm rozwiazania
w rozdziale 8.7.

Dotychczas w literaturze najwiecej uwagi poswig¢cono problemom
typu nt1§‘£:wici oraz n\1||E:u&Ti. Pierwszy algorytm dla zagadnienia
n|1|iz:u&0i podatr Smith [g1]| 2za$ pierwszy algorytm dla zagadnienia
n|1||X:u&Ti poda¥ Shwimer 55] . PéZniejsze prace koncentrowatry sie
gXéwnie na badaniu wkasnosci zagadnien, formufowaniu kryteriodw
eliminacji oraz wyznaczaniu nowych mocniejszych oszacowan dla meto-
dy podziaXu i ograniczen Bg] ’ @8] ’ [é?] ’ El] . Dla pewnych
szczegélnych klas zagadnied z funkcja celu typuEiji znaleziono
algorytmy efektywne [BEI ,i§8] . W przypadku zagadnien NP-zupek-
nych stosowane sg zwykle: metoda programowania dynamicznego PD

[B4J ’ [7] ’ IEIJ , metoda podziaXu i ograniczen @7} ' ﬁy] :
@4J seee lub metody heurystyczne bsj ,[33] .

Analizujac tabele 8.1 nietrudno zauwazyé, ze dla szeregu
problemdéw nie sformuowano dotgd 2Zadnego algorytmu, Powodem takiego
stanu rzeczy jest silna NP-zupeinos§é probleméw oraz duze trudnosdci

zwigzane z konstrukeja algorytméw.

8.2, Modele i metody PD i PC do rozwigzywania problemu
n]1[$|§ hi

Baker i Schrage [7], [8{] " [b] craz Lawler [§5J przedsta-
wili algorytm rozwigzania problemu n|1|<ﬂ[:fi, fi(t) - niemalejace,
J; € J w oparciu o metode programowania dymamicznego (PD) o zYozo-
nodci O(nzn). Zaproponowany algorytm wykorzystuje eliminacyjne
wtasnoéci relacji X , pozwalajace zredukowaé liczbe dopuszczalnych
sekwencji czedciowych badanych w kazdej iteracji algorytmu, a tym
samym skrécié czas jego dziatania, Autorzy poXozyli gdwny nacisk
na konstrukeje réznych oryginalnych metod adresacji pamieci robo-
czej [7 J ,[84] » [§5J pozwalajacych na maksymalne jej wykorzysta-
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nie /jest to problem nietrywialny, bowiem wielkos$é pamieci robo-
czej jest funkecja wykadniczg rozmiaru problemu/.
W zastosowaniu do zagadnied szeregowania /na podstawie poda-

nego przyktadu/ metoda PD ujawnia nastepujace wady: (i) duza
liczba iteracji /drugi czas obliczed/,(ii) wymagany duzy obszar
pamigci roboczej algorytmu, oraz nastepujgce zalety(iii) mozliwosd
zastosowania metody w przypadku dowolnych innych niemalejacych,
nieaddytywnych postaci funkeji celu,(iv) niewielka zZozonodd
pojedynezej iteracji,(v) *atwosé realizacji programowej, (vi) moz-
liwoé¢ redukeji czasu obliczenl przez zastosowanie eliminacyjnych
wiasnodci relacji R ,(vii) mo2liwoéé redukcji wielkodci obszaru
roboczego pamieci przez zastosowanie odpowiednich procedur adresa-

cji pamieci. :

Jednakze zastosowanie PD jako ogdlnej metody rozwigzywania
jednomaszynowych problemdéw szeregowania wydaje sig byé sprawg
dyskusyjina,

Rozwazmy poczgtkowo problem n|1|ri:3 O,<lz:ﬁi, £;(t) - niema-
lejgee, J; € J /np. £,(t) = w,T, + 2;C; . Niech IeJ =~{J1,J2...Jn}
bedzie pewnym podzbiorem zadad J, zas I = J-I jegd dopernieniem,
Za¥ézmy w dalszym ciagu, ze konstruujemy sekwencje zadan ze 2zbioru
I przy warunku, ze realizacja kazdego zadania ze zbioru I' poprze-
dza realizacje wszystkich zadad ze zbioru I, Niech F(I,t) oznacza
minimalng wartosdé funkcji celu dla wszystkich dopuszczalnych sek-
wencji zadan ze zbioru I przy warunku Sita -8 Ji € I,

Oznaczny, ar - najweczesniejszy dopuszczalny moment rozpoczecia
wykonywania zadan ze zbioru I, by - najpésiniejszy moment rozpocze-
cia wykonywania zadar ze zbioru I.

Optymalna wartosdé funkcji celu dla wszystkich dopuszczalnych
sekwencjl zadan jest réwna wartosci F(J,0) wyznaezonej z nastepujg-
cego wzoru rekurencyjinego

F(I,t)= min gfj(maxtrj,t + pj] + P(I "{Jj}' max[;j,t + pﬂ)}

J1€B(I _ .
aIStSb:E s (8'7)
' \
P, )=0 ag<t<by (8.8)
o= mn e o, (8.9
i JiEI'
b'I = Jméa,;i:'ri + )::'pi . (8.10)
i J.&1
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B(I) = {J; € I}VJJEI (gé,;i>¢jg }. (8.11)

Wartoéé F(I, t) jest wyznaczana dla wezystkich podzbiordw
zbioru J oraz wszystkich momentéw czasu ai £t < b}. Wielkodci
ai, bi sa odpowiednio dolnym i gérnym ograniczeniem wielkodci a,,
bI. Obliczenie ich wartodci wymaga O(n) iteracji. Mozliwe jest
wyznaczenie wielkosci ar, bI w sposéb bardziej dok*adny, poprzesz
zastosowanie reguty Jacksona E55J oraz odwrotnej regury Jacksona
dla zadan nalezgcych do zbioru I' . Rezwigzanie takie wymaga uzycia
algorytmu 6 zozonodci O(n+log n ) dla kazdego etapu metody PD
i wydaje sie w korcowej ocenie zbyt czasochXonnym.

Rozwazmy teraz problem n|1|<]Lh /np. h,(8;) = le1+w T+ 0o,
Zachowujgc dotychczasowe oznaczenie mozemy rapisgc wzOr rekurencyj-

ny
P(I,t) = min min {f (s+n ) + F(I- {J by 8 + p41}
téssbI ]Cﬂ(I) J

ar s t b , (8.12)

P(f, t)= O a <tLhy , (8.13)

¢ R it
ar = ) v (8.14)
JiGI :

oraz b, B(I) sa zdefiniowane wzorami (8.10), (8. 11) ..

Optymalna wartodé funkcji celu problemu n|1|<|th jest rdéwna
wartodeci ®(J, O) .

Jesgli przyjmujemy w dalszym ciggu, ze momenty czasowe przyjmu-
ja wartodci dyskretne, tzn, t = to, tor1, ¢ ot2se+eyT to moZemy
okres§lié¢ zXozonoséé obliczeniowg mefody PD dla problemu n|‘||ri o,
<Iyf g ¢ (8.7) = (8.11) réwng O(n(T-t, )2n) oraz dla problemu
n|1|<|} _h, (8.12) - (8.14) réwng O(n’f el

Uzyskanie zadowalajgcych wynikow obliczeniowych w podanych
przypadkach jest praktycznie niemozliwe ze wzgledu na zbyt matrg moc
obliczeniowg najlepszych maszyn cyfrowych znanych obecnie, Przykta-
dowo, gdybyémy dysponowali maszyng cyfrowg o szybkodcli procesora
ok. 10° operacji/s i chwilowo nieograniczonej wielkodci pamieci
operacyjnej, to dla nastepujgcego vrzyktadu n = 10, r = (267, 68,
355, 51, %67, 26, 21, 47, €&, 115) , p = (10, 21, 50, 50, 19, 28,
7, 34, 40, 73 ), R = @ problem n“H'Ehi otrzymujemy:
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(a) wymagany obszar pami¢ci roboczej okoto 740 000 széw,
(b) przewidywana liczba iteracji: okozo 3.7 108,
(c¢) przewidywany czas obliczen: okoXo 2.53 godzin.
Wielkoéci (a) - (c ) rosng w sposéb wyktadniczy, ze wzrostem rozmia-
ru problemu,

W pracach dotyczgcych zagadnien optymalizacji w dyskretnych
gystemach produkeyjnych spotykane sg podejdcia oparte na programo-
waniu catkowitoliczbowym lub binarnym [59] , [61] , 7] . Prayje-
cie takiego sposobu postepowania jest uzasadnione wéwczas, gdy:

(i) model prodblemu jest liniowy, bowiem metody PCL sz dosé
dobrze rozwiniete [34] n B7J 5

(ii) liczba zmiennych w przyjetym modelu oraz liczba ograniczen
nie jest zbyt duza /dotyczy to szczegbélnie modeli binarnych/.

Zauwazmy, ze w przypadlku problemu n|1|[z:hi nie jest mozliwe
spetnienie warunkéw (1) - (ii) ze wzgledu na przyjetg z definicji
nielinio?oéé funkeji celu E::hi = X:Héi(max[o, 2 - Si])+
& fi(max[O, C: = di])} a takze ze wzgledu na silng zaleznosé
/w przypadku modelu binarnego/ liczby zmiennych od wartosci liczbo-
wych danych problemu (T —to).

Problemy, ktérych modele nie spetniaja warunkéw (i) - (ii) sz
zwykle rozwigzywane metodami opartymi na metodzie podziazu i ogra-
niczen b4] ’ [51] s, métodami przegladu leksykograficznego [59]
lub metodami przybliZonymi i}&} . W konsekwencji przyjecie modelu
catkowitoliczbowego nieliniowego, a nastepnie zastosowanie metody
podziaXu i ograniczen do rozwigzania zagadnienia PCH daje w prakty-
ce gorszy rezultat niz bezposrednie zastosowanie metody podziazu
i ograniczed do rozwigzania problemu, Zwykle w tym drugim przypadku
mozliwe jest uwzglednienie szeregu specyficznych wtasnosci problemu
pozwalajacych na poprawe wkrasnoéci algorytmu, Dlatego tez podejécie
tego rodzaju jest stosowane w prezentowanej pracy.

8.3. Rozwiazanie optvmalne i bioptymalne

Wprowadzone zostanie pare nowych pojeé. Niech m =(m(1) ,
37T (2)ye..,7T(n)) bedzie permutacja wskaZnikéw zadarl ze zbioru
J 3 5T1(1) jest numerem zadania wykonywanego jako i-te w kolejnosci.
Permutacja 71 jest dopuszczalna /dla danej relacji R /, jedli dla
kazdej pary zadad ( 71(1), Nn(j))ER zachodzi 1 < 3J ,j = 1,2,...n,
i # j. 2biér permutacji dopuszczalnych oznaczono [1(R), Dla kazdej
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permutacii JT € [1(R) zdefiniowano zbidr dopuszczalnych momentdw

rozpoczecia zadan
Sp= 5 = (590800018 ¥ < gy 0 Tyt By € Sy v e e (8215)
Hn-1)"* Bp-1 € s)(n)}'

Para (N, S), S€SyH ,MEM(R) okreéla rozwizzanie dopuszczalne,
Odpowiednio warto$é funkecji celu (8.6) dla rozwiazania (31, S)
oznaczymy F(S;it) .

Rozwiazanie {(n, s, 8¢Sy ,REMR) jest optymalne /dla
danej permutacji JT /jeéli

*

F(§" ;) = _min B(5;m) (8.16)
8€SH
Rozwigzanie (M, S “*54 E}S nreMR) jest bioptymalne /global-~
nie optymalne/ jedli
FLS“;Tﬁ min ﬁ(S sT) min min F(S ;7) S'G:;n ' (8.1?)
m€l(R) :nGI"IU:) SeSn
Problem szeregowania typu n|1y<|z;h{ polega na znalezieniu
rozwiazania bioptymalnego <7t*, 359, §"€L,S'Inu, 7*elkR) dla vrzyjetych
funkcji kosztu hi(t) Iy S
W ogdlnym przypaﬁku wyznaczenie rozwigzania optymalnego 7T, S,)
Q‘E;;n,}TCFKP) wymaga rozwigzania problemu optymalizacji z nieli=-
niowa, nierdézniczkowalng funkejg celu i liniowymi ograniczeniami

w postaci

n

min F(S3n) = m%n}:; [ () + 202)] (8.18)
i=1

t S (1) L] (8o19)

Sni) * Pa(i) S Snu+1) 1= Th2peelm=t (8.20)

W przypadku, gdy funkcje gi(Ei), fi(Ti), Ji € J sg wypuke, to
funkecja F(S ;71) jest réwnies wypukZa.

Dalsze rozwazania bgdg prowadzone pod kgtem skonstruowania
specjalizowanego, wielomianowego algorytmu dla rozwigzania problemu
(8,18) = (8.20) .

Permutacje czedciowa [ (X,y) =(7(x),T(x+1),..., TT(y)) ,

Xy = 1,2,35000, 1, X Sy, bedziemy nazywaé blokiem w rozwigzaniu
(m, 5*} jesdli jest spexniony warunek
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* *
i)t Pait) " Cniteny ES3S Y (8.21)

Blok odpowiada sekwencji zadan wykonywanych na maszynie begz
przerw pomiedzy zadaniami, rys., 8.2,

Inco Yagy Yme)  Tmay  ms Une)  Ince
M{ Zzzz EEE—ESSTTTT YD
t
Ll L v - L L L Ll - Ll h

Rys. 8.2, Wykres Gantta dla problemu n|11<|z:hi

Blok p(x,y) nazywamy maksymalnym w rozwizzaniu (ﬂ o8 )
3€Sq jesli p(x,y+1) nie jest blokiem oraz P(x-1,y) nie jest
blokiem /p(0,y) 1 p(x,n+1) nie sg blokami/.

Na rysunku 8,2 blokami maksymalnymi s odpowiednio
(rlr ) W2 ). T3 ) R (8), 0 (5)) (BL6L AT -

Niech, dalej (ig» i1,...,11) bedzie cigsiem wszystkich
wskaznikéw takich, ze i E L seseali b 3 = 1,2,0002 5 25 1
0=1i,< 1, < 12<... <i1 = n oraz ograniczenia Sﬂ(i)+ pﬂ(i)ésﬂ‘&“)
=1, 12,....,11“.1 w problemie (8,18) - (8,20) sg nieaktywne, tzn.

x X

Wéwezas permutacje czedciowe ﬁ(ij+1, ij+1J R S NP
blokami maksymalnymi, zaé 1 - liczbg blokdw w rozwigzaniu

(s, 8%, §"€Sk . Dodatkowo rozwigzanie optymalne problemu

(8.18) - (8.20) jest suma rozwigzad optymalnych probleméw czesdcio-
wych danych w postaci

1=1
F(S* sm) =) (P(E"; Blaget, 45,4) (8.23)
J=0
ij+1
P(8Y3p(15+1, 15,4)) & min 2. Ba)(Smyy o (8.24)
1=1 41

przy ograniczeniach
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t i = i.-+1 ’ (8.25)

0 Sg(i) 1

Baiy® Prrgy® St(een) L mdptts Kptdeenepdgy o1 - AERN)

Wzasnosdé tg wykorzystano w konstrukecji algorytmu opisanego
w dalszej cmesci rozdziaru.

Rozwigzanie czeéciowe ( B(i;+1 , ij+1) , 8") wyznaczone z
problemu (8.23) - (8.26) bedziemy nazywaé blokiem optymalnym,

Inaczej méwigc blok optymalny jest to blok maksymalny w
rozwigzaniu optymalnym, Jedli rozwigzanie przedstawione na rys, 8,2
jest optymalne, to bloki (M(1)) ,(T(2),51(3),71(4),71(5)) LN(6),
(7)) sa optymalne,

Rozpatrzmy teraz problem n|1}<|z:hi w przypadku, gdy gi(Ei)z 0
dla Ei = 0 oraz gi(Ei) = 00 dla E; > 0, fi(ci) - funkcje niemalejg-
ce , skoriczone J, € J, Wéwczas dla kxazdej nn€(R) zachodzi . A S;
/gdyby przyjaé, ze ri‘>-8;, to F(§*;71) = 00 ; W przeciwnym przy-
padku, F(5";7m)< oo /. Poniewaz fi(ci) - niemalejace wiec (n, §°)
mozna znalefé z zasady maksymalnego wykorzystania maszyn. W tym
przypadku momenty rozpoczecia wykonywania zadan wyrazajg sie

wzZorem

*
Sr(q) = max [to, rm(1)] (8.27)
% - .
Sqisn)= X [rﬂ(i+1}’ Sf“i} + ngiLJl m 1,0, .00,m=1'(8,28)

Optymalna wertoéé funkcji celu wynosi F(S";7) = ZE; fi(S;),
i

zag ciag (10, i1,...,il) moze byé wyznaczony z warunkéw

* ¥
Shte) T Poin) < Colen) PR A » Las Dosneninty (8.30)

oraz 10 = O, il = n,

Zupetnie inaczej przedstawia sie problem w przypadku ogdlnej
funkeji celu (8.6) . Zasada maksymalnego wykorzystania maszyn nie
jest w tym przypadku spernione, a wiec i znalezienie rozwigzania
optymalnego (M, S*) jest zadaniem znacznie trudniejszym,

Rozwazmy poczgtkowo problem n|1L<Q:}i dla podstawowego
przypadku, tzn, hi(si) = viEi A Ti + ziCi Vi Wy, 24 >0,
Wprowadzenie wspéXczynnikdw starych do funkcji kosztdéw.nie zmienia
w niczym rozwazan i moze byé zastapione przez dodanie tych wielkog-
ci do koricowej optymalnej wartodeci globalnego kosztu, Zdefiniujmy

wielkosgeil
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D 4 .
gt Gy w Xy ’

Li g Sj. + pj. - di " is= 1,2,...;!1 . (8032)

Niech S €S, . Okreélmy sbiory: Ip(8) & {J, € J|E; > 0} -
zbidér zadad przyspieszonych, D(S) =~{J E‘J'Di = O} - zbidr zadar
rozpoczynajacych sie w terminie, J (S) =J -J (§) -J (3) - zbidér
zadar rozpoczynajgcych sie po terminle, T(S) a~{J3_€ J|m > o} -
zbidr zadard spéZnionych, JL(S) e{;I € J|Li = 0} - zbidr zadan
koriczgcych sie przed terminiem,

Zdefiniujmy dalej

i-= 1’2’030’1'1 3y (8031)

§ : 7(i) - suma wag zadan z bloku ﬁ(x,y) przy-
i=x spieszonych lub rozpoczynajacych sie
. € P iHur N w terminie w rozwigzaniu (a1, g%y,
i) D E
Ly X
- - z wﬂ(i)+ E Zg(i) — Suma wag zadan z bloku RA(x,y)
i=x] i=x spésnionych w rozwigzaniu

S L —x (:n.’ 'S"’*>’

sV zy wa da¥ z bloku p(
Xy = vﬂki) suma g zadan z o p(x,y)
i=x] przyspieszonych w rozwigzaniu
i e (‘rn!_s-*%

b 4

— . i -

way = 2 . wﬂ(i)+ E Zgi(y) ~ Suma wag zadan z bloku p(x,y)
i=§J i=x spéZnionych lub koriczacych sie

=

s : w terminie w rozwigzaniu (s, S

£ = 0/~ ’ .
Twierdzenie 8.1,
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by blok maksymalny

p(x,y) byt optymalny w rozwiazaniu (i, $*), 5% Sg,

jest

(1) o> W gdy B < Sﬂ(x) ; (8.33)
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(1) &, < &, . (8.34)

Dowdd
-= Niech p(x,y) bedzie blokiem maksymalnym optymalnym w rozwig-
zaniu (7w, S%) takim, Ze co najmniej jeden z warunkéw (i) , (ii)
nie jest speiniony. Niech nie bédzie speiniony warunek (i) , tzn,

B'xy< o /rys. 8.3/. Wybierzmy wtedy wartoéé € >0 taks, ze
M.
E < Sq(xy Snixat) = Pr(x-1)/8100 E<Sg = t./, E<Dgy, s DF 30

‘ -, o
1 2 X, 20505 ES Tm( X lﬂ(i,)‘o i = x,X+1,..4,¥. Wartosé taka

istnieje, gdv t < S5 bowiem z definicji bloku wynika, ze

Pt 4 i i ’
S:Tl(x-1)+ pﬂ(x- 'Jl(x) Woweczas zachodzi JE(S -€£) = JE(S‘)U'
U JIp(s%), JT(E‘-E ) = Jp(8%, Ip(S*-¢) = J(8")oraz
: 3 = * "\11
f ot ke GG . = : - -
P(3'-€5 plx,3) - F(5"s P(meyN =} h q)(8% =€) = D by sk,
l-—X
s S T
- e : - -
= YawlBw el L NwlSw el * & Zqw[Cra -]
isz i= l i=x
o s =
i"y-(‘i)é" JE@ '&) r UJE' J (S ~%)
y 5 y . v i y
- \_‘_l - : = e E
=2 YmwErm- 2. Yaw iy~ 2 HwCaw = 2 Yrw B *
i=XJ i*xJ i=x i=xj
| : % ;
R ! [
. Z V74) T(i)+ 2o m@)E 2 %t k)" Z e T
i=x| i=x | i=x |

|7 9"’(1)& SELCY 1:71’(1;5' 75 (EWIp @y (@) I 57 ﬁn (5.)‘e Ty (%)

¥
2 71(1) :rr(:u ' Z 71(1) Tm(;t) G Z Znaw® =

pus)

[’ ﬁ(i)e Ig (8% i'j?;(i)e In(3%)
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(@)

"l]‘Es P

MARRARNAR R

A e S L UL G (]

8

AVRNAROERATCV R AR

R W a,
Eq+E Ey=C Ts—f,

<t

Rys. 8.3, Ilustracja graficzna warunkéw optymalnosgci bloku
a/ zaznaczono blok zadan (Jl’ Jos J3> oraz
odpowiednie funkeje kosztu hi(Si) = v,E, + wT,,
b/ brak spetnienia warunku sv__ 2> sw s pola

Xy Xy
zakreskowane odpowiadaja kosztowl rozwigzania

- 4 \
(e B o= (1,28,
¢/ zmniejszenie kosztu poprzez "przesuniecie w czasie"
bloku zadan
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y +
[Z TR AT Z zf(iJ] (87%y = 8 ,)E < 0 (8.35)
i=x i xJ

-

" fJE(s‘)uJD (3" rn{i) T (3%

bowiem z zaXoZenia mamy vay < way oraz € >0, co przeczy temu,
ze (‘) (x,y) jest blokiem optymalnym,
Zaxé#zmy wobec tego, ze nie jest speiniony warunek (ii) , tazn,

> Eifxy. MpZemy wowczas wybraé wartoéé ¢ >0 taks, ze

g<s e+ S 0. 5 w0000 Y,

*
'Jf(y-l-‘?) Sairy” Pyt €< Daay o Tygy,
£< E'.l{i) ; u,“(i)> 0, i = X,x+1,4..,¥. Wartodé taka istnieje bowiem

JT(};I+ Prcy) < n(yM) 1 Wéwezas zachodzi JT(S +&)=

= Jp(S*)u J2(8Y), JR(5%+ €)= Jp(s"), I (S"+£€) = I (5*)oraz

F(S +&; @(x,y})- F(S @(X,Y))— iz: hy(l)(s 31(1) Zh'}{fl{ "T(i))=

¥
=) ,jmi) 31(1) ”*E Wy (T tE e Z Bk gy H ) o
i=x

1J i=x

g R -
[94q 59 (5" +€) [Jm)J (s"+€)
y y
¥
‘E"mizEmi;' Zwmi; N 2 s Zad) n(i) E :vmcb wi) "
i=x
»
Frat E(S ) [543 rJ'nmEJ 5
y y
"2 ;v“ﬂ(i) +E Yoy T '1(1) an(i) (i) Zw‘nu)
i=x__l i=XJ iﬂx i-—x
= OIG pk e % "~ -
[5,5695 (3" [Gq)® 92 G l nm” (8*) (g8 J’I‘(‘S W (5%)
y y y
R 3
= 0 Tnen Bty = )ty Tray * 2wt [Z RETEN)
i= i=x i=x iux

F%:{i)g Ig(S") rmi)e Ip(3*) K ‘In(i)EJ (& (87)
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Y J . :
R T R B }E= (- T Es 0, (B
j=x 1=xl

w
\ Jmi}e Jg(8%)

bowiem z zaXozenia mamy s?rxy > Bﬁxy oraz & >0, co przeczy temu, ze
{F(x,y),3) jest blokiem optymalnym,

Niech p(x,y) bgdzie blokiem maksymalnym, dla ktdérego speinione sg
warunki (i) , (ii) . Wéwezas z wzordw (8.35), (8.36) wynika, ze

dia £50

8™ = Bz, y Ny XS, p(x,¥7))jedli t < S,,(k)(BJ'?)

oras
F(S*,p(x,yng F(S" +€ ,p(x,y) . (8.38)

Stad wniosek, ze (P(x,y}, S')jest rozwigzaniem czeéciowym lokalnie
optymalnym., Jest ono réwniez globalnie optymalnym, bowiem przyje-
ta funkecja celu jest wypukia B

Wykorzystujac idee dowodu zaproponowany zostaX algorytm -
wyznaczania rozwiazania optymalnego (¥, 5%), S%e S‘n dla danej
permutacji «ell1(Q), dla przypadku, gdy hi(Si)= viEB; + ow T, o+ ziCi.

Algorytm 8.1,
1/ i := ¢ s t = ¢t

0
2/ i := i+1

oblicz Spqy t= max Lty 4,1,
Coctr = Sy * Pugyy
Doy *= Sty ™ Tty ?
Enys= max [0, vyyy - Sy501
Lty #= Coq¢ay = Qg
Ty (g i= DaX [0y L“{i)] .

3/ wyznacz wskaZnik x, 1 s x¢ i taki, ze p(x,1) jest
blokiem maksymalnym, tzn,

x :- max = 1 2 ¢ e
12:) §= 0 in, Sug=n* Pyja1)< Swciy |

8yc0) * Pycoy = -4
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4/ Sprawdé warunek optymalnodeci bloku A%x,1) w nastq¢pu-
jacy sposdéb: oblics

i

J=x
¥k Ig8rv (& ,
- 1 1
Mg ™ Z Ywgy * Z: Ty
Jj=x j=x
I sy Jp(8)
5/ Jedli x = 1 1 S“{x) = t,, %o przejdZ do kroku 6,

W przeciwnym przypadku oblicz wartosé w/ g wzoru

d:= min[d", % c?'m],
gdzie

s {Smm'to X = 1
wxy =~ Gx-1y X = 2030ee00d

= k,xn,...,i}

§:

e

min {D,n(j‘]D.mj,)O

L L
&= min {ij) iy 2O
Nastepnie nalezy wykonaéd

Cda

z= x,x+1,...,i} .

Pty T Ty S 3% Xe-Ra b anind
c”mju t= ij) - & ] e, X¢Y 0000l
Daygy = Dygy = & ] =X Tetysee0d
E'F(:h t= max [ O, T~ 'n(,j)] 3 » 2,201, ,00sd
Lygy 2= Igy = & J 6 Xy BTpeened
Tycyy 3= max [ O, Lygy ] 3 =% x+1,000,1
Lot T

oraz przejdZ do kroku 3,

6/ Jedli 1< n to przejdZ do kroku 2,
Jeéli 1 = n to stop. Wektor S = < Sy, SpyeeeyS >
wyznacza optymalne rozwigzanie (M , 5*)dla dane]
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permutacji ¥ . Ciag < 10,11,...,11 > moze byé wyznaczo-
ny z warunkéw

S'ﬁ(j) ¥ p'ﬁ(j)< S'ﬁﬁ(j-l-'l) dla j = i1gi2,¢..,11_1

oraz iO = O, il = n,
Ze wzgledu na zXozonoéé formalnego dowodu poprawnosci algorytmu
8.1 przedstawiony zostanie tylko krétki komentarz wyjasniajgcy
zasadg jego dziazania.

Zauwazmy, 2e peina realizacja krokdéw 2 - 5 algorytmu odpowia=-
da optymalnemu rozwigzaniu problemu czeéciowego zawierajgcego
w1y ? Tayreeer I ﬂ{i) /dla ustalonego i/.

Niech Ty (4ys Topoyreees Joyein 19 bedzie sekwanch czQéci?wq
z optymalnymi momentami rozpoczecia zadan s N1 * Sﬁtz)""’sm(i-1)'
Konstruujemy rozwigzanie optymalne dla problemu zawierajgcego
L amdil Touiyss. Tutoyseves Tupq qys '31(11 . Niech gﬁm bedzie opty-
malnym momentem rozpoczecia zadania u“( /bez uwzglednienia
pozostatrych zadani/. Jesli Squl 1% Paio 1) S x4, Yo optymalna
"lokalizacja" pracy J“(i) n%e ma wpiywu na "lokalizacje" prac
wezesSniejszych oraz S?wi) n(é) i praca Jﬂ(i) utworzy blok maksy-
malny, Jesli Smi-1)+ Poi- 1) weds to praca zostanie "wXaczona"

. w sk¥ad ostatniego bloku maksymalnego w permutacji czesciowe]
T(1)y N(2)yeee,M(i+1) . Oznacamy ten blok p(x,i) . Zauwazmy, ze
warunek (8,34) twierdzenia 8.1 jest dla p{x,i) spe¥niony.

Wystarczy zatem sprawdzié warunek (8.33) twierdzenia., Jesli
jest on speiniony tolacx,i} jest blokiem optymalnym., Poniewasz
wszystkie bloki wczedniejsze /jesli istnieja/ sa optymalne wiec na
mocy (8.23) otrzymane rozwigzanie problemu czedciowego z pracami
J“(ﬁ}, Jm(z}"°" qmi-1)' %Ki }jest réwniez optymalne, Jesdli
warunek (8,33) twierdzenia 8.1 nie jest spekXniony, to korzystajgc
z dowodu twierdzenia moZemy wyznaczyé wartoéé & >0 taka, zZe

zadania J

(8 =8 3p(x,1))¢ F(S; px,d)) (8.39)
oraz wyznaczyé nowe terminy, Sm(j) ﬁqj) - rozpoczecia zadan
z bloku (3(x,1). Proces wyznaczania wartodei ¢’ oraz zmiany termi-
néw S“(j) 8q kontynuowane do momentu speinienia warunku (8,33)
/kroki 3 - 5 algorytmu/.
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5

SRR RN L, ——

¢ e
- v T e P =(4,343,2,1)
r »ld,T:4 ,11.8)
6 d =(6,8,13,14,10)
v =(1,1,2,1,¢
STy BT W =(2,3,3,5,1)
V1 3<qi3$3!49)>

Rys, 8.4, Kolejne kroki algorytmu 8,1
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Wxasnosé 8.1,
Algorytm 8,1 posiada zXoZzonoéé O(n3 Ye B

Dowdéd

Dla ustalonego wskaznika wskagnika 1 /i = 1,2,...,n/ wykona=
nie kroku 3 wymaga co najwyzej n iteracji, wykonanie kroku 4.
wymaga co najwyzej n iteracji, wyznaczenia wartodci & /krok 5/
wymaga co najwyzej 3 n iteracji, oraz wyznaczenie pozostatych
wartosci w kioku 5 wymaga co najwyzej n iteracji., NiespeXnienie
warunku optymalnosci w kroku 4 powoduje powtdrzenie krokdéw 3 = 5
co najwyzej 3 n razy /maleje zbidér prac branych pod uwage przy
wyznaczaniu wartodci & /., W konsekwencji zXozonoéé caXego algorytmu
jest O(n2). n

Rozwazmy dalej problem nlt | <| h, dla przyredku, gdy g(Ey) ,
fi(Ci)_i = 1,2,...,n 83 funkcjami wypuk*ymi, niemalejgcymi.
ZaXozenie o wypukZoSci zapewnia istnienie optimum globalnego
problemu (8,18) - (8,20) . Zaxézmy dodatkowo, Ze funkcje g; (E; ),
£,(7,) , sa ciagle i rézniczkowalne na pélprostej (0, o2) i 0 Rl

Przyjimujmy g (0) & 1im gi(F 3 1 (O')_ 1lim fi(")‘
i*‘O i “‘O

i
zdefiniujmy dalej wielkosci

xy E &ty (Bt ) (8.40)

JIO) (é*)uJE(é*)

wn
<
{4

Tyi)®

y
A ®
SW,, & 5: f i ) (8.41)

J J(s)

1{1)

"
4 ]
SVyy = Z Byct) (Pusy) (8.42)
i=x

To1y€ Tp(3M)

i)

Wy = 12 facay € 'lh'.i}) (8.43)
=X

i Opa4
T a1y€ Jp (80 I (8%).
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Wéwezas warunki optymalnoéci bloku /analogiczne do (8.33)=-
(8.34) / przyjmujs postaé

vay b > swx v

Sy & S (B8.45)

gdy t =+ 8% (8.44)

0 ¥(x) °?

Dowéd poprawnodci warunkéw (8,44) ~ (8.45) jest analogiczny
do dowodu twierdzenia 8,1,

8.4, Kryteria eliminacji

Przyjmujemy w dalszym ciagu, ze A, = {J < J| <3y, Jy> e}
8 {J e J ]<th, Ji> e KXY sa zbioran‘i odpowiednio naqtqnnikow

oraz poprzednikéw zadanla Ji - tego. Niech 2y, bi oznacza odpowied-
nio najwczeéniejszy moment rozpoczecia i najpdinieiiszy moment
zakoniczenia realizacji zadania 1-tego, Niech Ai = Ai uii 71 ’
o
Bi = Bi ) {i} .

Twierdzenia 8,2 - 8,5 formuxujg kryteria eliminacji dla
problemu nitir; » 0, <] Zf; , £,(S;) - funkcje niemalejace J e J.

Twierdzenie 8,2
Jesdli dla dwdch zadan J]., Jy € J zachodzi

{1) fj (t) - Ty t Jjest niemalejgca w przedziale (ak + Dy bj),

(ii) rs € Ty

(1i1)p; ¢ Py

£iY) DRX. . r; €T, ¢+ pj
JieJ-Aj-Bk

to istnieje optymalne uszeregowanie zadan takie, ze J, poprzedza
S )

Rozwazmy sekwencje zadand taks, ze zadanie Jk poprzedza zadanie

j‘ Oznaczmy przez C moment rozpoczecia wykonywania zadania Jk‘

przez D moment zakoriczenia zadania Jj. Pordévmajmy ta sekwencje
z sekwencjy taka, ze J, poprzedza Jj' rys. 8.5.

Udzia¥ w koszcie catkowlitym wszystkich prac z wyjgtkiem J
zmaleje lub pozostanie niezmieniony ze wzgledu na warunki (ii) oraz

(iv ). Natomiast dla J, zachodzi
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Rys. 8.5, Pordwnanie seskwencji zadani

a, + DS C+p DS b, . (8.46)

korzystajgc z warunku (i) otrzymujemy

£5(D) = £,(D) 3 £,(C + B - £(C + p), (8.47)
za8 z warunku (iii)
ACER BEEALEE SR (8.48)

oraz w rezultacie

£,(D) = £LC + B ) » £,(C + B + £D) L (8.49)

Oznacza to, ze udziaX zaded Jk’ J. W koszcie cazkowitym rdéwniez
zmalaX /1lub pozostar niezmieniony/. @

Zauwazmy, ze jesli f. (t), k(t) sg funkcjami ciagZymi régnicz-
kowalnymi w przedziale (ak Py b ) to warunek (i) twierdzenia
moze byé zastgpiony warunkiem df (t) /dt > df) (+) /dt dla kazdego

J
tG(ak pkibj)
Wxasnoséé 8.2,
JeSli r, = r" dla kazdego J, € J oraz dla dwéch zadai

Ji"Jke J zachodzi

1) fd(t) - fk(t) jest niemalejgca w przedziale(r' + Z:pi,r + pi)
JeB T$A,
(i1) pj € Py
to istnieje optymalne uszeregowanie zadan takie, e Jj poprzedza

I
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Dowdd _
Warunki (i) , (iv) twierdzenia sg oczywiste oraz 8 + P =

I
“r'*Zpi*%'r**EAPi ' -r *ZP_{ Epi'r* Pi'

JieBk Jich isJ eA Ji 3

Wiasnodé 8,2.

Jedli fi(t) = w,T, dla kazdego J; € J oraz dla dwéch zadanh

Jj’ Ji € J zachodzi

(1) A4 @

L R
=

/f\ W

K
X
Py

k
k

(11} w
(111 5

/N
H

J
(iv) rJ
A A
£y T; £ Ty + pj J&_e J - Aj - Bk |
to istnieje optymalne uszeregowanie zadar, takie ze Jj poprzedza
Jk.l
Dowdd
Stosujemy twierdzenie 8,3 z A =@ = B . Warunki (i) ,(ii)
oznaczaja, 2e funkcja f (t)= f (t) jest niemalejgca w przedziale

(0, max b Y . 2ym, B, 6 =

J.,edJd

i
f300-fete)

Rys, 8.6, Tlustracja warunkdéw (i) -(ii) wlasnodci 8,2

Wxasnodé 8,2
Jedli fi(t) = wiTi dla kazdego Ji € J oraz dla dwéch zadan

Jj' Jk € J zachodzi
1) dj § 28 + D s
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(i) Wi Ve o
(iv) rj Ty s .

(v) ry§ T+ pﬁ ’ Ji € J - Aj - Bk
to istnieje optymalne uszeregowanie zadan takie, ze Ji porrzedza

Jyo B

Dowdd

Warunek (i) powoduje, Ze f (ty> 0 dia €t > a, + P i 2 warun-
ku (ii) wynika, 2e fﬁ(t) - f (t) jest niemalejaca w wymaganym

przedziale, B

Twierdzenie 8,3
Jegli dla dwdch zadan J?, Jy € J zachodzi

(1> f_i(t) - £,(t) niemalejgca w przedziale (bj. = Dy bj) 5

(i) e odw v
Jyed-(a B

(iii) fi(a, + p'!{)=fk(bj )
to istnieje optymalne uszeregowanie zadar takie, sze Jﬁ voprzedza
S '

Dowdd
Z warunkéw (i) =(iii) wynika, ze jesli f (t) = f (t) jest
niemalejgca w przedziale (a py, ) oraz pj < Py, to mozemy

zastosowaé twierdzenie 8,2, Zalozmy dalei ze Py > Pye Rozwazmy
sekwencje zadan takag, ze J) poprzedza Jj Oznaczmy przez C moment
rozpoczgcia zadania Ji~tego oraz przez D moment zakorczenia zadania
J.-Tego. Poréwnajmy ta sekwencje¢ z sekwencja otrzymana przez
umieszczenie Jk bezpoérednio za Jj’ rys. 8.7,

Rys, 8.,7. Poréwnanie sekwencji zadarh
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Udziatr w koszcie carkowitym wszyastkich prac z wyjgtkiem k-tej
zmaleje lub pozostanie niezmieniony na mocy warunku (ii) ., Dla prac

Jk’ Ji natomiast zachodzi

ak+pk50+pk<D-pk~.<bj-pk. (8.50)
Ze wzgledu na warunek (iii) mamy

£, (D =D ) = fk(C * D)y (8.51)

zad ze wzgledu na warunek (i) otrzymujemy

£,(D) = £,(D) % £,(D = p) - £ (D = p). B.52)
Stad mozemy zapisaé

£,4D) + £(C + B 3 £,(D - )+ 1,(D) ®.53)
co oznacza, e udziar zadanl J.,Jk w koszcie caikowitym zmaleje
lub pozostanie zmieniony.®

WkXasnosé 8,3
Jedli zachodzi r; = r* dla kazdego J; € J oraz dla dwéch

zadai J., Jy € J zachodzi

{1} fi(t) -~ fk(t) niemalejgca w przedziale ( "+ Z:: D;= Py
eJ i?A
'“Z Ps )

J;¢A .
(ii) fk(r*'!‘ Z‘. pi)= fk(r* + ZI pi i pk) = i J

; JieBk JiG.Aj

to istnieje optymalne uszeregowanie zadan takie, ze Jj poprzedza
Iy o8

Dowdd
Warunek (ii) jest oczywisty oraz b1.= r* + 2:3 B = 2[3 Py™
¢ JieJ icA
i 3
» K - i
¥4 1€B K

Wiasnodé 8,3.
Jesli Ii(t) = wiTi dla kazdego J, € J oraz dla dwéch zadan

j' Jk € J zachodzi
(i1} dj £ dk 5
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(iii) wj > Wy s
~N
(1v)ri$rk, JiGJ-A_j-Bk,
to istnieje optymalne uszeregowanie zadar takie, 2ze Jj poprzedza
Jye®

Dowdd _

Warunek (i) pocigga za f} (b + p )= fk(bj - p ) oraz z (i),
(iii) otrzymujemy, ze fj(t) - fk(t) jest niemalejgca w przedziale
(0, max bi) /rys.8.2/- 8@

Ji!J

Twierdzenie 8,4.

Jesli dla dwdch zadan JT’ Jk € J zachodzi
(1) fk(ak + pk} A fk(bj} ]
(ii) max r,{o..‘.,c rk ]

Fa)

J&iJ—Aj—B

k
to istnieje optymalne uszeregowanie zadan takie, ze Jj poprzedza
Jk'.
Dowdd
Z (1) wynikajg warunki (i), (iii) twierdzenia 8,3. Stosujgc
wiec twierdzenie 8.3 otrzymujemy powyzszy rezultat. ®

WXasnoséé 8,4,
Jedli zachodzi Dga r” dla kazdego Ji € J oraz dla dwéch
zadan J]., J, € J zachodzi

* % 4
(1) Ll e +Zﬂ p;, = f(r +Z s
JiGBk Jif_iij
to istnieje optymalne uszeregowanie zadan takie, ze Jj poprzedza
Jk a
Dowdd analogiczny jak w wZasnosci 8,3.
Wxasnoddé 8.4:

Jesli fi(t) = wiTi dla kazdego Ji € J oraz dla dwéch zadarh
Jj’ Jke J zachodzi

(y & ¥y
(18 2y % 3, Jie.J-Aj-’ﬁk

to istnieje optymalne uszeregowanie zadan takie, ze J_j poprzedza
Jk'.
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Twierdzenie 8,5.
Jesli dla pewnego zadamia J, € J zachodzi

(1y (e, + p)= f (B,
(1) max r; €T
to istnieje optymalne uszeregowanie zadail takie, Zze zadanie Jk
nastepuje za wszystkimi zadaniami ze zbioru J - A, . @
Dowdd :
Warunek (1) pocigga warunek (i) z twierdzenia 8.4, Stosujgc
twierdzenie 8.4 do kazdej pary j € J - Ay, k€ J, ] # k otrzymujemy
powy%szy rezultat. B

Wxasnosé 8.5.
Jesli ry = r*dla kazdego J&_e J oraz dla pewnego zadania

Jk € J zachodzi

() £ (" Z p;) = L (T¥ + Z p;)
J€B, J#h,
to istnieje optymalne uszeregowanie zaiaﬁ takie, ze Jk nastepuje
za wszystkimi zadaniami ze zbioru J - gk.l

:
Wxasnosé 8,5.
Jesdli fi(t) = w; T, dla kazdego J; € J oraz dla pewnezo zadania

Jk € J zachodzi

(1) & ma.xﬁbi+pk
Jie J-Ak
to istnieje optymalne uszeregowanie zagaﬁ takie, ze Jk nastepuje
ze wszystkimi zadaniami ze zbioru J - Ak . B

Wxasnoéci 8.2, 8.3, 8.4 dla przypadku r = O zostary udowod-
nione w pracy [71] X

Gxéwnym problemem powstajgcym przy zastosowaniu podanych
keyteridw eliminacji jest mozliwoéé stworzenia cykli poprzedzan
/w przypadku sprzecznych reguk poprzedzania wynikajgcycj z dwéch
twierdzend np, Jj poprzedza J,, J, poprzedza Jj/'

Trudnoéé ta mozna ominaé poprzez wyznaczanie tranzytywnego
domkniecia relacji poprzedzan 51], [3ﬂ po kazdym speinieniu
kryterium eliminacji.

Analizujgc postaé warunkéw w kryteriach eliminacji /tw., i wk.
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8.2 - 8.5/ mo2na zauwasyé, ze ze wzrostem zXozZonodci problemu rod-
nie liczba warunkéw, ktére nalezy sprawdzié dla speinienia kxryte-
rium eliminacji. Jednoczednie maleje liczba rozwigzard potencjalnie
eliminowanych przez zastosowanie podanych kryteridw
Prowadzone przez autora badania doprowadzity do sformuzowania
podobnych kryteridw eliminacji dla problemu n|1 L{l{jhi. Jednakze
liczba warunkéw wystepujgca nawet w najprostszych kryteriach byxa
tak duza, ze Hzysk"™ z ich zastosowania wydaje sie¢ watpliwy.
W konsekwencji sformuZowane zostaXxo jedno ogdlne twierdzenie
eliminacyjne odnoszace sie zaréwno do problem n|tir; » O, 4]§]fi
jak 1 do nj1|X|Zh,.

Twierdzenie 8,6,

Niech{%, 5%), E*E.S“ bedzie rozwigzaniem optymalnym, dla
danej permutacji ®well(®) , z blokami wyznaczonymi przez ciag

<io, 11,...,il>-. Jeéli zachodzi

< = ! Sanh
Tacryr Tuerety > € 1= 4gpy $542,000,104,4-1,5 = 0,1,2,...1

(B.54)

F(S;m)s F(5;8) V3eSy VnGen(R) . @.55)

to

Dowdd
Rozwigzanie {% , §%), §* € S, mozna znalefé przez rozwigzanie
problemu postaci

F(3": ) ; . ( )
F(3";m) = min 7 h; (8;) & 8,56
S i=1
przy ograniczeniach
to$ Sln(i) i = 1,2,.-.,11 ® (8;57)
Sﬂ(i)+ Py € Sﬁ(i+1) Lim hSgsengn=t oy (8'58)

Korzystajac z definicji blokdéw maksymalnych moZemy ograniczenia
(8.58) zapisaé w formie

s 1= 1,41, 142,000,145, -1 ©.59)

Mi+1) i
,_1 =0’1,2’¢..’ 1-1

Sairt Poyci)€

e, B o6 Smijnw 1= 0,1,2,000y 21 . (8.60)
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Na mocy zaYozer twierdzenia ograniczenia (8,59) sg ogranicze-
niami woprowadzanymi przez relacje R, za§ z definicji blokdw
ograniczenia ( 8,60) sa nieaktywne, czyli w rezultacie moZemy
zapisaéd

n
5 i=1 ‘

S SN B B N S (8.62)
Suciy* Pocin S Saciy € Tmciy? ij)>€2 (6.63)

Niech dalej G €N(R)oraz o
F(S ;6) = min Z h(s) (8.64)

S i=1
¥ Bgers o E = TZiae sty (8.65)

Scis* Demsy Segady L = TiZieessmet'y (@u66)

Zauwazmy, ze ograniczenia (8,65) nie zalezz od wyboru permu-
tacji, zaé ograniczenia (8,66) zawierajg ograniczenia (8.63)
bowiem relacja R jest spetniona w@ , e N(R), Problem (8.61) -~
(8.63) jest wiec relaksacjg problemu (8.64) -(8.65) oraz

P(s*;n) § F(8 ;8)€ F(S ;&) , (8.67)

dla s”e Sﬂ g §, S€ Sz , co koriczy dowdd . m

7 twierdzenia wynika, ze jedli relacja poprzedzai & posiada
wtasnosé (8.,64) to otrzymanie rozwigzania jest bioptymalne.
Wniosek ten sta¥ sie¢ podstawa konstrukeji algorytmu opartego na
metodzie podziaXu i ograniczen,

8.5, Schemat przebiegu algorytmu

Zasada dzia*ania algorytmu jest oparta na metodzie podziaXxu i
ograniczer z mieszang strategia przegladania drzewa rozwiazad.
Rozpoczynajgec od pewnej permutacji poczatkowe] 'noe n@w)
generujemy cigg permutacji i e M(R), Dla kazdej permutacji
z ciggu wyznaczamy wartoéé kosztu F(S*;m) oraz okreslamy bloki
maksymalne zadar w rozwigzaniu {m , 3"), S*e S.ﬁ . Kazda nows
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permutacie pel109) otrzymujemy z pewnej permutacjim z ciggu

przez przesuniecie jednego zadania %n,i-tegc z bloku j-tego nas -ta
\ 4

pozycje w bloku ij_1+1 £ 1< s8¢« ij s Jo 2,00l TYB, BB,

l:”":\'\m ”h AN
"'h\ - - - —
G O S 630" Jd3Oov
e, casaat ~
blok olok blok

Rys. 8.8, Schemat przesuwania zadan w blokach .
/Strzaxki wskazuja mozliwe przesuniecia dla %= g/

Jezeli dla permutacji @ begdziemy mogli wykazaé, Ze przesuwa-
nie prac w ﬁ nie spowoduie zmniejszenia kosztu, to odrzucamy
rozpatrywana permutach,3 i cofamy sie do permutacji M 2z ktdrej
wygenerowaliémy-p . Proces generowania permutacji przedstawimy w
pos taci drzewa H, Kazdy wezer w H bgdzie przedstawiar pewna permu-
tacje 1 , a Tuk w H bgdzie odpowiadax pewnej parze permutacji
< WS> takiej, ze e zostate otrzymana przez przesuniecie jedne-
go zadania w 3 .

Wygenrowanie nowej permutacji /wezta H/ wigze sie z wyborem
vewnego zadania do przesuniecia w i . Wybdr ten jest zwigzany z
zagadg podziaru.wgzxdéw w H., Jezeli nowag permutacje I otrzymalisdmy
przez przesuniecie w 1 zadania Jn(i)- tego z pozycji i-tej w o
/z j-tego bloku/ na pozyci¢ s-ta, to ustalamy wymagania czeSciowege
porzadku -

syt Ty 11y + 1S B S8, n ALY (8.68)
Wymagania te muszg by¢é respektowane w kazdym nastepniku
wzgledemn [3 w H, You it

Generowanie bezposrednich nastepnikow
. /rys. 8.9/ wzgledem % powoduje, ze
ébiér rozwigzan dopuszczalnych Y(%) odpowia~- Y(pa
dajacych weztowi % zostaje rozbity na roz Yty P2 s B

¥aczne podzbiory Y(n,). Z kazdym z tych Rys. 8.9. Fragment drze-
I wa rozwigzan
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podzbiordéw jest zwigzany warunek logiczny, Ze pewne zadanie z
pozycji i-tej w j-tym bloku, /ktdérego przesuniecie w & wygenerowa-
Yo pr/ ma byé wykonywane jako g-te w j-tym bloku w it , Warunek
ten jest realizowany poprzez ustalenie wymagan czesSciowego porzgd-
ku (6.68) , Dla ustalenia uwagl niech @, bedzie pierwszym naste-
pnikiem wzgledem J1 wygenerowanym przez przesuniecie zadania z
i = i1 1+1-te'1 pozycji na pozycjg¢ s = 13, w j- tym bloku w st . Po
dokonaniu cofania z ‘51 do i otrzymujemy warunek logiczny dopeinia-
jacy, ze zadanie z i-tej pozyeji w & /i= i _'+1/ nie moze byé
przesuwane na g = ij - ta pozycje w U ., Warunek ten jest przestrze-
gany w kolejnych nastepnikach &r generowanych z j1 powodujgac zacho-
wanie rozXacznosci podzbiordw Y(ﬁr). Dalej niech P, bgdzie permuta-
cjg otrzymana przez przesuniecie zadania z pozycji i = ij_1+2-tej
na pozycje 8 = i=-tg w Jj=tym bloku w n , Wtedy po cofaniu otrzymu-
jemy kolejny warunek logiczny, Ze zadanie z i = ij_1+2-tej pozycji
nie moze by¢ wykonywane na s = ij-tej pozyecii w j=tym bloku w 1,
faczac ten warunek z poprzednim otrzymujemy, Ze zadania z
ia= ij 1+1 -tej oraz i = i1 1+2 tej pozycjli nie mogs byé przesuwane
na s = i -ta pozycje w j=tym bloku w Jt , Warunek ten jest przestrze-
gany we svvs*kich‘b r2 3. Jezeli wszystkie zadania z i-tej
pozyeji (i = JL_f ar 13-1+2""’ij"1) byXy przesuwane na pozycje
8 = i to otrzymujemy po cofaniu warunek logiczny dopeXniajjcy, ze
zadne zadanie i-te (1 = iJ ar i_J 1
przesuwane na s = 1 ~-ta pozycje w j=tym bloku w ., Stad wniosek,
ze zadanie Jﬂ(z)’ i= 11 musi byé umieszczone na s = lj-t?j pozycji
w j=tym bloku w gt , czyli mozemy ustalié wymagania czegsciowego
porzadku

+2,...,ij-1) nie moze byé

{7 = Jﬁtii)\i ARSI I (8.69)

Dalej niech pt bedzie permutacja otrzymanag przez przesunie-
cie zadania z pozycji 1 = hj_1+1 na pozycje s = ij-1 w j=tym bloku
W JU. Wtedy po cofaniu sie¢ otrzymujemy nowy warunek logiczny, 2ze
zadanie z pozycji i = ij-1+1 nie moze byé przesuwane na pozycje
8 = ij-T w j=tym bloku w 31 . Postepujgc podobnie z pozostarymi
zadaniami z pozycjl i = i +1, ij 1+2,..., ij—? otrzymamy po
wykonaniu kolejnych cofan, z2e gadne z zadan z pozycji i-tej

i =3, +1 i,1 4¥25 000y 1]—2 nie moze byé przesuwane na pozycje

8 = i1-1 w j=tym bloku w Jt ., Stad wniosek, Ze zadanie Jn(i) .
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i= ij'1 musi byé umieszczone na pozycji s = ij-i w j=tym bloku
w 5l . 2aczge ten wniosek z poprzednim otrzymujemy, 2e zadanie
Jﬂ(i}’ i= 13-1 musi byé umieszczone na pozycji s = 13—1 oraz
zadanie Jﬂ(i]’ i= ij musi byé umieszczone na pozycji s==iJ

w j=tym bloku w N1 , czyli mozemy ustalié wymagania czedciowego

porzadku /rys. 8.10/ w postaci

SRS S ) RERER R ij-1}U{«}l(il_1)-< A (ij)} . (8.70)

S W =

P
@ 00 0 @9 0'0 ® © @

WOO0 6 QPO 001

LN v
™

blok blok bleok

Rys. 8.10. Sposdb ustalania relacji (b) vo wykonaniu
przesuniecia (@)

Postepujgc podobnie dla pozostaxych zadard z bloku otrzymujemy
po poraczeniu wszystkich warunkdw dopeiniajgcych relacje czesdciowe-
go porzadku w postaci

i.-1

J
U a@ Tn@et)§ (8.71)
=i, _q+1

dla J-tego bloku w I .

Jedli relacja czg¢sdciowego porzadku zostaxa ustalona w podanej
postaci dla wszystkich blokéw j = 1,2,...,1 w J1 , to na mocy
twierdzenia 8.6 rozwigzanie (s, 3°), 3% Sn jest bioptymalne.

Jezeli permutacja p w algorytmie jest otrzymana przez prze-
suniecie zadania z j-tego bloku w 51, to dla p ustalamy arbitral-
nie wymagania czedciowego porzadku postaci (8.71) dla ostatnich
j+1, j+2,..., 1 Dblokdw /rys. 8.10/., Zapewnia to rozXgcznosé
nastepnikéw /w sensie podzbioréw rozwigzari/,generowanych przez
przesuwanie zadard w réznych blokach.

Wezex U w H mozemy odrzucié, jezeli:

a/ dolne ograniczenie wartosci kosztu Lqu) dla wszystkich nastep-



114

nikdw wygenerowanych z 71 jest nie mniejsze niz aktualne
gérne ograniczenie,
b/ Kazdy z blokdéw zawiera dok*adnie jedno zadanie, tzn,
1,01 =15 4, 3= 1,2,.00,1, ‘
¢/ Zadne z zadad nie moze byé przesuwane w L bez naruszania
ustalonych wymagan czesciowego porzadku,
d/ wszystkie bloki majg ustalong relacje postaci (8.54) .
Przypadki b/, ¢/, d/ wynikajg z twierdzenia 8.6,

8,6, Wvznaczanie dolnych ograniczen

Dla kazdego wezta 71 w H nalezy wyznaczyé dolne ograniczenie
wartodci funkcji celu problemu n|1]| 2|3 h;, gdzie By jest relacjs
czeSciowego porzadku ustalong w wefle JT,

W tym rozdziale przedstawiono 3 metody wyznaczania dolnego
ograniczenia oparte na

(i ) relaksacji dopuszczajacej przerywanie zadad (I1B1)

(11) rozwigzaniu problemu dualnego programowania dyskretnego
(1B2) ,

(iii) roszwiazaniu zrealizowanej postaci LB2 (IB3) .

7 przedstawionych dalszych ograniczerl najkorzystniejsze cechy
posiada 1B2, jednakze duzg przeszkodg w jego zastosowaniu jest
z¥ozonodé pseudowielomianowa algorytmu majaca wyraziny wpivw na
czas obliczeri., Dlatego tez wiekszy nacisk poZozony zostax na
réznego rodzaju relaksacje prowadzgce do otrzymania algorytméw
o miejszej ztozonosci (LB3).

Dolne ograniczenie LB1. Niech Pys Ty di’ i=1,2,,..,n bedg
liczbami carkowitymi, zas p* niech bedzie najwiekszym wspdlnym
podzielnikiem liczd Dsy Ty di’ i=1,2,...4n, Zaxézmy, Ze poszpze-
gélne operacje sa podzielne zdokradnodcia do p . Wobec tego kazde
zadanie J; mozemy traktowaé jak sekwencje pi/p* nowych zadand o
jednakowej drugosci p ¥ /rys. 8.11/.

Zauwazmy dalej, Ze rozwigzanie problemu n|1|pi ='p*[ i:fi
mozna otrzymaé przez sprowadzenie go do zagadnienia przydziaru
(AP) vposiadajgcego algorytm efektywny. \

7aXésmy chwilowo, ze hy (S;)= v;E; + w,T,. Niech [0, T] bedate
podzia¥em o tej wkasnosci, Ze nie spowoduje utraty roawigzania

optymalnego oraz T jest wielokrotnoscis p'. Niech Jé ¥e' Jx‘+2""’

i i
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Rys. 8.11., Wyznaczanie dolnego ograniczenia poprzez

dopuszczenie przerywania zadan

gaveg A oznacza zbidr zadan otrzymanych przez podzielenie zadania

e -

; 11 i -
Jq"‘tego, Xi i \_h‘ Pi/p*, :)ri 2 Z -,D.F/p‘ i =(1,2,.n-,n) . NlGCh
= 8 _}=.1 o) _j=1 &)
n -~
a8 S py/p* oraz T = [t/v*] . Zdefiniujmy wspéXezynniki kosztdw
=
o tp"gay
A .
Cyy = 4] Ciy a; < 2K bi 2 < 1€y (8.72)
i i=1,2,.. oi’l
3 - b, < tp* e 6 LR,
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*
vy tp< ry
N
8,4 = 0 r A b x5 CTE Y (8.73)
Wy d; < tp* = 2.m Tl aaneph :

A
t = O’1,.l.’ T_1l

W przypadku, gdy R= § rozwigzanie probdlemu n|1|przerywaé|}h,
moZna otrzymaé przez rozwiazanie nastepujgcego problemu transporto-

weeo [35] 2 .

. '\_-’ v

(8.74)

-

it =1 t=1
A
n r
1 A
xjt \< 1 t = 1’2,n-¢,T ’ (8075)
3=1
i
L X.].t = 1 J = 1'2,000,.?1 s (8076)
t=1

Xj 6{0'1} j = 192’ot0,{1\ 9 t 1,2,.-., @ ? (8'77)

i

A A
o wymiarze (T x n) . W celu rozwigzania vroblemu (8.74) -(8.77)
mozna zastosowaé szczegdlnie efektywns metode opisana‘w[§5 _].
Takie sformufowanie dolnego ograniczenia stwarza dodatkowe
nastepujace problemy:

(i) w przypadku, gdy p¥* = 1 wymiar rozpatrywanego zagadnienia
transportowego jest bardzo duzy; jest praktycznie niemozli-
wym rozwigzywanie zbyt duzego problemu w kazdym wefle drzewa
rozwigzan,

(ii,) trudno jest zdefiniowaé wspélczynniki kosztu w przypadku
ogélnych funkeji hy (t),
(i1ii) uwzglednienie R # P zwieksza zYozonosé problemu (np) .
Rozwigzanie tych problemdéw jest mozliwe poprzez zastosowanie
odpowiednich relaksacji.

Relaksacja 8.1. /rys. 8.11/. Zaxézmy, ze p* = 1. Niech p**
bedzie liczbg catkowits taka, ze p*< p g min p;. Zdefiniujmy
<i<
nowy problem szeregowania niepodzielnego z1b&b8wiednimi wartodcia-

B = fo f3™ ] o™

mi
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W(A)= min L(:“E,i)+ Z ’)\ij . @.82)
0 Gir I)eR |
A 7

x={x|Y M1, AR B £y Ay (8.83)
J=1 t=1

3= 152,000 )¢

i

Mozna pokazad, ze wartoéé<1f(i)jest dolnym ograniczeniem
wartosei funkcji celu problemu szeregowania n|1|-<|§_j‘n.i dla dowol-
nych wartosci A >0,

Najlepsza wartosé dolnego ograniczenia jest okreslona przez
zmienne dualne, ktére maksymalizuja W(A)s A 20 .

Zauwazmy, ze dla ustalonej wartosci 2 rozwigzania problemu
(8.81) jest réwnowazne rozwigzaniu zagadnienia transportowego z

odpowiednio okreslonymi wspdéXczynnikami kosztu.

Dolne ograniczenia ILB2. Zaidzmy w dalszym ciggu, 2e wybrany
zostar odcinek czasu [to, T] o tej wtasnodci, zZe s‘l“ + py & T
i=1,2,...,n.2vykle przyjmuje sig t = 0 /to - dane/ oraz T -
gérne ograniczenie przedziaiu czasu zawierajacego rozwigzanie

optymalne, np. T = max ri+1f% Py o
1<i¢n i=

Zax6zmy dalej, ze przedziazx [}o’ T} zostax podzielony na roz-
¥aczne podprzedziaty o dxugosci jednostkowej [}-1,t], t=1t + 1,
to +2, ..., T. Przyjets jednostkg czasu dla wyznaczania planu
czynnoéci moze byé minuta, godzina, dzien, miesigc., Zdefiniujmy

zbidér prac wykonywanych w przedziale [§-1, t]

6,(5)={ €31t -p < 8 st -1} B.84)
oraz

g (5) = [6, )], ®.85)

liczbe prac wykonywanych w przedziale [t-1,f]. Woweczas ograniczenie
na skoniczong przepustowodé maszyny mozna zapisaé w formie
gt(s).s 1, t =t +1, t + 2, ..., T zaé problem szeregowania jako

n
min ). h, (S, ) (8.86)
5 i=1
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e

frs fo™ p ™ g )e g, (@) (8.78)

: 3 Wt P vin

dli A ,-di/p‘* _lp** fil@;)=I fj_(t) 1<y 271
gdzie [x:]— oznacza czeéé cazrkowitsg x, zas rk] najmniejszg czgdé
catkowitg nie mniejszg niz x, Tak otrzymamy problem jest relaksa-
cia problemu n|1|| Zjhi i wyznaczenie dolnego ograniczenia poprzez
uszeregowanie podzielne wymaga rozwigzania zagadnienia transporto-
wego o mniejszym wymiarze /rys. 8.11/. Wrxadciwy wybdér p** jest
uzalezniony od wartosci danych problemu.

Relaksacja 8.2, Poniewaz zdefiniowanie wspdteczynnikdw kosztu
dla przypadku liniowego (8,72) -(8.73) nie jest trudne, wiec przy
okreslaniu wspdéXczynnikéw kosetu dla przypadku ogdlnego mozemy
skorzystaé z odpowiedniej liniowej aproksymacji funkcji kosztu

zadan,

Relaksacja 8,3. W przypadku, gdy R mozemy wyznaczyd

wartosci a; =‘Z: pj 5 bi = max By + 4 P, 1% 1.2 0aasn
Je By JEA, J¥A %

oraz uzy¢ je przy wyliczaniu Cs4 (] = 1,2,...,3, w2 st ) s
W przypadku wprowadzenia dodatkowych warunkdw ograniczajscych w
postaci

Dot = Y B - B0 A d R (8.79)

t=1 t=1

powoduje, ze problem staje sie¢ NP zupetny. W tym przypadku rozwig-
zanie mozna otrzymaé formutujac odpowiednio problem dualny,
Zapiszmy warunek (8.79) w postaci

Fa

m

i

Z t(xjt - xit)é 0 (J;_, Jé}Gﬁ . @3-80)
t=1

zdefiniujmy funkcje Lagrange’a

L, A) = ) - . S Y, A 5 (Z t (x4 - xit))
j=1 t=1 II>eR  t=1 (8.8

i problem Lagrange’a

A

T
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przy ograniczeniach
Sy + Py £ Sy (740 9, YeR (8.87)
g+ (%) < 1 tmt +1, t +2,...,7 @.88)
Niech R,CR Dbedzie relacja czeéciowg taks, ze graf relacji

.'21 jest drzewem /lasem/. Niech 22 =R - R, . Okreélmy zbiér
rozwigzan dopuszczalnych nastepujasco

B ,,{§|ai\< Sy » Sy + Py< by, 1= 1,2,.00,n, S;4p; < Sy
(I 73 )e R4} ey

Wéwezas problem (8.86) -(8.88) przyjmuje postad

n
_min B, (S & 8.90
Sy + py £ Sy <Ji, oy )e S @©.91)
g, (5)< 1 t =t +1, t +2,..., T, (8.92)

PodziaX relacji R na R, i R, jest uwarunkowany istnieniem
efektywnego algorytmu tylko w przypadku, gdy relacja poprzedzan
spetnia warunek lAiI‘{ Vs 1 & 1,2 00090

Poniewaz podzia¥ relacji R na R, i R, moze byé zrealizowa-
ny na wiele réznych sposdébdéw wiec pojawia sie dodatkowy vproblem
ktdéry z dokonanych podziaxdw bedzie najlepszy. Fisher I:Sl :Iproponu-
je, aby .21 wybieraé w/g zasady zachowania najdXuzszej drogi w
grafie,

Wprowadzajac zmienne dualne 4 2 [u't 2% B gn wends uT]
zwigzane z kazdym ograniczeniem (8.92) oPaz zmilnne dualne "\ij
zwigzane z kazdym ograniczeniem (8.91) definiujemy funkcje
Lagrange’a .

n T
@, A= 20 mSy) ¢ 2L ugeyB) ¢ 30 A5 - 8y) =
=1 t:toﬂ <J1,Jj>e_22
n A
3 O ED MRS 30 O I W 4
i=1 teS,+1  JT.€[ )1 et (8.2
1*1 . IEM R I4€[1 R2)

i problem Lagrange'’a
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W, A )_min LR, u,A) Z ug + Z Aij Dy (8,94)
€S Ctetgel <TT5eR

WXasnosé 8,6,
1N(u,, 5\) jest dolnym ograniczeniem wartodci funkcji celu probe
lemu szeregowania n |1 I{Eh - dla dowolnych wartodci T 2 0, R 20

Dowdd
Niech 5S¢ § bedzie optymalnym rozwiazaniem problemu (8.90)~-
(8.92) . zauwazmy, ze

P
‘a’(:ﬂ,;\)_ min L(S u,?\) '.Z Wy ¥ Z_‘ Aij p; £

SeS "
t=t_+1 <y I >e R
SLEY v, )= ue+ D Ay - PR ACHE
t=t0+1 <Ji’Jf>Ejb i=1
T n
ok ; . S ®
£ ug(eg () - 1)+ Z-Aij(si + 1y = 57)5), By(55) (6.95)
t=t0+1 <Ji,Jj>ej?9 i=1

bowiem z ut(gt(ﬁ*) - 1)£0 oraz Z lij(5*+ p; - S;)\{ 0, co
t=‘b0+‘! <J1,JJ>51)2
koriczy dowdd B
Najlepaza wartoéé dolnego ograniczenia jest okreslona przez
zmienne dualne u > O,J\ 0, ktdére maksymalizuja

max  W(d,A) (8.96)
530,120

Zauwazmy, ze jedli przyjmiemy uy jako dodatkowg optatg za
uzycie maszyny w przedziale [t-1, t ] zas "‘13 Jjako dodatkowsg
optate spowodowans wezeéniejszym niz to wynika z relacji R,
rozpoczeciem zadania, to funkcja ILagrange’a przedstawia sobg sume
¥acznych kosztdéw wykonywania zadard w przedziatach [Si’ Si + pi] :
rys., 8.12.

W celu rozwiagzania problemu dualnego zaproponowany zosta
dwupoziomowy algorytm iteracyjny /rys. 8.13/. Najpierw okredlony
zostanie algorytm rozwigzania problemu Lagrange’a %}ns L(S, ﬁ,?\)
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S

+ us

U3

5
h%
N
it
By
P 8

i.-a-

53 St

Rys. 8,12, Graficzna interpretacja znaczenia zmiennvch
dualnych /zakreskowane pola odpowiadajg dodatkowej
optacie za niespeinienie ograniczen/

z ustalona wartodecig u, A ., Nastepnie podany zostanie algorytm dla
problemu dualnego max _ W(T,eA)
uz0, A 20

X

- P*‘,Z’ooa
max WO 2 )
G0 230
A tiep?l"!_ arii .5 “xo
K

min L(S,T%3\")
Te S

- B

Rys. 8.13. Dwupoziomowy algorytm problemu (8.90) - (8.9?_)



122

Niech ﬁi bg¢dzie zbiorem wszystkich poprzednikdéw zadania Ji
A

oraz Bi = Bi L;{Ji} . Zauwaznmy, ze
S 4*+Py

L, u, A)Z(h (54) + Z Z;\ijs . Z)ji )"

n
= D" L(S4s BHd) ®.97)
i=1 :

gdzie

Sinl

(8308, D)= hy(Sg) + ) g+ D A8 - 3 A8, (B.98)

t81+1 <UaTi>eR,  <T40>eR,

Algorytm rozwigzania problemu (8.94) wyznacza rekurencyjnie
optymalng wartosé Ki(t) czgégiowego problemu Lagrange’a zawierajg-
cego wszystkie zadania Jje; Bi przy ograniczeniu, Ze czasy zakon-
czenia tych zadan sg nie wicksze niz t, Faza konstrukcji algorytmu
bazuje na nastepujgcej wtasnosci, jesli S; < t - Py ¥ optymalnym
rozwigzaniu czg¢dciowego problemu Lagrange’a, to K, (t) = K, (t= 1)

w orzeciwnym przypadku, gdy S; = t - p; to K (t) jest rowne sumie
I (Si, U, A\) oraz wartodei funkcji celu pochodzqcych od zadaxn

J £ B

3 ;

Zax6zmy, ze zadania zostaly ponumerowane tak, Ze'Bi<: {J ,Jz,
...,J._{}. Taka numeracja zawsze istnieje, gdy graf relacji 1

jest acykliczny.

Al gorytm 8,2,
Algorytm wylicza wartoéé problemu Lagrange’a min L(s, u,l)

dla danych wartosci @, A .

I’CI‘Ok 1 c--' @,
krok 2 t= i+1
oblicz
eo t = t0+1, to+2:...,a1 + pi-1
Ky (t)=4 min[Ki(t-1 i § Li(t-pi, a,1) +Z Kj (t-pi)]
_ JjeBi
¢ = a; + pi""’bi
Ky (b;) to= Dy+l,.00, T

oraz
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0 jedli K, (t) = K, (t=1) lub t = t
) (t)ﬂ 3 i( 0‘
1 przeciwnie,

krok 3 jedli 1 < n to przejdZ do kroku 2 inaczej krok 4,

krok 4 wielkodé K (T) = ZAKi(T)gdzie
T4€ 2y
2 ={5¢e 3lV5es @I R}, jest optymalng
wartoscia problemu Lagrange a (8. 94)
Dla znalezienia S; dla ktdérego L(S u, 1)
= min L(S, 11,%) nalezy podstawié

5eS
* ® ~
S=t"-p dsie B,. (8.99)
gdzie t* jest najwieksza wartoécig dla ktérej
v, ¢ =
Nastepnie dla pozostatxych i = n-1, n-2,...,1 przyjmujemy
*
5; =max t - p, (8.100)
przy ograniczeniach
Tl e ®.101)
FAE J - NS 3
v (t) =1, (8.102)

Kazdy z tych problemdéw posiada rozwigzanie bowiem vi(ai+pi )=1
dla kazdego 1 = 1,2,.40,0,

WZasnoéé 8.?0

Algorytm 8.2 posidda z¥ozonosdé obliczeniowg pseudowielomiano-
wa O(n-T). ®

Dowdd

Kroki 1,2,4 wymagaja co najwyzej n(T-to) iteracji., Najbardziej
z¥ozona czedé kroku 2 wymaga u, iteracji dla obliczenia

Z=€:pi+1
wartodel L, (t-pi,ﬁ,‘:\) oraz Z K1 ('l:-pi) oraz Z Aj t - Z
o . S8 TielulR) Tyl (‘134)
Zak*adajgc,ze znana jest wartodé 12;1 U, » to kolejne wartoéci
T= i+1

sum czgstkowych moga byé wyliczone rekurencyjnie



t =1
Z Uy = Z Ug + Uy = ut-pi . (8.103)
t=t-pi+1 T=t'Pi ‘
Stad wniosek, ze odpowiednia czedé kroku 2 wymaga n(T-to) iteracji,
n
Poniewaz | Ai] 1 418 1= 1 Buiviiti ; | By| = i}::1|Ai|gn wiec

wyliczenie Z KT’ (‘t-pi) wymaga n(T-t ) iteracji. Dalej wylicze-
JjEBi .
nie Zj\ij —Z‘ xji wymaga cc najwyzej n(n-1)/2 iteracji i moze byé
wykonane apriori. Stad zXozonoéé carego algorytmu O(n T ). m
Rozpatrzmy teraz problem dualny

max W (ﬁ, _‘A ) (8.104)
i, A =
B - Ndh Dnise (8.105)

Do rozwiazywania tego problemu zastosowana zostaxa metoda subgra-
dientowa opisana w [_50 ],[ 37 ]o Idea tej metody polega na genero-
waniu ciggu roz__wiazzari ﬁp, AP w/ g pewnego WZOTU rekurencyjnego.
niech @° = 0, A® = 0, Ciag wielkosci ©P, AP dla problemu (8,104)

bez warunku (8.,105) ma postad

w P = u P+ EP(gy(SP) - 1),t = t +1, t +2,..., T (B.106)
T, R D -
i y50 + BP0 + by = 557) (350 T4 )e 2, (8.107)
p UB -w WP, A P)
2P = P - 21 - (8.108)
2 2 ; by 2
> (ay®)- 1P 2G50 +.p -3,")
t=t +1 <J1,Jj >€ ,’22

gdzie UB - gdérne ograniczenie, ¥P - skalar dobrany eksperymental-
nie, zasg <S¥;,..., SII; ) - optymalne rozwigzanie problemu dolnego
poziomu, Uwzglednienie warunku (8.105) wymaga zastosowania projek-
cii otrzymywanych wartodei @P, AP na zviér U = {a, Ml u > o, A >0},
tzn., wyznaczenie takich wartodei uP, A P, ze

T
Z (u, - L?t) S Z (;\ij - 1” )2-——) min (8.109)
t=t0+1 <J1,Jj>632 '
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A

» 0 Ay 20 (8.110)

Rozwigzanie problemu (8.109) -(8,110) mozna znalezé z warun-
kéw Kuhna-Tackera i ma postad

A
Uy

Gt =max [0, uy ] , t=t#1,8042,...,0 (8.111)
~ —
11_1 = mMax ["O'kij _] 3 <Ji’ Jj >e 2 5 (8,112)

W konsekwencji otrzymujemy wzér procedury subgradientowej w postaci

o

9F s T, 52+ BP (g,(s®) ~ 1)] (8.113)
t = t0+1;t0+2,...,T s

)\p'” - max [0, A}, + (s} + »; - 55 P)] (3459, YeR(8.114)

1J

g

I ¥ sl L . e ;
gdzie E? zdefiniowane jest wzorenm \@.108).
Funkcjonowanie podanej procedury zilustrowano rysunkiem 8,14,

dla n=5, r={(3,4,11,16,18>, p={3,3,6,5,6), a=(5,8,14,19,22),
v—(C,E,J,b A), We03,5,30,3,1), B (S )= v, E. R T .

U.
¥°=1.0
R W@ 2°) =20
M ——— — S Vg =28
¢
L] ; L L] L L] I” L L L L] é L} v o
A ‘_, T
M i — ' 3 AR R LR v 4
¥'=1.0
3.0 N(a,1")=26.6
] ug =28
4.0+ +
 panan e v - - Y e Py i
1 5 10 15 20 25
b dos R
M & P r - [ sessrinenis s
5.0- - 1*=1.0
1 _ W(a% 1Y)~ 266
3.0, I" Us-28
1.04 I +
; A e 4 P ‘é e e '-5 p—— 20 P—— -“ e ———

Rys. 8.14. Kolejne iteranJP algorytmu gérnego poziomu
max ‘;.\u,?\) a2 o0, A>o
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Wartosé goérnego ograniczenia UB jest dana arbitralnie lub
obliczana przy zastosowaniu heurystycznej reguty szeregowania
zadan, Poniewaz rozsadnym wymaganiem jest, aby UB szacowaXo wartosé
kosztu z marym bredem, mozZna zbadaé szereg regut heurystycznych
dla wybrania regury najlepszej do tego celu, Pewne algorytmy
heurystyczne zaproponowano i opisanc w rozdziale 8,9, Zastosowanie
dowolnej reguty heurystycznej pozwala na biezaca aktualizacje UB,

Cigg EP powinien zapewniaé zbieznosé procedury subgradiento-
wej lub co najmniej powinien gwarantowaé¢ znaczny wzrovst wartodci
w(ﬁp, -?.\p)w kolejnych krokach, Jednakze w przypadku zagadnier
szeregowania procedura (8,113 - 8,114) nie gwarantuje zbieznosdci

[;501‘,[‘3]J ciagu rozwigzai w(ﬁp, 2 p) do rozwigzania optymal-
nego, Poniewaz jedynym elementem na wybdr ktérego mamy wpiyw jest
skalar Kzn wiec odpowiedni jego wybdr moze zagwarantowaé szybki
wzrost wartosci dolnego ograniczenia., Wybdér ten moze byé przeprowa-
dzony Jjedynie na drocdze eksperymentalnej i by vrzedmiotem badarh
opisanych w rozdziale 8,10,

Dolne ograniczenie LB3, Zauwazmy, ze zXozonoSé obliczeniowa
algorytmu dla 1LB1 jest stosunkowo duza, bowiem w praktyce (T—t0)§>
co powoduje, Ze silnie rosdnie czas obliczen problemu Lagrange’a,
Trudnosci te mogg byé eliminowane poprzez zastosowanie odpowiednich

relaksacji.

Relaksacja 8,4, Niech tk s k= 1,,.., 8 bedzie ciggiem
punktéw takich, ze t, € {t +1, t +2,..., TE, t < t4< to<uo ot =t
Zaxézmy, 2e w problemie (8,86 )-(8.88) ograniczenia (8,88) zastg-
pujemy ograniczeniami postaci

gy(S) & 1 b=ty Toyees g oo (8.115)
Odpowiedni problem dualny ma postaé

§e:§ ¥iln. X (8.116)

p 98 & o (8.117)

SRR W 5 S (8.118)

Rozpatrzmy poczatkowo szczegdlny rodzaj relaksacji zastosowa-
ny przez Fishera E31] s tzn, tk = k'At, 0 <At & T prowadzacy do
algorytm o z*ozonodeci nT/k, rys. 8.1%. Zauwazmy, ze zachodzl
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(a) §
b d
e
H - m 1 ’ SRR RO
ﬂ—] E
' 5 L 'o é v - . L f” v L L ”

N
At=5
] f
L2 ' | V ™ o -
2At Zat 4At 54t
i P
" L a0 riam i) £ - AR
1 :
L L L A] L - ¥ v L] LE L} ‘
to & 0ty t ts ts t;, Yt tyo
forfu,
aBER
M. anmImm ! 3
r ) - 1 €
v L v v o ~f—

Rys. 8.15 Relaksacja 8,4 1 8,5 w dolnym ograniczeniu LB3
/a/ dolne ograniczenie LB2, /b/ relaksacja 8,4 ,
/v/ relaksacja 8.5
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t t=1 tw1 te-1
= - = T‘
T ®es ) wivm, tuD nend Oy ke Goi)
rct—pi+1 rn‘t—pi t=t-pi t“'t“Pi
dla t # t, poniewaz uy_ -p = 0 oraz u, > O, Dalej
t=1 2
Ky (6=1) € by (t=1) + Z € hy (t=1) + Eur b4
T=tep, T=t-Dy .4
2 L
<h(t)+ L B By () o B b, Bopeeeat, ¢ £ @ 12,0000
't.—.:'b-p.i"‘
il (8.120)

oraz nierdéwnosé ostatnig mozna zapisaé tylko w przypadku, gdy
hi (t=1) K hy (t) , czyli gdy funkcja jest niemalejgca. Poniewaz w
ogbélnym przypadku nie jest to speinione, wiec rozwigzanie problemu
Lagrange'’a bg¢dzie wymagazo innego postepowania oraz wiekszej niz
nT/k liczby iteracji.

W ogblnym przypadku dla dowolnego ciggu t,,
zanie problemu Lagrange’a moze byé znalezione /przy zaXozeniu

R, = #/ =z nastgpujacego wzoru

tg,...,ts rozwig=-

n
min L(S, u l)z min L (S‘, ﬁ,-}-\ =
S¢S , Z=:1 Sie.gi : ;

(8.121)

]
=
1 [Ms

?néi% L; (T, u, ) ,

gdzie
50 Eaerns LRU LG, S0t b st Bont i

R S A T A R e A LY

S-
uafule,-nfufriu{e - p} t=1,2,.0n,  (6.122)
Y, ={tey, | 8, t< v} Dot By iinths (8.123)

Wyznaczenie rozwigzania optymalnego problemu (8,121 ) wymaga
@=s + 4)'n iteracji
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Relaksacja 8,5, Niech tk, k=4,...,, s bgdzie ciggien
punktéw takich, ge t, € {t +1,.842,000, 2}, t < £,< t,yQ s
ekt = T. Jedli w problemie (8.104 ) - (8,105) sperniony jest
dodatkowy warunek uy = utk, t = tk-‘i”' tk_1+2,..., tk ¢

kK = 1,2,,44y 8 /rys. 8.14/ , to rozwigzanie problemu Lagrange’a
moze byé znalezione/przy zatozeniu, ze 21 = P/w/g nastepujscego

wzZoTru

n
min L(S, u, 1) = min L, (S,, E,R) =
S¢ 3 E‘I ses
n o
i E e g (5.120)
s -k
\PJ “{fp,t,, o-gic}LJ{t1 Dl' t;-ﬁl!' ] tsnnjvkli}i_ }kJ
{a junmbu e ~nd s (8.125)
. it Eq, .l B tal s ). 6. 126)

ZXcZzonos¢ obliczeniowa metody wyznaczania wvartodcil (-‘-_-‘:.‘I.’—-A,) jest
0 (ns) . ‘.‘Jﬁszczeggélnoéci, gdy 8 ~ n, to zXozonos¢ jest wielomianowa
rzedu oln“) .

Rozpatrzmy teraz problem dualny z dodatkowym warunkien

ograniczajacym w postaci

max W(&,A) (8.127)
3, A g
3 >0, A>o0, (3.128)
up = utk toa by oty b 1+2,e00,t, k= 1,2,0.,8  (8.129)

Ze wzgledu na warunek (8.129 ) mosna zredukowaé liczbe zmien-
nych Uy 4 T-to do s. Oznaczmy nowe zmienne przez ﬁt o Z2Xdzmy w
dalszynm cizeu, 2e do rozwiazania stosujemy metode sﬁbgz-adientowac
[ 50]. #artodet ‘ﬁt mozemy otrzymeé poprzez projekeje

- £ - —
wartodci ©°, AP na zbiér © -{(ﬁ,} 38 30, A >0, My o= Uy,
t =mt 1+1’ tk_1+2g¢no, tk’ k - 1'2"001 38 } ? tzno k

e
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8 tk
ik 3 -Gt )24 Z Mg - Aijf__ﬂ, min (8.130)

k=i t=t,_,+1 . <I;I>€R,
Gt}C)/ 0 4, k= 1,2y000ym , (8«-1'5-?)

ij
Rozwigzanie problemu (8.130) - (8.132) mozna znaleZé z warunkiw

Kuhna-Tackera i ma ono postaé

. tk
G mmax [0, —1— 1 % s e
. S TRt
S
Podstawiajgc wzdr (8.113) do uzyskanego wyniku otrzymujemy
t
k
p+1 | ] '
?11: _—=max[0,-—-—-1—--— Z u%‘”_{: mw[o,—ﬁL—
k B te1 ety g+ S
t tk_

Z (ug + Ep(gt(sp) - 1)):l= max [O, — :
Tty g+ B M1 tety e
.t

k
+ A R P Z (g_t(sp) - 1)] = max [O, ﬁ% + EP '——--1—-——
BT t=ty g +1 s b
x,
2. (8,(sP)- 1)] = max [o, 9P + EP(g, (sP) - 1 )]
t:'tk_1+1 : k
t k = 1’2,010’ Sg (8l135)
k
gdzie
, P
: Ba¥i W ha!

Stad otrzymujemy, 2e wartodé kary w przedziale (tk—v tk}
jest réwna éredniej wartosci kar w tym przedziale /lub zero/.
Odpowiedni wzdér procedury subgradientowej ma postaé
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A A
£+1 = max [O, u‘_'{t}k + Ep(gtk(sp) - 1)]]{ = 1’2’000, s (8.137)
gdzie gf (sP ) - érednia wartoéé ograniczer gt(sp) w przedziale
k

(Pt tk] oraz

AP-}-1 A

Ay, = max [_o, ADs + BP(sP + p; - s}]?)J {359 I5% R; (.138)

Rozpatrzymy teraz problem pierwotny (8.86) - (6.88) w zrelakso-
wanej postaci

n
min Z hi(sj_) ’ (8.138)
8 i=1
'etk(sﬁ) £ o HwtB e, 8 (8.139)
S + 9y S 85 (Ig0 Iy e Ry o (8.140)

Funkcja Lagrange’a dla tego problemu ma postad
3

L(S, Z 1(5) + ), Uy By (5)+
1 o R
| N
25 Agy (S - 8y) (8.141)
<J1,Jj>622 .

zad prohlem Lagrange’a

v(f, ﬁ)— minS L(sS, u, 5\) - Z_l iy + Z aij 1 (8.142)

b
k=1 <Tyed el

Wzér procedury subgradientowej dla tego przypadku ma postaé

W+ = max [o, u? + Ep(g_t (s?) = )] x=1,2,.0., s (8.143)

rl'
L}

A A

(8.145)




132

Jak Yatwoc zauwazyé, obie relaksacje /problemu pierwotnego jak i
dualnego/ prowadzg do zagadnienia o tej samej postaci, jednakze
wzory (8.137) - (8.138),(8.108) oraz (8.143) - (8.145) okreélajace
rekurengyinie rozwigzania w metodzie subgradientowej rdéznig sie
miedzy sobg postacig wspdéezynnika EP 4 %p. Wybér E¥ ma wptyw na
szybkosé wzrostu wartosci dolnege ograniczenia i powinien byé
przedmiotem badani eksperymentalnych,

Oczywidcie o tym na ile jest silna relaksacja problemu (8.86),
(8.87), (8.115) w odniesieniu do (8.86) - (8,88 )decyduje wybdr
wielkodci tk' Ewm 1,2000er 54

Relaksacja 8.6, Niech tyo k= 1,2,..., s bedzie ciggiem liczd
/niekoniecznie carkowitych/ speXniajacych warunek t t T aea
- o % Y Ci¥%ax
ees g = T. Zdefiniujmy zbidr

6, s)e{s e g|t-p5<t}  (8.146)
oraz funkcje
g, 8)2 e, 8) (8.147)
o N I
g (8) = I 51 S (T, B) de . (8.148)
fr o t
k=1

Rozwazmy problem analogiczny do (8.138) - (8.148)w postaci

n
nin I hetei (8.149)
i=1
przy ograniczeniach
gtk(é)g 1 UG R i Sl (8.150)
S; + P €85 (I I3 )e Ry o ®.151)

Funkcja Lagrange’a oraz problem Lagrange®a majg w tym mrzypadka
postad

; n BJ."-p.‘l.
LS, u, A)= Z: [hi(Si) + S U—(T)dt]* Z Aij(sj_+pi-sj) @.152)
1=1 8 <IIPER ‘ |

gdzie u(t) jest funkcjag przedzia*ami staxa, tzn,.
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u(‘t)ﬂ utk te (tk_.l’ tk} 3 k = 1’2'000, B’U(to) =0 ,

5 Re—t
u(T)dt + L Aij Py

. (8.153)
<JysI>€L

t
W(G, A )=_min L(S, U, A)- S
Se t
Jak z powyzszego widaé, odrzucenie zalozenia o catrkowitolicz-
bowosci zmiennych Si oraz parametrow Py tk' s di' itd. nie
zmienia istotnie problemu, powoduje tylko zwiekszenie pracochton-
nosci obliczeniowej odpowiednich algorytméw,.

8.7, Zasada podziatu

Celem zasady podziaxu w N1 jest wskazanie zadania do przesu-
niecia i wygenerowania nastepnika p w drzewie H, Bedziemy przesu-
waé zadania ze zbioru kandydatdow w I,

B2 2 {iqgy€ Tliur 1€ 1< L1y,

(To(a)r Tmm) )€ Bn oh=itlyeeey® } (8.154)

gdzie Eg - zbidr kandydatdéw do przesuniecia na pozycje s-tg w
/s = 1,2,...,n/ oraz Ry - relacje poprzedzania zadad ustalono
dla. I '

Jest zrozumia*e, ze bedziemy dazyli do wyboru takiego zadania,
ktdérego przesuniecie wygeneruje nastepnik o mozliwie najmniejszym
koszecie, lub ktdérego przesuniecie jest najbardziej perspektywiczne
/posiada najmniejsze dolne ograniczenie/. Dla oceny kandydatéw
wprowadzona zostatxa wielkosé LB (1, s)

* ier Lo L% e
3 R B LBy = gy 2 ) L (1) T T B (8.155)
gdzie - p b
L,(24,A )= min LS, 8 N ., (8.156)
T ai.+pi‘$si+pi§bi 1V
1,\i,1) = ,min O LY, (8.157)

'
a.i-t-pié Si+pi‘<' bi

zagd a;, bi sa odpowlednio najwezedéniejszym momentem rozpoczecia
i najpésniejszym momentem zakoriczenia zadania Jﬂ(i) w permutacji p
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otrzymanej z permutacji JU przez przesuniqcie zadania Jﬂ’(i) na
pozycie s-ta w ot . Wielkodei §, A s3 wartedciami zmiennych
dualnych, dla ktdérych wyliczano wartoséé LB,

Wiasnosé 8,8,
Dla kazdej permutacji IT niech P bedzie permutacja otrzymang
z Jt przez przesuniecie pewnej zadania z pozycji i-tej na g-tg wm;

wtedy otrzymujemy
; ]
IBg> IB (L, 8) ) LBy (8.158)

gdzie LBP oraz LBy s wartodciami dolnych ograniczed w quilep
it odpowiednio. @

Dowdd ¢

i i

zZauwazmy, ze Q;,C_Qp oraz a_J £ a}i X bj = ‘o_] J W V2, vengli s
xonsekwencii I} (u A)< Li(u,7« ) oraz wzdér (8,158 ) jest speknio-

ny w sposéb ocrmiqty.

8.8, Algorytm

Niech M° bedzie permutacja poczatkowag 4 R - relacja vorrzedza-
nia w zbiorze zadan, ¥ P skalarem, IT 19 IT? - liczbami iteracji
testu /metody subgradientowej/. Niech Jt, Rn , Ugps Aﬂ , §n
beda odpowiednio permutacjg, relacjac,wartosciami zmiennych dualnych
oraz skalarem w Tl -tej iteracji algorytmu, Oznaczmy przez LB,
wartoséé dolnego ograniczenia w m-tej iteracji algorytmu.

( smarr )

J =’  2pi=R UB:= 0
T R S ™ Ine =0.1

Tgt=IT, IT:=IT, (XA n°)

—y

Czy & (E Yeim 4,2, 00400
58 p%staci{ E =0
i

g.(E, )= _
| 1(%;) © E >0

N >

® & ®
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® ?

Sprawdz kryteria eliminacji
(twe 8.2 - 8.5)

Paodstaw
Qﬂ:=.ﬁau{<Jj,Jk)|Jj~<Jk na
mocy kryterium eliminacji

\ v

wyznacz wartosé dolnego ograniczenia
LB w/g jednej z metod opisanych
w rozdziale 5.3 (LB2, LB3)

| &
LB>UB
N
L i- —J—
ﬁJt= ﬁp = Tq
iﬁ“ u? = Tn
Sn= XP p= T
) |

| Wyznaczayd F(S’ sn), S*G,Sn
algorytmem 3.1

Y
F(s*;nktna
] T
UB:=F(S5R)

Okreslié bloki maeksymalne
w rozwigzaniu (T},8")

¥ i
Ustali¢ zbiory kandydatéw
s L
Eny8=1,2,...,n zgodnie z (8.154)
K :

h
.8
Sisak
T
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7

®

Obliczy¢é wartosci

LB'(i;J),JnLé,eEﬁ, T TP

)

zgodnie z (8.155)
— e [
()= 2 A=5°
-
3=1 ; %
K o
| (. srop
L_"—h_‘—'
g
b . e 3 = Eosa -t
Wyznacz Iy i.prez.§ takie,ze 6 += [ L&)

LB' (& *)=min nin IB'(4,3)
e Lifed

V i=V={5t}, E:=5-{6,m}
H :=(V,E)

B islg , A = Ag

5°:= ¥ n:=6

przyjmij relacje Rz
réwna ‘25"

e

1

<ii<jl€ij }

s:=max{J | i,
1l o

Rpi=2nU U {In (1)< Tenltifis -1} U

j=s+1

{00 65 oy [1amgrtsies®, s#3% ) U

{J:fu B J«H(iml eici- MU {‘-Zrttiﬁ‘lﬂ(.i:‘ﬂ}

F,::(,zu),'n(z) yoooyTL (@) ,AEHT), .. . , RINAULIRGHY), . R (109

:=VU{pj E:=Eu{{a,pr} ﬁo:zﬁ_ﬂ %= in
H:=(V,E) §°= ¥q
el j

Rys. 8.16. Schemat blokowy algorytmu problemu n|1|<[Th,.
Na rys. 8.1 przedstawiono szczegdXowy schemat

blokowy algorytmu wyznaczania dolnego ograniczenia



* algorytm gdérnego poziomu

czy 5P wyznacza rozwigzanie dopuszczalne problemu
(8.86)=(8.58),tzn.

b ol
e, (5781 =t + ,...,T if: us(&,(5%) -1)=0

=t +1
o+
s§+pi-slj’.so (949 )Ry 2 ?\ (Sp+p sp) =0
L eaoeag 1J
T ! N
| ; [

URse ==ﬁ(ﬁp’ip) na podstawie S wyznacz

algorytmem heurystycznym
wartos¢ gfdrnego cgraniczeai

nia UBP
i 4
:
uB® us
N T
UB:=UBY
| T -t
' o
wyznacz JP := es? ,p-1
i
: P+ X 2
oblicz E zgodnie z (8.108)

D+1
oblicz ut » 3=t +1 ,...,T 2godnie z (8.106)

oblicz ap" (3, ,J’ )e?,, zgodnie z (8.107)

s

% h
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(i) elgorytm gdérnego poziomu
oblicz e -
I‘ (‘Sp,ﬁptip)z min z : I‘i(si ’ﬁp"’\p)
algorytmem 8,2

oblicz : T
%, =D -p =
w(ﬁP,XP) = L (Sp,up,xp) - E u§+ E h§3 .
=t 41 (Ji’Jj)Ean

|

podstaw B? := [W(ﬁp,jp)1

\
LBY > 1B
K T
1 =
LB::LBp
p= ITq
N T
-

Rys. 8.17. SzeczegbéXowy schemat blokowy dwupoziomowego
algorytmu wyznaczania dolnego ograniczenia LBgq
/na vprzyk¥adzie LB2/
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8.9. Realizacia programowa algorytmu, Przykiady testujgcs.

Algorytm zagadnienia n]1]|§:hi opisany w rozdziale 8,8
zostat zaprogramowany w jezyku ALGOL 1900 i by testowany na
maszynie ODRA 1305, Implementacja zosta*a zrealizowana przy zaio-
niu liniowych funkcji kar, tzn, gi(Eij = viEi’ fi(Ti)= WiTi’
i=1,2,...,n. Realizacja algorytm opiera sie na programowo
zorganizowanym stosie, w ktérym przechowywane sg wszystkie wielkoéd-
ci., Dzieki yprzechowywaniu informacji w pamieci operacyjnej maksy-
malnie przyspieszono czas dziazania algorytmu, W celu zapamietania
relacji -R;/pamictanej w kazdej iteracji algorytmu/ zastosowano
przedstawienie relacji w postaci elementdéw O-1, ktdére nastepnie
sg zapisywane w postaci binarnej na jednym stowie maszynowym
/uzyskano dzieki temu ok. 23-krotna oszczednosé pamieci/., W progra-
mie przewidziano dodatkowo mozliwosé przerywania obliczed i odezy-
tania najlepszego znalezionego do tej pory rozwigzania, Zrealizowa-
no, takze mozliwoséé szukania rozwiazania € - optymalnego, gdzie -
zadany b*ad przyblizenia (UB - LB o)/ILBnog € . '
W algorytmie zastosowano dwie regutry heurystyczne: do wyznacza-
nia permutacji poczatkowej 5t O oraz do wyznaczenia gdérnego ograni-
czenia dla testu LB2 (IB3 ).
Algorytm wyznaczania J1 ° by nastepujacy:
(i) wyznaczyé optymalne momenty rozpoczecia kazdego z zadan, przy
za¥ozeniu, %e maszyna ma nieograniczong przepustowosé, tzn,

wyznaczyé
* : ) -
So = min h-(s ) . 1l = 1,(.,.:-,1’1
L leggn AN2
S o i

(ii ) uszeregowaé zadania w/g niemalejacych wartosci S;.
Algorytm wyznaczania gdrnego ograniczenia UB w tedcie LB2

(LB3) byx nastepujgey:
(i) wyznaczyé permutacje U poprzez uszeregowanie zadar zgodnie
> . . A ® A *
z niemalejgcymi czasami Ci = S1 + Dy gdzie Si - momenty
rozpoczecia zadan wyznacaono przez rozwigzanie problemu
Lagrange’a (8.20) - (8.23).

(i) przyjaé UB :=_min F(S}f1) .
S€Sa
W programie wykorzystano test 1B3 z relaksacjyg 3,5, ILiczba

oraz wartosci punktéw t, sg zadawane z zewnatrz.
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RBadania i eksperymenty obliczeniowe zrealizowano dla ciggu
losowo generowanych przykiadéw., Przyjeto nastepujaca zasadg
generacji danych do problemdw,

VW (I=1,000yn )= liczby losowe o rozkadzie rdéwnomiernym
z przedziaiu [4.5, 15.5] ,
1 (i1=1...yn) = liczby losbéwe o rozktadzie rdéwnomiernym z
przedziaXu [1, 100 ],
1ye00yn) = liczby losowe o rozktadzie rdéwnomiernym z

n
przedzialu[ _21 D3 ( 1-T - er/?.), i% Py (1 A
1= i:

ry (&

i
d (i - 1,...,n) - liczby losowe o rozk*adzie rdévmomiernym

s n 1 n
7z przedziatu [(;:; Py * = Z:%ri)(1-fd—ed/2),
i= i=

e

n

n 1 3
(iz='l1 pi+;‘: ;ri>(1—?d+ed/2)_} .

Wszyvstkie wylosowane wartogcil byty zackraglane do najblizszych
liczb caxkowitych, Przyjete wartosci (rr, 8 vy Qd;) wynosixy
odpowiednio:

(0,5, 10, 0.5, $.0 ) - (0.8, 04, 0.9, 0.4 ),
(065, 8y2, 0.5, 150}, (0085, 6.2,7045, 0.9] ,

8,10, Ekxsperymenty obliczeniowe., Wymiki

Przy wykorzystaniu programu opisanego poprzednio zrealizowa-
no szereg eksperymentdw obliczeniowych w nastepujacym zakresie:
A, Ocena wpkywu poczatkowej wartosci ¥° na wartosé testu LB3 z

relaksacja 8.5. Badanie przeprowadzone na 24 przykiadach z
n=101in= 30, W kazdym przyk*adzie liczba elementdw ciagu
(t1, tz,...,ts> w relaksacji 8,5 wynosi*a 2 n, zaé ciag (P
wybierano w/g zasady ¥'=o yP-1 (¢>1)yp=1,2,... gdy nastspiz
wzrost wartoeci LB oraz ¥P= ¥P~! gdy w kolejnych k
iteracjach nie nastgpix wzrost wartodci LB. Erzy jmowano
wartosei ¥°=2.4, 2.0, 0.5, 0.1, 0.05. Otrzymene wyniki
dla wybranego przyktadu przdstawiono na rys. 8.13, 8.19.
Wyniki otrzymasne we wszystkich badanych przykiadach byiy

enalogiczne i provwadzixy do tych samych vnioskdw,
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+ ¥°=0.05 , «=4.2, p=0.5, k=3
20001

(@3 e ¥=od , a=2, p=05 k<3
: X ¥°22.0 , a=42, p=0.5 k=3
- ..... ...o ....:.f‘ j-:' i;o -uiiéigii
. 01..-* *r*Q*ff-“t ar”
2 bt 2 rx n"
9 : P + ‘:- r-
Ly
1000+ ++1 > s
gt .. &
Gw" + % ,.,-
+
4001 _
liczba
2004 £ ltefﬂCﬂ
T = e e + > .

10 20 30 40 50
Rvs. 8.18. Zaleznosé 'wartosci dolnego egraniczenia LB3
od wyboru ¥© /przykrad nr 11/

*(UE»-LL’:)/LB

x + ¥’=0.05
444 ° * 3°=0.4
& x ¥°=2.0
A2
X oMo
1.0 g
4
018' + 4 x
r 4 I
0.6+ ‘ .
EIE R O 2 € x o W
4 ® K x x
0.44 * P et ey L wx
LI 4“““‘ &
ol PR S S S St A2 R R 2R 2 A F A ATYY
P
T T T 7Ty TTT L] L L r-"
10 20 B0 40 50

Rys. 8.49. Biad oszacowania wartodci funkeji celu
pPrzy uzyciu LB3 w zaleznosci od vwyboru
wartosci 8§° /przykxed nr 11/,
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Ocena wpxywa postaci ciggu 5P = 9(8p'1 » p=1 )na szybkosé
wzrostu wartosci testu 1IB3 z relaksacjg 8.5. Badanie przepro=-
wadzono na przvkadach z p. A. :

Przyjeto nastepujaca postaé ciggu: Epaaﬁp".t (ot)‘l) gdy
nastgpix wzrost I8P w jednej iteracji oraz ¥7 ={53 p-1

(0< A < 1) gdy w kolejnych k iteracjach nie nastapit wzrost
wartodei IB /badane byry réwniez inne postacie ciggu .8 P/,
Otrzymane wyniki /dla wybranego przykladu/przedstawiono na
rys, 8,20, 8,24, Wyniki otrzymane we wszystkich badanych
przyk¥adach byzy analogiczne i prowadzity do tych samych

wnioskdw.
‘ Mg + 3°20.05, a=1.2, gzo,s y =1
N(T,3) e 3°22.4 , @=4.2, p=0.5, k=2
x §*=20 , x=4.2 $ p =0-3' k=2
50004
i +++* +¢ttu»’;0*+**+tﬂtﬂﬂ¢+*+44+og0
4000~ T S s t. - o Wi ¥
4 o * % x"“
+ » » .o *’.%
3004 ¢ R x xx
* xx
%
*
- . liczba
. 2 iteracj(
i '!Iivvvv'rrr1‘1"mm-|—"

1 10 20 30 40 50

Rys. 8.,20. Zalezno$é wartosci dolnego ograniczenia IB3 od
wyboru postaci, ciggu ¥FP = G(BPJ, p=1)
/przyktad nr 5/,

Ocena vwpZywu wyboru ciggu <t1, tz,...,ts> w relaksacji 8.5
na wartosé dolnego ograniczenia LB3, Badanie przeprowadzono
na przykradach z p. A. Przyjeto postaé ciaggu ¥° =9®p-1,p—1) ’
jak w p. B, tzn, ¥P =x¥P"! (x= 1.2) , ¥P =¢,BP"‘(p= 0.5).
Badano wptyw liczby elementdw ciggu <t1, t2,..., ts} na
wartoéé IB3, Otrzymane wyniki /dla wybranego przyktadu/ przed-
stawiono na rys., 8.22, Wyniki otrzymane we wszystkich badanych
przykZadach byry analogiczne,
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b (wp-Lp)/LB ;
0'&‘llllﬂxxx‘lsnuxu\rxxxxxxxw + §°= 0,05
e ¥°=2.0
074 XX XXX XXX XX s PTadi
06
+
05- s s0oed
[ ]
044 ++¢+ ; it bl
034 3
+++f @ w XX X XX
Q2 1 .'. X
tHe+t 4+ oe oy
01 4 A EIPYRYSE 11171 1 TGOS SPPUO e
P
SR SOE B Sk i S s e 4 T L . all
; . 20 30 10 50

‘+

Rys. 8.21. Bxgd oszacowania wartosci funkeji celu przy
uzyciu LB3 w zaleznosci od wyboru postaci
-4 3
ciggu Kpré(fp ,p-4)/przyktad nr 5/

¥°=04 w=12 B=05 k=3

7000+
+ 4+
CREEE P IEAREL SN RTLR 2042004 B ANABLEEA BN LIRS
5000-
) LB $=3n
m‘ .......‘.'.....l.ll‘ll..‘...l"lll.l. oo 0 8
lll. 4+¢-+“"+++4+4++"'+++++++++++*+++f+’1"l‘+++
3000~ . 2 LB 5=2n
+hte
4 + 4
2000 o
@ +
10004 ¢ + ++ ' liczba
iteracp
w4 i y testy
vvvvvv — oo s {—
10 20 30 0 50

Rys, 8.,22. Wptyw liczby elementdw ciagu f\t1,...,t_e> na
wartosé dolnego ograniczenia IB3 /przykiad nr 16/.
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Badania wpiywu wartosci elementdéw ciggu <t1,t2,...,ts>

s = 3 n na wartoéé IB3 nie wykazaXo wyraZnej przewagi z zadnej

z metod wyboru wartoéci t1,t2,...,ts. Qtrzymywane wyniki byzy

zaréwno lepsze, jak i gorsze od otrzymywanych w p. B,

D. Ocena podstawowych cech algorytmu problem n]1l<ughi, takich jak
liczba iteracji, szybkoéé otrzymywania rozwigzania optymalnego
i € - optymalnego, praco- i czasoch*onnos§é obliczeniowa.
Uzyskane wyniki przedstawiono w tablicy 8.2,

Tablica B.2.

1. wezkow liczba ite-| czas
drzewa racji testuj obl.
o il o i (]
przykil n| F(S;x% F LB o|do rozw] cartko+do rozw4carko- b
najl. wita najl, jwita
1 10 4010 2588 2531 2 29 56 49 130
2 10 1036 861 801 5 23 65 134 4380
2 10 6651 1757 ] 1448 0 53 13 49 130
4 Lio 834 362 362 3 6 68 63 40
5 10| 5329 | 4756| 4644 31 53 143 209 180
6 10| 20491 | 16143 [14897 0 i 35 140 130
7 10| 7767 | 6104 | 3913 0 3 8 174 180
2 10| 10089 | 8441] 5328 0 24 11 122 180
9 10| 25171 | 21043 {14027 2 22 56 416 180 :
10 10| 4284 | 2876 | 2283 0 65 50 245 180
11 110] 5604 4887 | 1538 0 34 21 152 180
12 10 4301 509 459 26 33 128 149 130
13 10| 3907 | 2022 | 1815 12 33 86 149 {30
14 10| 4731 | 1036% 1036 0 0 1 1 2
15 101 3077 1229 { 1075 28 5 4 134 103 180
16 10 8432 52581 3533 3 30 9 140 180 |
17 | 10| 11975 | 8444 ] 4976 2 S 50 4 4¢ 180
18 | 10| 8577 | 5943 | 4659 0 - 50 148 13"
19 10| 10083 | 5181 | 3532 4 ol 62 39 18¢
20 10 7071 5553 | 2764 0 4> 3 179 {30
21 30| 21738 [13086 | 9325 0 5 7, 6 1 0
22 |30 146712 |77363 33516 0 5 4 6 30
23 30| 81089 |20836 [14526 0 5 50 65 {50
24 |30 120456 66780 P9136 0 5 45 65 18¢

# rozwiazanie optymalne.
«# ODRA 1305, limit czasu 180s
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8,11, Uwagi i wnioski

Analiza czaséw realizacji poszczegdlnych krokdw algorytmu
wykazara, ze procedura obliczania dolnego ograniczenia zajmuje
okoXo 80 % czasu dziatrania catego programu., Dlatego tez zdecydowa-
no sie na

(i) wprowadzenie relaksacji 8.4 w celu zmniejszenia z¥oZonosci
obliczeniowej algorytmu rozwigzywania problemu Lagrange’a,
(ii) maksymalne zmniejszenie liczby iteracji procedury subgra-
dientowej w kazdym weZle,
przy jednoczesnym maksymalnym zachowaniu “dobrych® wkasnosci
testu IB3,

Analiza wykresdw przedstawionych na rys, 8.18 - 8.22 prowadzi
do wniosku, Ze juz po kilkunastu iteracjach procedury subgradien-
towej wartosé testu LB3 nie ulega wiekszej zmianie i ustala sie,

w przyblizeniu, na poziomie wartodci optymalnej problemu zrelakso-
wanego, Przeprowadzone eksperymenty doprowadzi*y do okreslenia
"najkorzystniejszych" wartosci oraz postaci cizgu 43 =8(6p-1,p-1)
ktére zapewniaja maksymalnie szybki wzrost wartosci dolnego ogra-
niczenia /rys. 8.48/. Dalszy wzrost wartodci dolnego ograniczenia
jest mozliwy jedynie poprzez 2zmiane przyjetej relaksacji tj, zmia-
ne liczby elementéw cizgu <t1,t2,...,ts> /powoduje to niekorzyst-
ny wzrost nak*addéw obliczeniowych/ i/lub zmiane wartodci elementdw
cizgu t1,t2,...,ts} . Przyjete w rozdziale 8,10 wartosdci ¥ 0,
0(,(5 s B, <t1,t2,...,ts> , ITpe, ITq s3 wiec kompromisem pozwala-
jacym uzyskaé maksymalnie pozytywne rezultaty przy wzglednie niedu-
zych nak*adach obliczeniowych, Okredlenie wpiywu wartosci podanych
parametrdw kazdego z osobna oraz ZXaczenie z vozostarymi, wymaga
wielu czasoch¥*onnych badaid komputerowych.

Nalezy nadmienié, ze we wszystkich rozwigzywanych przyk*adach
wystaplt znaczny spadek wartodci funkeji celu najlepszego rozwig-
zania wzgledem rozwigzania poczatkowego., Wartoéé dolnego ogranicze-
nia by*a w granicach 50 - 98 % wartosci najlepszego rozwigzania
wyznaczonego w trakcie dziar*ania algorytmu, Rozwigzanie to byZo
znajdewane w kilku pierwszych iteracjach algorytmu i nie byZo
dalej poprawiane, Nalezy sie wigc spodziewaé, Ze otrzymane rozwig-
zanie jest bliskie rozwiazaniu optymalnemu, Eksperymenty oblicze-~
niowe wskazuja na mozliwo$é zastosowania przedstawionego algorytmu
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do rozwigzywania zagadnied éredniego rozmiaru /rzedu n = 50/,

W przypadku zagadnien o wiekszym rozmiarze nalezaXoby zweryfikowad
wartodei §°, §P =9(Bp“1, P=1)y  ttoseeant, §° pod katem
dalszego zmniejszenia nak¥addw obliczeniowych algorytmu. '

o, MINIMALIZACJA KOSZTU CAZKOWITEGO. ZAGABNIENIE n|m|J, T 3 1,
o ] R | T hy

9.1, SformukXowanie problemu

Dane sa:

(1) =bidér niepodzielnych operacji W ={1,2,...,n},

(ii) zbidr maszyn rdéznych typdw M = {1,2,...,m} przeznaczonych
do wykonywania tych operacii,

(1ii) zbidér typéw tych maszyn Q = {1,2,...,2%},

(iv) czasy wykonywania operacji p;, (i€ N, k € M), Py > O3
Dy jest czasem wykonywania operacji i-tej na maszvnie

k-tej,

(v) relacja poprrzedzania RT reprezentujaca wymogi porzadku
technologicznego wykonywania operacji RT € N xN; <iﬁj>eRT
pociaga, ze operacja i-ta musi byé zakoriczona przed rozpo-
czeciem operacji j-tej,

(vi) najwezeédniejszy mozliwy termin rozpoczecia wszystkich
operacji t_, tolz 0 /zwykle t, = o/,

(vii) najwczesniejszy pozgdany termin rozpoczgcia realizacji
operacji i-tej na maszynie k-tej, Ty 20 Vi - S,
k1,2, 00090/,

(viii) najpééniejszy pozadany termin zakorczenia realizacji opera-
cji i-tej na maszynie k-tej, d;, > O F3m1,2, vavells
w12 cvesiihs

Zakrada sie, ze

(2 ) w zbiorze maszyn M istniejg roztgczne podzbiory maszyn
jednego typu, tzn, istnieje rozbicie zbioru M na podzbiory

M<g M parami rozlaczne i wyczerpujace

L Fan Eae o8,k dd. & 1ER
k€ a '
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(b) w zbiorze operacji N istniejg roz*gczne podzbicry operacji,
ktére mogg byé wykonywane przy uzyciu maszyn jednego typu,
tzn, istnieje rozbicie zbioru N na podzbiory Nkc N parami

rozZaczne i wyczerpujgce

) ¥ er, o ag ,eédi. 5,068 ;
keQ
(c) kazda operacja ze zbioru Nk (k:e Q) moze byé wykonywana
tylko przy uzyciu dok*adnie jednej maszyny ze zbioru Hk
(k:G Q), co pociaga za soby, sze wielkgéci P; 52 okreslone
tylko dla takich par (i,k), 2 1€ N , kg M , j€ Q

/rys. 9.1/,

M Mt L
ul i
u’i
[P.“‘] > £ ‘\ » 1 "
s

Nt

i N

M

Rys. 9.1. Struktura blokowa macierzy [?iﬁ]

(d) wykonywanie operacji nie moze byé przerywane,
(e) kazda maszyna k€ M moze wykonywaé, co najwyzej jedng
operacje w dowolnej chwili czasowej.
Wprowadzono dodatkowe oznaczenia:

Xy ~ zmienna przydziaiu
1 gdy operacja i-ta jest wykonywana na maszynie
k-tej, 1€ N ,XE€EM , jE Q ,
X. =
ik 0 przecivnie »
zmienne X,, S3 okreslone w przypadku dla takich par (i,k)
dla ktdérych Piy 52 okresélone,
Si - termin rozpoczecia operacji i € N,
Ci - termin zakoriczenia realizacji operacji i € N;
i 2
C, = S, + 2:: X 1€ K
& :
- W : - 2 1
E, = max [O, ké;j Tiye X5y Si]przysplesuenie wykonywania

operacji 1€ NJ , j€ q,
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-

5 ;%;j dyye xik] spéZnienie w wykonywaniu
operacji 1 € N1 , j € Q.

Dodatkowo dane s3:
(ix) funkcje hik(si) okreslajace koszt zwigzany z rozpoczeciem
realizacji .operacji i-tej na maszynie k-tej w terminie S
i€ W, x€ Ml , ;€ Q; zaktada sie, ze funkcje hlk(sl
posiadajg jedno minimum niekoniecznie w*asciwe /analogicznie
jak na rys. 7.1/ oraz dajg sie przedstawié w formie

-1, 2 mx[o,C

hin(S1) = 81 (By) * £33 (Ty) + const (9.1)

gdzie g 1{(}3 ) niemalejgca funkcja argumentu Ey o gik(O) = 0,
£:.(T ) - niemale]qca funkcja argumentu T, oraz f,, (0) = 0 ,
16 Nl, ke M , je Q.

Problem szeregowania n|m |J T 21, m, }, 15 RTI Zh polega na
wyznaczeniu wielkodeil S; (1€ N), x (1e N, ke M , je Q)
minimal izujacych funkciq celu w Dostaci

Z L 2_1 Bty s 9.2)
jeh few xewd 1kC1) ik (
przy ograniczeniach

k

Si+ZI. Pix ¥k € 35 » (1,7 )¢ =T, (©.3)
K€1)

to& 8, g L€ X 4 (9.4)

(Xgc = DA (Fye = 1) = (51 + Py £S5)v(By + P& 85)

i,5€ 8, xeM , peq, - 9.5)

Z e o= 1 ien, j€ 9.6

K€ ik it o Sicibs (0.6)

x;, € {0, 1} StE R, sen , 3€0 7 (9.7)

Funkcja celu przedstawia sobg catrkowity koszt wykonywania wszyst-
kich operacji, przy zaXozeniu, 2e kazda operacja jest wykonywana
przy uzyciu dok*adnie jednej maszyny /ograniczenie (9.6) —(9.7)/.
Ograniczenie (9.3) reprezentuje wymagania kolejnosci realizacji

operacji zwiazane z istnieniem porzgdku technologicznego /relacja
RT/. Oeraniczenie (9.4 ) wyznacza najwczeéniejszy moment rozpoczg-
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cia wszystkich operacji. Ograniczenie kolejnodciowe (9.5) okresla,
ze jesli dwie operacje (i,j) sg realizowane na tej samej maszynie
(k )to "realizacja operacji i poprzedza realizacje operacji j"

albo odwrotnie. Warunek (9.5) zapewnia, Ze oneracje realizowane na
tej samej maszynie muszg byé uszeregowane i nie mogg byé realizowa-
ne jednoczeénie.

W zalesmodci od wyboru postaci funkeji hy, (S, )(i € M , k € M,
i€ Q) mozemy otrzymaé zbidr rdéznych problemdéw szeregowania, ktdre
mozna zebraé w tabelke analogiczng do tablicy 8.1. Co ciekawsze,
wszvstkie tak otrzymane problemy sg NP-zupeine oraz brak jest w
literaturze jakichkolwiek algorytméw rozwigzvwania zagadnied tego
typu.

Problem (9.2),-(9.7) jest zadaniem optymalizacji nieliniowej,
ze zmiennymi czesSciowo caXkowitoliczbowymi, z liniowymi ogranicze-
niami i dodatkowym logicznym warunkiem ograniczajacym (9,5). Jest
on réwniez NP-zupeiny wigc wydaje sie uzasadnione stosowanie np.
metody podziatu i ograniczend do jego rozwiagzania. Metoda grafu
dysjunktywnego, tak bardzc pomocna przy rozwiazywaniu problemdw
szeregowania typu njm| ¥, | fhax* W Przypadku problemdéw njm IK,I"‘Zhi
nie daje zadnych obiecujacych rezultatdéw, lodele grafowe nroblemu
mogs byé jedynie ilustracja pewnych wZasnosci.

W poszukiwaniu jednolitego podejécia do problemdw nim\ﬁJ“lEIhi
zastosowano metode podzia*u i ograniczenl z podejsciem dualnym do
wyznaczania dolnych ograniiczend, W niniejszej pracy dokonano szeregu
uogblnied i przedstawiono mozliwosci zastosowania metody dualnej

w rdznych wariantach.

9.2, Pevne wrasnodci zagadnienia n|m|J, T 31, mS >1, BT| ) h,

7 warunkéw (9.6 - (9.7) wynika, ze w przypadku kazdego i€ 1d
dokXadnie jedna ze zmiennych X410 k € Nj,,je Q przyjmuje wartodé
1, tzn, , )

%)= Ts Xiy = O 0 X Ap), k, p1)€M , 1€ W, je q,
(9.8)
gdzie M(i) jest numerem maszyny, ktdéra zostata przydzielona do
wykonywania i-tej operacji. Wéwczas wektor Fxg‘(yﬁ), P2)seees y.(n))
taki, ze 1€ ¥, (1)EM, je Q definfuje praydziar wszystkich
operacji do maszyn. Wielkosé H&i),}ui)é mJ bedziemy nazywaé
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przydzia¥em operacji i-tei, i€ N/, j € Q. Z2bidr przydziaxdw

oznaczymy odpowiednio

J={R [p= (p)s m@heeer p@) » p@e MW, (9.9)
tenl, 38 0).
Korzystajac z powyzszego model (9.2) - (9.7) mozna przedstawié
w vrostszej postaci.

Z hi}.l(i) (Si) ’ (9.10)

'S i€xN

Przy ograniczenié.ch
o kB s e e (9.11)
LI SR WL (2.12)

(K@) = @) (55 + Py € 55) (55 * Pyugyy <€51) (0.13)

-

1, JEF , p@.pu(HE M, peQ

Modelem tym bedziemy sie postugiwali w dalszej czesci pracy.
Niech ﬁ.eﬂ bedzie pewnym przydziaXem, Wdéwezas

& {ie N

definiuje zbidr operacji, ktdre bgdg realizowane na k-tej maszynie
przy danym przydziale M. 007w.risr‘ie Ny cp S <I‘1 , k€ M , J€ Q oraz
n, 2 IN by 0 & kp.<| N § % Kk €9 , JE Q. Kolejnodéé realiza-
cwi operacji ze zbioru N i na maszynie k-tej jest okreslona

pa)y =k},  Eken (9.14)

permutacja
(ﬂk (1.), T‘k (2),.-0, ‘.le (nk,*) >, T[k(i} c }*1 }J. ’
1= 12,000y, » k€M, (9.15)

zaé wektor permutacji T =< Tlys 3'12,..., T[m> okresla kolejnosé
wykonywania operacji na wszystkich maszynach dla danego przydziaiu
A . Oczywideie zachodzi

S'nk (i) +pmﬁ(i} }"(ﬂk ﬁ'))és T k('1+1) y 1 = 1,2----.111(},‘-1,

n (), @+ N, , k€M . (9.16)

p
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Wprowadzenie pojecia permutacji umozliwilo speinienie warunku
logicznego (9.5) z modelu (9¢2) = (9.7). Jeéli béwiem dla dwéch
operacji 1,j € NP takich, ze u(i), u(j)€ MP zachodzi pn(i) =
=u(j) =k, to 1i,je¢ Nkp, oraz "i poprzedza w permutacii j" albo
"j poprzedza w permutacji 1", co po uwzglednieniu(g.B) daje
spetnienie tylko jednej z nierdwnosdci po prawej stronie warunku
(9.5).

Niech dalej i'l,,_={ﬁ|ﬁ=< Ty Tppeney T Yy Ty =<]-(k (4)s 711 (2) s
""'ﬂk( o ( nk(i) [ Nk s KE M bedzie zbiorem wszystkich
wektordéw permutacji postaci (9.15) dla danego u oraz niech ,-S}m
bgdzie zbiorem dopuszczalnym momentdéw rozpoczecia operacji dla
danego 7 €M , tzn,

SHTF{_SL lé =<S1, SZ""’ Sn> ’ Si + pip(i)%‘? Sj,<i,j>€RT,
t, £ s; ,1€ 1, Sﬂk(i)+ pﬂk(i)}*@k(i))ssnk(i”)’

5 o 0 RTINS L (2.17)

peee ,nk}*""

Tréjke {ﬁ,ﬁ, g} . SGSFn,ﬂenﬂ, HGJ“I bedziemy nazywad
rozwigzaniem, Trdéjke <].A o, S*} 3 Sesrm takg, ze

2 * ) (S (9.18)

By e (82) =, e ) 1(S;) 2

85 G Tt | & o U 4 5 |

fen MO SESaicy

bedziemy nazywaé rozwiazaniem optymalnym dla danego fi £ 9% e
Problem (9.2) -( 9. 7) jest réwnowazny zagadnieniu wyznaczania

tréjki (p Ji* s) S€ Spen» , W€Mur, uee/l taxiej, ze

h (sf) = min min min B, uiiil8 ) ©.19)

L}

Tréjke <F\',ﬁ*, §> spe¥niajacg warunek (9.19) bedziemy
nazywaé rozwigzaniem globalnie optymalnym, Sposdéb wyznaczenia
wartosci p'€M, ni*e ﬂ}&' spetniajgcych (9.19) opisano szczegdXowo
w rozdziale(g.B).W dalszym ciggu zajmiemy sie¢ tylko sposobem
wyznaczenia wartosci 5'6,5’,_“1 tj. wyznaczeniem rozwigzania optymal-
nego (9.18) . W ogbélnym przypadku wyznaczenie roéwiqzania optymal-
nego <}‘I,§"E . 8 > e E,S',m dla danych wartodci peM, Tl € I"\},L
wymaga rozwigzania nastepujacego problemu optymalizacji
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n
min himi)(si) ' (9.+20)
S 1i=1
5y + Py < 5y S, (9.21)
t, < 5 £ w 1.2 vatolhs (9.22)
S

n, W Pay (Opr ) ® S qy (141)

o [ 1,2,,..,]’1 1 ’ k= 1’2,.-0’1“ ° (9!23)

kp -
W przypadku, gdy funkcje hik(si) maja postaé (9.1) oraz funk-
cie g (Ei) . fik(Ti) s3 wypukte, to funkcja celu (9,20) jest
wypukta, nieliniowa i nierdzniczkowalna, Brak wypukioéci funkecji
gik(Ei)’ fik(Ti) moze dodatkowo utrudniaé rozwigzanie problemu
(9.20) = (9.23) poprzez istnienie wieloekstremalnoéci. Przy wpro-
wadzeniu pewnych zaXozer o funkcjach hik(sﬂ s 1 B yJ y B E md
j € Q mozna skonstruowaé efektywne algorytmy rozwigzania problemu
(9.20) - (9.23). Niech pefl,7 €M1, beda odpowiednio przydzia-
Yem i wektorem permutacji zas

0 Ey = 0 ]
811c(By) = 5 1en ,xem , jeq (9.24)
i
oraz fik(Ti) 1 ¢ s B € M, 3€Q sg funkcjami niemalejgcymi,
skoficzonymi, Wéweczas zachodzi

s iem, 1e MW, jea (9.25

Tru(s) ™ - 5g

w rozwigzaniu optymalnym problemu (9.20) w (9.23) oraz optymalne
momenty rozpoczecia operacji mozna znaleZé przy zastosowaniu
zasady maksymalnego wykorzystania maszyn /rys. 9.2/, tzn.

Sy = max [max( Sj + ij(J}) s rip(i)’ to] . (9.26)

jeBy
S i= 1,2’|oa’n



‘(a) A

-

5.,- ds d?

Rys. 9.2. Przyk¥ad problemu n|m|J, T2 1, mi??, P, >0, RT|E

B {1, 2,00-,T0 Emid,.0.,70 g w{1,2,5],
N'= {1,2}, ¥ = {3,4,5}, N> = {6,7},
p=<1,1,3,3,4,6,6 ) m, = $1,22, 7, = 9,

Tz =<4,3), m, =<5), T =0, ng=<6,72,
g = g, (a) wykres Gantta, (b) graf relacji RT

W przypadiu, gdy hy(S;), 1€ ¥ , x€ W , j € q s3 funkcjami
postaci (9.1) gdzle g;,(E;), £,(T,), 1 €N ,xeM , je Qs
funkcjami niemalejgcymi, wypukiymi swoich argumentéw oraz graf
kolejnoéci realizacji operacji wynikajacej z warunkdw (9.21)1 (9.23)
jest drzewem /lasem/, to istnieje efektywny algorytm wyznaczania
rozwigzania optymalnego (9.20) - (9.23) funkcjonujacy analogicznie
do algorytma 7.1, rys. 9.3.
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(b)

L g

1". 'fs 1-6 : ds

Rys. 9.%. Przykzad problemu!n|m|J, > mﬁ ; RT]z:jh
Boawflyuses 61y Muftiiee dhg = {1}, ¥ =W
M' =M, p=<1,2,3,2 2, 4), T,=<1),

T,=<2, 4,52, Tz=(3>, T, = <4);
(2 ) wykres Gantta, (b) graf kolejnodci realizacji
operacji

Niech (jM,3, 8°) , peSl, WElly, 8% S,usr bedzie rozwiaza-
nien optymalnym. Permutacjg czgciowg f,(x,y) = <31k(x),31k(x+1),
Geses th(y» y, X €y nazywamy blokiem na maszynie k-tej,

k = 1,2,...,m w rozwigzaniu (f{,7, §*) jesli

st §

Blok f&k(x,y) nazywamy maksymalnym, jedli Bk(x- » ¥) nie
jest blokiem ani Pk(x y-1) nie jest blokiem, Blok maksymalny
odpowiada maksymalna3 sekwencji operacji wykonywanych na maszynie
bez przerwy. Na rys, 9.2 blokami maksymalnymi sg: na maszynie
1-szej - (1,2) , na maszynie 3-ciej - (3 , 4 ), na massynie
4~tej - (5 ), na maszynie 6-tej - (6 , 7). Natomiast na rys,
9.3 blokami maksymalnymi sa: na maszynie 1-szej - (1), na maszy-
nie 2-giej - ( e Ay % > , na maszynie 3-ciej - {( 3 ), na maszynie
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4-tej = (6).
NiQCh (iOk’ i.]k,.on,ilkk) 9 }C = 1,2,...,1!! bedq Ciggami
wskagnikéw takich, 2e 0 = 1., < i,, <i,, <...<i =n oraz
’ ok ~ "tk ik Lk~ Pky

ograniczenia (9.23) w rozwigzaniu optymalnym (A, , S*) problemu
(9.20) - (9.23) sg nieaktywne, tzn,

% : * ;
' MCH ML RIS MEDESL FC L e Lo et I
R

Ewm 1,200 (9.28)

il

* X
S, ) P ) (4 <35 (144) 1

k

i1k,12k’-oa,i1kk"1’
152,00 0,ms 1(9:29)

k

Wéweczas ciaggi (iOk’ 11k""'ilk}c> » k= 1,2,...,m wyznaczajg bloki

maksymalne pk(ij_ﬂ{ t 1y i) 3= 120y, k= 1,200
w ,rozwigzaniu (P,ﬁ, %, 3% ,S'P_.n . ﬁénﬁ,FE.f"[ .
Twierdzenie 9,1.
Niech ﬂEﬂ,ﬁE FI,* , RT bedg odpowiednio przydziatem,
wektorem permutacji, relacjg porzadku w zbiorze operacji. Jesli
dla kazdego bloku maksymalnego w rozwigzaniu <Fl,ﬁ $ §*> zachodzi

(T () :rlk(i+1)->e RT i 1€ L 0 3 = H2heensly
o Aol wauiah 'y (9.30
to
“ 3
h S,) & min  min ) h, . (S 9.31)
). by )81 1 @) (51) (
= PEMn 5€Supi=1 e

Dowdd twierdzenia 9.1 jest analogiczny do dowodu twierdzenia 8,9,

9.3, Schemat przebiegu algorytmu

Ze wzoru (9.18) wynika, e rozwigzanie globalnie optymalne
otrzymujemy generujgc cigg przydzia¥dw Feﬂ i cigg wektordéw permu-
tacji 71€Mu /dla danego przydzia¥u p / oraz wyznaczajac dla
kazdej wygenerowanej pary /'i,ﬁ rozwigzanie optymalne (9.20) -(9.23) .
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W celu znalezienia rozwiazania globalnie optymalnego zastosowano
metodg podziatu i ograniczer z mieszang strategla podziaru
weztéw w drzewie rozwigzaid,

Generacja przydziaXdw, Nalezy wygenerowad wszystkie wektory
p { ;;.(1),;1(2),...,;1(:1)) takie, so M(i)€ ¥ a6 ¥,

€ Q, Niech M —-( ,uo 1), p. (2)s00e9y M (n)> bedzie pewnym
przydzia‘:tem poczatkowym, Rozpocz;maja,c od przydziaXu p. bedziemy
generowaé cigg przydziaXdw }A . Proces generowania przydziaXdw
mozemy przedstawié w postaci drzewa H rozwiaezazi. Kazdy wezeX w H
bedzie odpowiadal pewnemu przydzaalowi }L , zas kazdy %uk parze
przydziadw \j-t )u / takich, ze _u zostatx otrzymany 2 ‘ﬁr.
Korzen drzewa H bedzie odpowiadar przydziaXowi }10. Proces genero-
wania przydziardw bedzie sie odbywax poprzez zamiane przydzialu
jednej z operacji, tzn. jeéli }_J. zostar otrzymany z p.
wPi) = uT(1) 1€ 1, mPuje M, ke q, i 45 oraz
/J.,p (s) # Mrt\s) dla pewnego s € Nk, ’.Lp(s) ’ _]u.r(S)G ME s £ €
Przydzia¥ operacji p (s) bedzie dokonywany kolejno do wszystkich
maszyn ze zbioru Mk, }.L(s) e N, g€ Nk, k € Q, Podczas generowa-
nia nowego przydzialuqudziemy ustalaé pewne przydziaty operacji.
Jeéli zydziﬂl }1 zostaX otrzymany 2z _,L—,Lr przez zamiane kp =
=uPeE) ¢ M, )u.n c), mT(s) € MK , s € X€, X € Q, to ustalamy
chwilowo przydziaz pL (s) = kp operacji s, Przydziax tej operacji
nie moze zostaé zmieniony w zadnym przydziale bedacym nastepnikiem
przydziatu ;.-I.p w drzewie H,

Jezeli ha‘tomiast cofamy sie z F.P do }".lr, to ustalamy tymcza-
sowo przydziaZx operacji H.p (8) . Jezeli cofanie odbywa sie po raz
E:TET - 1 - szy, gdzie s € Nk ” }Lp (8) € Mk, k€ Q , to przydziazx
}kr () zpstaje ustalony trwale. PrzydziaX operacji s dla ktérej
Mk| = 1, a8 € Nk » X € Q bedzie ustalony trwale od poczgt-
ku procesu generowania, PrzydziaXy operacji ustalone tymczasowo
nie biora udziak*u w procesie generowania nastepnikéw /w drzewie H/
wzgledem przydziatu, dla ktdérego zostaxy ustalone, Generowanie
bezpoérednich nastepnikdw }J.P wzgledem }Lr powoduje, ze zbidr
przydziaXéw odpowiadajacych weztowi }19 w H Y(ﬁp) zostaje rozbity -
na roziaczne podzbiory rys. 9.4. Jezeli bezpoéredni nastqpnik M p
wygenerowano przez zamiang kp = }* (8) # M S _}J. ®), P.r (s)€ M¥
s € Nk s BB Q , to podzbidr Y (}Lp) zawikera wszystkie przydzialy
takie, 2e ,L.t 8) = p . Jest to realizowane poprzez ustalenie

(‘\
o
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chwilowe przydziazu operacji MP(B) = k
nie zmieniajgacego si¢ w Zadnym nast¢pniku
wzgledem iP. Po dokonaniu cofania z pP
do p. wygenerowanie kolejnego bezpoéred— =
niego nastepnika }A wzgledem ,.L powinno
odpowiadad pod?biorowi przydziaXdéw takie-
mu, 2Ze Y(}J- F o Y(pp) = P, Jest to Rys. 9.4. Fragment drze-
mozliwe tylko wéwezas, gdy kazdy wa H przydziaXdw
przydziat z podzbioru nie zawiera

przydziaXu operacji M(s) = kp. Realizuje sie to poprzez ustalenie
tymczasewe przydziazru operacji H(s) = kp , co oznacza, ze w zadnym
nastepniku /innym niz oméwiony ),Lp/ wzglqdem }.A przydziax ten nie
moze wystapié. Po wykonaniu kolejnych IM l -1 cofan ze wzgledu na
przydzia¥ operacji s-tejjus)€ Mk s kK € Q otrzymujemy ustalenie
tymczasowewszystkich wartodci p(s) EMk s 8 € Nk s K€ Q 2z wyjat-
kiem pM(s) = Hr(s). Stad wniosek, Ze w celu zapewnienia rozgcznos-
ci podzbioréw rozwigzain, wartoéﬂé M(s) = Pr(s) powinna byé zachowa-

na we wszystkich nsstepnikach W~ generowanych w dalszym ciggu z
M T. Realizuje sig to poprzez ustalenie trwate wartosci mt(s).

F(Dz(i.l-l.G)

Rys. 9.5. Drzewo przydziatéw dla przykladu N ={1,2,3},
o={123} M={1 2,...,6} ={1 2,3},
={4,5}, ¥ ={6,7} , W ={1} N = {2},
= -[3} ° = (1,4,6) . Podkreélono przydziaty
operacji ustalone chwilowo (=) 1 trwale ( =)
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Generowanie permutacji., Niech f.—.t bgdzie danym przydziazem
oraz rl,,., D7 = :( T 4s Tlpreeey Tl m} wektorem permutacji gdzie

Ty = G (1) 5 T (2)yeeey Tp(my )Y My (1) € Wy
i = 1,2,..-,11}:}&

jest permutacja operacji na maszynie k-tej. Nalezy wygenerowad
wszystkie permutacje ﬁen}& takie, 2e 71 zawiera wszystkie permu-
tacje operacji na wszystkich maszynach, Poniewaz bedziemy dgiyli
do zastosowania eliminacyjnych wasnoéci blokdéw /twierdzenie 9,1/,
wiec w pierwszej kolejnodci bedziemy generowaé permutacje w blokach
na poszczegdlnych maszynach, Rozpoczynajgc od wektora permutacji
fl %€ I‘IP bedziemy generowaé cigg wektordéw permutacii FiTe€ [’l,u i
Proces generowania permutacji moZemy przedstawié w postaci drzewa
f, Korzeniowi drzewa H odpowiada wektor permutacii N1 ° € ﬂ,,k 5
Kazdemu wezlowi w H odpowiada pewién wektor 7 r’ zad Yukowi w H

- para (ﬁr, 3T p> taka, ze wektor #i P zostax otrzymany z At
przez dokonanie zmiany kolejnosci wykonywania operacji na jednej

z maszyn k € M,

Niech AP, 7%,..., A% bedzie ciagiem wektordw permutacji
otrzymanych z AT przez zmiane kolgjnosci realizacji operacji na
maszynie 1-szej, tzn, 7 ° =(:l'1$, J‘l?,...,ﬂﬁ) ’ &'l_,:z =n§ ’

1 @ 1,2, 00l § & D, Bysveril caraz,ﬂ%3 jest pewng permutacjg
otrzymang z :rz.lr, zgodnie z zasadg opisang w rozdziale /rys. 9.6/.
Oczywiédcie otrzymanie nowej permutacji nﬁ’ powoduje chwilowe usta-
lenie relacji postaci (8.69) lub (8.70) w permutacji 7, /analo-

gicznie jak na rys 8.10/.

Wycofanie sie z nastepnikéw 7P, ﬁs,...,ﬁk spowoduje ustalenie
tymczasowe, a po ostatnim wycofaniu ustalenie trwate porzgdku w
permutacji ﬁz{. Porzadek ten nie moze byé zmieniony w zadnym
nastepniku /réznym od AP, 7i%,,.., A%/ wzgledem T1T,

Niech dalej W °, TY,. - bedzie cizgiem nastepnikéw wzgledem

7T takich, ze :n% = Its 3 M wN: . 13 4y,

J ® t,¥50eep & OTES :n_g jest pewna permutacja otrzymang z AT

przez zmiane kolejnosci wykonywania operacji na maszynie 2-giej.
Kolejne wycofywanie sie z nastepnikéw T 7, n%,..., A%, spowoduje
ustalenie trware porzadku w permutacji mg. PoZgczenie otrzymanego
ustalenia z popezednim daje warunek, e porzgdek wykonywania operacji
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na magzynie 1=-szej i 2-giej
nie moze ulec zmianie w
zadnym nastepniku /réznym
a BN N,

AT oo X%/ wmgieaem T T,
Kontynuujge powyzsze e xS e Rt 30 3%
rozwazanief. zauwaéamy,_zg zbidr © (7] AN X, (70") : _' x,:@*)‘
nastepnikéw wzgledem 1~ moze- Rys. 9.6. Fragment drzewa H
my przedstawidé jako sume permutacji

roztgecznych 1 wyczerpujacych
podzbioréw'Xi(jir), i=1,2,e.,m, Kazdy podzbidr Xy (ﬁ,r) zawiera
wektory permutacji otrzymane z 3 # przez wygenerowanie wszystkich
mozliwych permutacji T4 na maszynie i-tej, przy nie zmienionych
permatacjach operacji na maszynach pozostarych, tzn, Sij =51§ 4
J=1,2,00eym , j # 1 oraz przy ustalonym trwale porzadku w permu-
tacjach ;nj s J = 1,2,0.0y1=1, Wobec powyzZszego proces generowania
nastqpniké@ wezta odpowiadajacego T £ mozemy przedstawié jako
superpozycje generacji permutacji STi, 1 = 1,2,,.., Nna jednej
maszynie 1i-tej przy zatrozZeniu, Z2e w czasie generacji permutacji
operacji na maszynie i-tej ustalamy arbitralnie porzadek dla i-1
pierwszych maszyn, Proces generowania wszystkich permutacji na
wybranej maszynie jest identyczny jak opisany K rozdziale

Drzewo rozwigzai, Peine drzewo rozwigzal H jest superpozycja
drzewa H odpowiadajgcego wszystkim mozliwym przydziaXom oraz drzew
rozwigzan ﬁ}, odpowiadajacych wszystkim mozliwym permutacjom /dla
danego przydziatu M /, rys. 9.7.

Rys. 9.7. Drzewo ! rozwigzan, Linig - zaznaczono drzewo H,
linig - - - drzewa Hy



160

Kazdy wezet "drzewa przydziatrdéw" jest jednoczednie korzeniem
"drzewa permutacji" w przypadku przydziaXu odpowiadajacego temu
wezXowi, Kazdy wezet "drzewa przydziaXu" odpowiada pewnemu
rozwiazaniu, bedacego rozwigzaniem poczgtkowym "drzewa permutacji®.
Rozwigzanie to jest znajdowane na drodze heurystycznej. Kazdy
wezetr "drzewa permutacji" odpowiada pewnemu rozwigzaniu otrzymanemu
z poprzedniego wezXa poprzez zmiane kolejnoéci operacji w pewnym
bloku.

Wezex w ﬁ mozemy odrzucié, jezeli:

(a) dolne ograniczenie wartosci funkecji celu (9.10) dla wszystkich
nastepnikdw wygenerowanych z danego wezta. jest nie mniejsze
niz aktualne gdérne ograniczenie,

(b) zaden z blokéw maksymalnych nie zawiera wigcej, niz jedng
operacje,

(¢c) zadna z operacji nie moze byé przesuwana w bloku bez narusze-
nia ustalonych wymaganh czesciowego porzadku,

Dwa ostatnie przypadki wynikajg z twierdzenia 9.1,

9,4, Dolne ograniczenia

Nalezy wyznaczyé dolne ograniczenie wartosci funkeji celu
problemu n|m|J, T = 1, m‘lj 2 1, Rpun| Ehi , gdzie Run jest relacjs
ustalong w wgZle odpowiadajgcym wektorowi permutacji

W tym rozdziale przedstawione zostang dwa sposoby wyznaczania
dolnego ograniczenia,

(i) poprzez rozwiazanie problemu dualnego programowania dyskret-
nego (ILB1)
(i) rozwigzanie zrelaksowanej postaci LB1 (B2)

Dolne ograniczenie LB1, Niech [}0, QJ bgdzie przedziaXem

czasu o tej wrasnosci, 2ze

S; * Pi).l.*(i)s T (9.32)

w rozwigzaniu globalnie optymalnym

Podzielmy przedziazx [ﬁ ’ T] na rozigczne podprzedziaXy o
drugoéci jednostkowej [ t-1, tJ t = to+1, t +2,..., T. Zdefiniuj-
my zbidér operacji wykonywanych w przedziale [3 1 f] na maszynie

-tej
Gy (5o ={1€ W !MU =k, %= By (g€ S € t=1}
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t = 't0+1"." T ’ k = 1,2,...,1?] M (9.33)

oraz liczbe operecji wykonywanych w praedzaale [}-1,tj
ne maszynie k-tej
By, 1 (Ssfi )= |Gt’k(8,}1)] v Bm S el 00, , Be1,2,..0,0
(9.34)
Wéwezas ograniczenie na skoriczong przepustowosé wszystkich
magszyn mozna zapisaé w formie

gt’k(_g,ﬁ) €1 t=t+,...,0, k= 1,2,,..,m, (9.35)
za$§ problem (992 )= (9.7) w formie
n
min h (s,) (9.36)
P | 1) \"1
SpsSpreeesSy iy 1
gt ,x( SpR)ET 4 Tt Al P, kK N, (9.37)
Si + pi}& (i) < Sj s <'iij > e‘-Pﬂ-'ﬂ (9.38)
t, € 8 ; 1€N, (9.39)
By % B I E T 1eR ,p@)eW , jeQ . (9:.40

W przypadku, gdy dane sg najwczedniejsze dopuszczrftlne momenty
rozpoczgcia operacji na maszynach a,, /i€ N ,kem , € q/
oraz najpésiniejsze dopuszczalne momenty zakoriczenia operacji na
maszynach bik (i € s k€ ) s JE Q )to mozemy do problemu
(9.36) - (9.40) wprowadzié ograniczenia w postaci
W) B 1em , pyew ,jyeaq (9.41)
1en , plem, (9.42)
jJe Q.
Wielkodci a;,, by, moga byé dane w sposéb arbitralny / np.
a;, = max [5.1, é‘.k gdzie Ei - termin dostepnodci operacji,
Qk - termin dostepnodci maszyny/ badZ wyznaczona na podstawie
znajomoéci przydziaiu p i relacji ‘Q/"“ o« Tak na przyktad

S rBpw € ipw e

pW T E Ty r @) T Pp@) Qi
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Jedli przydziax p (i) operacji i jest ustalony oraz

a = m a + min i
1) jerﬂ@,m;””“ Pl Piw (1) * (9.44)
jedli przydziak p (1) operacji i nie jest ustalony.
Wprowadzajae zmienne dualne i £ [ut,k ]t = t+1, t+2,..., T,
k=1,2,...,m skojarzone z kazdym ograniczeniem (9.‘3?) oraz zmienne
/

dualne A, , (1,3 >€-’Q,un skojarzone z kazdym ograniczeniem
postaci (9.3%8) definiujemy funkecje Lagrange’a

ks n m <
L(S,f, 3,4)= Zhi}ui)(si)* LY. uy gy (Gup)e

i=1 k=1 t=t0+1
T_i
<i,i>€ Run
oraz problem Lagrange’a
m ?
W(u, )= min I,(S-,P'., 'ﬁ,s\)-— Z Zutk ; (9.46)
S¢S k=1 t=t_+1

A€M
cdzie zbiér S wyznaczony jest przez warunki (9.39) - (9.42) zas M
jest dany wzorem (9.9) .

Wixasnosé 9,1,

Wartosé W (u, A) (9.46) jest dalszym ograniczeniem wartosci
kosztu problemu szeregowania nIIEIJ, g g mff’ 21, R = R)""‘Zhi
dla dowolnych wartodei @ > 0, A2 0.8

Dowdd
Niech p.'E-.M., E'ES oznacza optymalne rozwigzanie problemm
(9.46 ) . Zauwazmy, ze

m T
w(@,A)= mia I (5,%, 5,2)- ), ug gy €
SEN k=1 t=t +1
P EM °
m T n
e - 1
< @RV D - L T Byntie) G0 *
k=1 t=t_+1 =1

" .
- N »

£ 0 2 vy (By (L) = D0 LA (S] + By 85D €
k=1 t=t0+1 <i’-j>€1);ur
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n
€ i EIRACY (8{) » (9.47)
i=1
bowiem
m i
X! ok =~k
Y D cug g (P pe1)e0  eres (9.48)
k=1 t=t +1
0
L_,)\i (S; * e " S;) < 0, (9.49)
<irj> :L)}JJ‘(

co koriczy dowdd . @
Najlepsza wartosé dolnego ograniczenia jest okreslona przez
zmienne dualne @ 2 0, A2 0, ktdére maksymalizuja

max W (T, ). (9.50)

B9 6, 2P0 (9.51)

Podobnie jak w przypadku problemu n |1 i‘([}jhi funkeja Lagrange’a
prze dstawisg sobz sume:

(i) kosztdéw realizacji operacji hi}.a."\i) (Si) 4

(i) kosztéw uzycla maszyn Uy, W przedziarach [Si, S; + Py (i)] :
(iii) kosztéw wynikajacych z niespeinienia relacji ﬁfun g

Do rozwiazania problemu Lagrange’a zaproponowano dwupoziomowy

algorytm z efektywna wersjg PD na dolnym poziomie i metods subgra-
dientowg na gérnym poziomie, rys. 9.8.

¥
- =1,2 3eee
v EGD) e
@20 1330
S ', P" ﬁP' 'if P a° : _10
|
min L(g,P,ﬁ',-ie)
SGS: FJJ1
b |

Rys. 9.8. Dwupoziomowy algorytm problemu (9.36) - (9.42)
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W celu okreslenia algorytmu dualnego poziomu wyrazenie (9,45)
zostato przeksztaXcone do odpowiedniej postaci

n m L
LG, R, 8,3)= ) B ip 1)) * o D Uy By(SoR)+
_ =1 kel tet +1

n S3*Piyq

n
£ 2, Agy(Sq o pyyeym 59 = 0L RS, D Vgt
< > €Run i=1 =1 t=5;+1

n n
*f L 7‘11(*’ i Pi;u(i))' E E _,“ji i

i= jeri(j?)u.n i=1 jEr‘i (Jeiu.j‘l)

n : S1+P5 pei)
S il B e R 51(7 Ags = y )+
i=1 }Xfl] 't==31+1 P() P(Q;ﬂ) Ter‘ (.%/.Jl)
Z 9\ 13 pi}&(i) ] . (9.52)

jeP(Qﬁn)

Korzystajac z ostatecznej postaci wzoru (9.52) mozemy napisad

min L(é,fi,ﬁ,)) min min L@,p, T, ZX)

§€S }"GM SES
FGJ"L " S.+p é
; im(i)
= min mil/‘lg[z hi‘l.((i) (Si) + Z u‘t ’A(ij *
PEM 568 i=1 t=5, +1

L Ty - & e e ] Pi;u(i)J"‘

e (Rn) Jer"ci,m) T (Run)

Si*Psm(1)
Z min min [h )(Si) + Z ut’*m +
i=1 p€M SeS t=5,+1

o [ Y - L 1)*2 Ay pi,.&.(i)]g

JEM (Run)  3€[§ "1C32ﬁn) ] 61"(12,“)
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& O e e 3, (8 o pu, 6 R 9.53)
Euuéﬂ S 1 (
gdzie A S1*Pin(1)
I'i,u.(i)(si' may, @,1)% By Gy) * 2% o () Ay -
t=8,+ JeN (Run)
= j{: a. ')S + 2:: p e 8 : (9'54)
1% 1 1 9.
jE[}_"l(fQim) J€G j i

MoZna zauwazyé, ze z wzoréw (9.53) i (9.54) wynika, ze jesdli
przydziaX operacji 1* do maszyny k" = P(i‘) jest ustalony /chwilowe
bgdZ trwale/ to

n
MHS“ L(S, by uy A )=) ;?5;1 ‘g?fgﬁim (5, Mm@y, w,2)
o~ i=1
Rl 141%

T (B, 2% 0,0) (9.55)

Otrzymane rezultaty stazy sir;g podstawa konstrukcji algorytmu

dolnego poziomu min L(S, M, U, A), rys. 9.9
Se S
M EM
Rozpatrzmy teraz problem dualny (9.50 ) - (9. 51) do rozwigzania

ktérego zostaZa zastosowana metoda subgradientowa ‘:50 .
Charakterystyczne cechy tej metody, w zastosowaniu do zagadnier
szeregowania podano w rozdziale 8.6, Dla problemu (9,50) bez
warunku (9. 51) zaproponowano nastqpu;re;cy wzér wyznaczania ciagu

B2 17 ).

=0 , A%°=0 (9:56)
u%‘;‘l - ugk + Ep(gtk (-S-p’ }:p) . 1) t='t0+1’ t0+2’...,11 g
k=1,2,000,m 4 (9.57)
1 3
A% i l131'J + BP (s + PiuP @ - 5§)<i:3> (9.58)
EP = Kp = 13 T &1?:‘5& P)

T ey
Vk T Sgtk(sp’ }‘p )... 1)2+Z (S%*- pif‘p o s?)z
o = <1-!j.>e faTt (9.59)

+

ct
o
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gdzie UB = gérne ograniczenie, ¥P - skalar dobrany eksperymental-
nie, 3P = ( S.l,..., Sp>oraz ]l (;.Lp(ﬂ,..., pp(n ) 83
wartoéciami rozwiazania problemu dolnego poziomu (9.53) - (9.54)
przy wartodci zmiennych dualnych &P, ar Uwzglgdnienie warunku
(9.51) wymaga zastosowania projekcji otrzymanych wartodci u,1

na zbidr U::{(u, ’A)]u o > 0}, tzn. wyznaczania takich
wartosci u, 2

L tz (utk i utk) Z (Aij “ lj) — min , @.60)

<i ’J >6J./U.J'Z

A Fal
Uy 3 0, Aij = 0, (9.61)

Rozwigzanie zagadnienia (9.60) - (9.61) mozna znaleZé z warun-

kéw Kuhna=Tackera i ma ono postaéd

?ltk = max [o, ”tk-] tmt 1,000, T, (9.62)
k = 1,---'113 9

Xy = max [o, l\ij 17¢ta) € Rien 1 (9.63)

Uwzgledniajac wzory (9. 57) - (9.59) £(9. - (9 63) otrzymu-

jemy koXcowa postaé wzordw ciggu( 42, AR,

?11-;1:1 = max [Os u'%k + EP (gtk @p’ F"p )= 1)] » (9.64)
t = t +1’...’ T 9

K
APY! = max [0, AP+ EP(5,P + p, ) = 5 )] (9.65)
ij il = i 1}19(1) ’
{11 & J?.}m ‘

Szczegbtowy schemat algorytmu wyznaczania dolnego ograniczenia

przedstawiono na rys. 9.9.

Wtasnosé 9.2.

Algorytm dolnego poziomu posiada zXozonosdé obliczeniowsg
pseudowielomianowg O(n ( T= to) 3) s gdzie 'a= max IMJ I

Dowdd

7 wrasnosci 8,10 wynika, 2e wyznaczenie wartosdci Lik(s ¢ X, 'ﬁ',-ﬁ
ze wzoru (9.54) dla ustalonego i oraz k wymaga O (-t ) iteracji.
Wyznaczenie wszystkich wartosci L, (S;, k, U,)) wyma.ga co najwy-
zej ‘3 razy wiecej iteracji . & :

1 2’...,m
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. *_algOrﬁﬁﬁ"gérnégo poziomu |

czy ﬁp,ﬁp wyznaczajg rozwiazenie dopuszezalne
problemu (9.36)- (9.40),%tzn.

Stk(giyppt)$1 t=to+1v"':T y K=1,2,000,m

jﬁj E 1utk(gtk(§p'ﬁP)'4)=o

k=1 't=‘to+

sI.’ﬂa.pi -sf_lf €0 1,3 €Run

P e
2 oL Py ()” £
; | N

vl wyznacza optymalny przydziaX
zas 3° optymalne momenty
rozpoczecia operacji

(ji_ﬁggg _) na podstasie p;,E wyznacz
algorytmem heurystyecznym
wartoéc gornego ograniczenia UB

P

A

uBY UB
N|T
UB:=UB?

, 7

——— -

v;jyznacz

¥ =606, p=1)

e
oblicz UB — W(® =P,

p

= sP, - 1)+ <Z:j sy p. p,,. -8F
}3?_1"' gf’o"”’ (gtk( H)' * J)E(f@}:n; plpp(l) 3 )

- S P .oP 3P =Py_ 4>
u, = mex [O, ug, +E (gtk(siﬁL ) 1)]
tzto""l’.l.’T 9 kﬂ1,2,.a-,m

EP= )P

Pt P, P Y p
Aij = max [0, 'f\iJ+E (Si-l- pipp(if SJ )]

{i,3Y€ Run
5
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o
T

(ismant ' )

UB:=UB0

} LB:= ¢
° 3 N=X 3 preg

i:=1

1—1

czy przydziar pi

operacji 1

jest ustalony,tzn. 1€ Ny
T N
. 1
obliczk &
oblicz L (8,k,8 P, A P)=min
; A (g7 A 3= 5 %
i."‘(lg e 8y * Py €5, Dy, €0,y
=min \ :
=P 3P J S
B 4D, 6 S e 8 L, (S,,k,8 7y A7) ,k€M’, i€NY, jeQ
ik Tik wyznacsz
p * P
1;&(1@ p A7) SR Gt KR 2y
podstaw o x
D % T R =min L. L( f k,up,1p
S;=S; e (1)=pu(d) ceyd  *
podstaw
qP_ o* , B oy iis. %
“j" Si ] fl (l)“k
oblicz W
W (TP, AF) - . P
k=1 t=t +14 Tk
- -
N
p:=ptl] (| smop ) LB:= [W(ﬁp_,ép)-]
l -—‘—I

Rys. 9.9 Szczegbrowy schemat blokowy dwupoziomowego algorytmu

% r¥8, 9.8,
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Dolne ograniczenie IB2, Niech bgdg dane ciggi liczdb (tok,

rtypreees by i/ takie, ze w problemie (9.54) - (9.55) wyprowadzo-
k
no relaksacje postaci

"t 7 Utk b

<t étj o6 J = 1,2,...,sk s k=1,2,,.4,m,
(9.66)

Tak przyjeta relaksacja jest analogiczna do relaksacji 8.4 z

rozdziatu 8.6. W celu otrzymania odpowiednich wzordw Si_la procedury

subgradientewej nalezy dokonaé projekecji zmiennych 4, A wyznaczo-

nych ze zbioréw (9.57) - (9.58) na zbiér U'= {(u 7\>| Upp = Uy k’ 0,

j 4 <ts 3 o i L.”,sk,k..12“.” m}

Ze wzgledu na warunek (9.,66) mozna zmnla]szyc liczbe zmiennych

dualnych, Oznaczmy nowo wprowadzone zmienne ujk J a 1’2’“"31{ ’

k=1,2,...,m. Podana projekcja wymaga wigc wyznaczenia wartosdci

~

qu ,j = 1,2’¢n-, sk ’ k= 1,2’-00, m, Aii (i’j>€ 2/45?

spetniajacych

>£-tl TBk: yt_)_i (utk i ajk) g 2 ( ‘iij)g—-‘-—min,

k=1 Jo1 Bty el @,;)eﬁém (0.67)

> 0 ¢ W i (.68)

Rozwigzanie mozemy otrzymaé z warunkdéw Kuhna-Tackera i ma ono

postad
ik

ij = max [O, 0 L E utk] (9.69)

.. =t
Jk 3-1]{ t=tj_1’k+1
I = 1,25000, Sk y ke 1,2,,00,m,

;\ij - max[O, Aij] . (9.70)

Podstawiajgc otrzymane wyniki do wzordéw (9.57) - (9.58)
otrzymujemy

.
jk
AD+1 [o 1 e e
TR Wl e Yl 5
jk j=1k t=tj-1k+1

= max [O, SR T ijk[ugk + Ep(gtk(-S'p, F Py - 1)J]=

., ~t
KTk b=y 41
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tjk t;]lc
¥ 1 P P 1 : =P =D
max [0, Pt E Uy + E tjk-tj-1k E gtk(s )=
jk "j-1k t=tj_1k+1 t'tj—mﬁ
tix
~ ~ — -—
- ) 1] = max [0, 3,2 + (&, 3% p%) - 1)] ,
Jk" Yy -1k Jk Jk
t=tj-1k+1 (9‘71)
gdzie %,

k
ZJ B8 BT TR

ik (ST = %
| JE I k.
i %C

Koricowy wzdér procedury subgradientowej przyjmuje postaé

Avt 1 A X Al s :
ujp;; = max [O, ujllz + Ep( gjk(sp'}"p) N 1)] : (9.73)
% [0, 3 &P ( sP - 8%3y1, 9.74)
XI;; = max I_O, ;\jl?j + E (Si + pi}J.P(i) 3 )J (

gdzie ;_r:jk(gp, j}. p) jest érednim obcigZeniem maszyny k w przedziale
KRR
Mosna zauwazyé, Ze analoglczny rezultat otrzymanmy wprowadza-

jac relaksacje problemu pierwotnego (9.36) - (9.42) w postaci
n

gnéig B hi’-tli)(si) " (9.75)
= i=1
PG“
g (Sapt) €1, 9.76)
Si + pi}.kki) -.<. Sj ’ (9-77)
gdzie
. ) el .
gjk(S:P-) = ¥ -t Z gtk(ss}i) (9.78)

j = 1’2’.a.’ Sk [] k= 1’2,...’]]]

sg ograniczeniami otrzymanymi z ograniczerd przez wysumowanie
czeéei ograniczed g, (S, i), t € Ebj_1k+1, ty ]
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Formuujgec odpowiednio problem duelny otrzymujemy naste¢pu-
jace wzory procedury subgradientowe]

A . max [o, 8,2+ BP(8y (P, BP)-1] (9.79)
j=1 2""’11(’ k = 1,2,...,111,
S p+1
AR = max [o, AP. + B (P + o (1) " s9)] » (9.89)
gdzie

2P . UB- 4GP, A P)

m 1x )
M 2 ' g7
V' (Esc GP pP) = 1) +Z (sP+ p, P(i)-u§)2

k=1 j=1 <i,j>€ T P (9.81)

Zauwazmy , ze w ogdélnym przyvadku E # Ep /wzory(9.59) i
(9. 81;Voraz obie podane relaksacje, problemu dualnego i pierwotne-
go, prowadza do otrzymania tej samej postaci wzordw /z dokadnod-
cig do wspéXczynnika ﬁﬁ /. Problem, ktéra z podanych relaksacji
pozwoli osiggnaé korzystniejsze rezultaty numeryczne moze bydé
rozwigzany na drodze eksperymentalnej,

Zauwazmy, %e stosujgc podejscie analogiczne, jak w relaksacji
8.5 mozemy spowodowadé odrzucenie ograniczenia na catrkowitolicz-
bowoéé zmiennych Tiyr Dy dik’ tjk bez straty ocgdlnodci rozwazai,
Ceng takiego postepowania bedzie wzrost ztozZonosci obliczeniowej
odpowiednich algorytméw,
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9.5. Zasady podziazu

Podziat zbioru rozwigzan zwigzanego z weziem w f jest dokony-
wany poprzez
(i) wybér operacji oraz zmiang jej przydziatu /podzia¥ zbioru
rozwigzaid w drzewie H/,
(ii) wybér operacii oraz zmiane kolejnosci realizacji operacji
na jedng z maszyn /podziar zbioru rozwigzani w drzewile ﬁf.
Niech ;IEJW. bedzie przydziarem. Zdefiniujmy zbidér operacji,
ktérych przydziat do maszyn jest ustalony w weile M

& -{i |}1ﬁ) ustalony chwilowo lub trwale} 5

Bedziemy dokonywali zmiany przydziatu operacji nalezgecych do zbioru
N = NV’ . Oznaczmy przez

&=

{xem}l,1en -Fu, j€0 (9.82 )

zbidr maszyn, do ktérych mozemy przydzielié operacje i-tz. Wybdr
operacji oraz maszyny /do ktérej ja przydzielimy/ bedzie dokonywa-
ny na podstawie wyrazenia

B & = * =< A
1B {1,k).= w@P,AP) - Iy a) (s}, pPu, uP, AP )

+ le(si, x, a?, AP )2w@P, AP), x € E’,L , 1 €N (933 )

gdzie w@P, ip) - warto$éé problemu Lagrange’a w weile W,

ihy-u)(si’ 7 P1), @P il))— minimalna warto$é czedciowego proble-
mu Lagrange’a wyznaczona dla operacji i-tej /1 € N - N}L I
L;; (SI, ¥, & ,ATU - wartosé czedciowego problemu Lagrange’a przy
zaXozeniu, Ze operacja i-ta zostaza przydzielona do maszyny k-tej ,
p - numer iteracji procedury subgradientowej. Wartosé LB“(i,k) jest
wyznaczana dla ostatniej iteracji procedury subgradientowej w
weZzle p, a nastepnie zaokrgglana "w gdére" do najbliziszej liczby
catkowitej.

Zmiane kolejnodci wykonywania operacji bedziemy przeprowadzad

w tych wezYach drzewa, w ktérych prZydzialy wszystkich operacji

zostaty ustalone tzn, ;F = N, l_) D = P, Przyjecie takiej zasady
ieN
postepowania jest uzasadnione tym, Ze zmiana przydziaxu operacji

daje zwykle lepsze rozwigzanie niz zmiana kolejnosci wykonywania
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operacji. Bedziemy zmieniaé kolejnosé wykonywania operacji naleig-
bych do zbiordéw

k :
ﬂ{i ENkFIlj;k<i< 8$13g+1'k »
(T @, Ty )y @ Ryupn b= i+, 142,000, 8} (944 )
8 = 2,..0, l'lk 9 k= 1,2'Il.’m
gdzie “ﬁi{ - zbidr kandydatdéw do przesuniecia na pozycje s-tg w
permutacji le, Q/u.:rt-— relacja poprzedzania w zbiorze operac;]i

ustalona w weZle odpowiadajacym przydziatowi J,L i permutacji *,
Dla przyktadu przedstawionego na rys, 9.10

SEEPAR )

FH4(1.3)
=g ™
M, @jf 2 \\
L 512("5,]_ %
/--':"*-- :-‘-::-.\
M3 &> @-1-@" ®
: P‘xs(‘i,4) : ;(55)
B %5 G0 { 152,4,4:5)
% 5 o i = L 67,8,9,10)
ns, =5 @3- (11,12,13,14,15) _
Rn= {(3,7) 5 (1.8), (5,9), (13 14)}

Rys. 9,10, Sposéb generowania zmian kolejnodci wykonywania
operacji dla ustalonego przydziatu /zaznaczono
mozliwe przeniesienia operacji — > — oraz
relacje Q/un —t [

zbiorami kandydatéw sa, odpowiednio z. {1} E31 = {1, 2}

1 2 2
;NG 5 SR SRS e T Eﬂg p, B2 {91,;_, = {11},
E33 = ¥ » {11,12} : E?f p. Bedziemy dazyli do wyboru takiej
operac,]i, ktérej przesuniecie wygeneruje nastepnik najbardzie]j
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perspektywiczuny /posiadajgecy najmniejsze dolne ograniczenie/
W celu oceny kanydatéw wprowadzona zostara wielkoéé LB (i 8)

5 (1,0 )= w(GPAR )< 1. (1)(31 (s 5P, 32,
* Ty (Spe p(3)s @0 AP »“upﬂp) | (9.85)

cdzie W(uP, AP ) - wartodé problemu Lagrange’a w wgile 1 /z usta-
lonym przydziatem pM/, I‘i*p(i\(s;’ m(i), @2, AP )= vartosé czgécio-
wego problemu Lagrange’a oraz

L;].LQi)z(S;’ ML), 2y N2 ) =a \ min I’iMfl 61, p bl) S, 'ip)
iy.{il piu(i)é 3r 1,41(1; ip(d) 9.86)

Wartosci a (i)’ " (1) 33 odpowiednio najwczesniejszym momentem

rozboczecia p najpozniejs7ym momentem zakonczenia operacji i

w permutacji f) otrzymanej z T przez przesunig¢cie operacji i-tej

na pozycje s-ta w ﬂﬂt’i . Wartosdé LB (,s) jest wyznaczona dla

ostatniej iteracji procedury subgradientowej w wezZle *x, s nastep~

nie zaokraglana "w gdre" do na,jbliz‘_szej liczby cazkowitej.

9-6. AlgorEEm

Niech IT1. .‘[T2 bedg danymi liczbami iteracji procedury
subgradientowej, zas 3° danym skalarem, Niech ﬁ/wz, ITun Tun
Aun 5 dmun bedg odpowiednio ustalong relacja, liczba iteracji
testu, wartodciami zmiennych dualnych, skalarem w weZle drzewa
rozwigzan odpowiadajgcym przydziaowi F i wektorowi permutacji T,

( “sTarr | )
T

Ri=h y Runt=RT  ITyonm:=IT4 NF g ITpm:=IT ,(p;é}u
R 5’;’;:&" UBt=00 Vis{u® E:=g H:=(V,ES 3 pnt= 1O
b - 1

o |
i

wyznacz wartoéé dolnego ograzniczenia LB
algorytmem z rys. 9.9

: i
u,_m..up, A —lp
XuJ't —K ’ D'IT}U!

O o
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i

wyznacz zbiory kandydatdw E
i=1,2,...,n zgodnie 2z (9.827

v

. wyznacz §1 C(dla danego )
algorytmem heurystycznym

L]

oblicz wertosé rozwigzania

dla kazdego keh iel oblicz
7. Rl £ 9§ zgodnle z (9.83%
.|
VX
ieN
N i i

wg wzoru (9.20)-(9.23)oraz
wyznacz bloki maksymalne
Y

wyznacz zbiory kandydatdw E o

zgodnie z (9.84)

i |

|

!

zna;dz : k takie, ze
IB"(1%k )- min min & LB "1,k)
i€N k€Ey
tﬁ
s Dl | &
Ep =Ep - {K]}

1B “(1. k> UB

a4 N

: 1

N

A Vi=VU{ 2}

_§BU{1}
(iﬂzk

H=(V,E)

E:=E U{<u,D)

]|

el

m M’
ey
:
i

=1

Cpf‘

o=

k
N

-

o
0

wyznacz LB(i,e) dla
kazdego 1i€Egq se=2,3,...,n

k=1,2,...,m zgodnie z (9.85)

——

f‘
Li} kﬂj. LSK 3

LB (1 s ) =min IB'(i,s)

g n%%“- {19

k=4 S=2
N T
1] p—— L
znagaz 1 g takie, 2e

u{1*)

- e e
\
={11°}
T N
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®

@
@ Vl%:= l;-l‘(E) o= (E)
E = E- {{%,1) E=E-{¢x,m)}
V=Y- i}k } Y=V: ST}
@ H =(&,V) H=(E,V)
€ =t , B0n By | [Bmiy, ¥=3
U =Uun , B Aun c;u,u.t-—ﬂ.ot
f = ¥emn 5”=Kﬁa “
1 Tit=
M=
¥
A i@’
z N
S N » - =
- ;:: max { jtij_1yi‘ i< 8 € ijk‘}
. L)X
%::%U}t;‘)“ j= {_I}{(l)ﬂ( +1)\1 {L‘-lsl 1}U Q:ﬁ Kk* ('1)

G+ | s<dei__
ﬁk1i+‘)’ .. 'ﬂK‘(S’ 13715;(1', ’JIKI(S‘:'-1) e b ’JTir_‘IlLﬂ‘))

B ==<T[1 ,JTZ;

. 5. s S .
‘l ﬂk,(iﬂ)‘ij_ikﬁj,‘ij_‘k,]gj{rlk‘(;})-( J'[ki(l)‘ 15_{}{*1.‘&3 <8, j#l*MHk*(l)-(

Bis = (M) -+ A1)

aaA I EI< 1 ED]

""‘Hic'-‘-d’?’k"ﬁlfﬂ’“"nm)

V=Vu{B} E:=EU{<fts >}
ﬁ=<§,};> %2 HLJ‘]-::I
SR |

Rys. 9.11, Schemat blokowy algorytmu

9,7. Eksperymenty obliczeniowe

Przedstawiony algorytm zostar zaprogramowany w jezyku ALGOL
1900 i by* testowany na maszynie ODRA 1305,

Implementacja programowa
funkeji kar w postaci g;, (E;)

w, >0, 1€ o, xe

1 Ty)

funkeji kar w postaci g, (E,)
, k€ M
optymalne /dla danego M, T /

>0, i€ N

wy 2

zosta*a zrealizowana przy zatozeniu
=0, E =0; gik('Ei) =00 E, > 0,
I s J € Q oraz przy zaXozeniu

Z 0, £3, (@) = wT ,
Q. W drugim przypadku rozwigzania
wyznaczono algorytmem doktadnym -

= viEi y Yy

y J €
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w przypadku, gdy graf relacji Run byr drzewem oraz algorytmem
przyblizonym - w pozostatych przypadkach. W programie zastosowano
zrelaksowang postaé testu (IB2 ) w celu zmniejszenia nak¥adéw
obliczeniowych algorytmu, Eksperymenty obliczeniowe przeprowadzonoe
na przyktadach, dla ktdérych struktura zostara zaczerpnieta z lite-
ratury, zes dane liczbowe wylosowane, Uzyskane wyniki przedstawio-
no na rys. 9.12 - 9,13.

-

& ks
) T m )i o
= e
o ek e s - B 5
. L ¥ 5
3

)
10,
-
fo
P ) 3
By |

L - i

Rys.9.12. Przyktady obliczeniowe. (a) problem nlalJ T mkzt,

r >0 R‘I‘]Ew C¢ [711(0) provlem n|m)J, T3, m 21, T30,
k

RT|Z.V-i Ti[3], (¢) problem n|m\J,T= 1,mw21,HT|z', vih.i+wiTi

3] .Przykiady rozszewmono przyjmujgc losowe wartosci

cad o
b 3 = € €
ri z przedziaiu [o ;eﬁl ] gdzie Py mi?Jp s 160", Jc0,

losowg ~ wartosci di [O,ijiv] oraz W, [1,5].
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(B) W(a)
o 3 o e + e+t e
$=0n, WS e T B2 _wan RV
L + + ’
. + " o »»
+ - -+ + + -+ o o »x
m - - " ‘..01 » .
+ ; e
»
& R
b 4
50 |- X
x
; X
et = + - .
0 20 25
“’1"4 W(d,3 )
A4
+ ++++’++:,‘;I;;€
4000+ s it i
R, ’ " o
& +
+ o X o
+ s ¥ 01 o 3-20
¥ x
wq. x b3
*
4 »
—_——— % v - -5
40 rZi 26
(c)
przykzad l. wgzXdw 1. iter. testu czas obl. [S]ODRA 1305
a, m;{_=4 2 31 109
a, zuj_’;=2 1 28 142
8, m§=3 : 4 28 193
b 1 28 208
c o} 49 * .. 600

Rys. 9.13. Wyniki obliczen. (a)wartosé LB3 w przykiadzie a,
(b) wartosé LB3 w problemie b,(c)wyniki obliczed.
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9.8, Uwagi i wnioski

7 analizy pracy algorytmu wynika, Ze procedura wyznaczania
wartodci dolnego ograniczenia "preferuje®™ speinienie ograniczen
zwigzanych z relacjg \ggn w stosunku do ograniczen przepustowodci
maszyn, Jest to korzystne, bowiem mozliwe jest stosunkowo szybkie
znalezienie rozwigzania dopuszczalnego. Nalezy zauwazyé, Ze
uwzglednienie mozliwosci alternatywnych przydziardéw operacji do
magszyn tylko nieznacznie zwiekszyio zXozonodé algorytmu problemm
Lagrange’a przy jednoczesnym uzyskaniu korzystniejezych wynikéw
obliczeniowych dolnego ograniczenia/ rys.9.1/. We wszystkich
badanych przykradach zaobserwowano znaczny spadek wartosci funkeji
celu w stosunku do wartosci IB w korzeniu drzewa rozwigzan,
Wartoéé dolnego ograniczenia wahato sie w granicach 50 - 80 %
najlepszego znalezionego rozwigzania, Dalszg poprawe wynikow
mozna by osiggngé poprzez zwigkszenie naktaddw obliczeniowych
algorytmu. Jest to bezpodrednio zwigzane ze warostem nakraddw
obliczeniowych procedury dolnego ograniczenia, ktdéra zajmuje
ponad 80 % czasu dzia*ania catrego algorytmu. Eksperymenty oblicze-
niowe wskazujg na mozliwosé praktycznego zastosowania przedstawio-
nego algorytmu do rozwigzywania éredniego rozmiaru /rzedu n = 20/,
Rozwigzywanie zagadniedl o wigkszym rozmiarze wymaga dalszych
badan wtasnodci algorytmu pod katem zmniejszenia nakZaddéw oblicze-~

niowych.

10, ZASTOSOWANIA

A, Planowanie operatywne w ZPREf Rozwazany jest przykzad problemu
optymalizacji procesu produkecyjnego w Zakradach Remontowych Ener-
getyki., Wyrobami 1 pé¥wyrobami sz w tym przypadku pojedyncze elemen-
ty /czedei skradowe turbin, silnikéw, pradnie, generatordw, regula-
toréw lub ich partie, Niekstére z tych elementdéw to wirniki i Xopat-
ki turbin, wirniki generatoréw, silnikdéw i prgdnic, obudowy silnikéw

* opracowano na podstawie kart technologicznych z ZPRE Wroclaw[2ﬂ



180

i pradnic wykonywane w ramach napraw podzespoxdéw energetycznych
lub produkcji roboczej. W ogélnym przypadku elementy te sa réine,
Wydziat ZPRE ma gniazdowa strukture usytuowania agregatdéw techno-
logicznych, Kazde gniazdo sk*ada sig¢ z jednej 1lub kilku maszyn

o tym samym przeznaczeniu, Podstawowymi maszynami na wydziale sg:
frezarki, tokarki, heblarki, wiertarki, szlifierki., Niektdére
spoérdéd maszyn tego samego typu sg przeznaczone do prac specjali-
zowanych /np. tokarki karuzelowe do toczenia duzych elementéw
turbin i generatordéw, frezarki do frezowania *opatek turbin,
heblarki do rowkowania wirnikdéw/ sg wiec faktycznie rdézne,
Pozostaxe maszyny tego samego typu sa identyczne funkcjonalnie
/zamienne/ lecz o réznej szybkodci dziarania, Na wydziale oprdcz
agregatdéw wystepujag stanowiska zwojowania silnikéw i generatoridw,
montazu, kontroli i testowania oraz ekspedycji. Proces produkcyjny
odznacza sie "przeptywem" poszczegdlnych elementdéw przez agregaty
technologiczne, Elementy te poddaje sie operacjom obrdébki na
kolejnych agregatach technologicznych, Czasy trwania poszczegdlnych
operacji sg znane i tdzne dla réznych operacji i agregatidw,

W ogdlnym przypadku kazdy z elementdéw przepiywa przez agregaty

w réznym porzadku technologicznym, Porzgdek wykonywania operacji
dla poszczegdlnych elementdw jest zadany w postaci cyklograméw,
Na rys, 10.1 przedstawiono cyklogram obrdbki

wirnika generatora mazej mocy.

" |toczenie
41 ;
My - ]ule;gen;e
My | Xobkowanie
] i ie
::- towanie
Mg 4 ekspedycja
Hr-
- .

Rys. 10.1, Przyk*adowy cyklogram obrdébki wirnika generatora
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Kazdy z elementéw jest dostepny do obrdébki w terminie Ty
ktéry odpowiada terminowi przekazania odpowiedniego podzespoiu
do remontu w ZPRE,
Dodatkowo wystepuje wymaganie zwrotu wyremontowanegoe podzesporu
w terminie d,. Przekroczenie terminu d; powoduje straty zwiazane
Zz wytgczeniem remontowanego podzespoiu z ruchu i eksploatacji.
Wielkosé strat w ogdélnym przypadku jest rézna dla réznych podzespo-
¥ 6w,
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Rys. 10.2. Fragment zadania produkcyjnego w ZFRE.
Podano czas realizacji operacji w minutach.

Zwykle w praktyce przyjmuje sie¢, ze kazdy 2z obrabianych
elementdéw jest dostepny nie .czesniej niz w teraminie T
W o0gdélnym przypadiku mozliwe jest jednak wczesniejsze niz zapla-
nosano wyigczenie podzespoiu 2z eksploatacji i przekazanie go
do remontu. Konsexwencjg takiego. sposobu postgpowania bgdg
dodatkowe straty, ktére nalezy poniesc¢. Jednakze w globalnym
rachunku ekonomicznym moze to byé optacalne, bowiem skrdcony
zostanie termin oddania innych podzespoirdw do eksploatacji
po rewoncie. Pedejscie tego rodzaju jest stosowane w energetyce,
gdzie realizacja remontdéw i zmiany w instalacji sg wykony~&ane
w okresie najwiekszego spadku poboru mocy /maj-wrzesien/.
Problexn minimalizacji catkowitych strat okreslonych powyzej ,
mozna sformutowac jako problem njm|J, 721 ,mff)‘\ , RT3 h,

i rozwigzaé przy pomocy algorytmu z rozdz. 9.6.
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B, Realizacja inwestycji. Realizacja inwestycji jest rozumiana
jako planowanie czynnosci zadania inwestycyjnego sktadajscego
si¢ z niepodzielnych podzadar realizowanych przez poszczegdl-
nych podwykonawcow, Charakterystycznymi cechami zadania inwesty-
cyjnego sg: mozliwodéé alternatywnego wyboru podwykonawcdw, rdézne
terminy gotowoéci podwykonawecdéw do rozpoczecia realizacji pod-
zadar, brak synchronizacji dostaw podzespoXdw i elementiw
montowanych o obiekcie inwestycyjnym, narzucone terminy zakon-
czenia realizacji poszczegdlnych podzadan, mozliwosé przyspie-
szenia realizacji podzadan kosztem zwiekszenia nak¥addéw finanso-
wych, Brak synchronizacji dostaw podzespoxzdw i elementdéw powodu-
ja powstawanie kosztdéw zwigzanych z Zgdaniem dostawy wczesniej
niz to wynika z umownego terminu /koszt dodatkowej ekspedycji/.
Caxkowite koszty zwigzane z realizacjg pojedynczego podzadania
mozna przedstawié nastepujaco /rys. 10.3/:

(d)
@l ©

e)
o) ;

N

/ t.-

Rys.{10.3 . Funkcje kosztu realizacji podzadania inwestycyjne-
| go; (a) - (¢) - koszty przyspieszed , (d) - (e) -
- koszty opdZnien

(a) przyspieszenie realizacji i-tego podzadania inwestycyjnego
o wartoéci E; w stosunku do ustalonego terminu Ty Wymaga
poniesienia kosrtéw pik(E ) na skrécenie czasdéw trwania czyn-
nosci przygotowawczych oraz podzadand poprzedzajacych podzadanie
i-te,

(v) przyspieszenie ekspedycji /dodatkowa ekspedycja/ elementdéw mon-
towanych w i-tym podzadaniu o wartosdci Ei w stosunku do
ustalonego terminu dostawy Ty Wymaga poniesienia kosztow

11{(E )
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(¢ ) niemozliwe jest przyspieszenie rozpoczecia realizacji -tego
podzadania, bowiem k-ty podwykonawca nie zapewnia wejdécia na
obiekt inwestycyjny w terminie wczedniejszym niz Tig » tzn,
gzk(Ei‘)n 0, gdy Ei = O oraz ggk(Ei) = M, Ei:* O, w przypad-
ku, gdy podwykonawca zgadza si¢ przyspieszyé swoje wejsdcie na
obiekt za cene gik(Ei) to postaé funkeji kosztu jest jak
w (a),

(d) spéénienia realizacji i-tego podzadania o wartoéci T; w stosun-
ku do ustalonego terminu dik wymaga dodatkowych nak¥addéw na
utrzymanie na placu budowy sprzetu i elementdéw wykorzystywa-
nych w innych podzadaniach,

(e) uzycie kapitaréw, sprzetu i materiatdéw wymaga poniesienia
kosztu proporcjonalnego do czasu trwania catrego zadania
inwestycyjinego.

Realizacja inwestycji polega na okresleniu takiego przydziaXu
podzadar inwestycyjnych podwykonawcom oraz okresleniu takie]
kolejnosci realizacji podzadari przez podwykonawcdw, aby carkowity
koszt zwigzany z realizacjg inwestycji byZz minimalny, Problem ten
mozna sformutowaé jako rozwazany w pracy problem nIm]J, ;i P
mﬁ =1, BT Iz:hi i rozwigzaé przy pomocy algorytmu z rozdz,., 9,6.

11, ZAKORCZENIE

Rozwazania przedstawione w pracy koncentrowazy sie wokox
zagadnied szeregowania o duzym stopniu ogdélnogci. Sformuzowano
zbadano wrasnoséci i rozwigzano 4 nowe problemy szeregowania,
Rozwagzano i zanalizowano alternatywne metody rozwigzania postawio-
nych zagadnien, Skonstruowano algorytmy rozwigzania bedace podsta-
wa oprogramowania uzytkowego w systemach komputerowych optymalizu-
jacych przebieg procesu produkcyjnego., Zbadano podstawowe wXasnos-
ci numeryczne zaproponowanych algorytméw na szeregu przykZadach
obliczeniowych, Oceniono zXozonoéé obliczeniowg poszczegdlnych
krokéw algorytméw, Wyniki przeprowadzonych bada¥ wskazaky na:

(a) mozliwoéé zastosowania podanych algorytméw w systemach
uwarunkowanych czasowo; jest to realizowane poprzez przyjecie,
ze na kazdym etapie obliczed istnieje rozwigzanie dopuszczalne
/najlepsze dotychezas znalezione/, ktére w przypadku przerwa-
nia obliczend mozna uznaé za rozwigzanie suboptymalne,
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(b) mozliwoéé polaczenia korzystnych wrasnosci algorytméw przybli-
sonych /heurystycznych/ i dokadnych; rozwigzanie poczatkowe
jest wyznaczone szybkg metoda heurystyczna a naste¢pnie popra=-
wiane algorytmem dokZadnym,

(¢ ) przewage zastosowanych metod rozwigzywania w stosunku do
alternatywnych metod rozwigzywania zagadnienn tego typu; w
szczegdlnodcl rozwigzanie optymalne lub bliskie optymalnemu
znajduje sie stosunkowo szybko, zas liczba wszystkich wezidw
w drzewie rozwigzand jest rdwna liczbie wezZdw wiszacych w
drzewie rozwigzan algorytméw tego typu rozwazanych w literatu-
rze, co w o0gdlnym przypadku przyspiesza otrzymanie rozwigza-
nia optymalnego.

Podane wrasnosci umozliwiajg wykorzystanie w wiekszosci
komputerowych systemdéw sterowania procesami produkcyjnymi.

Rozwazane w pracy problemy sg znacznie ogdlniejsze niz proble-
my szeregowania uwzgledniane do tej pory w literaturze, stad tez
konstrukecja algorytméw mozliwych do praktycznego wykorzystania jest
problemem szczegdlnie trudnym, Wszystkie rozwazone zagadnienia sa
silnie NP-zupeine i nie ma aktualnie mozliwosci skonstruowania dla
nich algorytméw wielomianowych, Uwzgledniajac powyzsze uzyskane -
wyniki obliczeniowe, dla najbardziej zXozonych problemdw, trudno
uznaé. za w peini zadawalajgce. W tej sytuacji wydaje sie uzasad-
nionym prowadzenie dalszych badanr nad wkasnosciami podanych proble-
méw w celu poprawy efektywnosci i zmniejszenia nakiadéw obliczenio-
wych algorytmdw,

Rozwazanie w pracy dotyczg zagadnien tasmowych z kryterium
fmax i hmax oraz zagadnienia gniazdowego z réwnoleg¥ymi maszynami
i kryterium Z:hi. Analogiczne rozwazania mozna przeprowadzié dla
innych typéw probleméw szeregowania i przyjetych postaci funkeji
kryterialnych, W pracy zawarto szereg sugestii dotyczacych realiza-
cji tych uogélnied w przypadku problemdéw minimaksowych. Poczgtkiem
zrealizowanych uogdlnied jest zagadnienie przedstawione w pracy
-[45] , w ktérego opracowaniu autor uczestniczyz.

Ze wzgledu na brak miejsca nie by*o mozliwe umieszczenie w
pracy szeregu wynikdéw dotyczacych przeprowadzonych przez autora
badar oraz skonstruowanych algorytméw, W szczegdlnodci brak miejs-
ca nie pozwoli} na szersze oméwienie alternatywnych strategii
przegladania drzewa rozwigzad i podziatu wezxdw oraz modyfikacji
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metod wyznaczania dolnych ograniczer, Nie zamieszczono réwniez
szeregu szczegdidéw zwigzanych z implementacja programows podanych
algorytméw, uwazanych bardziej za strone technieczng niZ naukows
problemu, Jednakze w przypadku problemdéw NP-zupeXnych zrealizowanie
"dobrej implementacji" jest problemem nietrywialnym, bowiem od
przyjetego sposobu realizacji algorytmu zalezy faktyczna kolcowa
ocena jego jakosSci i praktycznej przydatnosci /np. realizacja
algorytmu z rozdz, 9 wymaga zorganizowania funkcjonowania 5 réz-
nych algorytméw dziaZzajacych na obszarze pamieci o zXoZonej struk-
turze adresacji/. W konsekwencji rozwigzania zaprezentowane w pracy
sa jedynie fragmentem wszystkich rozwazar prowadzonych przez autora
i reprezentuja aktualnie "najlepsze" rezultaty wyronione w szeregu

dyskusji i badanr.
Dalszym istotnym kierunkiem badan jest uogélnienie wspomnia-

nych zagadnied na przypadek uwzglednienia innych rodzajdéw kosztéw
[92] , przypadek istnienia dodatkowych zasobdw i/lub uwzglednie-

nia probabilistycznego opisu zmiennych problemu.

Serdecznie dziekuje promotorowi, doc. dr hab, inz, Jézefowi

Grabowskiemu za pomoc i cenne uwagi,

mgr inz, Czestaw Smutnicki

Raport wpiynar do Redakeji
styczern 1981
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