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Wykaz ważniejszych oznaczeń

[B] - macierz odkształceń

[c] - macierz tłumienia

C - prędkość dźwięku

Cs- prędkość dźwięku dla modu synfazowego drgań

- prędkość dźwięku dla modu quasisynfazowego drgań

Ca- prędkość dźwięku dla modu antyfazowego drgań 

jb] - macierz naprężeń 

^2- indukcja elektryczna

E - moduł Younga

E6 - moduł Younga dla modu synfazowego drgań

Eq- moduł Younga dla modu quasisynfazowego drgań

Ea- moduł Younga dla modu antyfazowego drgań

Ez- pole elektryczne w kierunku osi Z

[e]- wektor piezoelektryczny naprężenia

F - siła

f - częstotliwość

G - moduł ścinania

He- energia elektrostatyczna

h - grubość

- wskaźnik

Jj - wskaźnik

Jo - funkcja Bessla 1-go rodzaju rzędu zerowego

J4 - funkcja Bessla 1-go rodzaju rzędu pierwszego 

K,k- wskaźnik

[k] - macierz sztywności 

k - przesuwność jednostkowa

I - długość
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c£- funkcja Lagrange's

[MJ- macierz mas 

m - liczba

[nJ- macierz funkcji kształtu 

n - liczba

R,r - promień

Rg- współrzędna R środka ciężkości elementu

T - energia kinetyczna 

t - czas

U - składowa pozioma przemieszczenia (patrz również

V - objętość

V - prędkość

V - składowa pionowa przemieszczenia patrz również Sz 

W - praca sił zewnętrznych

Yo- funkcja Bessla drugiego rodzaju rzędu zerowego

Yi - funkcja Bessla drugiego rodzaju rzędu pierwszego

ZE- współrzędna Z środka ciężkości elementu 

y- odkształcenie postaciowe 

foy^z, Y"yz~ składowe odkształcenia postaciowego we współ 

rzędnych prostokątnych

S - przemieszczenie

składowa pozioma przemieszczenia

Sz- składowa pionowa przemieszczenia 

przenikalność dielektryczna

£ - odkształcenie

Cx,£yjEz - wydłużenie jednostkowe w kierunku x, y, z

0 - współrzędna walcowa

- energia odkształcenia

X - długość fali
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'J - współczynnik Poissone'a

TT- całkowita energia potencjalna

- gęstość

G - naprężenie

T - naprężenie styczne

” sl<ł3^0we styczne naprężenia we współrzędnych 

prostokątnych

^re^SZ ^rz “ składowe styczne naprężenia we współrzędnych 

walcowych

- energia potencjalna sił zewnętrznych

UJ - pulsacja
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1. WSTĘP

W technice ultradźwiękowej do wytwarzania drgań o średnich 

i dużych amplitudach stosowane sę powszechnie dwa rodzaje prze­

tworników : magnetostrykacyjne i piezoceramiczne . Maksymalne ampli 

tudy drgań dla przetworników magnetostryk^-cyjnych s? ograniczone 

m.in. przez nieliniowość efektu .magnetostrykacyjnego, natomiast 

dla przetworników piezoceramicznych - głównie przez małę wytrzy­

małość materiału aktywnego.

Jednym ze sposobów podwyższania granicznej amplitudy drgań 

jest stosowanie specjalnych konstrukcji źródeł promieniujęcych. 

E.Mori i K.Ito w 1963 r. na VI Międzynarodowym Kongresie Akustyki 

w Tokio [31] zaproponowali trzy systemy rezonansowe o konwersji 

kierunku drgań w postaci: układu dwóch prętów wzajemnie prosto­

padłych, majęcych wspólnę część centraln?: układu dysk-pręt, w 

którym dysk jest odpowiednio nasadzony na pręt i układu pręt - 

płytka sześciokątna, w którym pręt jest umieszczony w środku geo­

metrycznym płytki.

Na kolejnym VII Międzynarodowym Kongresie Akustyki w Budapeszcie 

w 1971 r. [17] ci sami autorzy zaproponowali czwarty system - 

układ trzech prętów wzajemnie prostopadłych, połączonych z sobę 

w połowie ich długości. W tych czterech systemach rezonansowych 

mogę zachodzić 3 typy konwersji kierunku drgań: konwersja drgań 

podłużnych w prostopadłe do nich drgania podłużne, konwersja 

drgań podłużnych w prostopadłe do nich drgania radialne i konwer­

sja drgań radialnych w prostopadłe do nich drgania podłużne. W za­

leżności od rodzaju konwersji przyjęto nazywać te rezonatory jako 

rezonatory o konwersji typu L-L (ang:longitudinal - longitudinal), 

typu L-L-L (longitudinal - longitudinal - longitudinal) , typu 

R-L (radial - longitudinal) i typu L-R (longitudinal - radial) ,
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Dotychczasowe, konwencjonalne źródła drgań podłużnych lub 

radialnych były "jednowymiarowe"; w praktyce wykorzystywane były 

będź drgania podłużne (np. głowice defektoskopowe, przetworniki 

złożone typu "sandwich", przetworniki magnetostrykcyjne stosowa­

ne np. w zgrzewarkach, drężarkach ultradźwiękowych, i.t.p.) , 

będź drgania radialne (np. przetworniki w urządzeniach hydrolo- 

kacyjnych) . Wydaje się, że duże znaczenie praktyczne może mieć 

przesyłanie energii ultradźwiękowej z jednego kierunku na inny, 

a także zdolność koncentrowania energii przez łączenie kilku 

konwerterów lub dzielenie energii z jednego źródła poprzez kon­

werter do kilku obciężeń.

Istnieje bogata literatura dotycząca analizy drgań różnego 

typu rezonatorów; ważniejsze pozycje to m.in. prace R .E .D.Bishopa, 

G ,M ,L.Gladwella, S .Michaelsona, D.C.Johnsona £1] , [ 2] , J.P.Den 

Hertoga [4],M.R.Redwooda [5] , S.Kaliskiego [25] , I .Małeckiego 

[29] , J.N.Mc Dufta,J.R.Curreri [30] , E.Skudrzyka [45] , Z. Mysz­

kowskiego [47] . Natomiast literatura poświęcona zagadnieniu re­

zonatorów o konwersji kierunku drgań jest stosunkowo nieliczna. 

Poza wspomnianymi już autorami K.Ito i E.Mori [16] , [17],[1b] 
[19], [20]. [21]. [22], [31] zagadnieniem tym szerzej zajmowała się 

również Lwowskaja w pracy [23] , Powołockaja w pracach [34] , [35] , 

[36] , a także Y.Morihiro i S.Nemoto w pracach [32] [33] wskazujęc 

na możliwość wykorzystania innych typów konwersji drgań (np. kon­

wersja drgań podłużnych w drgania skrętne, konwersja drgań gię- 

tnych w drgania skrętne). Inne doniesienia na ten temat dotyczę 

prób praktycznego wykorzystania tego typu rezonatorów (w.N.Ginin„ 

A.W.Starnow-Witkowskij - patent [6] , J.Golanowski - patenty [12^
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Celem poznawczym niniejszej pracy jest zbadanie zachowania 

się rezonatora o konwersji kierunku drgań typu R-L bez koniecz­

ności ograniczenia jego rozmiarów. Do analizy drgań zastosowano 

jedną z nowszych metod obliczeniowych, która w ostatnich latach 

znajduje coraz szersze zastosowanie - metodę elementów skończo­

nych. W literaturze światowej powszechnie przyjął się skrót 

FEM - od ang. Finite Elements Method . 

Podstawy matematyczne tej metody zostały opublikowane po raz 

pierwszy przez M.D.Turnera i jego zespół w 1956 r w pracy [44] . 

Pewne usystematyzowanie zagadnień występujących w tej metodzie 

można znaleźć m.in. w pracach G.Stranga i G.D.Fixa [39] , O.S. 

Przemienieckiego [37] , a zwłaszcza w pracy 0,C.Zienkiewicza 

[46] , który przedstawił ogólną koncepcję metody z jednoczesnym 

jej rozwinięciem i podaniem wielu praktycznych przykładów zasto­

sowań. Gwałtowny rozwój FEM przypada na lata 60-te i jest zwią­

zany z powszechnym stosowaniem elektronicznych maszyn cyfrowych. 

Szerokie wprowadzenie do techniki obliczeniowej rachunku macie­

rzowego pozwoliło na zwięzły opis operacji i ich łatwe programo­

wanie. Opracowano wiele efektywnych algorytmów i programów dla 

maszyn cyfrowych, zwłaszcza do rozwiązywania powierzchniowych 

układów ciągłych jak płyty, powłoki, a także do analizy wytrzy­

małościowej konstrukcji prętowych, prętowo-powołokowych, i.t.p,. 

Duże znaczenie ma ta metoda w mechanice górotworu, mechanice 

budowli, w technice wojskowej, zwłaszcza lotniczej i kosmicznej. 

W Polsce najpoważniejsze prace w zakresie FEM prowadzone są pod 

kierunkiem prof. D.Szmeltera [40] , [41] , [42] w Wojskowej Akademia 

Technicznej w Warszawie, gdzie opracowuje się głównie systemy 

do obliczeń statycznych konstrukcji. Warto też wspomnieć, że 

w ostatnich latach powstała odmiana metody elementów skończonych ~ 

metoda sztywnych elementów skończonych przedstawiona w pracy
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□ .Kruszewskiego i innych [26j , która znalazła zastosowanie głów­

nie do obliczeń drgań własnych różnych elementów konstrukcji ok­

rętowych .

Metoda elementów skończonych jest uogólnieniem rachunku róż­

nic skończonych (met. Rayleigha - Rietza) z tym , że jej zakres 

zastosowań jest znacznie większy ze względu na możliwość stosowa­

nia w obszarze cięgłym dowolnej gęstości podziału na elementy 

(w zależności od potrzeb) .. Pozwala to na dokładne śledzenie 

efektów zaburzeń lokalnych w dowolnie wybranych fragmentach ob­

szaru. Ideę tej metody jest podział obszaru cięgłego posiadają­

cego nieskończony liczbę stopni swobody na podobszary, w których 

wyodrębnia się określony i skończony liczbę stopni swobody. 

Wykazanie przydatności metody elementów skończonych w analizie 

zachowania się rezonatorów o konwersji kierunku drgań jest podsta­

wowy tezy tej pracy.

Celem użytkowym niniejszej pracy jest opracowanie programu dla 

EMC dla układu osiowo-symetrycznego, pozwalającego na rozpatrywa­

nie różnych postaci drgań w zależności od założonych warunków 

brzegowych (sposobu likwidowania stopni swobody układu). 

Przedstawiona w pracy nowoczesna metoda analizy systemów rezonan­

sowych o konwersji kierunku drgań na przykładzie rezonatora 

o konwersji typu R-L pozwala na otrzymanie pełniejszych infor­

macji dotyczących zachowania się tego typu rezonatorów. Wykorzys­

tanie uzyskanych z jej pomoc? wyników powinno przyczynić się do 

szerszego stosowania takich rezonatorów w praktyce. 

Określajęc zakres niniejszej pracy autor był świadom faktu, że 

wnosi skromny - lecz na miarę ograniczonych sił i posiadanych 

środków - wkład w teoretyczne opanowanie zagadnienia analizy 

zachowania się rezonatorów o konwersji kierunku drgań nad któ­

rym pracuje nieliczne do tej pory grono badaczy.
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1.1. Układ pracy.

Praca składa się z 7 rozdziałów. W rozdziale drugim omówiono 

poszczególne podstawowe typy rezonatorów o konwersji kierunku 

drgań z podaniem równań końcowych umożliwiających proste oblicza­

nie rezonatorów. Równania te zostały wyprowadzone przez K.Ito 

i E.Mori, którzy przeprowadzali analizę drgań w oparciu o zastęp­

czy moduł sprężystości podłużnej części centralnej konwertera. 

W rozdziale trzecim uzasadniono wybór typu rezonatora do analizy 

oraz zawarto uwagi dotyczęce metody zastosowanej do obliczeń. 

Rozdział czwarty zawiera opis istoty metody elementów skończo­

nych oraz rozważanie rezonatora o konwersji kierunku drgań typu 

R-L jako przypadek ciała o osiowo-symetrycznym stanie naprężenia 

i odkształcenia. Wychodzęc z zasady prac wirtualnych przedysku­

towano warunki brzegowe (stopnie swobody układu) . Przedstawiono 

sposób rozwiązywania zagadnień dynamicznych za pomoc? tej metody 

z podaniem numerycznego rozwięzywania równania wartości własnej. 

Podano algorytm obliczeń, który stanowił podstawę do opracowania 

programu.

Rozdział pięty zawiera wyniki obliczeń. Uzasadniono zaproponowa­

ny przez autora sposób podziału na elementy ze względu na dokład­

ność obliczeń. Przedstawiono wyniki obliczeń dla konwertera typu 

R-L jednorodnego i niejednorodnego.

Przedyskutowano wpływ stałych materiałowych na charakterystykę 

różnicy częstotliwości dla modu współfazowego i przeciwfazowego 

drgań w funkcji długości rezonatora prętowego dla konwertera nie­

jednorodnego .

Kolejny rozdział zawiera analizę otrzymanych wyników oraz podsta­

wowe wnioski. W oparciu o otrzymane wyniki sformułowano kryteria 

zestrojenia rezonator? typu R-L,

Rozdział siódmy stanowi zakończenie pracy.
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2. TYPY REZONATORÓW O KONWERSJI KIERUNKU DRGA$

□ak wspomniano na wstępie rozróżnia się 4 podstawowe typy 

rezonatorów o konwersji kierunku drgań; przedstawiono je na

Rys. 1. Typy rezonatorów o konwersji kierunku drgań. 
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Przy odpowiednim doborze rozmiarów układy te pozwalaj? otrzymać 

duże amplitudy drgań rezonatora "roboczego" poprzez sumowanie 

energii drgań innych rezonatorów drgających z mał? amplitud? 

( [isj , [35] ) . Taki korzystny stosunek amplitud można otrzymać 

na skutek istnienia mechanicznego sprzężenia między poszczegól­

nymi elementami konwertera pobudzanymi z zewnętrz a elementem 

"roboczym" konwertera. Przekazywanie energii z jednego elementu 

rezonansowego do drugiego zachodzi dzięki efektowi Poissone'a 

we wspólnej części tych elementów.

Rezonatory o konwersji kierunku drgań L-L i typu L-L-L 

zawieraj? odpowiednio dwa lub trzy pręty połęczone z sob? w 

węźle drgań. Rezonatory o konwersji typu R-L i typu L-R zawiera- 

j? jeden pręt drgajęcy podłużnie i jeden dysk drgajęcy radialnie, 

które sę również połęczone z sob? w węźle drgań. W dalszej częś­

ci tego rozdziału ograniczymy się do przypadku, gdy rozmiary 

poprzeczne rezonatorów prętowych sę znacznie mniejsze od ich 

rozmiarów podłużnych, a grubość rezonatora radialnego jest o 

wiele mniejsza od jego średnicy; wtedy element wspólny /część 

sprzęgająca/ rezonatora można rozpatrywać jako umieszczony 

w quasistatycznych warunkach ze środkiem znajdującym się w spo­

czynku .
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2.1. Rezonator o konwersji kierunku drgań typu L-L

Konwerter typu L-L zawiera dwa wzdłużnie drgajęce pręty 

o długości równej pół długości fali. Pręty te połęczone sę 

z sobę w węzłach drgań. Taki układ ma dwie częstotliwości re­

zonansowe, które zależę od tego czy powierzchnie krańcowe 

X,X,Y,Y drgaję w fazie czy też w przeciwf azie. Drgania 

współfazowe /synfazowe/ występuję wówczas, gdy wszystkie po­

wierzchnie krańcowe w tym samym momencie maję taki sam kierunek 

wychylenia, natomiast przy drganiach przeciwfazowych /antyfa- 

zowych/ powierzchnie krańcowe jednego rezonatora /pręta/ wyko­

nuję ruch np. na zewnętrz5podczas gdy powierzchnie krańcowe 

drugiego rezonatora wykonuję ruch do wewnętrz. Obrazuję to 

rys. 3a/ i rys. 3b/, na których w sposób poględowy przedstawio­

no mod współfazowy i mod przeciwfazowy drgań. Można łatwo zau-
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ważyć, że istnieje kilka różnych przypadków dla modu współfa- 

zowego drgań zależnych od rodzaju drgań poszczególnych rezonato­

rów długościowych.

a/ mod współfazowy drgań 0/ mod przeciwfazowy drgań

Rys. 3. Mody drgań konwertera typu L-L.

K.Ito i E.Mori w pracy [^13] wyróżniają 3 postacie drgań podłuż­

nych rezonatora prętowego; dla każdej z tych postaci wyznaczyli 

wartości prędkości propagacji fali podłużnej i modułu sprężystoś­

ci podłużnej. Rys. 4 przedstawia trzy mody drgań rezonatora prę-

Rys. 4. Mody drgań rezonatora prętowego, 

a/ mod współfazowy drgań /prędkość - Cs , moduł - Es / 

b/ mod ęuasiwspółf azowy drgań /prędkość - Cq , moduł - Ec}/ 

c/ mod przeciwfazowy drgań / prędkość - Ca , moduł -Ea/

Wyniki pomiarów uzyskane orzez autorów oozwalai- na napisanie
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Cs c^ Ca

ES>E^>Ect (2.1)

Rozważania ograniczymy do przypadku, gdy poprzeczne rozmiary 

rezonatorów prętowych sę znacznie mniejsze od ich rozmiarów 

podłużnych.

Część centralna konwertera /wspólna dla obu rezonatorów/ ma 

kształt sześcianu, którego środek znajduje się w stanie spo­

czynku. W przestrzennym stanie naprężenia, odkształcenia w kie­

runku osi x, y, z można zapisać w postaci ( [43J ) :

gdzie:
Sx- całkowite wydłużenie w kierunku osi x

- wydłużenie w kierunku osi x spowodowane przez 

naprężenie

Eu ” przewężenie /skrócenie/ w kierunku osi x spowodo­

wane przez naprężenie Gy

V - współczynnik Poissone*a

Ex~ moduł sprężystości w kierunku osi x

Podobnie dla E/ y i Ezj «

/VI przypadku liniowego stanu naprężenia, tj. gdy Gy = 0
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Wprowadzając związek między naprężeniem (□ i modułem Younga E 

dla poszczególnych kierunków w postaci:

gdzie :

znak /+/ - odpowiada drganiom współfazowym

znak /-/ - odpowiada drganiom przeciwfazowym

otrzymuje się układ równań więżęcy wielkości Ix^ . lxa /rys.2/ 

z częstotliwości? drgań własnych UJO ( [is] ) :

dla modu współ fazowego:

tg ■ tgkX2l% =

*g • tg k32la2 =

dla modu przeciwfazowego

tg k^ • tg k<2lX2 =

tg ' tgkSxla2 =

gdzie:

k = — *-^0
x5 p. Ir’xs if

kfe- / = 7^8==

1 ?

kx=-^- = =
Cxq 11 -Ła 

1 ?

L/ _ tujo _ IaJo 
ya c ^ya 1

1 1
■ft-n-' I I2-4)

yi-v-n' )

1
^1+i' I (2.5)

1
7l+V-n’

_ U)o '

liSl^n") l (2.6)

t CaJo

n(1-Vn) J

= (2.7)
1L...Ł '
bd+

r
_ ___^0____

\ M
i ^(1 - V n)
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Indeksy "s" i

ky2 =

*2 =

oznaczają odpowiednio nod współfazowy /synfa

zowy/iprzeciwfazowy /antyfazowy/ drgań.

Rozkład prędkości wzdłuż zamion rezonatora jest opisany zależ­

nością:

i — \i . CQS kxtlx2
Vx3 sin k^ sin kXsx4

VX2= \ cos kxJXi ■ cosk^IWgk^-tgk^) (2.10)

Ola modu współfazowego drgań stosunek prędkości powierzchni

krańcowych rezonatorów drgających podłużnie wyraża się następu­

jąco:

VXł _ ~1/ n (1 - 9) Ex ’ cos kjąl^ sin kX5lx4
Vu, V 1 —9 -n ’ Ea cosk^-sink^ (2.11)

Dla modu przeciwfazowego będzie:

VXł _ ]l n(1 + y) ~eT . cos ky^-sin k^
Vyj || Wn Ey cosk^sink^l^ (2,12)

Dobierając odpowiednio rozmiary poszczególnych rezonatorów 

można otrzymać żądaną wartość tego stosunku. Ma to istotne zna­

czenie przy połączeniu kilku rezonatorów /np .kaskadowo/ w celu 

uzyskania podwyższonej amplitudy drgań na wybranych powierzch­

niach krańcowych.
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2.2. Rezonator o konwersji kierunku drgań typu L-L-L,

Konwerter typu L-L-L składa się z trzech wzdłużnie drgających 

prętów o długości równej pół długości fali. Pręty te sę połą­

czone z sob? w węzłach drgań tworząc rezonator, który ma dwie 

częstotliwości rezonansowe odpowiadające dwu modom drgańswspół- 

fazowemu i przeciwfazowemu. Drgania współfazowe, podobnie jar 

w konwerterze L-L występuję wówczas, gdy wszystkie powierzchnie 

krańcowe w danym momencie czasowym znajduję się w tej samej 

fazie. Drgania przeciwfazowe występuję wtedy, gdy powierzchnia 

krańcowe rezonatorów prętowych sę w tej samej fazie na dwóch 

kierunkach drgań, a w przeciwnej fazie na trzecim kierunku. 

Obrazuje to rys. 6. Strzałkami oznaczono fazę drgań z jakę drga 

każda powierzchnia konwertera w rezonansie.
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a/ mod współfazowy drgań b/ mod przeciwfazowy drgań

f?ys.6. Mody drgań konwertera typu L-L-L.

Jak łatwo zauważyć tu również istnieje kilka różnych przypadków 

drgań dla modu współfazowego i przeciwfazowego uzależnionych od 

tego w jaki sposób drgają poszczególne rezonatory.

Zakładając, że część wspólna /środkowa/ konwertera znajduje się 

w przestrzennym stanie naprężenia - odkształcenia w kierunku 

trzech osi x, y, z można przedstawić w następującej postaci:

gdzie:

całkowite wydłużenie w kierunku osi x

wydłużenie w kierunku osi 

naprężenie G"x

skrócenie /przewężenie/ w 

ne przez naprężenie 

skrócenie /przeczenie/ w

ne przez naprężenie

x spowodowane przez

kierunku osi x spowodowa~

kierunku osi x spowudowa-
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Podobnie dla Cg i Cz

Związek między naprężeniem G i modułem Younga E dla kierunku 

x, y, z można zapisać w postaci:

(2.14)
Gx • Gy • Gz = n : 1 : ± m'

gdzie:

m =m dla modu współfazowego drgań 

dla modu przeciwfazowego drgań

Dla modu współfazowego równania więżące rozmiary i częstotli­

wość drgań własnych konwertera maję postać I [19] ) :

dla osi

dla osi

tg krjx,- tgk,2i

tg k,5lS1 • tg k92lg = , —.
U 1 —i)(n+m)

dla osi

gdzie:

x

y

z

tg * tg kz2tZ2 1
j — żLliiil 

m

poza część centralnę dla modu współfazowego drgań

EXs-moduł sprężystości podłużnej części sprzężonej rezonatora

dla modu współfazowego drgań dla kierunku-x
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Dla modu przeciwfazowego równania więżęce rozmiary rezonatora

z częstotliwości? własnę maję postać:

dla osi x :
tg kxA • tg k%^=](l- ilfcml

dla osi y :
*9kiJyA * tgkU2la2 = p-^tn-m) 

dla osi z : --------------------
tg k2 lz • tg kz L =] 14-

a Xq ^4 42 z2 V m

(2.18)

gdzie:

(2.19)

(2.20)

Eq - moduł sprężystości podłużnej części rezonatora, wystają­

cej poza część centralnę dla modu guasiwspółfazowego drge

EXa - moduł sprężystości podłużnej części sprzężonej rezonatora

dla modu przeciwfazowego drgań dla kierunku x

Przedstawione wyżej zależności znacznie się upraszczaj? dla 

przypadku, gdy naprężenia działające wzdłuż osi x, y, z s? sobie 

równe, tj♦ gdy

G, = Ga = ą (2.21) 
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czyli n = m = 1

Wówczas dla modu współ fazowego stałe falowe kx& , kys , kZs 

przyjmuję postać:

k Bs~ kzs— r-—------- > (2.22)

1(1—249
Ola modu przeclwfazowego będzie/dla E^= E/

^k^k^k.^-^r- (2-23)

I 9 natomiast ’ 1

k^,, . (2.24)

Rozkład prędkości wzdłuż ramion rezonatora można wyznaczyć 

z zależności:

\ \ / cos kXŁ lxz - i /łvx,-^x/ sink^lx, smkxsX, (4.25)

\ cos kX2 lx/coskj2x2(1 -f-tg kX2lx/tg kX2x2) (2.2s)

Stosunek prędkości powierzchni krańcowych konwertera można 

wyznaczyć z wyrażenia:

- dla modu współ fazowego drgań

] 1-9( n-m) . coskXŁlXt sin k^., 
Vx5 H n[n-9(1-m)] cosk^sin kx&lXxl (2.27)

Ir * *Vz3 _ [1 mLm-^(l4-n)J . coskXłlxa sin kz^U
VX3 | n[n-^(1+m)] coskZ2lZ2-sin kXsU4

(2.28)
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- dla modu przeciwfazowego

1-9( n+m)_  
n[n-9(H-m)]

cosk^-sink^m 
cosk32ly2-sinkXaL4 (2.29)

COS ky2 lxą‘S! n kzglzz 
cosk^-sink^

(2.30)

Łatwo zauważyć, że dla
0, = 63=G2

tj. gdy m = n = 1 wyrażenie poa pierwiastkiem we wzorach /2.27/, 

/2.2S/, /2.29/ sę równe 1, natomiast ze wzorze /2.30/ człon 

z pierwiastkiem upraszcza się do wielkości "^1 ■+'2S) .
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2.3. Rezonator o konwersji kierunku drgań typu R-L ,

Rys. 7. Konwerter typu R-L.

Konwerter typu R-L składa się z radialnie drgającego dysku i po­

dłużnie drgajęcego pręta. Pręt i dysk sę połęczone z sobę w węz­

łach drgań. Taki układ ma również dwie częstotliwości rezonanso­

we , które zależę od fazy drgań pręta i dysku. Drgania współfazo- 

we występuję wówczas gdy powierzchnie krańcowe pręta i dysku 

w czasie t sę w tej samej fazie, natomiast przy drganiach prze- 

ciwfazowych powierzchnie czołowe pry ta si w fazie przeciwnej
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w stosunku do powierzchni bocznej dysku. Obrazuje to rys. 8

mod przeciwfazowy drgańb/

Rys.8. Mody drgań konwertera typu

Kierunek strzałek pokazuje fazę drgań z jakę drga każda powierz­

chnia konwertera w rezonansie.

K.Ito i E.Mori przedstawili zmierzone wartości

prędkości propagacji fali odkształceń i modułu sprężystości

podłużnej dla pojedynczego pręta i dla dysku, dla modu współfa-

zowego i przeciwfazowego drgań. Dla pręta stalowego / stal

S45C - oznacz.jap./ o rozmiarach /w [mm] / jak na rys. 9 wielkoś

ci te maję następujące wartości: 

50

a/ b/

R-L .

Rys. 9. Mody drgań rezonatora prętowego

a/ mod współfazowy b/ mod przeciwfazowy

C^= 5.15'10 %ek

4 4 •— -ł 
E2s = 4.65-10 [Pal Ez =2.07-10”[Pa



- 28

Dla dysku wykonanego ze stali S45C / oznacz.jap./ o rozmiarach

/w [mm] / jak na rys. 10 wielkości te sę następujące:

Rys. 10. Mody drgań rezonatora radialnego.

a/ mod współfazowy b/ mod przeciffazowy

Crs=7.83 -103[n%ek]

Ers=4.78-10*[Pą|

Cr = 5.35d0>/sek]

Era=2.23-1cT[Pa]

□ak widać dla obu przypadków wartości C i E sę większe dla 

modu współfazowego /patrz nierówność /2.1/ /

Czs>CZa Ez&>EZa
(2.31)

C rs > C rQ E rs > E rg

Oznacza to, że częstotliwość dla modu współfazowego drgań 

będzie większa od częstotliwości drgań dla modu przeciwfazowego. 

Część sprzężeń? /wspólnę dla obu rezonatorów/ konwertera stano­

wi walec, który ulega odkształceniom w kierunku osi z i r;

odkształcenia te można przedstawić w postaci równania:

(2.32)

z 2
gdzie :

całkowite wydłużenie w kierunku osi z

wydłużenie w kierunku osi z spowodowane przez
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9 - skrócenie /przewężenie/ w kierunku osi z spowodowane

przez naprężenie

Podobnie dla Cr

Zwięzek między naprężeniem G i modułem Younga E dla kierunku 

u »» ,
. r i „z można zapisać w postaci!

&_+nŁ. (2-331

Gr ”

gdzie:

znak /+/ - mod współfazowy drgań 

znak /-/ - mod przeciwfazowy drgań

Długość rezonatora prętowego dla modu współfazowego i przeciwfa- 

zowego drgań własnych konwertera można wyznaczyć z równań otrzy­

manych przez K.Ito i E.Mori ( [20] ) : 

dla modu współfazowego

tg k^z, • tg k4z2 = TT-^-r (2.34)

V ' n
gdzie '

i.   GJo   CU o

I S h-iM
k _ GJo (2.35)

—-p=p==i—

II ą J
Ez - moduł sprężystości podłużnej dla kierunku z s
Ez - moduł sprężystości podłużnej części sprzężonej dla 

modu współfazowego drgań dla kierunku z 

dla modu przeciwfazowego:

* 9 kZsZ4 ’ *9 ^z^z = 1 ' (2.36)
| ' t n

gdzia

( 2.37)
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Rozmiary rezonatora dyskowego dla modu współfazowego i przeciw- 

fazowego drgań własnych konwertera można wyznaczyć z równania 

podanego przez K.Ito i E.Mori w pracy [20] :

^r/fo(k2rj -(W)Y<(^

~ Kq) {Kr4Jo(k<r4) - (1 - V) J<( k«q )j

= J k2 r2 Jo(k2 r2) — (1 J„ ( k2r2)J

X [j,( k, rJ-Ł-Ur( Y0(kżr,)-(1-9) Y, (k^)'

(2.38)

gdzie:

-Y (KrJ r<) - (W) rj}

- dla modu współ fazowego:
^2~^rs

E —__ Łcł—
r’ (1-n9)

k^ =: —

IS(1-n9) 

k2 =

(2.39)

- dla modu przeciwfazowego:
Ez — Era

E^=

k< —

Era 
(1+m>)

cOo 
lf_Era . 
k(H-n-V)

(2.40)

'2— ET
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natomiast

Jo- funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzędu zerowego 

funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzędu pierwszego

Yo- funkcja Bessela drugiego rodzaju rzędu zerowego

Y< - funkcja Bessela drugiego rodzaju rzędu pierwszego 

Prędkość drgań powierzchni końcowych konwertera /tzn. powierz­

chni krańcowej rezonatora prętowego i powierzchni na obwodzie 

dysku/ odzwierciedla skuteczność konwersji; stosunek prędkości 

powierzchni krańcowych pręta i dysku można definiować jako współ­

czynnik wzmocnienia amplitudy drgań.

Dla konwertera typu R-L stosunek ten można wyznaczyć z zależnoś­

ci podanej przez K.Ito i E.Mori w pracy [20] I

Vzs _ + nTf(1—if Er/ . sin z^ 1
Vr5 “ 4 f E^ cosz2

* k2r2Y0(k2r2) - (1--9) Y^(k2r2)

~X(k2r/ k2r2J0(k2r2) — (1-9) JJk2rJ (2.41)

gdzie:

znak/+/ - odpowiada współfazowemu modowi drgań, natomi.

znak/-/ - odpowiada przeciwfazowemu modowi drgań
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2.4. Rezonator o konwersji kierunku drgań typu L-R.

Rezonator o konwersji kierunku drgań typu L-R jest iden­

tyczny w budowie z rezonatorem o konwersji kierunku drgań typu 

R-L. 

Wszystkie zależności przedstawione dla rezonatora typu R-L sę 

więc słuszne dla rezonatora typu L-R. Oba typy rezonatorów róż­

nię się jedynie sposobem pobudzenia ich do drgań. O wyborze 

określonego sposobu pobudzenia decyduje ich praktyczne wykorzys 

tanie.
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3. UWAGI DOTYCZĄCE WYBORU TYPU REZONATORA I METODY DEGO ANALIZY.

Przedstawione w poprzednim rozdziale zależności opisujące 

poszczególne typy rezonatorów o konwersji kierunku drgań cechuje 

stosunkowo skomplikowana postać. Poza tym przytoczone zależności 

pozwalaj? jedynie na wyznaczanie przemieszczeń wzdłużnych zanied 

bując przemieszczenia poprzeczne. Uniemożliwia to przeprowadze­

nie analizy zachowania się rezonatorów tego typu w ich przekro­

ju poprzecznym. Ponadto do obliczeń wymagana jest znajomość war­

tości modułu Younga dla dwóch różnych modów drgań; modu współfa- 

zowego i modu przeciwfazowego. W praktyce definiuje się jedynie 

jedną wartość modułu Younga, która odpowiada modowi przeciwfazo- 

wemu drgań.

Poza tym przedstawione wyrażenia odnoszę się jedynie do przypad­

ku, gdy poprzeczne rozmiary rezonatorów drgających podłużnie są 

o wiele mniejsze od ich rozmiarów podłużnych, a grubość rezona­

tora radialnego jest o wiele mniejsza od jego średnicy.

Ograniczenia te w znacznej mierze ograniczają przydatność przed­

stawionych zależności zarówno do obliczeń /projektowania/ jak 

i do pełniejszej analizy drgań tego typu rezonatorów.

Wydaje się, że najbardziej trafną metodą analizy systemów rezo­

nansowych o konwersji kierunku drgań i najlepiej odpowiadając 

potrzebom projektowania tego typu rezonatorów jest metoda elemen­

tów skończonych. Metoda ta ma wiele zalet w stosunku do klasycz­

nych metod analizy różnego rodzaju rezonatorów. Z uwagi na reku- 

rencyjną formę zależności służących do wyznaczania częstotliwoś­

ci własnych i postaci drgań jest dobrze przystosowana do obli­

czeń na maszynach cyfrowych. Metoda ta pozwala na znajdowanie 

wartości przemieszczeń i naprężeń w dowolnym punkcie rezonatora-; 



- 34

można wyznaczać dwie składowe przemieszczenia: podłużn? i poprze­

czny. Ponadto jest możliwa dowolna penetracja wewnątrz rozpatryT 

wanego obszaru. Współrzędne punktu wybranego w dowolny sposób 

zależ? jedynie od wymagań projektanta. Za pomoc? tej metody jest 

możliwy dowolny podział rezonatora na części "ważne" i "mniej 

ważne" z punktu widzenia pracy rezonatora. Dedynym ograniczeniem 

tej metody jest wielkość obszaru pamięci maszyny cyfrowej zastoso­

wanej do obliczeń. Uwzględniaj?c jednak fakt, że technika cyfro­

wa cechuje się wysoce dynamicznym rozwojem wydaje się, że ogra­

niczenie to w niedługim czasie będzie nieaktualne.

W dalszej części pracy za pomoc? tej metody zostanie przeprowa­

dzona analiza drgań rezonatora o konwersji kierunku drgań typu 

R-L. Wybór rezonatora o konwersji typu R-L został dokonany z nas­

tępujących względów:

1. Rezonator o konwersji typu L-L stanowi dla FEM przypadek 

stosunkowo prosty; można go bowiem rozpatrywać jako przy­

padek płaski /zagadnienie dwuwymiarowe/,

2. Rezonator o konwersji typu L-L-L jest zagadnieniem trój­

wymiarowym, co pocięga za sob? konieczność stosowania EMC 

o bardzo dużej pamięci. Np. dla obszaru dwuwymiarowego 

zakładając podział 30 x 30 = 900 węzłów otrzymujemy 1800 

równań /dwie składowe przemieszczenia w węźle/, natomiast 

dla obszaru trójwymiarowego przy takim samym podziale mamy 

30 x 30 x 30 = 27000 węzłów tj. 81000 równań /trzy składo­

we przemieszczenia w węźle/. Dla tego typu rezonatora wy­

magane jest stosowanie elementu objętościowego o minimum 

4 węzłach. Więżę się to z konieczności? stosowania bardziej 
złożonej funkcji kształtu; coj^ajmniej podwaja się- liczba 

stopni swobody /element trójkętny - 6 stopni swobody, 

elcs. zworowienny -12 \tspni swobody/ co automatycznie 
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komplikuje proces obliczeniowy. Opis matematyczny takiego 

elementu stwarza znaczne trudności dla osoby przygotowują­

cej dane do programu. Dla opisania bryły sześciennej trze­

ba stosować minimum 5 elementów czworościennych, podczas 

gdy dla kwadratu wystarczy podział na dwa elementy trój­

kątne. Poza tym rezonator o konwersji typu L-L-L ma sto­

sunkowo mał? przydatność praktycznę.

3. Rezonator o konwersji typu R-L stanowi co prawda zagadnie­

nie trójwymiarowe lecz zawarty jest w nim przypadek płaski, 

□est to bowiem układ osiowo-symetryczny, a więc można go 

rozpatrywać jako układ płaski z obrotem wokół osi.

4. Wyniki analizy takiego rezonatora przedstawione w rozdz. 

2.3. maj? postać najbardziej skomplikowany /w porównaniu 

z pozostałymi typami rezonatorów/, bardzo kłopotliwy do 

obliczeń m.in. ze względu na występowanie funkcji Bessela 

pierwszego i drugiego rodzaju rzędu zerowego i pierwszego. 

Wyniki otrzymane za pomoc? FEM będę miały w zasadzie po­

dobny postać dla wszystkich typów rezonatorów.

5. Analiza rezonatora o konwersji typu R-L za pomoc? FEM 

pozwala na rozpatrywanie przypadku konwertera jednorodne­

go i niejednorodnego; komponentami mogę być dwa lub wię­

cej dowolnych materiałów. Do obliczeń wymagane s? jedyni 

trzy podstawowe stałe materiałowe: moduł Younga E, współ­

czynnik Poissone'a 1) i gęstość .

6. Program dla przypadku osiowo symetrycznego umożliwia wy­

korzystanie go do innych przetworników o symetrii osiowej, 

które w praktyce spotyka się najczęście j ( [11] ) .

7. Program dla przypadku osiowo-symetrycznego umożliwia rów­

nież analizę dowolnych postaci drgań /można go wykorzystać 
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np. do rozwiązywania zagadnienia drgań giętnych membran 

o dowolnej grubości/.
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4. OPIS REZONATORA O KONWERSJI KIERUNKU DRGAŃ TYPU R-L METODĄ

ELEMENTÓW SKOŃCZONYCH.

4.1. Istota metody ([46]) .

W każdym kontinuum sprężystym można dokonać podziału na ele­

menty. w taki sposób, że będę one połęczone z sobę za pomoc? skoń­

czonej liczby punktów węzłowych. Koncepcja metody elementów skoń­

czonych opiera się na takim właśnie podziale kontinuum, przy zało­

żeniu, że liczba elementów i liczba punktów węzłowych jest skoń­

czona •

Siły działające na węzły elementu s? jednoznacznie określone 

przez

- przemieszczenia węzłów 

- obciążenie rozłożone na elemencie/p/ 

- odkształcenia wstępne /wywołane np. przez różnicę tern-

peratur, skurcz, i.t.p./.

Siły działające na element trójkętny w węzłach można zapisać

w postaci:

(4.1 )

gdzie

U<- składowa siły działająca na węzeł 1 w kier. x 

składowa siły działająca na węzeł 1 w kier, y

Podobnie przemieszczenia węzłów można zapisać:

(4.2)

gdzie
składowa przemieszczenia węzła 1 w kie run!'



38

- składowa przemieszczenia węzła 1 w kierunku y

Postać ogóln? równania charakterystycznego/ przy założeniu sprę­

żystości elementu przedstawia zależność:

gdzie

(4.3)

lW- siły wywołane przemieszczeniami elementów

[k] ” macierz sztywności elementu 

siły węzłowe równoważące obciężenie zewnętrzne 

działajęce na element

[f] - siły węzłowe wywołane odkształceniami początkowymi 

Naprężenie C w każdym punkcie elementu jest funkcję przemiesz-

czeń węzłów tego elementu. Można je przedstawić w postaci:

[s] {§}e + {G}^ (4,4)

gdzie

macierz naprężeń elementu

Wyrażenia /4.1/ i /4.2/ można przedstawić w postaci ogólnej:

Składowe wektora Ę i reprezentuj? stopnie

(4.5)

(4.6) 

swobody poszcze­

gólnych węzłów ; liczba stopni swobody dla obu wektorów jest jed­

nakowa .

Dla "elementu skończonego” wyodrębnionego z obszaru cięgłego 

można znaleźć tak? funkcję przemieszczeń, która określa 

jednoznacznie stan przemieszczeń wewnątrz tego elementu
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w zależności od przemieszczeń jego węzłów

Rys. 11. Podział obszaru płaskiego na elementy

Na rys. 11 przedstawiono przykład obszaru płaskiego podzielonego

na "elementy skończone" Wyodrębniono element "e“ , który ma trzy

węzły i,j,k o składowych

Funkcje przemieszczeń, odkształceń i naprężeń

Przemieszczenie w dowolnym punkcie wewnątrz elementu o dowol­

nym kształcie można określić za pomoc? wektor^

gdzie

- zbiór przemieszczeń węzłów elementu

M*
[Ni]"

Funkcje Nt

pewna funkcja,tzw. macierz funkcji kształtu 

podmacierz macierzy [”n] dla węzła,,1

,NjA- powinny być tak dobrane, aby po wstawie­

niu do równania /4.7/ współrzędnych poszczególnych węzłów można

było otrzymać odpowiednie przemieszczenia tych węzłów.

Ni ,1^14 J

k
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Znając przemieszczenia we wszystkich punktach elementu można 

łatwo znaleźć odkształcenia i naprężenia w dowolnym jego punkcie. 

Wektor odkształceń ma postać:

U.8)

gdzie

[b] - macierz odkształceń

Zwięzek między odkształceniem a naprężeniem ma postać następuj?-

c?: 

(4.9)

gdzie

[D] - macierz sprężystości opisująca zadane własności materia

łu
{£0}- odkształcenie początkowe 

naprężenie początkowe

4.1.2. Zasada pracy wirtualnej.

Wychodząc z zasady równości prac sił zewnętrznych i wewnętrz­

nych można wyprowadzić zwięzek:

{J[Bf[D][B])dV -f[B]T[Dj{£jdV

+{[B>^ d V -J[N]T{p] dV - [[Nf {g} d S

Porównuj?c równanie /4.10/ z /4.3/ i uwzględniając wszystkie 

siły działające na element otrzymamy wzory definiujące: 

macierz sztywności:

p r t (4.11)
H = [Bf[D][B]dV
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siły węzłowe pochodzące od odkształceń początkowych:

{f)° = -J[b]’[d] {8.} d v (4.12)

siły węzłowe wywołane przez naprężenia poczętkowe:

d V (4.13)

siły węzłowe wywołane rozłożonym obciążeniem/p/

{F]p = ~J[Nj dV (4.14)

siły pochodzące od obciężenia rozłożonego na brzegu elementu/g/

{F}® - -JW(g] ds (4.15)

Ponieważ suma prac wirtualnych sił zewnętrznych i wewnętrznych 

musi być równa zeru przeto równanie równowagi będzie miało pos­

tać : 

(4.16)

gdzie

[K] - macierz sztywności układu

{r} - wektor sił skupionych w węzłach

Zgodnie z wzorem /4.11/ wyrazy macierzy [kJ będę w postaci:

[k^JWdHb]^ h.17)

przy czym

[Kij] = H [kje

Warunek równowagi /4.16/ będzie spełniony jeśli praca wirtualna 

wszystkich wariacji przemieszczeń będzie jednakowa. Przybliże­

nie do wszystkich vyarunkow równowagi będzie rym lepsze im więk­

sza będzie liczba parametrów .
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Zasadę prac wirtualnych można przedstawić w postaci:

d(\T + Q) = d TT — 0 (4.18)'

gdzie
"O'- energia odkształcenia układu określona wzorem:

= /(d^HCjdV (4.19)

energia potencjalna sił zewnętrznych, równa ujemnej 

pracy tych sił wywołanej poszczególnymi przemieszcze­

niami wirtualnymi d^8j :

Q--We-(d$) {r}dV4-y(d{f}jr{g)dS (4*20) 

TT- całkowita energia potencjalna

Z wzoru /4.18/ wynika, że aby warunki równowagi układu zostały 

spełnione całkowita energia potencjalna musi być stacjonarna 

i minimalna w stanie równowagi.

Przedstawione wyżej równania elementów skończonych można zapisać

w postaci ogólnej jako:

2UL =
3(5}

w.

— 0 (4.21)

W stanie równowagi całkowita energia potencjalna osięga minimum; 

poszukiwanie tego minimum przy założonych przemieszczeniach sta­

nowi zasadniczy treść metody elementów skończonych.

Wynika styd wniosek, że poprawność rozwiązania zagadnienia zale­

ży od liczby założonych przemieszczeń /czyli założonych stopni 

swobody układu/;ze wzrostem liczby stopni swobody wzrasta dokład 

nośc metody ,
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Funkcje kształtu N przedstawione w równaniu /4.7/ opisuję układ 

o pewnej liczbie stopni swobody. Dla układu rzeczywistego istnie­

je nieskończona liczba stopni swobody. Zagęszczając siatkę podzia­

łu zbliżamy się do wyniku poprawnego, jednak rzeczywista wartość 

minimum energii potencjalnej nie może być nigdy osiągnięta.

4.1.3. Zagadnienia dynamiczne w metodzie elementów skończonych.

Omówione w dużym skrócie w poprzednim podrozdziale podstawy 

metody odnoszę się do zagadnień statycznych, a więc przy założe­

niu, że warunki nie ulegają zmianom w czasie. 

Uwzględniając związki charakterystyczne dla FEM równanie ruchu 

dla układu sprężystego z uwzględnieniem liniowego tłumienia ma 

postać (M) : 

2
+ +{f] = o (4-2z)

gdzie

M- 

M- 

[M]- 

{F}‘

macierz sztywności 

macierz tłumienia 

macierz mas układu 

macierz sił pochodzących od obciążeń zewnętrznych, 

naprężeń początkowych, i.t.p. - patrz wzór /4.10/ 

Wektor|FJ określa obciążenie układu, które może być funkcją 

czasu :

Zakładając rozwiązanie równania /4.22/ w postaci

{S(t}} = eot
(4.24)

otrzymamy z równania /4.22/ następujące równanie:

( [k] + a [c] + a^M] (50] + (Fo) = 0
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Dla wzbudzenia okresowego macierz(F) można zapisać:

{F(t)] = e wt = (cos isinwt) (4.26) 

Ponieważ macierze (f,] i {§.} we wzorach /4.23/ i /4.24/ mogą 

być zespolone, czyli

{f.} = {f.} + i {pj l4--)

{§«}={§>) +i {§4 (“.as)

więc równanie /4.25/ można zapisać w postaci dwóch równań;

M - <J[M]
(4.29)

[K] - —
Postać tego równania macierzowego stanowi punkt wyjścia do 

rozpatrywania różnych zagadnień dynamicznych, w których pobudze­

nie ma charakter okresowy.

V.' dalszej części pracy dla rezonatora o konwersji kierunku 

drgań typu R-L rozpatrywany będzie przypadek drgań własnych 

tj . przy założeniu, że macierz [C] =0 /brak tłumienia/ i wekto 

= O /brak sił zewnętrznych/.
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4.2 . Geometria układu.

Rezonator o konwersji kierunku drgań typu R-L jest układem 

o osiowo-symetrycznym rozkładzie naprężeń. Z matematycznego punk­

tu widzenia zagadnienie takie jest podobne do zagadnienia płas­

kiego ponieważ jest to w zasadzie przypadek dwuwymiarowy. 

Ze względu na symetrię układu w każdym punkcie przekroju popro­

wadzonego wzdłuż osi symetrii odkształcenie jest zdefiniowane 

przez dwie składowe.

□eśli oznaczymy przez "R” współrzędny promieniowy i' przez “Z" 

współrzędny osiow? punktu, a "u" i - v" będę przemieszczeniami 

odpowiadającymi tym współrzędnym to otrzymamy przypadek płaski. 

Wybrany element, obracając się wokół osi, wyznacza objętość, 

względem której należy przeprowadzać wszystkie całkowania

Rys. 12. Konwerter typu R-L jako układ o symetrii osiowej.



- 46

Dla elementu jak na rys. 13 oznaczono węzły I, J , K . Przemiesz 

czenie I-tego węzła jest definiowane przez jego dwie składowe:

(4.30)

Mamy więc sześć składowych przemieszczenia elementu, które za- 

piszemy w postaci wektorowej:

(4.31)

Rys. 13. Współrzędne elementu.

Przemieszczenia wewnętrz elementu można przedstawić za pomocę 

dwóch wielomianów liniowych:

U =» (£4 + £-2 R + £3 Z

V = cC, + <£5R + dC6Z
(4.32)

Stałe c£k można wyznaczyć rozw^ęzujęc dwa układy równań, z któ­

rych każdy zawiera 3 jednocześnie spełnione równania.

Równania te otrzymuje się przez podstawienie do równań /4.32/

współrzędnych i składowych przemieszczeń poszczególnych węzłów:

Uj = <£4 + ^R^ £3 Zj

Uj = (£4 + £2 £>3 Zj ►

UK = £4 + <£2 <£3
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Równanie dla przemieszczenia "u” można otrzymać rozwiązując 

powyższy układ równań względem £-2 cCj ; ma ono postać na 

tępującę:

u = ^[(ai+biR+CiZju, + (aj+bjR + CjZ)uj +(ak+bkR + ckZ)uK 

(4.34)

gdzie
ai= Rj ^K—

Qj = RkZ I Z K (4.35)

ak= RjZj— RjZj

bi= Z3- ZK

bj= Zk- Zj (4,35)

bk= A- Zj

ct= R«— Rj

Cj = Rj— Rk (4.37)

ck= Rj- Rj

natomiast

2 △ =det

N
 

n
P 

n
—
• 

’n
cr 

er 
cc

(4.38)

△ - pole trójkąta

V/ podobny sposób można otrzymać równanie dla przemieszczenia 

pionowego" V" :
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v = _(at+ bLR + CiZ )vr + (cij+ bjR +CjZ)Vj+(aj+ bkR +ckZ)vJ
(4.39

Przemieszczenie w dowolnym punkcie wewnątrz elementu, zgodnie 

z wzorem /4.7/ jest wektorem

= [n]{S}=[ni>n;1)nJ {5}e=

(4.40)

gdzie

I - kwadratowa macierz jednostkowa 2x2
lit

Ni ,Nj ,Nk « współczynniki dane wzorem:

ni’ — Qj ~h bi R + C;Z
1 2A

m' — Oj + bj R + ej Z *
INJ “ 2 △

ni’ — gk + b|ęR + ckZ
nk- 2A ;

W układzie symetrii osiowej każde; przemieszczenie promieniowe 

wywołuje odkształcenie obwodowe /rys.14/, Składowe wektora

odkształcenia s? funkcjami przemieszczeń poszczególnych punk ™

(4.42)
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Rys. 14. Składowe odkształcenia i naprężenia w układzie 

symetrii osiowej.



4,3. Macierz sprężystości, macierz kształtu, macierz mas.

Macierz opisująca własności mechaniczne materiału, 

z którego zbudowany jest element /wzór 4.9/ powinna uwzględniać 

rodzaj tego materiału, Dla materiałów anizotropowych jednoznacz­

ne określenie związków między naprężeniami a odkształceniami wy­

maga znajomości 21 niezależnych stałych sprężystości ([15J [27J).. 

V, praktyce najczęściej spotykanym przypadkiem anizotropii jest 

anizotropia warstwowa. Dla takiego materiału wymagana jest zna­

jomość 5 niezależnych stałych sprężystości. Zakładając, ż' wars­

twy materiału s? prostopadłe do osi Z i ze odkształcenia począt­

kowe s? równe zero macierz sprężystości można zapisać w postaci:

D« D12 D<3 0

0

o

D^2 — D45— -Bi ylj 1 + /J
2 }

D«= DJJ=A^(1- Ei)
b8 ti

08s= 4—Łł V2
ta

t2 t2 2 /

E1 - stałe materiałowe w płaszczyźnie warstw

E25G8>^2 - stałe materiałowe w kierunku normalnym do warstw

Oo obliczeń przyjęto, że materiał ma strukturę izotrepowę, tzn.

e<=e2=e ^4 = G2 G 1
E2 E 2(1+-/)
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wówczas po przekształceniach współczynniki macierzy [d] uproszą

czę się do postaci:

D
0 (1—9)(1-2'P)

Du — D22 — D3J 1

) - 1~2i) 
2(1-V)

Postać ogólna macierzy sztywności

ci wyznaczanej przez obrót wszystkich

(4.45)

z uwzględnieniem objętoś­

elementów jest następująca:

[k] = 2TT [B] [d] [bJ r dr dz

Dla elementu trójkątnego “e" macierz sztywności /macierz cząst­

kowa/ zgodnie z /4.11/ będzie miała postać:

[Kj = 2TTA Re (4.47)

7

gdzie:

Re- współrzędna środka ciężkości elementu

(4.48)

(4.49)

■ ;ior..(4.Z2)

7 clocent u

(4.50)



Analogiczny postać maję macierze M /po uwzględnieniu

zmiany indeksów odpowiednio na "i" i Mke'

Podmacierze macierzy z wzoru /4,48/ sę wyznaczane dla wszyst

kich kombinacji indeksów i, j, k :

[W .
M • r ie qe 

kjk]

r ie r ie le
^ki •> ^kj 5

Postać ogólna macierzy mas układu z uwzględnieniem objętoś­

ci wyznaczonej przez obrót wszystkich elementów ma postać ([46J)

M = ZTT/M-^Mrdrdz

Macierz ta zbudowana jest z macierzy cząstkowych

j ...

które

sę wyznaczone dla wszystkich kombinacji indeksów

Dla elementu trójkątnego przedstawionego na rys. 13 poszczegć

ne wyrazy tej macierzy maję postać )

dla i = j

dla i ć j

Rk+ 2 ( Rj+ Rj )

0 Rk+2(R] + R.)

(4.52)
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Przedstawione zależności dla elementu *e" rezonatora zostaję 

obliczone dla takiej liczby elementów, na jakę został on wcześ­

niej podzielony. Poszczególne macierze częstkowe zostaj? odpo­

wiednio umieszczone w macierzach głównych. Po uzyskaniu macie­

rzy końcowych dokonuje się skreśleń wierszy i kolumn dla tych 

stopni swobody, dla których dany węzeł jest unieruchomiony,
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4.4. Numeryczne wyznaczanie równania wartości własnej.
w—■ i ui» M rTw4.jiiM»ii» ir ~ Tm.i* ithu iłi»J>j» '*■ ~i~n— nwn -.t-ii-i "i—■ —rr—"rr ii 11 “i ‘ . r-i—*—r«—*»**—।—i ■ ~t‘ i—3 1 -r -■ r— ~ "•

□ ak już wspomniano w p.4.1.3. interesuję nas drgania własne 

rezonatora przy założeniu, że tłumienie jest równe zeru i brak 

jest sił obci’żai cych, 

Równanie ruchu /4.23/ upraszcza się wtedy do postaci:

2
K ^] + M1fR=0

zakładając rozwiązanie takiego równania względem

[5(t)J= So) ełw* — {50} (cos cat + i sinojf)

w postaci:

(4.55)

równanie /4.54/ dla czyści rzeczywistej przyjmuje postać

COS cot ([Kj — cjMl {S] = o

Aby układ był rozwiązywalny, musi zachodzić

(4.56)

det | [K] - gj [M]| = 0 (4.5/)

Wyznaczając z powyższego równania wielkość GJ znajdujemy częs­

totliwości własne układu drgajęcego i odpowiadające im wektory

własne. Problem obliczania tych wielkości może być rozwiązywany

różnymi sposobami /np. [33] ^42j /. Obliczenia wartość

własnych dokonano wg następującej procedury postępowania:

det [k] - gj^m] = 0 ■M"

uj2
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Wprowadzając :
[h] = Cm] [k]-’

oraz

otrzymuje się równanie charakterystyczne w postaci

det i [h] - X [ i] | = 0 (4.58)

Wyznaczając maksymalną wartość A otrzymujemy częstotliwość 

podstawową drgań układu; następne wartości X określają kolejne 

pozostałe częstotliwości drgań własnych układu.

Do wyznaczenia wartości własnych z równania /4,57/ oraz zwią­

zanych z nimi wektorów własnych zastosowano metodę mnożenia 

potęgowego ([ss]) . Obliczenia zostały wykonane w programie FEM2 

wg następującego algorytmu postępowania:
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ALGORYTM OBLICZEŃ
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Tabulogram programu FEM2 przedstawiono w załączniku.



5. WYNIKI OBLICZEŃ

V; pracy ograniczono się do wyznaczania dwóch pierwszych 

częstotliwości własnych rezonatora przy zadanych warunkach brze­

gowych. Dla każdej częstotliwości własnej program oblicza skła­

dowe wektora przemieszczeń, które sę drukowane razem z daną 

częstotliwości?. Składowe te są unormowane przy założeniu, że 

maksymalna wartość składowej "R" lub “Z" wynosi 1, Pozwala to 

na wyznaczenie szeregu interesujących zależności mówiących o 

wielkości x charakterze przemieszczeń w poszczególnych punktach 

układu, a także o rozkładzie przemieszczeń wzdłuż poszczególnych 

kierunków.

5,1. Sposób podziału na elementy

□ak wynika to z istoty metody zbieżność do wyniku poprawne­

go, a wiec i wartość częstotliwości drgać własnym układu zale­

ży od ilości elementów, na które został podzielony układ, a tak 

że od sposobu podziału na te elementy. Na rys, 15 przedstawiono 

wpływ sposobu podziału pręta stalowego o przekroju kołowym drga­

jącego podłużnie na jego częstotliwość drgań własnych, natomiast 

na rys. 16 przedstawiono wpływ sposobu podziału dysku stalowe­

go na jego częstotliwość drgań radialnych. Rozmiary pręta i dys­

ku służące do obliczeń przedstawiają rys. 17 i rys, 13, na kt 

rych zaznaczono ruchome i unieruchomione stopnie swobody. 

Ze względu na symetrię układu wystarczy rozpatrywać jedynie 1/1 

pola przekroju poprzecznego pręta lub dysku.





Rys. 16 Wpływ sposobu podziału dysku stalowego na jego częstotliwość drgań radialnych 
Dane: E = 0,206 • 1012 [Pa] , 9 0,283 , - 7700 [kg/t/j , R = 34 [mm] . h = 20 [mm]



7, charakterystyki przedstawionej na rys. 15 wynika, ze najbar­

dziej właściwym podziałem dla pręta drgającego podłużnie jest 

podział poziomy /poziomo-skośny/. Przy stosunkowo niewielkiej 

ilości elementów /rzędu 15 i 20/ otrzymuje się najmniejsze częs­

totliwości drgań własnych pręta. Dalsze zwiększenie ilości ele­

mentów pozwala wprawdzie na uzyskanie nieco większej dokładności 

obliczeń, lecz jest nieekonomiczne ze względu na zajmowanie du­

żego obszaru pamięci komputera. Kombinacja podziału pionowego 

i poziomego może być przydatna w przypadku, gdy istnieje potrze­

ba wyznaczania rozkładu przemieszczeń wewnątrz rezonatora. Otrzy 

mana charakterystyka wskazuje jednak, że podział pionowy nie po­

winien odbywać się kosztem podziału poziomego.

Z charakterystyki przedstawionej na rys. 16 wynika, że dla dysku 

drgającego radialnie najmniejszy częstotliwość drgań własnych 

otrzymuje się przy podziale pionowym /pionowo-skośnym/, Kombi­

nacja podziału pionowego i poziomego pocięga za sob; konieczność 

zwiększenia liczby elementów dla uzyskania takiej samej dokład­

ności obliczeń. Otrzymana rodzina charakterystyk prowadzi do 

wniosku, że dla drgań radialnych podział poziomy jest niewłaści­

wy; dopuszczalna jest jedynie kombinacja obydwu sposobów podziać 

łu .

Na rys. 17 i rys. 13 przedstawiono przykładowy sposób podziału 

pręta stalowego i dysku na elementy.



z
R-Z5

Liczba elementów - 24

L i cz b a v * człów -21

Liczba ruchomych stopni swobody dla 

k. ie r , R - 2

Liczba ruchomych stopni swobody dla 

kier. Z - 6

Liczba ruchomych stopni swobody dla 
ki er , R i Z - 12

Liczba unieruchomiony oh stopni swo­

body - 1

17, Przykładowy sposób podziału pręta na elementy.

f!____________ R=34

Rys .

Rys. 18. Przykładowy sposób podziału dysku na elementy.

Liczba elementów - 16 

liczba węzłów - 13
Liczba ruchomych stopni swobody dla kier. R - 8
Liczba ruchomych stopni swobody dla kier, Z - 1
Liczba ruchomych stopni swobody dla kler. R i Z - 8
Liczba unieruchomionych stopni swobody - 1
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5.2. Konwerter typu R-L jednorodny.

Opierając się na przedstawionych wyżej przesłankach przyjęto 

sposób podziału konwertera typu R-L na elementy, przedstawiony 

na rys. 19. Zc względu na symetrię; układu przyjęto podział 1/4 

powierzchni przekroju na 23 elementów. Zwiększenie liczby elemen 

tów nie przedstawia żadnych trudności formalnych; powoduje jedy­

nie konieczność korzystania z komputera o większej pojemności 

obszaru pamięci.

Rys. 19. Sposób podziału konwertera typu R-L na elementy

Liczba elementów - 28

Liczba węzłów 26

Liczba ruchomych stopni swobody dla kierunku R - 5

Liczba ruchomych stopni swobody dla kierunku Z - 6

Liczba ruchomych stopni swobody dla kierunku R i Z
— 1 ó

Liczba unieruchomionych stopni swobody ™ 1

My rys. 20 prz-rd •; t awiono rozmi;>-v tcrr i cd no rodnego o kon-
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eksperymentu numerycznego. Rozmiary tego rezonatora zostały tak 

dobrane, aby wyniki obliczeń można było porównać z wynikami doś­

wiadczalnymi uzyskanymi przez innych autorów ([17] , [20]) .

Rys. 20. Rozmiary rezonatora jednorodnego o konwersji typu 

R-L stanowiące podstawę do analizy.

Do obliczeń przyjęto, że konwerter wykonany jest ze stali o nas­

tępujących stałych materiałowych:

E = 0,205 • 1012 [Pa]

S) = 0,283

ę = 7700 [kg/m3]

Tabela 1 przedstawia przykład zapisu macierzy powięzań elementów, 

współrzędne węzłów i unieruchomione stopnie swobody oraz przykład 

obliczonych częstotliwości drgań własnych i odpowiadające im skła­

dowe wektora własnego.

Ny rys. 21^23 i rys. 30r31 przedstawiono charakterystyki opisują­

ce wpływ niektórych parametrów rezonatora na jego częstotliwości 

własne. Rys. 24->29 przedstawiaj? zachowanie się konwertera przy 

różnych kryteriach zestrojenia,
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Rys, 32~35 obrazują rozkład przemieszczeń wzdłuż rezonatora drgań 

podłużnych i wzdłuż promienia rezonatora radialnego. 

Analiza wyników przedstawiona zostanie w rozdziale 6.
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TABELA 1

Przykładowy wydruk danych wejściowych i wyników obliczeń.

DANE OGÓLNE:

ELEMENTY WYŁĄCZNIE TRÓJKĄTNE /3 WIERZCHOŁKI/
LICZBA ELEMENTÓW W UKŁADZIE: 23
LICZBA WĘZŁÓW' W UKŁADZIE: 26
LICZB/a RÓŻNYCH MATERIAŁÓW: 1
WŁASNOÓCI MECHANICZNE MATERIAŁÓW W UKŁADZIE:

NR MAT:1, E=0.2060E+12 N/M2, WSP.POISSONA;0.283.GEST .:7700 .0 KG/M3

MACIERZ POWIAZAN, NUMERY

= 1

MATERIAŁÓW

NR ELEMENTU: 1 I J = 8 K = 9 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU: 2 I = 1 J x 9 K = 2 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU: 3 I = 2 3 = 9 K =10 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU: 4 I = 2 J =10 K = 3 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU: 5 I = 3 3 =10 K =11 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU: 6 I = 3 3 =11 K = 4 MATERIAŁ; 1
NR ELEMENTU: 7 I = 4 3 =11 K =12 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU: 8 I = 4 3 =12 K = 5 MATERIAŁ: ■i X
NR ELEMENTU: 9 I = 5 3 =12 K =13 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:10 I = 5 3 =13 K = 6 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:11 I = 6 3 =13 K =14 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:12 I = 6 3 =14 K = 7 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:13 I = 8 3 =15 K =16 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:14 I = 8 3 =16 K = 9 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:15 I = 9 3 =16 K =17 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:16 I = 9 3 =17 K =10 MATERIAŁ: ■1 X
NR ELEMENTU:17 I = 15 3 =18 K =19 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:18 I = 15 3 =19 K =16 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:19 I = 16 3 =19 K =20 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:20 I = 16 3 =20 K =17 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:21 I = 18 3 =21 K =22 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:22 I = 18 3 =22 K =19 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:23 I = 19 3 =22 K =23 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:24 I = 19 3 =23 K =20 MATERIAŁ: 1
NR ELEMENTU:25

El t*TNTU:2C

I = 21 3 =24 K =25 
< y

MATERIAŁ: 1

M; •* ! L: MENTU:2 / । — J "j « 2 6

Ś “ 4..,
j m-A-.h l: 1

NR ELI HENIU:28 A = 22 □ = 26 V - O MATLHI. Ł : 1
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TABELA c .d

SWOBODYI UNIERUCHOMIONE STOPNIEWSPÓŁRZĘDNE KOLEJNYCH WEZŁÓ

NR WĘZŁA: 1 R = 0.000 MM Z = 0.000 MM NSS = 11
NR WĘZŁA; 2 R = 0.000 MM Z = 5.000 MM NSS = 10
NR WĘZŁA; 3 R = 0.000 MM Z =10.000 MM NSS = 10
NR WĘZŁA; 4 R = 0.000 MM Z =15.350 MM NSS = 10
NR WĘZŁA; 5 R = 0.000 MM Z =20.700 MM NSS = 10
NR WĘZŁA: 6 R = 0.000 MM Z =25.050 MM NSS = 10
NR WĘZŁA; 7 R = 0.000 MM Z =31.400 MM NSS = 10
NR WĘZŁA: 8 R = 7.500 MM Z = 0.000 MM NSS = 01
NR WĘZŁA: 9 R = 7.500 MM Z = 5.000 MM NSS = 00
NR WĘZŁA: 10 R = 7.500 MM Z =10.000 MM NSS = 00
NR WĘZŁA; 11 R = 7.500 MM Z =15,350 MM NSS = 00
NR WĘZŁA; 12 R = 7.500 MM Z =20.700 MM NSS = 00
NR WĘZŁA: 3 R = 7.500 MM Z =26.050 MM NSS = 00
NR WĘZŁA; 14 R = 7.500 MM Z =31,400 MM NSS = 00
NR WĘZŁA; 15 R =14.125 MM Z = 0.000 MM NSS = 01
NR WĘZŁA; 15 R =14.125 MM Z = 5.000 MM NSS ~ 00
NR WĘZŁA: 17 R =14.125 MM Z =10.000 MM N SS = 00
NR WĘZŁA; 18 R =20.750 MM Z = 0.000 MM NSS = 01
NR WĘZŁA: 19 R =20.750 MM Z = 5.000 MM NSS = 00
NR WĘZŁA: 20 R =20.750 MM Z =10.000 MM NSS = co
NR WĘZŁA; 21 R =27 375 mi: Z = 0.000 MM NSS = 01
NR WĘZŁA; 22 R =27,375 [ IM Z = 5,000 MM NSS = 00
NR WĘZŁA; 23 R =27.375 MM Z =10.000 MM NSS = 00
NR WEZŁA : 24 R =34.000 MM Z = 0.000 MM NSS = 01
NR WĘZŁA: 25 R =34.000 MM Z = 5.000 MM NSS = 00
NR WĘZŁA: 26 R =34.000 MM Z =10.000 MM NSS = GO
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TABELA 1 c.d.

częstotliwość REZONANSOWA; 47.441 KHZ
WEKTOR WŁASNY;

NR WĘZŁA R Z

1 0.00000 0.00000
2 0.00000 0 .22582
3 0,00000 0.42704

4 0.00000 0.65144

5 0.00000 0.83841

6 0 .00000 0.95200
7 0.00000 0.98199
8 -0.16327 0 .00000
9 -0.15080 0.15031

10 -0.10453 0.29734

11 -0 .08760 0.57853
12 -0.06564 0.79585
13 -0 .03515 0.93909
14 -0 .01610 1 .00000
15 -0.22993 0,00000
16 -0 ,22458 0.06592
17 -0.19215 0.12297
18 -0.27035 0.00000
19 -0 .26572 0.03946
20 -0.24538 0 ,07628
21 -0.28775 0.00000
22 -0.28561 0.02576
23 -0.27421 0 .05057
24 -0 .28259 0.00000
25 -0.28387 0 .01891
26 -0.27814 0.03710



TABELA 1 c,d.

CZĘSTOTLIWOŚĆ REZONANSOWA: 56.944 KHZ
WEKTOR WŁASNY:

NR WĘZŁA R Z

1 0.00000 0.00000
2 0.00000 0.09705
3 0.00000 0.22488
4 0.00000 0.51394
5 0.00000 0.77171
6 0.00000 0.93245
7 0.00000 0,97523
8 0.04584 0.00000
9 0.04401 0.05267

10 0.02091 0,11722

11 -0.11017 0.41851
12 -0 .09191 0.71136
13 -0.05048 0 .91230
14 -0.02319 1.00000
15 0.14813 0.00000
16 0.13702 -0.03354
17 0.13623 -0 .06850
18 0.22212 0.00000
19 0.22524 -0,04194

20 0 .21855 -0 .08336
21 0.27692 0.00000
22 0.27555 -0.03212
23 0.26959 i O

 b o w
 

co
 

en

24 0 .23163 0.00000
25 0.28503 -0 .02611
26 0.28438 -0.05000



Rys. 21. Zależność częstotliwości drgań własnych rezonatora jednorodnego o konwersji kie 
runku drgań typu R-L od długości rezonatora prętowego.
Dane: E=0,206 • 1012 [Pa] , ^=0,283, <^=7700 [kg/m3] , 0 pręta = 15[mfn}0 =68 [mm} 

h = 20 [mm] ys 11
dysku L J



Rys. 22. Zależność różnicy częstotliwości modu współfazowego i przeciwfazowego drgań rezona 
tora jednorodnego o konwersji typu R-L od długości rezonatora prętowego.
Dane: E=0,206 • 1012 [Pa] , 2=0,283 , =7700 [kg/m3] .0pręt§ 15 [mm] .0dyskO68W

h dysku= 20 [mm] .



ys.23 . Moduł stosunku amplitudy przesunięcia powierzchni czołowej rezonatora prętowego
i rezonatora dyskowego w zależności od długości rezonatora prętowego.
^ane:E=0,206 • 1012 [Pa], ł =0.233, ?=7700 [kg/™3] . 0pręta=15 [..] . 0dysku=63 W,hdysku-20 [mm]
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Mod prze.ciwfazowy 

fa = 47.441 Hz

Rys. 24. Postać drgać konwertera jednorodnego typu R-L 

dla modu przeciwfazowego drgań dla przypadku:
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Mod wspó-Cfazowy 

fs=5 6.944 Hz

Rys, 25. Postać drgań konwertera jednorodnego typu R-L

dla modu współfazowego drgań dla przypadku:
Sz7

Sr24
Sir
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Mod przeci wfazowy 

fa= 50.439 Hz

Rys. 26. Postać drgań konwertera jednorodnego typu R-L dla 

modu przeciwfazowego drgań dla przypadku:



Mod wspó-tfazowy 

fs = 74.290 Hz

Rys. 27. Postać drgań konwertera jednorodnego typu R-L

dla modu współfazowego drgań dla przypadku:

fa fa
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Rys. 28. Postać drgań konwertera jednorodnego typu R-L 
dla modu przeciwfazowego drgań dla przypadku:

fs fs



Rys 29. Postać drgań konwertera jednorodnego typu R-L 
dla modu współfazowego drgań dla przypadku:

Szr

Smax S max

fs fs
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Rys. 30. Zależność częstotliwości drgań własnych rezonatora 

jednorodnego o konwersji typu R-L od średnicy rezo­

natora prętowego.

Dane: E=0,206 • 1012 [Pa] , 9= 0,283, $ =7700 [kg/r 

ó . , =68rmml , h, , = 20[mm], 1 . =62,8 [mmldysk u L J * dysku L pręta L J
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Rys. 31. Zależność częstotliwości drgań własnych rezonatora 
jednorodnego. o_ konwersji. typu. R-L od. grubościrezo- 
natora dyskowego.

Dane: E=0,206 • 1012 [Pa], = 0,283 , ę=77Oo[kg/m

^dysku'68 W' ^pręta'15^- Lręta’62-8^
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dyskowego dla konwertera jednorodnego typu R-L

Rys, 33. Rozkład przemieszczeń wzdłuż osi rezonatora pręto
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Rys, 34. Rozkład przemieszczeń wzdłuż promienia rezonatora

Rys. 35. Rozkład przemieszczeń wzdłuż osi i na powierzchni

rezonatora prętowego dla konwertera jednorodnego

typu R.-L /dla przypadku

fs
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5.3, Konwerter typu R-L niejednorodny

Metoda elementów skończonych umożliwia również analizę, 

struktur składających się z kilku elementów wykonanych z róż­

nych materiałów. 

Na rys, 36 przedstawiono konwerter niejednorodny typu R-L, który 

jest przykładem takiej struktury i który był przedmiotem analizy

Rys, 36* Konwerter typu R-L niejednorodny. 

Konwerter ten został zbadany eksperymentalnie przez autora 

i opisany w pracach [9] 5 [10J « Znalazł on zastosowanie prak- 

tyczne/[3]/, Rezonator drgań radialnych stanowi w nim dysk pie­

zoelektryczny z ceramiki PXE-4, Rezonatorem drgań podłużnych 

jest pręt tytanowy osadzony sztywno w ceramice. Dysk piezoelek­

tryczny i pręt tytanowy zostały w nim podzielone na elementy 

w taki sam sposób jak dla konwertera jednorodnego. Deśli zaciski 

elementu piezoelektrycznego s? zwarte i pominięte s? siły zew­

nętrzne równanie ruchu bodzie dane zależności? /4.54//patrz do­

datek A/.
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Do obliczeń przyjęto następujące stałe materiałowe tytanu i ce­

ramiki PXE-4:

Ti ; E = 0,1157 • 1012 [Pa]

■Q = 0..321

^4 580 [kg/m^

PXE-4 : E = 0,85 • 1011 [Pa]

9 = 0,3

5= 7 500 [kg/m3]

Na rys. 37 przedstawiono zależność częstotliwości drgań własnych 

konwertera niejednorodnego typu R-L od długości rezonatora pręto­

wego .

Rys, 38 przedstawia moduł stosunku amplitudy przesunięcia powierz­

chni czołowej rezonatora prętowego i rezonatora dyskowego w zależ­

ności od długości rezonatora prętowego, natomiast na rys. 39 

przedstawiono obliczona i zmierzoną zależność różnicy częstotli­

wości śf = f$ - f od długości rezonatora prętowego. Sposób po­

miaru podano w dodatku B.

Na rys. 40 4- 43 pokazano wpływ stałych materiałowych E i ę tyta­

nu i ceramiki PXE-4 na przebieg charakterystyki różnicy częste 1- 

wości w zależności od długości rezonatora prętowego.

Rys. 44 4- 45 przedstawiają postać drgań konwertera niejednorod­

nego typu R-L dla modu przeciwfazowego i współ fazowego drgań dl^ 

jednego, przykładowego kryterium zestrojenia.

Rys. 46 4-49 obrazują rozkład przemieszczeń wzdłuż rezonatora 

drgań podłużnych i wzdłuż promienia rezonatora drgań radialnych..

Analiza wyników zostanie przedstawiona w rozdziale 6.



Rys. 37. Zależność częstotliwości drgań własnych rezonatora niejednorodnego o konwersji
kierunku drgań typu R~L od długości rezonatora prętowego. ,,
Dane: dysk - PXE-4, E=0,85 • io” [ Pa} V=0,3 9 = 7 500 Lkg/mJ
h = 6,15 [mm] pręt - tytan, E=0,1157 • 102 [PaJ , =0,321, =4580

0 =38,1 [mm] 
[kg/rr?] 0=6[mm]
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Rys, 38. Moduł stosunku amplitudy przesunięcia powierzchni 
czołowej rezonatora prętowego i rezonatora dyskowego 
w zależności od długości rezonatora prętowego. 
Dane: jak na rys, 37,



drgań rezonatora niejednorodnego o konwersji typu R-L od długości rezo­
natora prętowego.
Dane: na rys. 37.



tliwości modu współfazowego i przeciwfazowego drgań konwertera niejednorodnego 
typu R-L w zależności od długości rezonatora prętowego. /Linia ciągłą -dla 
danych ja|< rySe 37



totliwości modu współ fazowego i przeciwfazowego drgań konwertera niejednorod­
nego typu R-L w zależności od długości rezonatora prętowego. /Linia cięgła ~ 
dla j $ i-, r;^ 3'7. / ,



częstotliwości modu współ fazowego i przeciwfazowego drgań konwertera niejedno­

rodnego typu R-L w zależności od długości rezonatora prętowego. /Linia ci?gła- 
d4» d»nVch o- -n rys, py./.



częstotliwości modu współ fazowego i przeciwfazowego drgań konwertera niejedno­

rodnego typu R-L w zależności od długości rezonatora prętowego. /Linia ciągła 
dla danych jak na rys. 37/.



Rys, 44. Postać drgań konwertera niejednorodnego typu R-L
dla modu przeciwfazowego drgań dla przypadku:

fa E
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Rys, 45. Postać drgań konwertera niejednorodnego typu R-L 
dla modu współ fazowego drgań dla przypadku:



Rys. 46. Rozkład przemieszczeń wzdłuż promienia rezonatora
dyskowego dla konwertera niejednorodnego typu R-L

Rys. 47. Rozkład przemieszczeń wzdłuż osi rezonatora prętowego
typu R-l /dla przypad-



— Jb

Rys. 48. Rozkład przemieszczeń wzdłuż promienia rezonatora dysko-

Rys. 49. Rozkład przemieszczeń wzdłuż unormowanych rozmiarów
rezonatora prętowego i rezonatora dyskowego dla kon-
wert era niejednorodnego typu R-L /dla przypadku:



6. ANALIZA WYNIKÓW

Wyniki obliczeń otrzymane z przeprowadzonego eksperymentu 

numerycznego pozwalaj? na wyciągnięcie wielu interesujących 

i istotnych wniosków dotyczących zachowania się rezonatorów 

o konwersji kierunku drgań typu R-L. Otrzymane charakterystyki 

daj? szereg informacji przydatnych do projektowania tego typu 

rezonatorów.

6.1. Konwerter typu R-L jednorodny.

Na rys. 21 przedstawiono zależność częstotliwości drgań włas­

nych rezonatora o konwersji kierunku drgań typu R-L od długości 

rezonatora prętowego. Zależność tę obrazuj? dwie krzywe odpowia­

dające częstotliwościom dwóch modów drgań: f - częstotliwość dla s
modu współfazowego drgań if - częstotliwość dla modu przeciwfa- a
zowego drgań. Odległość między krzywymi dla poszczególnych dłu­

gości rezonatora prętowego odpowiada różnicy częstotliwości

△f — fs - f . Charakterystykę różnicy częstotliwości fg - fg 

w zależności od długości rezonatora prętowego przedstawia rys.22, 

Liczby umieszczone obok poszczególnych punktów krzywej na rys.21 

sę obliczonym modułem stosunku amplitudy wychylenia powierz­

chni czołowej rezonatora drgań podłużnych i rezonatora drgań 

radialnych. Stosunek ten można interpretować jako współczynnik 

wzmocnienia amplitudy drgań konwertera. Ma to duże znaczenie 

praktyczne, pozwala bowiem na wykorzystywanie tego typu rezona­

torów do wzmocniania amplitudy drgań. Dla wartości min /f ~f / 

wartość tego stosunku jest jednakowa dla modu współfazowego 

i przeciwfazowego drgań. Obrazuje to dokładniej rys. 23, na 

którym przedstawiono zależność modułu stosunku amplitudy przesu­

nięcia składowej pionowej przemieszczenia węzła znajdującego się 
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w osi symetrii na powierzchni czołowej pręta ( óz?) do składowej 

poziomej węzła znajdującego się w osi symetrii na powierzchni 

bocznej dysku ( §Rm) dla obydwu modów drgań. /Oznaczenia węzłów- 

jak na rys. 19/. Dla jednakowej wartości tego stosunku /punkt 

przecięcia obydwu krzywych/ wyznaczono długość rezonatora pręto­

wego przyjmujęc, że jest to jedno z możliwych kryteriów “zestro­

jenie” konwertera. Kryterium to można zapisać w postaci:

gdzie: 

przemieszczenie powierzchni czołowej pręta w kie­

runku Z

- przemieszczenie powierzchni bocznej dysku w kie- 

runku R

Dla tak “zestrojonego” konwertera wyznaczono przemieszczenia 

poszczególnych węzłów, co pozwoliło otrzymać postać drgań dla 

modu przeciwfazowego /rys.24/ i modu współ fazowego /rys.25/ 

drgań. Na obu rysunkach zaznaczono strzałkami /w sposób poglą­

dowy/ kierunek drgań poszczególnych powierzchni konwertera. 

Porównując rys. 24|i rys. 25 z wynikami przedstawionymi przez 

K.Ito i E.Mori w pracy [soj /rys. 8a/b/ / widzimy, że istnieje 

zgodność sposobu drgań poszczególnych powierzchni jedynie dla 

modu przeciwfazowego drgań /por. rys. 24 i rys.Sb/ /natomiast 

dla modu współ fazowego drgań istnieje pewna różnica w sposobie 

drgań /por.rys. 25 i rys. 8a/. Dzięki wynikom uzyskanym za po­

mocą FEM można dokładniej śledzić zachowanie się poszczególnych 

fragmentów rezonatora podczat drgań.



- 98 -

Dla modu współfazowego drgań istnieje pewna optymalna długość

czynnik "wzmocnienia amplitudy drgań"/ osiąga maksimum. Jest to 

szczególnie przydatne dla projektowania takich rezonatorów; poz­

wala bowiem na określenie optymalnych rozmiarów rezonatora przy 

zadanej częstotliwości i zadanym modzie drgań.

Obok kryterium “zestrojenie" konwertera typu R-L przedstawione­

go w postaci zależności /6.1/ można zaproponować inne. 3est nim 

jednakowa wartość modułu stosunku amplitudy wychylenia powierz­

chni czołowej obu rezonatorów do maksymalnej amplitudy wychylenia 

występującej w danym kierunku dla poszczególnych modów drgań. 

Kryterium to można zapisać w postaci:

Ł
SmQx

§Rd 

Smax

max

fa fa

oraz
Sad

5 max

fs fs
(6.3 )

Na rys; 26 i rys. 27 przedstawiono postacie drgań konwertera 

typu R-L przy tak przyjętym kryterium "zestrojenia*' /zależność 

(6,1/ dla modu przeciwfazowego i współfazowego drgań.

Podobną parę tworzą rys. 28 i rys.29 dla przypadku zestrojenia 

wg zależności /6.3/. Porównując postacie drgań na rys.26-27 

i na rys. 28<r29 można łatwo zauważyć, że istnieje znaczna różni­

ca wielkości amplitudy wychylenia poszczególnych powierzchni 

czołowych dla obu modów drgań dla określonego kryterium zestro­

jenia. Natomiast porównanie otrzymanych częstotliwości drgań 
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własnych i długości rezonatora prętowego dla postaci drgań wyni­

kających z wszystkich kryteriów “zestrojenia" /wzory/6.1/,/6.2/ 

i /6.3/ / pozwala zauważyć, że istnieje duża rozpiętość między 

tymi parametrami, co ma istotne znaczenie przy kaskadowym łęcze- 

niu kilku konwerterów.

Przedstawiona na rys. 21 charakterystyka zależności częstotliwoś­

ci drgań własnych od długości rezonatora prętowego została wykreś­

lona przy założonych stałych rozmiarach pozostałych, Wpływ zmian 

innych rozmiarów konwertera na częstotliwość drgań własnych po­

kazuje rys. 30 i rys. 31. Wykres przedstawiony na rys. 30 sporzą­

dzono dla zmieniającej się średnicy rezonatora prętowego; często- 
podłużnych 

tliwość f maleje tu ze wzrostem średnicy rezonatora drgań <nato- 

miast częstotliwość f początkowo maleje osiągając minimum a nas­

tępnie rośnie. Istnieje więc pewien zakres średnicy, dla którego 

A f « f -f przyjmuje wartość minimalną. Do podobnych wniosków 

prowadzi analiza wykresu przedstawionego na rys. 31; tu również 

istniej.e pewien zakres grubości rezonatora radialnego, w którym 

różnica Af = f - f osiąga minimum. VI badanym zakresie grubości 

rezonatora radialnego charakter krzywej f jest podobny do poprzed­

niego rysunku, natomiast krzywa f ma kształt paraboli o łagodnym 

maksimum •

Na rys. 32 przedstawiono rozkład przemieszczeń występujących 

wzdłuż promienia rezonatora dyskowego dla konwertera jednorodne­

go typu R-L zestrojonego wg kryterium podanym we wzorze /6.1/.

Rozkład ten wyznaczono dla modu współfazowego i przeciwfazowego

drgań dla stosunku
Sr max

wynika, że przemieszczenia

1
S™, 

radialne

. Z przedstawionych krzywych 

dla modu przeciwfazowego drgań

są większe od przemieszczeń dla modu współ fazowego,
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Podobny przebieg ma wykres przedstawiony na 

wyznaczono rozkład przemieszczeń wzdłuż osi 

rys.33, na którym

rezonatora prętowego

również

Wartość

dla dwóch modów drgań 

przemieszczeń dla modu

dla stosunku —— 

przeciwfazowego c rgań jest w obu

przypadkach nieznacznie większa niż dla modu współfazowego drgań.

Zastosowany podział konwertera na elementy /rys. 19/ pozwala wy­

znaczyć rozkład przemieszczeń na powierzchni i wzdłuż osi symetrii 

konwertera. Stosując odpowiednio gęsty podział na elementy można 

wyznaczyć rodzinę charakte rys tyk opisujących przemieszczenia 

wewnątrz całego obszaru konwertera. Rys. 34 przedstawia rozkład 

przemieszczeń wzdłuż promienia rezonatora dyskowego występują­

cych na powierzchni i wzdłuż osi symetrii, natomiast na rys. 35 

przedstawiono rozkład przemieszczeń wzdłuż osi i na powierzchni 

rezonatora prętowego /dla drgań podłużnych/. Z obu rysunków wi­

dać, że przemieszczenia występujące wzdłuż osi są większe od 

przemieszczeń występujących na powierzchni poszczególnych rezo­

natorów /dla obu modów drgań/. \'l rezonatorze prętowym największe 

wartości przemieszczeń występują na końcu rezonatora; dla rezona­

tora dyskowego maksymalne wartości przemieszczeń zależą od modu 

drgań. Dla modu przeciwfazowego maksimum wartości przemieszczeń 

występuje na 0,8 - 0,9 długości promienia, natomiast dla modu 
<- na obrzeżu dysk u7

współ fazowego/T Różnice są tu jednak minimalne, rzędu pojedynczych 

procent .

Interesująco przedstawia się porównanie częstotliwości drgań 

własnych oddzielnych rezonatorów: pręta drgającego podłużnie 

i dysku drgającego radialnie, o rozmiarach odpowiadających kon­

werterowi "zestrojonemu" np. wg kryterium z wzoru /S. 1/. Często­

tliwości drgań własnych dla konwertera wynoszą: 
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- dla modu przeciwfazowego drgań - fg = 47.441 [HzJ 

- dla modu współfazowego drgań - f = 56.944 [hz] 

Częstotliwości drgań własnych pręta drgajęcego podłużnie i dysku 

drgającego radialnie wynoszę odpowiednio:

- dla pręta - f = 41.239 [hz] 

- dla dysku - f = 51.007 [hz] 

Sprzężenie obydwu rezonatorów tworzęcach konwerter powoduje, że 

częstotliwości drgań własnych zmieniaj? się.

Częstotliwość drgań własnych konwertera dla modu przeciwfazowego 

drgań jest większa od częstotliwości drgań własnych rezonatora 

prętowego i mniejsza od częstotliwości drgań własnych rezonatora 

dyskowego, natomiast dla modu współfazowego częstotliwość f jest 

większa od częstotliwości drgań własnych obu rezonatorów rozpa­

trywanych oddzielnie. Otrzymane wyniki uzyskano dla takiego spo­

sobu podziału na elementy rezonatora prętowego i rezonatora dys­

kowego , w jaki s? one podzielone w układzie konwertera typu R-L.
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6.2. Konwerter typu R-L niejednorodny.

Na rys. 37 przedstawiono zależność częstotliwości drgań własny 

nych konwertera niejednorodnego typu R-L od długości rezonatora 

prętowego. Wykres ten ma podobny przebieg do wykresu z rys. 21 

dla konwertera jednorodnego z tym, że krzywe f i f leżę tu bli~ 

żej siebie. Wynika to z faktu, że rozmiary części sprzężonej 

/części centralnej konwertera/ sę dla tego konwertera mniejsze; 

ze wzrostem rozmiarów części sprzężonej różnica częstotliwości 

f - f rośnie. Oest to zgodne z wynikami badań uzyskanymi przez 

G .F .Powołocka j ? ( [35]) .

Rys. 39 przedstawia obliczonę i zmierzonę zależność Af=fs-fa 

od długości rezonatora prętowego. /Sposób pomiaru został przedsta­

wiony w dodatku 8/. Obie krzywe maję taki sam charakter, występu­

je natomiast różnica w położeniu minimum krzywych. Powodem tego 

jest m.in. rozbieżność między wartościami rzeczywistymi i katalo­

gowymi stałych materiałowych ceramiki piezoelektrycznej i tytanu. 

Do budowy konwertera użyto bowiem stopu tytanowego o nieznanych 

dokładnie parametrach E, $ , i 9 .

Na rys. 40t43 przedstawiono wpływ - 5% zmiany wartości modułu 

Younga E i gęstości tytanu i ceramiki PXE-4 na przebieg chara' 

terystyki różnicy częstotliwości modu współfazowego i przeciwfazu- 

wego drgań jako funkcji długości rezonatora prętowego. Z przedsta­

wionych wykresów wynika, że nawet niewielka zmiana tych wartości 

powoduje przesunięcie minimum różnicy f - f .

Rys. 38 przedstawia moduł stosunku amplitudy przesunięcia powierz­

chni czołowej rezonatora prętowego i powierzchni bocznej rezona­

tora dyskowego jako funkcji długości rezonatora prętowego. Prze- 

cięcie krzywych pozwala znaleźć optymalne rozmiary knowertera,
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|fa 
przedstawiono na rys.

K
41 i

/wzór

fs
rys. 45

6.1/. Dla takiego konwertera 

obliczone przemieszczenia

węzłów poszczególnych elementów, na które podzielono konwerter;

w rezultacie otrzymano postać drgań konwertera dla modu przeciw- 

fazowego i współfazowego drgań.

Na rys. 46 przedstawiono rozkład przemieszczeń wzdłuż promienia 

rezonatora dyskowego, a na rys. 47 - wzdłuż osi rezonatora pręto­

wego dla konwertera zestrojonego wg zależności /6.1/. Charakter 

tych rozkładów jest podobny do rozkładów dla konwertera jednorod­

nego /rys. 32-33/.

Rys. 48 przedstawia rozkład przemieszczeń wzdłuż promienia rezona­

tora dyskowego występujących na powierzchni i wzdłuż osi symetrii 

omawianego konwertera. Charakterystyczne jest tu również występo­

wanie maksimum przemieszczeń dla modu przeciwfazowego drgań w od- 
Rległości ok. 0,8 r 0,9 w . Przemieszczenie występujące wzdłuż osi 

o
sę większe od przemieszczeń na powierzchni /dla obu modów drgań/ 

Wartość przemieszczeń dla modu przeciwfazowego jest większa niż 

dla modu współfazowego.

Na rys’. 49 zestawiono rozkład przemieszczeń wzdłuż unormowanych 

rozmiarów rezonatora prętowego i rezonatora dyskowego. Z rysunku 

widać, że przemieszczenie wzdłuż promienia rezonatora drgającego 

radialnie są większe niż wzdłuż rezonatora drgającego podłużnie.
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6.3. Wnioski końcowe .

Otrzymane wyniki częściowo dają się porównać z wynikami po­

danymi w pracach K.Itoh i E Mori ( [17] , [20]) .

Na przykład K.Itoh i E.Mori badając eksperymentalnie konwerter 

jednorodny wykonany ze stali S45C /wg oznacz.jap/ o rozmiarach: 

rk ^ = 15 [mml 1 =52,4 [mml Ó . . =68 [mml h. , =20 [mml
yJpręta L •* pręta u ^dysku *- dysku L J 
otrzymali dwie częstotliwości własne odpowiadające modowi prze­

ciwf azowemu drgań f =50 235 [Hz] i modowi współ fazowemu f =60 48/[Hz] 

. Różnica Af = f - f wynosi tu 10 252 [Hz] . Otrzymane za s a
pomocą metody elementów skończonych wyniki wskazuję, że nie były 

to warunki optymalne dla otrzymania konwertera "zestrojonego" 

wg któregokolwiek z przyjętych kryteriów zestrojenia; najbliższy 

wynik odpowiada zestrojeniu I typu /wzór 6.1/; odpowiednie wiel­

kości dla tego typu zestrojenia wynoszę:

2$ _ =15 [mml 1 . =62,8 [mml । =68 [mml h. . =20 [mmlV prę ta L J pręta L ^dysku u J* dysku L J
f = 47 441 [Hz] , f = 56 944 [Hz] , Af = 9 503 [Hz] . a s
Pewien wpływ na różnicę wyników pomiarów uzyskanych przez auto­

rów w pracy [1/] i wyników obliczeń otrzymanych za pomocą FEM 

w niniejszej pracy może mieć niezgodność stałych materiałowych.

Przeprowadzony test prawidłowości działania programu FEM2 

praktycznie wyklucza możliwość wystąpienia błędu w programie 

/patrz dodatek C/.

Zastosowanie metody elementów skończonych do projektowania rezona­

torów o konwersji kierunku drgań pozwala na swobodną manipulację 

poszczególnymi rozmiarami rezonatorów w celu uzyskania żądanych 

parame t rów.

Wydaje się, że jednym z najważniejszych zagadnień przy obliczaniu 
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rezonatorów tego typu jest, obok częstotliwości drgań własnych, 

dobór rozmiarów pod kętem uzyskania odpowiedniego współczynnika 

wzmocnienia amplitudy drgań /patrz rys. 23/.

Otrzymane wyniki obliczeń i ich analiza przedstawione w rozdz.5 

i rozdz. 6 pozwalaj? na sformułowanie kilku zasadniczych wnios­

ków wynikających z niniejszej pracy: 

- Metoda elementów skończonych dobrze nadaje się do analizy 

rezonatorów o konwersji kierunku drgań. Spośród wielu cech wy­

różniających tę metodę w analizie rezonatorów o konwersji kie­

runku drgań należy wyróżnić: 

- możliwość dowolnej penetracji obszaru rezonatora 

- możliwość wyznaczania składowej poprzecznej drgań

~ Rezonator o konwersji kierunku drgań typu R-L /L-R/ ma dwie 

podstawowe częstotliwości rezonansowe f i f odpowiadające 

modowi przeciwfazowemu i modowi współfazowemu drgań , przy czym

- Z analizy rezonatorów o konwersji kierunku drgań typu R-L /L-R/ 

wynikaj? następujące typy zestrojenia:

1°. Zestrojenie I typu zachodzi wówczas, jeśli moduł stosunków 

amplitud przemieszczenia powierzchni czołowej rezonatora 

drgań podłużnych i amplitud przemieszczenia powierzchni 

bocznej rezonatora drgań radialnych dla modu przeciwfazowe­

go i modu współ fazowego drgań s? sobie równe co można zapi­

sać vi postaci warunku: 

ę 
^^powierzchni czołowej pręta 
£ 
°Rpowierzchni bocznej dysku

]
_ ^powierzchni czołowej prętą

°Rpowierzchni bocznej dysku |i 

fn
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2°. Zestrojenie II typu zachodzi wówczas, jeśli dla modu prze- 

ciwfazowego drgań moduły stosunków amplitudy przemieszczenia 

powierzchni czołowej rezonatora drgań podłużnych i amplitudy 

przemieszczenia powierzchni bocznej rezonatora drgań radial­

nych do maksymalnej amplitudy przemieszczenia są sobie rów­

ne, co można zapisać w postaci warunku:

fa fa

3° Zestrojenie III typu zachodzi wówczas, jeśli dla modu współ-

^powierzchni czołowej pręta Sfipowierzchni bocznej dysku

5 max S max

fazowego drgań moduły stosunków amplitudy przemieszczenia

powierzchni czołowej rezonatora drgań podłużnych i amplitu­

dy przemieszczenia powierzchni bocznej rezonatora drgań ra­

dialnych do maksymalnej amplitudy przemieszczenia są sobie

równe, co można zapisać w postaci warunku:

^powierzchni czołowej pręta 
S max

Rezonator o konwersji kierunku

_ ^powierzchni bocznej dysku 
S max

fs
drgań typu R-L /L-R/ może być

wykorzystany jako wzmacniacz amplitudy drgań. Za pomocą FEM 

można wyznaczyć wielkość tego wzmocnienia przy założonych para 

metrach wejściowych, jak również można znaleźć częstotliwość 

drgań własnych konwertera, dla której występuje maksimum wzmoc­

nienia przy określonych rozmiarach rezonatora.

Ze wzrostem długości rezonatora drgań podłużnych /przy stałych 

rozmiarach pozostałych/ zmieniają się częstotliwości f if
3 S

/rys. 21 i rys. 37/; krzywa f ma kształt paraboli wypukłej nato­

miast krzywa f„ - paraboli wklęsłej o b $ rze najanieist e j
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odległości między krzywymi /min Af=f -f /istnieje optymalna 

długość rezonatora drgań podłużnych, dla której moduły sto­

sunku amplitud-przemieszczeń powierzchni czołowej pręta i po­

wierzchni bocznej dysku dla modu współfazowego i przeciwfazo­

wego s? sobie równe /zestrojenie I typu/.

- Ze wzrostem średnicy rezonatora drgań podłużnych /przy stałych 

rozmiarach pozostałych/ częstotliwości f i f zmieniaj? się a s

jak na rys. 30.

- Ze wzrostem grubości rezonatora drgań radialnych /przy sta­

łych rozmiarach pozostałych/ częstotliwości f i f zmieniaj?a s 

się jak na rys. 31.

- Częstotliwość drgań własnych rezonatora o konwersji kierunku 

drgań typu R-L znacznie różni się od częstotliwości drgań 

własnych rezonatorów tworzących konwerter rozpatrywanych od­

dzielnie .

- Wartość przemieszczeń wzdłuż osi rezonatora prętowego i wzdłuż 

promienia rezonatora dyskowego s? większe dla modu przeciwfa- 

zowego drgań niż dla modu współfazowego.

- Przemieszczenia wzdłuż promienia rezonatora dyskowego na osi 

symetrii s? większe od przemieszczeń na powierzchni tego rezo­

natora /odpowiednio dla obu modów drgań/.

- Przemieszczenia wzdłuż osi symetrii rezonatora prętowego sę 

większe od przemieszczeń na powierzchni /odpowiednio dla obu 

modów drgań/.
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7. ZAKOŃCZENIE

Rezonatory o konwersji kierunku drgań stanowię pewnę alterna­

tywę dla stosowanych do tej pory źródeł drgań ultradźwiękowych, 

zwłaszcza średnich i dużych mocy. Znajomość zachowania się tego 

typu rezonatorów podczas drgań pozwoli z pewności? na ich szer­

sze zastosowanie w praktyce. W niektórych przypadkach, np. przy 

kaskadowym łęczeniu kilku konwerterów ( [1^) możliwe jest uzyska­

nie efektu sumowania energii, a tym samym uzyskanie dużej ampli­

tudy drgań powierzchni roboczej . Przy ograniczonych możliwościach 

uzyskiwania dużych mocy z pojedyńczych źródeł ultradźwiękowych 

stosowanie takich układów ma dużę perspektywę rozwoju. Nie bez 

znaczenia jest również możliwość wykorzystania efektu odwrotnego, 

tj. dzielenie energii z jednego źródła poprzez konwerter będź 

układ konwerterów do kilku obciężeń.

Duże zastosowanie praktyczne mogę znaleźć zarówno konwertery 

jednorodne jak i niejednorodne, w których jednym z rezonatorów 

może być element aktywny. Do prawidłowego ich obliczania i pro­

jektowania niezbędna jest dokładna znajomość sposobu ich zachowa­

nia się podczas drgań.

Celem niniejszej pracy było m.in, stworzenie aparatu oblicze­

niowego, za pomoc? którego można przewidzieć niektóre własności 

projektowanego rezonatora przed jego realizację, a także można 

przeprowadzać pewnę korektę po realizacji. Ważne jest by ta korek* 

ta była prowadzona we właściwym kierunku.

Wydaje się, że cel ten został osięgnięty. Przedstawiony sposób 

rozwiązania zagadnienia wraz z programem na EMC /patrz załęcznik 

do pracy/ umożliwia niemal bezpośrednie stosowanie wyników pracy. 

Przeprowadzone obliczenia wykonano dla rzeczywistych materiałów 
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co pozwala ma zorientowanie się w rzędach poszczególnych wiel­

kości.

Praca stanowi zakończenie pierwszego ważnego etapu badań nad moż­

liwości? wykorzystania rezonatorów o konwersji kierunku drgań 
w praktyce, potwierdzając przydatność zaproponowanej metody do 
ich analizy.

□ak wynika z doniesień literaturowych badania takich rezonatorów 
prowadzone były jedynie w Japonii i w ZSRR; w Polsce - poza 
Instytutem Telekomunikacji i Akustyki Politechniki Wrocławskiej - 
nie prowadzono do tej pory żadnych prac naukowo-badawczych na ten 
temat.

Autor pragnie wyrazić głębokę wdzięczność mgr inż. Z.Janellemu 
za pomoc w kodowaniu programu i realizacji obliczeń na EMC.
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Dodatek A

Równanie ruchu dysku piezoelektrycznego w metodzie elementów 

skończonych ([23] ,[24]).

Zakładając, że pole elektryczne w dysku piezoelektrycznym jest 

równoległe do osi "z" i niezależne od "r" i ”9 " równanie stanu 

opisujące materiał piezoelektryczny można zapisać w postaci:

gdzie:

- indukcja elektryczna

{e} - wektor piezoelektryczny naprężenia

[pE]- tensor sprężystości, gdy Ez = 0

£zz- przenikalność elektryczna gdy {6} = 0

Ez - pole elektryczne w kierunku osi z ;
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natomiast

(A.3)

(A.4)

Macierz [oEJ ma postać:

D« D« 0

D« 0

D* 0
(A.5)

(sym)

/Gdy element jest czysto sprężysty zależność (A.l) sprowa­

dza się do postaci danej wzorem (4.9)/.

Funkcja Lagrange'a ( [24] [45] ) dla rozważanego systemu okreś-

laj?ca jego energię jest dana zależności?:

dC = E(-X-He-Te-We) Q C C ( A.s)

gdzie:

"^e - energia odkształcenia zwięzana z elementem^"

He- energia elektrostatyczna związana z elementem ”e"

Te - energia kinetyczna związana z elementem "e"

We- praca sił zewnętrznych na okręgach węzłowych elementu V 
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Energię odkształcenia /zgodnie z wzorem (4.19) i korzystając 

z zależności (4.8) ,(A.l) ,(4.11) i (A.2)/można wyznaczyć 

w sposób następujący:

Je ~ "2" ({£}) {Cj d0 drdz -

- 2“J({5}) (M {£] - {e] Ez) d0 drdz =

r . (A«7)
= ij(((W[p£] +({SnM{e} ^JdS drdz =

gdzie macierze:

[G]'= 2 TTjEsfr drdz

[k]- dana wzorem (4.46)

Wprowadzając tzw. wektor współczynników sprzężeń j Pr w postaci

otrzymamy końcowe wyrażenie na energię odkształcenia

(A.10)

Energia elektrostatyczna He zwięzana z elementem ”e” jest dana 

zależnością:

He=yfDz Ezd0drdz ( ••■■)
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Podstawiajęc 2)z z równania (A.l) oraz korzystając z zasady prze- 

mienności iloczynu skalarnego wektorów / a także z wzorów (4.8) 

i przekształceń podanych we wzorze (A.7) / otrzymamy :

He = y (E]e + £zz Ez) Ez d0 dr dz =

Ezd0 dr dz =

~ 2 J fcl) (e] Ez + ^zz Ez d0 dr dz —

_* £ 2

Energia kinetyczna Te dana jest zależności?:

Te=f/?e{f}{{jd0drdz (._i3)

gdzie
{0 = H r, Z,t )

Wprowadzaj ęc

f (r.z.t) = f(r,z) ejwt

i korzystając z wzoru (4.40) i(4,51) otrzymamy

(A.14)
=i - (mT [Mnsr
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gdzie:

[m]6” macierz mas elementu dana wzorem (4.51) .

Pracę sił zewnętrznych na okręgach węzłowych elementu "e" można 

zapisać w postaci:

R[ - wektor sił radialnych w węźle " 1“

Z[ - wektor sił działających wzdłuż osi Z w węźle "t”

Podstawiając otrzymane w wzorach (A.10),(A.12),(A.14) i (A.15)

wyrażenia na poszczególne rodzaje energii do wzoru (A.6) i mini­

malizując funkcjonał Lagrange'a cC względem wszystkich parametrów 

dotrzymuje się równanie ruchu w postaci I [23] ) : 

(M - {5} = (A.16)
2hP

gdzie

VE - napięcie elektryczne

(p) - wektor współczynników sprzężeń /wzór (A.g) /

{Fj — wektor sił zewnętrznych odpowiadających prze­

mieszczeniom .

Jeśli zaciski elementu piezoelektrycznego sę zwarte ( VE=0 ) 

i gdy pominięte sę siły zewnętrzne równanie ruchu uprości się

do postaci:
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(M -OM)^ = o (A.17)

□est to równanie charakterystyczne układu mechanicznego przy 

okresowym wzbudzeniu. Rozwiązanie tego równania jest możliwe 

tylko dla określonych wartości GO , dla których wyznacznik

det [k] — co2 [m] = 0
(A.18)

Wyznacznik ten jest rzędu n /dla macierzy o wymiarach n’n /; 

istnieje więc n pierwiastków będęcych rzeczywistymi wartością- 
2 

mi co .

W dziedzinie drgań mechanicznych pierwiastki równania (A»18) s?

rzeczywiste.
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Dodatek B

Pomiar charakterystyki częstotliwościowej modułu admitancji 

elektrycznej konwertera niejednorodnego typu R-L,

Autor w pracach £9] ( [loj przedstawił niektóre wyniki badań 

eksperymentalnych rezonatorów o konwersji kierunku drgań typu 

L-L i typu R-L. Przedmiotem badań był m.in. konwerter niejedno­

rodny typu R-L składający się z dysku piezoelektrycznego wykona­

nego z ceramiki PXE-4 i pręta tytanowego. Pręt i dysk były połą­

czone z sobą za pomoc? kleju cyjanoakrylowego firmy Hotinger Z-70, 

który zapewnia dobrą sztywność połączenia, niezbędną przy prze­

noszeniu drgań. Długość pręta została tak dobrana by jego podsta­

wowa częstotliwość rezonansowa drgań podłużnych znajdowała się 

w zakresie rezonansu radialnego dysku.

Jedną z wielkości charakteryzujących taki konwerter jest jego 

admitancja elektryczna wejściowa. Rys. B.l przedstawia układ do 

pomiaru modułu admitancji elektrycznej konwertera typu R-L. 

W układzie wykorzystano miernik immitancji elektrycznej współpra­

cujący z analizatorem heterodynowym firmy BrUel - Kjaer typu 2.010 

i rejestratorem poziomu typu 2305.

we

we

Rys ,3.1, Układ do pomiaru modułu admitancji d ■ urryczncj 

konwertera niejednorodnego typu R-L.
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Przykładów? charakterystykę modułu admitancji elektrycznej

przedstawiono na rys. B.2

wertera nie jednorodnego typu R-L.

Maksima tej charakterystyki znajduj? się w pobliżu częstotliwoś­

ci własnych konwertera. Mniejsza częstotliwość odpowiada modowi 

przeciwfazowemu( większa - modowi współfazowemu. Odstęp między 

częstotliwościami zależy od rozmiarów części wspólnej dla obyd­

wu rezonatorów ; jest on tym większy im rozmiary te sę większe. 

Wartości maksymalne modułu admitancji elektrycznej konwertera

zależę od długości rezonatora prętowego.



- 118 -

Dodatek C

Sprawdzenie programu FEM2

W celu przetestowania programu dokonano porównania wyników 

obliczeń z wynikami otrzymanymi przez Gladwella ([?]) , 

Gladwell analizował m,in, płask? płytkę okrągłą o rozmiarach

- 80 [mm] i grubości d = 1 [mm] o następujących stałych materiało­

wy c h:

E = 13,69 • 1010 [Pa]

= 0,384

$ = 10 000 [kg/m3]

Klasyczna analiza drgań radialnych wyrażona poprzez funkcje 

Bessla dała rezultat częstotliwości drgań własnych f = 33 434 [Hz] 

([8]) . Stosując podział na 10 i 16 elementów otrzymano odpowied­

nio f, = 33 529 [Hz] i f = 33 514 [Hz] .

Obliczenia przeprowadzone z zastosowaniem programu przedstawione­

go w niniejszej pracy z podziałem na elementy trójkątne przynios­

ły rezultat f = 33 592 [Hz] . Stanowi to wzrost częstotliwości 

o 0,2 % \n stosunku do wyniku uzyskanego przez Gladwella.

Inny sprawdzian dotyczył pierścienia o przekroju trapezowym.

Tu wyniki przedstawiają się następująco: 
11 r i stałe materiałowe E = 0,718 • 10 [Pa] 

= 0,34

3 = 2 800 [kg/m3] 

częstotliwość zmierzona:

f = 30 100 [Hz]

Stosując elementy trapezoidalne Gladwell otrzymał następujące 

wynik i:
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podział na 4 elementy f = 29 750 [Hz]

podział na 12 element ów- f = 29 630 [Hz]

podział na 16 elementów- f = 29 620 [Hz]

Obliczenia przeprowadzone przez autora pracy z podziałem na 

elementy trójkątne /przy podziale na 20 elementów/ dały rezul­

tat f = 29 590 [Hz] co daje bł?d 0,1 % w stosunku do ostatniego 

wyniku Gladwella.

Wyniki te potwierdzaj? poprawność obliczeń programu FEM 2 .
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Analysis of Resonators with Directional Converter by Finite 

Elements Method exampled to R-L type Converter

In ultrasonic technology to obtain medium and high amplitude 

vibrations, two types of transducers are applied generally: mag- 

netostrictic and piezoceramic transdusers. Maximum value of vib­

ration amplitude for magnetostrictic transdusers are limited by 

magnetostrictic effect nonlinearity, whereas for piezoceramic 

transducer - by low mechanical strength of piezoceramic material. 

One method of increasing the vibration amplitude upper limite is 

using of radiating source of special design.

Four resonator types with directional converter have been propo­

sed by K.Ito and I.Mori /Japan/: L-L type, L-L-L- type, R-L type 

and L-R type /L - longitudinal, R - radial/. The aim of this work 

was to performe analysis of R-L type converter. One of the newest 

method /Finite Elements Method - FEM/ has been adapted. This met­

hod permits to find the displacement and stress values in any 

particular point of a resonator. It's possible to determine two 

components of displacement - longitudinal and transversial.

From analysis three types of resonator tuning have resulted, and 

these types can be used for another type convertors. For all types 

of tuning the modal patterus in antiphase and inphase vibration 

modes have been presented. The choise of particular tuning depends 

on the way of converter using. Moreover in the paper the influen­

ce of rode and disc resonator dimensions on converter vibration 

proper frequences have been described. The displacement distri­

butions along symetry axis and on the surface of the rod resonator 

and along disc resonator radius /on symetry axis and on the sur­

face/ have been determined. The uniform and nonuniform converters 

have been analysed. The obtained results confirm the usefulness
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of the finite elements method to analysis this type resonators

- the better information on resonator vibrations can be achieved.
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