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WSTE?P?

Pojgcie algebry ogdlnej jako pary <A;F> ;gdzie A jest
zbiorem elementéw,a F zbiorem pewnych operacji na A ( tzn.
funkcdi postaci f: AP—3 A ) wyrosic z uogdlnienia takich
pojeé¢ jak grupa,pierscien czy ciato,.Z2godnie 2z duchem algebry
klasycznej cechg charakterystyczng algebry ogdlnej -<A;F2Y
Jest 11l08¢é 1 rodzaj operacji nalezscych do F,zwanych funda-
mentalnymi,

W pracy tej prezentujemy inne podejsScie.Mianowicie,dwie
algebry ogdlne majace ten sam zbidr operacji algébraicznych
(tzna zbidr operacji generowanych przesz oieracje fundémenﬁal-
ne; por., §1.l,} traktujemy tuta] jako jednakows.W ten sposdh
adstrahujemy niejako od strukiury algebraicznej i patrzymy
na algebre (} = .<&;?f> po prostu jeko na pewien zbidr
operacji na A zamknigty nae skiadanie funkeji i identyfikows.
nie zmiennych.Z tego tez powsdu zdecydowalidmy sie na stoso-

wanie terminu "operacje® zzmisz{,czgselel uiywanego w 1iio-

raturze polskiej,terminu “d:ziaxanise®,
W [7] G.GrAtzer,J.Pionka i A.Sekanina sformuiowsli

~dla takich zhiordw problen enarakteryzacii liczby ynigu

operacji zaleznych dok*adnie od n zmiennych { Colloq.Math,

\ 2 S G RS - '
P.691-692 |.Bkazalo sig,is przy zalozeniu,ie istnieja operscje
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state (t Jj. niezalezne cd zédnej zmiennej ) 1iczba P (Cn)
jest w pewnym sensie niezaleZna Konkretnie, dla kazdego ciggu
1iczb naturaln,ych <p0,pl,p2,...> ,gdzie po‘) 0,.Lstnieje

: algebra OV (odpowiedni zbidr operacji zamkniety na skiada-
nie funkeji i identyfikowanie zmiennych),taki ze p (V) = Py
(por. [7]) .F0za pewnym agczegélnym przypadkiem,problem ten
zostat réwniez rozwiqzanj przy zatozeniu,se istnieje nietry-
wialna operacja unarna {t.j. zalezna od jednej zmiennej i
rézna od £((x) ==x ); podane zostaly mianowiecie pewne warun-
ki konieczne 1 dostateczne na liczbe p,(0v) dotyczgce jey
podzielnosci { por. [6],[14], [15]), ”

'Natomiast Przy zalozeniu,2e nie ma étaifch ani nietrywia-
lnych operacji unarnych (1nnymi slowy,2e algebra jest idem-
potentna,t.j. kazda operacja f speinia rdéwnodé {L(x,w, .x)= x)
problem okazal sig nieco bardziej skomplikowany: W 341
G.Grétzer i J.P2onka wysungli nastepujscg hipoteze:

Jesit Oy Jest algebrg idempotentng,wtedy iatniage takie

m% 0,2e dla kazdego n > m,warunek 1 £ pn(c}v < g

pocigga nierdwnosé (Ov) < p,,1(0v) .

Jak dotgd,hipoteza ta zostala zweryfikowanas +vlko przy
pewnych dodatkowych zarozeniach; & mianowicie,prz: zaZozeniu,

="

se OV ma binarng przemienng operacje algebraicans i41,2¢
OV ma niediagonalng binarng cperacie algebraiczns o pewnej
szezegdlnej wiasnodei [13],1 wreszcie prazy zalozeniu, te
po(Ov) = 0,p5(C1) > 0 1 p (W) > 0 [5].

W niniejszej pracy catkowicie weryfikulemy t3 hipcoieze

Co wigcej,dla da~-i-algebry U} charaktveryzujemy liczhe m,

R R
poczgwszy od ki rej ciag <pn(o-g?)} Jest rosnacy.jak rownisz
charakteryzujcuy cigg <p a(0W ) dle n £ m.Ponedts zostaje

dowiedzione, ze jesli p.(0Ov)S> oo sto p (Oy) &
n o’ ! ¥

Tak wiec,pokazujemy w rezultacie,se dla kazdel algepry idens=



N AET A
poteﬁtnej istnieje liczba m,taka ge dland» m aikhe cigg
'<pn[0y)> jest ;-_osi}a,qy' a.lbo” pn((n) < 1,prazy czym a.ié;ebry
speiniajace drugi warunek okazujs sie wjthkowe i sg dokia.
~dnie opisane.ﬁyniki tej ﬁracy pokrywajg sie 2z wynikaﬁi zaJ-
wartymi w [8] 14 [lﬂ]; : _ |

Czg$é I ma charakter wprowadzajgey.W §1.1 podajemy
terminologie,ktdrs -sig posiugujemy,oparts né ksiché
G.GrAtzera [2].W §1.2 podane zostaig pewné przyktady algebr
idempotentnych niezbedne do sformulowania wynikdw i dowoddw.,
W §1.3,dla wygody czytelnika,cytujemy rezultaty pochodzace
Z prac [1,4,5,11,16],kt6re wykorz&stujemy w dowodach.
Twierdzenia i wnioski zostajg sformuiowans w §1.4.Czedé II
poswigcona jest ich udowodnieniu,Dowdd gidwnego rezultatu
(Twierdzenie 1) rozpada sie w naturalny sposdb na trzy cze-
$ci.Czesé pierwszg i drugg stanowig §§ 2.2 i 2.3.W trzeciey
czescli pozostajg nam do rozwazenia slgebry posiadajgce dia-
gonalne operacje algebtraiczne,co wymaga rozstrzygnigeia
pewnyoh problemdw dotyczgecych tych operacii {§ze4}.w §2.5
konstruujemy pewns ogé}ng metode badania tege typu algebr,

rzy pomocy tej metody i rezultatdw §2.4 kodczymy dowdd
Iwierdzenia 1 {52.6) oraz dowodzimy twierdzen 2 1 3 {§237} .

Na zakoriczenie chcialbym podzigkowaé prof,.G.Gré&tzerowl,

za jego cenne uwagi,ktdére pozwolily mi nadeé pracy tej wia-

sciwa forme,a takze uczesinikom seminarium prof,W.Narkiewicza

L]

w roku 1977/78,gdzie prace mojg miatem okazjie referowac,

a w szezegdlnosel prof.W.Narkiewiczowi,doc.J.Pionce oraz

dr J.Dudkowi,za uwazne wysituchanie i liczzne uwagl,a przede
wezystkim za zyczliwg pomoc,bez ktdérej praca te nie mogisby
byé napisana.

L

Wrociaw, 16 maja 1978.
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l.; Terminologié

Przez algebre ogdlng,krdtko: algebre,rozumiemy pare

<A;F> ,gdzie A jéét zbiorem elementdw,a F zbiorem operacji

na A,tzn. funkeji postaci f£: A™> A (n 2 0),zwanych

operacjami fundamentalnmymi. Dla n = 0, £ jest po prostu

\[ - funkejg ze zbioru Ao ={‘(Qb w 2zbidr A,a wigc stalg .Kazdg

operacje postaci e?(xl,xz,...,xn\ = X;,gdzie n > 0,1 € 1< 1,

nazywamy trywialng.Zbidr n-arnych operacji algebraicznych

algesry Ov =(4;F) definiujemy jak nastgpuje:

/1/ Operacje trywialne e?(xl,xQ,...,xn] sg n-arnymi
operacjami algebraicznymi (1€ 1 € n).

/ii/ Jesii f[xl,xg,...,xm} € Py a £1(X31X590009% ),
fngl,xe,....xn],..., (X1 9X00e00yX,) 84 n-arnymi operacjami
algebraicznymi,to operacja g(xl,xz,,..,xg} =
= fol(xl,xz,...,xn),f Lxl’x2""’xn)""'fm(xl’x2’°"’xé)
jest n-arng operacjg algebraiczng. -

/1ii/ n-arnymi operacjami algebfaicznymi sg te 1 tylko te,
ktdre otréymujemy stosujac /i/ i /1i/ skoficzons ilosé razy.

Réwnosé operacji rozumiemy jako zwykis rdwnosé funkeii,
Ndéwige operacja algebraiczna mamy na mysli n-arng operacje

L

£ : 4 ; .
\\/ algebraiczng dla dowolnego n.W ten sposob zbior operacjii al-

gebraicznych jest to najmniejszy 2zbidr zamkniety na skiadanie

funxcji zawierajgcy operacje fundamentalne i trywialne (te 0B -
tatnie umozliwiajg po prostu permutowanie i identyfikowanie
zmiennych).Fakt ten wyrazamy czgsto skrdtowo,mdwige ze opera-
cje fundamentalne generujg 2zbidr operacji algebraicznych lub
wrecz,algebre, .

Algetrg € ={A; Py nazywany reduktem algebry & =4 A;F,)jeslismisr
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e e

operaeji algebraicznych Uv zawarty jest W zbiorze operacgi

,algebraioznyﬂh Jr' Jeéli zbiory te nokrywajs sie,to przygmu-

jemy Cn = }f"‘ Jesli w1ec W pracy tej méwimy,2e algebra

va jest np. polgrupq,ta oznacza tyle,ze istnieje polgrupa
.E ,taka ze Oy = g5
0 operacji f(xl,xg,...,xﬁ) na zbiorze A mﬁwimy,ze.zalezy
od zmiennej x,,jeéli istniejs al,az,...,an;€§£§ A,takie ze

f(al,aa....,an]gé f(al,az,...,ai-l,a?,ai+l,...,an) .Operacje
n-arng nazywa sie istotnie n-arns,jesli zalezy od wszystkich

zmiennych.Podobnie pojecia te definiujemy dla dowolnej fun-
keji n zmiennych.
Na mocy definicji operacji algebraicznych,dla kaZdej'

operacji n-arnej f(xl.xe,...,x istnieje operacja istotnie

ol

i

m-arna g[xl,xe,...,xm) ,taka 26 m€ n oraz
f(xl,x2,,..,xn) = g(X)1%Xpyee09X ) .Dlatego zajmujgc sig
mocg zbloru operacji wygodnie jest rozwazaé tylko operacje
istotnie n-arne dla ka:dego n.I tak,dla danej algebry OV
in22 przez P (CW) oznaczamy zbidr istotnie n-arnych
operacji algebraicznych moc tego zbioru oznaczamy przez

pn(Gv) .Ponadto przyjmujac,ze pO(OL) jest to liczba stalych

unarnych operacji algebraicznych,zas pltOvJ - liczba istot-
nie urarnych operacji algebraicznych z wyigczeniem trywialne},
otrzymujemy Scisig definicjeg liczby pn(OT) dla kazdego n zvé,
ktora odpowiada definicji zasugerowane] we Wstepie.Gdy nie
zachodzi mo2liwosé nieporozumienia,czgsto piszemy krdtko

P 1 p, zanmiast ¥ Pn(OW} i pn{01] JZauwazmy w tym miejecu,

2e¢ jesli zbidr operacji fundamentalnych jest mocy i zréé i

to wobec "finitarnego" charakteru definicji operach algebra-

icznych, pnﬁ* M4 dla kazdego n.
Operacjg f£(Xy,Xpse0. ,xr) nazywamy idempotentns,iesli

zalezy co najmniej od jednej zmiennej i speinia rdéwnosé

f{x,Xy.0.,%) = x,Jes1i kazda operacja algebraiczna al ebr?f§%
g 23 h



Jest idempotentna,to méwimy, ze algebra G? jest idempotentna.
Nietrudno zauwazyd,iz jest to réﬁnowazne warurnkowi p0=p1=0.
Biorae @od uwageg definiecje operacji algebraicznych,tatwo
zauwazydé takze,%e na to aby algebra byla idempotentna potrzeba
wystarcza, zeby operacje fundamentalrne byly idempotentne.

nazywamy diagonalng

W koxcu,operacje d(xl,xg,...,xn}

jesli jest idempotentna i spelnia rdwnogé:

A (Xt ) A UNE ), oo A (k) ) = (K ey e)
W niriejszej pracy wygodnie nam bedzie réwniez przyjaé ana-
logiczng do popfzedniej definicje,%2e algbre nazywamy diagonal-
ng,jesli tylzo kazda operacja algebraiczna jest diagonalna

(co,:wrubﬁhg uvage,nie pokrywa sie z terminologig wprowadzong

w1l 3 ;t-or.{';'cf.‘l).

81,2, Przyklady

e e e el

rozdziale tym podajemy przyklady liczby 1 dla pewnych

alzebr idempotentnych,.Trzy pierwsze,wobec naszych rezultat iy,

Okazujls olg wyjgtxowe.

¥l. Rozwazmy pdélkrate <L; .> ytej« idempotentng 1 prze-

mienng pdigrupeg.iatwo zauwsydé,iz jedyna operacjs nalezgen
do P . jest operacja postaci XyoXseeeeeX oW 2ZWigzioi z Tym,
D, 1la kazdego n 2 2,

P2, HNiech {G; +,0) bedzie nietrywialrnas grups Boolea,t.j,

grupg abelows,v ktdrej zachodzi réwnodé x + x = 0 .Rozwazmy

1
¥ R 6 S - B I3 o e

o " . - ity
algebre (&; ;> y2dzie g jest ternarng operacjg zdefiniowang

STy

[l

nastspuigeo: g{x,¥,z) = x + y + z.Fatwo zavin2yé,se g lest

idempotentna, Alzebre <§; g)’ nazywamny idem, Toym TeECulien

: , = i - :H_M

grupy Boolea (G; +,0/ .Zwrddmy uwage,?e kazda operacja alge-
braiczna w tej algebrze jest postaci X, Lo 4 eoe + Koy o
- | = T L S

W zwizzku 2z czym mamy p, =1 dla kazdego nieparzystego n » 1,

oraz P, = 0 dla pozostalych,
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P3. Rozwazinmy algeb:g 33 = <D; d>’,gdzie operacja
P = d(xl,xg,...,xr) jest diagonalna.Algebry tej postaéi
byly wprowadzone i rozwazane przez J.Pionke [llj.Jeéli d
jest istotnie r-arna,wtedy za K,Urbanikiem [l&],algebrg

fD nazywaé bedziemy r-wymiarows algebrsg diagonalns,

(Algebra ta jest diagonalna w sensie definicji przyjetej

w §1.1 3 por RB,§1.3] .Zauwazmy ,ze jedno-wymiarowa algebra
diagonalna jest elgebrg trywialnsa,tzn. takg,w ktdrej wszystkie
operacje‘algebraiczne sg trywialne.Jesli 1D jest r-wymiaro-
wg, algebrs diagonalng ¥ 2 1 ,wtedy na mocy R5,81.3 P, > 0

dla 2 € n £t oraz'pp = 0 dla pozostalych przypadkdw.
Dwa dalsze przykiady pochodzg od K.Urbanika [16]:

P4. Niech <b; g> bedzie idempotentnym reduktem nieskoin-

czonej grupy Boolea.Dla m 2 5 definiujemy m-arng operacje

pm jak nastepuje: p“(xﬁ,xg,...,xw) = xm,jeéli wszystkie ele-
Fi [ =4 — "

meNLY Ky Xy eee X nalezg do jakiejs podalgebry <@; g} gene-

- - m
rowanej orzez mniej ni2z m elexentow oraz p kxl,xg,,..,x = X

nl
i ¥ 't { wr WY ri' o St B - (‘W __ G . " n L 41, aTalld 4
w proeciwnynm wypadku.Potdzmy = 5 ZsP .fatwo pokazaéd,

Kpor.[lﬂ}hze dlan<nm, p_. =1 jesli n jest nieparzyste i

n
rozne od 1 oraz P, = 0 dla pozostalych n.Natomiast dla kazdego

2 m mamy pq:> 05

81

P5., Niech {D; d> bedzie r-wymiarowg algebrs diagonalnsg
Rr'l-l‘.ﬂan:;iajac,ﬁe D jest nieskoniczony (por.RB,ﬁl.E },dla
m 2 3 definiujemy m-arng oﬁeracje pm tak samo jak w poprzede
nim przykiadzie,z tym,ie bierzemy odpowiednio pod uwage
podalgebre <D; d> JPoxdzmy O\/ = {ui d,pm>.£atwo zﬁcwu
pokazad (por.ii6]),29 dla n < m, Py = pnkuxd}}natomiaat dla

pozostaltych n mamy Pn> 0.



§1.3. Stosowane rezultaty

W rozdziale tym przytaczamy rezultaty z innych prac,ktére
zostang wykorzystane w naszych dowodach.Dwa ponizsze sg po
prostu weryfikacjami pewnych szezégélnych przypadkdw hipotezy
G.GrAtzera i J.Pionki.

R1, (G.Gr&tzer,a.mé}aka [4]) Tesli algebra idempotentna
posiada przemienng binarng operacje algebraioczng,a nie jest
pdtkratg,wtedy dla kazdego n 2 2, Doyl 2 Pyt Bhcls

R2, (G.ératzer,J.Plonka [5]) Jesli algebra idempotentna
spelnia - P, = O,p3 > 0,p, > 0,wtedy dla kazdego n > 2,

r+1> Py

Kolejny rezultat jest charakteryzacjg r-wymiarowych

algebr diagonalnych,

o~

K3, (J.Pronka[11] ‘} Algebra &) jest r-wymiarows algebra

diagonaling wtedy i tylko wredy,gdy istniejg zblory

A]_,AE,...,AI_ aras taklie 2e h <n xA K. ..KA 3 d>,gdzie
operacja 4 = dkxl,xp,...,x } efiniowana jest nastepujgco:

dukkahazﬂFQL);<ahai‘iu&};"'](“:JEIEQL?) = <th¢r.ﬁ1r>
Co wisgcej, ?{xl,xg,...,xn) jest operacje algebraicang

wtedy i tylko wtedy,g?jj :
,(\3 |-' cC‘r )\ = ('1“()»1, _,rjﬂf}

l

gdzie il’i:g""’iré Ll,E,...,nj .

of 7.8 .4
g {ay, ol Q:k a5 'C‘\rz,

Korzystamy rowniez z nastgpujgcego lematu:
R4 . iJ.Dudek El]) Niech x.y bedzie idempotentns niediago-
nalng binarng operacjg.Dla kazdego n 2 definiujeny
= % el oo (ner Xad)) ) Ga= oo (e )oae oy Xon
%‘-."*.:edyfdla n 2 2)wszystkie fn lub wszystkie gn sp istotnie

n=arne,



ATy -

Ostatni cytowany rezultat dotyezy zbioru S(Cﬂ). definio-
wanego dla darnej algebry Cv jak nastepuje: S(C$}={5?Fk0@)>03-
Zanim sformuiujemy ten rezultat,wprowadzimy oznaczenia dla
ewnyeh zbiordw liczb naturalnych.iianowicie,dla n 21
przy jmujemy D = {s: 2L 8 £ nB oraz A = {s: 5 2 n}
(zauwaimy,Ze Dl jest zbiorem pustym).Natomiast przez B ozna-
czymy 2bidr nieparEyStych liczb naturalnych wigkszych niz 1,

t.j. B = {3,57,... §.

Ao (K.Urbaﬁik [16]) Liech (V bedzie algebrg idempotentnsa
Jesli S(Ov)aé AQ,AB,to zachodzi jeden 2z ponizszych przypadkdw

& Sk[ﬁ":) :Dn kn?;]_).

/1i/ s(0v) =B

V&1 SLUﬂ :.%nu Dn {n P 1ﬂn?}4,m-> nﬁl}-
/iwv/ s(OV) =avB (m>5)
Co wiecej,
L ﬂffiﬂ = DTJl dla n 2 1 wtedy i tylko wtedy,gdy Ov jest

n-wymniarowg algebra diagonalng.
\

2, S\CV) = B wtedy 1 tylko wiedy,gdy Ov jest idempoten-

&

L5

tnym reduktem grupy Boolea,
3¢ S\ = Am\J Dn dla n 21l,m 2 4 i m> n+l wtedy 1 tylke

wtedy,cdy OV = <§; {d}u E> 2dzle <}; d;> jest n-wynmia-
rows algebra diagonalng,zbidr ¥ zawiera istotnie m-arng ope-
racje oraz wszystkie operacje f z F zalezg od ¢b najmnie]
m zmieany=h i sveiniajg rdwnosé f(xl,x2,...,xh) = X jesli
tylko elementy Xq Xy enss Xy nalezg do jakiejs podalgebry
algebry <A; d> generowanej przez mniej niz m elementdw,

4.5(w)=4 u Bdlam>5ip, > 1 wiedy 1 tylko wtedy,
gy Oy = {jﬂ; {gy v F:>,gdzie & g> jest idempotentnym
redukten grupy Boolea,Z‘iér T zawiera istotnie m-arrg Opers
cje oraz wszystkie operacje f z F zaleig co najmniej od m

zmiennyeh i speiniajg rdwnosé f(xl,xe,...,xkj =" %y Jeslid
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tylko elementy xl,x2,..¢,xk nalezg do JaKlEJS podalgebry
algebry‘<ﬂ' g\ generowanej przez mniej niz ‘m elementdw.

Uwaga. W oryginale [16] w tezie 4.,R5 nie ma zalozenia
*Pm:’ 1", jednakze dowdd przeprowadzony*#‘[lé] wskazuje, ze
takie zalozenie moze byé przyjete,podizas gdy zauwazmy,ze
bez niego sformuiowanie jest niesScisie,bowiem mamy np.
Ag v B=A5u B. B

Wobec R5 widzimy,ze za wyjgtkiem dwdch przypadkdw,kiedy
S(UL) = A, lud Aj,zbiér SLCN] determinuje mo2liwg strukture
algebry Cv 1 dlatego weryfikacja hipotezy G.Grltzera i
J.Plonki jest wtedy stosunkowo atwa kpor. §2.3).W istocie,
gidéwna trudnosé lezy wiasnie w tych dwdch przypadkach,ktdre
obejmujg, jak sig okazuje,szeroks 1 bardzo rdznorodng klase

algebr,

§1.4. Twierdzenia 1 wnioski

Poniewa? w dalszym ciggu wszystkie rozwazane przez nas
algebry ss idempotentne,a rozwazane operacje algebraiczne,
czesto wiec bedziemy opuszczad te przymiotniki,

Teraz wprowadzimy definicje,ktdra odgrywa kluczowg role
W naszej pracy.

ORFLUICJA, Dla darnej algebry Cﬂ, yPrzez /Wﬂcvﬁoznaczamy
najmniejszg liczbe naturalng m taka,ze dla kazdego k > m
istnieje istcinie k-arna operacja algebraiczna,ktdra nie jest
diagonalna.Jesli zadna liczba nie ma tej wiasnosci,to kla- |
dziemy 'ft-'._,'\ f_j\,'] = o=,

Nasz gidwny wynik jest nastepujgcy:

IWIERDZENIE 1, Niech Ov hedzie algebrg idempotentng

I'Gf.nﬁ od pk'}kra'ty Jesli /MIL:“’““ £ 9“3 aia }..fu,ﬂl—'."""“ n zfm(w)
L3 bl 3 ralOy) AT

-— e —— e o
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Przykiady algebr speiniajgce Pp= R {p 2.2),rozwa2ane
w [i?],pokazujg,ze nierdwnosé /1/ w ogdélnym przypadku nie
noze by¢é ulepszona.Co wigcej,Wniosek 1 pokazuje,ze liczba
jALUV) W Twierdzeniu 1 jest w pewnym sensie minimalna.Zauwaz-.
my takze,ze jesli pntaiéo yto nierdwnosé /1/ jest rdwnowazna
nierodwnosci Pn,1 > P,» Jednakse i w tym przypadku nie moze
byé ona ulepszona,jako 28 bardzo iatwo wskazaé przykiady
algebr speiniajgcych P, = W 3'&0 dla n wiekszych od pew-

nego m (por. Wniosek 3,§2{4].

TWIERDZENIE 2, Jedli Ul jest algebrg idempotentnsg,to

fi(OV): ea wtedy 1 tylko wtedy,gdy Ov jest albo idempo-‘

tentnym reduktem grupy Boolea albo algebrs diagonalns.

Twierdzenia 1 1 2,Wniosek 3 charakteryzujacy w pewnynm
stopniu algebry diagonalne (§2.4) oraz przykiady P1,P2 1 P3
catkowicie weryfikujq-hipoteze G.GrAtzera i J.Pionki.Jesli
wige MU= o0 ,wtedy ciag <pn> scharakteryzowany jest przez
Twierdzenie 2.Jesli MmO\ # c© ,wtedy na mocy Twierdzenia 1 i P1,
albo P, = 1l dla.-n 2 2,albo ciag <pn> jest rosnagcy poczgwszy
od n :jM(Cb).Ponizej sformutowane twierdzenie charakterfzuje
ciag <pn> dla n £ M{.U“a):

IWILhDZENIE 3, Niech Oov bgdzie algebrg idempotentnsg

speiniajgecg 1< MW")< 50 ‘.Przjmuja,c n = /U.(UVJ ,zachodzi

jeden z ponizszych przypadkdw:

/i/ p, = pn(ﬁj) dla n € m,gdzie & jest pewns algebrs

diagonalnsg,.

/ii/ m jest parzyste i P, = pn(BS) dla n € m,gdzie 35 ,jes{';'

idempotentnym reduktem grupy Boolea.

Na odwrdt; jeéli cigg <bo,pl,...,pm) speitnia jeden z wa-

runkéw /i/ lub /ii/,to istnieje algebra idempotentna UV taka,

2e M(OV) = m oraz p, (Ov) = p, dla n ¢ m,
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Dwa wnioski wydajg sie by¢é warte sformutowania:

WNIOSEK 1. Niech dla danej algebry idempotentnej OV ,
mLCﬂ/) bedzie najmniéjsza, liczbg naturalng taks,ze dla kazde-
go n ¥ m(0V) zachodzi nieréwnosé /1/.Wtedy m (UV) =}4[01r)
lub m kfﬂ/} = 1,

Jest to bezposrednia konsekwencja Twierdzenia 3.Zeby to
wykazad,wystarczy zauwazyé,ze na mocy R3,dla r-wymiarowej
alzebry diagonalnej (r s 3),cigg <bg,93,...,pr> jest do poio-
wy Scisle rosngey,a od potowy Scisle malejacy.Na mocy drugief
czgici Twierdzenia 3 istniejg wigc algebry,dla ktdrych
}HJV}:ZE m L [rv) = 1.W pozostaiych przypadkach _,*'\[_M = m(OVJ
@or.tez Wniosek 3, §2.4).

Zeby sformuitowaé drugi wniosek,przyjmijmy,ze cigg liczb
kardynalnych {pn> nazywamy warunkowo sScisle rosngcym, jesli

Jest rosnaey 1 p < {¢, pociaga p_.,> P, (por.[&j}.

WNIUSER 2, Jesli dla algebry idempotentne] Ov ,ciag
/ - : sast 1 doid
*\pm’fm1l’pm+2"‘;> nie jest warunkowo scisle rosngcey dla
zadnego. m » 2;to Cv jest albo pdéikratg albo idempotentnym

redukktem grupy Boolea albo r-wymiarowg algebrg diagonalns.

Wobee Wniosku 3,L§2.4Ljest to bezposrednia konsekwencja
Twierdzen ¥ i 2.Wniosek ten formulujemy dlatego,ze stanowi
on wspélne uogdlnienie Wniosku 1 z [4],Wniosku 2 z [4] i
Twierdzenia 2 [3],,

W pracy niniejszej dowodzimy ponadto pewnego twierdzenia
dotyczacezo algebr diagonalnych,ktdére stosujemy w naszych
dowodach i ktdrego konsekwencjg jest uzyteczny, jak mozna hyio
sig zorientowad,Wniosek 3; jednakze poniewaz nie dotyczy ono
bezposrednio problematyki zwigzanej z liczbsg pn,wiec formuiu-

jemy je w tekscie LTwierdzenir 1, §2.4).
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§2.1, Uwagi ogdélne

Twierdzenia 1 zostalo dotgd udowodnione w pewnych szcze-
golnych przypadkach W dotychczasowych pnacach.(por [ﬂ 5 15] )
technika dowodu polegata na tym,%e z operacji nalequych
do P, konstruowaio sig odpowiednig ilo$é operacji nalezscych
do P qswykorzystujac przy tym szozegdlne wiasnosci algebry,
ktdre siq zakladalo.Chege postuzyé sie tg techniks,rozbijamy
dowdéd nasz na trzy przypadki {wtedy 0 rozwazanej algebrze
mézna powiedzieé cos wigcej,niz tylko to,ze Jest idempotenﬁna}
I tak,w §2.2 zakiadamy,ze algebra ma niediagonalns operacje
istotnie binarng.Przy dodatkowym zalozeniu ze operacja jest
przemienna przypadek ten zostal rozwazony w [4].Odnoény re-
zultat,Rl,wykorzystujemy w naszym dowodzie.W §2.3 zektadamy,
ze algebra nie ma w ogdle operacji istotnie hinarnych (p2 = 0!
Zauwazmy ,2e wobec klasyfikacji K,Urbanika R5,przy f&Uﬁﬁq&oo :
jest to rdwnowazne zatozeniu,ze élgebra GV speinia slbe
warunek /iii/ z R5 dla n = 1 albo warunek /iv/ z R5 albo

- =

S(ph} = Aa.Dla dwéch pierwszych przypadkdw druga ﬁzeéﬁlh;

A5

okresla mozliwg strukture algebraiczng Cnf ;& poniewaz cata-
tnl przypadek zostal rozwasony w [5?1(p0r,ﬁ2?§wiec mozemy -to
wykorzystaé¢ w naszym dowodzie.Warto zauwazyé,ze pewne podobisd.
‘8two tej struktury w obu przypadkach pozwalas nam na poirakto-
wanie ich Xgcznie.dJako ostatnie,pozostajg nem dc rozwazenia
algebry,gdzie p2'> O,ale wszystkie binﬁ%ne operacie sg diago-
 nalne.Jest to w istocie czgsé najtrudniejsza,a to z tego wzole-
du, 2e wyrazajsgc sig-abrazcwo;aperacje diagonalne nie n&ds s
si¢ do konstruowania operacji o wyiszych arncéciach.¥a PYZy.

ktad okazalo sie{pexzil},zé o ile dla f[xlgxz,apugzﬁf €k
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i niediagonalnej operacji =x.y € P, Jjedna z Opéféﬁji
£(XsXgreeesXy 30 XyoX 9% 700009X,) E.Pn+l(i = 1,2,...,n),
o tyle dla operacji diagonalﬁej x+sy mnie jest to prawdziwe.
Dlatego tez,w tym przypadku trzeba bylo zastosowaé nieco inne
podejscie,wygkorzystujgce specyficzne wiasnosci operacji dia-
gonalnych.Jedngk dotycheczasowe wiadomodei o tych operacjach
okazaly sie niewystarcééjqce.Nierozstrzygniete byty istotne
dla naszych rozwazan problemy,takie jak: Czy algebra generowa-
na przez operacje diagonalne jest diagonalna? Czy iétnieje
algebra diégonalna,ktéra by nie byia r-wymiarowg algebrg dia-
gonalng dla zadnego r ?

Stgd,przed przystapieniem do trzeciej czesci dowodu
Twierdzenia 1 (§8.6),dowodzimy twierdzenia rozsfrzygajgcego
nazwane problemy (§2.4) i konstruujemy ogdlng meta@de badania
algebr posiadajacych nietrywialne operacje diagonalne (§2.5),'
ktdra wydaje sieg ugzyteczng do szeregu innych pokrewnych pro-

blemdéw (por.np.[Q]).U:yskane wyniki wykorzystujemy rdwniez

-

w dowodach twierdzen 2 i 3 (5?. ).

82,2, Pierwsza czesé dowodu Twierdzenia 1

- Zr-odnie z tym co powiedziane w §2.1,w rozdziale tym
zakladamy,z2e (¥ = <A;F>' jest algebra posiadajacg przemien-
ng operacje algebraiczng.Pokazeny, e wtedy nierdwnosé 71/

zacnodzi dla n » 1 (ﬁa mocy Twierdzenia 3 mamy tu istotnie

e

M (Cv) e d ),
Ula dowolnej operacji xey € P, definiujemy indukecy jnie
8. * gl(xll = Xy
1dia 55 '
Es4l = gs+1(xl'x2""'xs+l) = Bgl¥es}

Teraz podamy tezy,ktdre stanowis kolejne kroki dowodu,

a nastepnie udowodnimy je.
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/1i/ Istnieje x.y € P, takie,ze g € P  dla kazdego s ¥ 2,
/ii/ Jesli x.y jest takie,jak okreélone w /i/,to dla kasz-
dej operacji £ = f(xl,xe,...,xn)e P, istnieje indeks k
(1€ x < n),taki,ze dla kazdego s 2> 1 operacja I
ks = f(xsa'""xsmur 8y 1XgypreeerXgn EPn o1
/iii/ Niech dla da.n'faj operacji f = f(xl,xg,...,xn) e P
(n21) x(£) oznacza najuniejsze k takie,ze dla kazdego

s > 1, f,.s € P Definiujemy

n+s-1"°

- | 2 : \

S f(xl“"xk{f)-l' T £) *nal Tk (£) +12°** ' Tn !

Wtedy L jest réznowartodciowym odwzorowaniem Pn W Pn+l'

/iv/ Jesli 3 B <A; x-y) jest grupoidem nieprzemiennym,
wtedy dla n 2 1 =zachodzi

/2/ (n+1)p,(0F) < mep, 4 (0V)

Na mocy /iii/ mamy nierdwnosé p, 1% p, (n > 1)2eby ja .

ulepszyé,zuwazmy,2e fL jest operacjg algebraiczng reduktu

\9 = <A; x:y) wtedy i tylko wtedy,gdy f jest operacjs
algebraiczng \5 .Aystarczy zatem dowiesé nierdwnoseci /1/
dla grupoiddéw.Dla n = 1, /1/ jest oczywiste, jakc ze § jest
grupoidem idempotentnym,a wige p; = 0,a p2) 0.Jesli V:}
jest grupoidem przemiennym,to dla n ) 2 /1/ zachodzi na mocy
Rl.Jesli \ﬁ jest grupoidem nieprzemiennym to teze otrzymuje-

my na mocy /iv/.

Teraz dowiedziemy naszych tez.

Dowdd /i/. Na moecy zalozenia istnieje binarna niediagonal-
na operacja xo0yE€E PQ.I\”-a mocy R4, jedna z operacji x-y = xeoy
lub x.y = y0x speinia tezg /i/. .

Dowéd /ii/. I\Iajpierw zauwazmy ,2e operacja fks zaleifgf od
wszystkich zmiennych xs+l,xs+2,...,xS*n_l.Rzeczwiécie,

podstawienie X =X5=es s =X w i’ks,r:a mocy defini_c:ji gs,da,je

S
8§ Wyrase . d (xs+1 pee o Zanec) 1 Far X hees ’§$+‘.!i-3}3:a"k*51'3 2 zalos
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zenia jest istotnie n-arna.Batwo zas zauwazyé,ze jedli opera-
cja zalezy od jakiejs zmiennej po identyfikadji réznych od
niej zmiennych,to musi zalezeé od tej zmiennej bfzed identy;
fikacjg.W dalszym ciggu czesto bedziemy wykorzystywad ten
fakt,traktujaec go jako oczywisty.

Z kolei,zauwazmy,ze jesli dla ustalonego k'fka¢ Pn+s-l’
to fk(s—a—l)é Po.griako ze na mocy definicji g zachodzi

/3/ g4l = gs(xl'xe'x3'x4""'xs+1)

Zaxézmy,ze dla-kazdego k istnieje s takie,ze
fks€$ En+5;1,§a mocy ostatniej uwagi,istnieje wiec najwieksze
8 takie,ze fksé.lkus_l.OZnaczmy Je przez s.

Wobec podstawienia Xy =X, W 73/ kaK zalezy od wszy-
stkich zmiennych X3:Xsse009%g -Na poczgtku zauwazylismy, ze
zalezy rdéwniez od zmiennych z wy zszymi indeksami,wiegc wobec
definicji sy,nie zalezy od jednej ze zmiernnych Xy lub Xoe

Pokazery,ze jesli f, _ nie zalezy od X,,to dla kazdego

“ks

r &1, nie zalezy od xé.Hzec:ywiécie,wobec /3/ widzinmy

fk(s+r]
od razu, e ik(s+l}nie zalezy od xB.MOﬁemy wige za Xq podsta-
wiaé dowolne elementy nie zmieniajac wartoseci fk(s+ﬂ3 po1dzmy
£ 5 B ks _
Na mocy /3/ i definieji g ,uwzgledniajac fakt,ze operacja
Xy jest idempotentna,otrzymujemy dla s2 2
IO CORE ST RS SEERTRRFE ME) E- M ¢ SRS SV FERPRTE SN
A zatem,fk(s+l)nie zalezy od x,,a przez indukcje rownies
fk(s+r}d1a kazdego r > 1.
Z kolei, jesli f, o nie zalezy od x,,to wobec /3/,0d razu
widad,ze fkts+ljnie zalezy od X,
Poniewaz zas$ pokazalidmy,ze fks nie zalezy od xi lub Zoy
: ¢ %
wige otrzymujemy, 2e fk(s-+r]nie zalezy od x, dla kazdego r %2,
W konecu,z uwagi na to,ze f jest idempotentne,mamy
£(gg18g0se18s) = &g

Jesli rozwazyé tg rdéwnodé dla s takiego,ze s % Sy +2 dla
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kazdegd k (1 € k £ n),to na mocy tego co udowodnilismy,
operacja po lewe] strdnie nie zalezy od xg.Poniewaz zas, -
operacja po lewej stronie z zalozenia jest fstdtnie”s;érna,
wige otrzymujemy sprzecznoéé.dbﬁodzchl/ii/.

“"“Dﬁﬁé& /iii/. Poniewasz 8> = Xp+Xy,wigc na moc& ﬁefinicji
k(f), fLE P, ,1-%eby pokazaé,ze L jest rdznowartosciowe,za-
uwazmy ,iz skonstruowane jest w taki sposdb,ze k(fL) = k(f).
Zak*adajgc wige,2e fL = gL dla f,g € P, ymamy oczywiscie
x(fL) = x(gL),a co za tym idzie, k(£) = k|(g).Podstawiajge =
wigc Xy (£) = in+1 w‘réwnoéci fL = gl,otrzymujemy,przy uwz-
glednieniu definicji L 1 tego,ze x-y jest idempotente, f = 2,
co nalezalo dowiesd.

Dowdd £iv/. Jesli P, 2 Y, ,wtedy /2/ zachodzi na mocy /iii
Mozemy wice zalozyd,ze pn¢(3ég .Ponadto,zaldzmy na razie,ze

dla kazdego n 2 2,dla kazdego f & P 1 dla kazdego k=1,2,..,n

ElapseeenXye gy XXy X qaeenixy) €2

Wtedy,zauwazmy ,dla kazdego takiego f istnieje indeks 1
(li{ i< n),ta}ci,:ﬁe |

/4/ f(xl"“'xirl’ Xg Xy, q9%5 qreeesXy )‘;ﬁ

= f(xl""‘xi-l' xn+l'xi’xi+l’°"’xn)

Hzeczywiscie,w przeciwnym bowiem razie mamy
Xey = X e TinsnaZsd) 2o ST x T ox in s o Xe o Ly
Co przeczy zatozeniu,ze x.y jest nieprzemienne. Oczywiscie,
skorzystaliémy tu z faktu,ze alzebra jest idempotentna .

Niech dla danego n, r bedzie takg liczbg naturalnsg,ze
P, = nr + k,gdzie 0 < k € n.Xatwo spostrzec,ze wtedy istnieje
taki indeks i,2e /4/ zachodzi dla co najmniej r+l operacji
teER.W pr:eciwﬁym razie,/4/ zachodziloby dla nie wiecej niz

nr < p_ operacji f nalezgcych do Pn,przeczqc temu, ze dla

n
kazdego £ /4/ zachodzi przy pewnym i .,
A zatem dla pewnego indeksu i wsrdd operacii

f(xl, ] ,}Ei_i,xi ‘xn"i‘l TER ,In) ,-f (Xl,., . 'xiq_l.’xn—*l.‘xi".'.>. ’xn)’
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gdzie £ € P_,jest co najmniej P,+r+l operacji réznych, jako ze
podstawienie Xy = X4 W dowolnej z nich daje w wyniku opes
racje wyjsciows nalezacg do P e
i . . - oL 1
Powy 28ze pocigga nierownos¢ p, 4> pn+r+l_>, D+ =Py
co jest rownowazne /2/.
Mozemy wigc zalozyd,ze istnieje g(xl,xQ,...,xm) € P
oraz indeks i (l €41<€ m),pow1edzmy i =1,taki,ze
g*l = g(xl-xm+l,x2,x3,,..,xm ¢ I’m+l.3¥obeo podstawienia
I, =X 4, g* zalezy od zmiennych X5;X350004X ;8 Wige nie
zalezy od jednej ze zmiennych X lub xm+i.Stqd mamy
g*‘ = g(xk,xe,x3,...,xm),gdzie k =1 lub ml.2 kolei,poniewaz
fg jest grupoidem,wiec dl=z kazde}] operacji algebraicznej £,
otrzymujemy rdwnodé
3 h
g(f(xl,xg,. o sxn) lye’yjl se 9ym) = g(xlf’y2’y3' 5. -eym/ /
gdzie 1< k £ n.Widzimy,ze powyzsza rdwnosé kazdej operacji
algebraiczne]j f§ przyporzgdkowuje jedng 2z jej zmiennych,
W dalszym ciggu bedziemy nazywad jg gidwng zmienns operacji,
Zaobserwujmy nastepujacy fakt: jesli przez P(k) oznaczymy
zbidr operacji f(xl,xg,....xn)é.Pn z giowng zmienns xk,*l a

1

przez rg moc tego ﬁbioru,to ri = ri =X dla kazdych k,i{
1€ k,1 € n ,Tak jest poniewaz odpowiednia permutacja zmienf
nych daje rdznowartosciowe. odwzorowanie ﬁék}w Ptijz kolei,
poniewa2 dwie operacje z réznymi gidwnymi zmiennymi ss,oczy-
wiscie,rd2ne,wiec mamy P, = nfn.
Nieznacznie modyfikujac L,okreslamy odwzorowanie zbioru
Pénl w 2bidr Pé i.hlanow101e niech fL, = fL,jesli k(f) < n,
natomiast jesli k(f) = n,niech fL  bgdzie tg z dwdéch operacji ‘
f(xl,xe,...,xn”l,xn-xn+l],f(xl,xg,...,xn;l,;n+l-xn),dla.ktdrej
gXdwna zmienng jest xn.WObec definicji L danej w /iii/,oczywi-
ste jest,ze jesli £ € B®) to L, € 2I%) .2 xolet, jed1t
£,h € Px(ln} »f#h 1 k(£),k(h) < n,to fL,% hL_,bo L jest rdz-
nowartosciowe.Jeéli k(£) < n,a k(h) = n,to k{fL0)< n,podczas
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gdy k(hLo) = n lub n+l,a wige rdwniez fL #* nL .Wreszcie,

jesli kx(£) = x(n) = n,to fL,# hL_ wobec podstawienia X =X, g

A zatem mamy r +l?} rn,Ponlevaz zas P, = nrn,wiwo

n

Py = o#l)r 2 [@4)r = Eﬁipn,co nalezato dowiesé,

§2.3. Druga czesé dowodu Twierdzenia 1,

W rozdziale tym_éék}adamy,Ze Cy = <A{F> jest algebrs,
dla ktdrej pQ(OV)= 0.Na mocy R2 mozemy ponadto zatoZyd,:ze
pB(Oy) =0 lub p4LCW) = 0,a na mod& zatozenia fALGV)¢=°¢ ’
2e OV nie jest idempotentnym reduktem grupy Boolea(por.PQ).

Wobec RS, 0@ speinia wtedy jeden z dwu warunkdw:

Wi, sS(Ov) =4 ,m> 4.

w2, s (0

Zanotujmy dwie bezposrednie konsekwencje drugiej czgdci RS.

i

/i/ Istnieje operacja g{xl,xg,...;gﬂ € P taka,ze
g(xl,xg,...,xm) = X, Jesli elementy X;,X,,c..,X, nie sg wszy-
stkie rdézne.

/i1/ Jesli OV speinia W2,to istnieje grupa Boolea <A;+,d>,
taka,ze kazda operacja algetraiczna OV zalezna od mniej niz
m zmiennych, jest operacjg algebraiczng reduktu ideﬁpotentnego
grupy <ﬁ;+,0>.Je§li ov speinia Wl,to kazda taka operacja jest
trywialna.

Dla danej operacji f = £(X;,X5,es09%,) € B (n.brm-l),

przy joujemy
/5/ 2™ - f[xl,xg,...,xm_g,xm_l,xm_l,...,x -1)
a l(f] niech bedzie najmniejszg liczbg taks,ze ¥ zalezy -

0d X, (p)-Zauwatny,ze do fiﬁ stosuje siq /11/; istnieje zatem

operacja algebraiczna grupy <§,+ 0), taka Ze
/6/ i f“‘\ = X (¢)
Jed1i Ov speinia W1l,to oczywiécie ¥ = Xy (p) i przyjmuje-
*%

my fdrmalny zapis £ = 0,zeby unikngdé rozwazania osobnych

przypadkdéw .
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Dowdd nasz opiera sig na nastepujgcych tezach:

/111) Wisondla-e - flx.xii.,,x)'c B ln>u1)

fL o2 g(f(xlyxgioacizn)+ f:#x’xg’rxa".;’xm-l’xn*l) b f*k

gdzie operacja g wyznaczona jest przez /i/,a podkreslenie
oznacza,ze jesli wsriod wymienionych nad linis zmiennych
znajduje sie Xy (_f} yto jest ona zastgpiona przez Xq.

Wtedy L jest rdznowartosciowym odwzorowaniem-?n w PR a1

/iv/ Dla katdego n» m istnieje f£_¢ P, takie,ze dla
! 5 Lk
kazdego f € PnLn 2 m 1], fn+17- fL.

Zauwazmy teraz,ze zatozenie Py, = O,v&obec R3,0znacza,iz
w CV nie ma nietrywialnej diagonalnej operacji algebraicznej.
tatwo wige spostrzec, ze /U("fb') = m-1 w przypadku Wl orasz _
NL(W) = m-1 lub m-2 w przypadku W2.,A zatem,/iii/ i /iv/ dowo-
dzg nierdvmosei /1/ dla n»m(0)+4 w kazdym z tych przypadkéw,
Z kolei,poniewaz w C‘V nie ma nietrywialnej diagonalnej ope-
racji,wiec na mocy definicji /m[[:v) mamy Pmy) =0 oraz
Pmss > 0,co oznacza,ze nierdwnosé /1/ zachodzi rdwniez dla

n = m(0lv) 1 tym samym koriczy dowdd.

Dowdd /iii/.Zauwazmy,2e wobeec /5/ i /6/ albo | pifil s albo
f”:‘{isxiﬁ..x Xiv ;gdzie r jest parzyste,a i.‘j < m (manry bowi_em :
X+ x =0 ).Sta,d wynika, ze operac;]a x, + f“,albo ,jlest trywia-'
lna albo jest algebraiczng operacjg idempotentnego reduktu
grupy <A;+,O> (por.P?],a co za.’tym idzie jest operacjg algebra-
iczng 027 Stad widzimy,2e rdéwniez fL jest operacjg w Oy .

Dale;],poniewaz m2 4,wiec co najmnie] dwie .apoérdd'.zmi_en., :
nych X11X5,X3 8§ wsrod zmiennych podk:reslonych w fL (,jliz po-. -
ewnetualnym zasta,pieniu ktérejs przez x, [ﬂl oA zatem,co na.;!- v
mniej dwa z podstawien :zl.,xm_l,:r:‘.?..xm_l,,x3 nsl ¥ L da:]a, W
wyniku f[xl,xz,...,x - (stosu;jenw /1/ oraz fakt,ze f”-r:f.’"_ 0) &
Stgd wynika,ze fL zalezy od kazdej ze zmiennych xl,xa,...,xn

Pokasemy,2e fL zalesy ~Svmie% od % . .Na mooy /5/ i /6/



: 25 v

podstawienie SR M L el v PR sl o
T C _xm_l m it o X, W fL dage.w gjnlku
71° = ﬂ(x T S0 SR e 4 ]+lf¥* Na mocy tego,co zo-

. =, kkz), 2! 3& g m-J_' n+l L] IR

stato zauwazone na wstepie, £¥% nie zalezy od xn+l,podczas
;& 4o 2]
= Z = 5 e e 1

g xk{;}’XQ’xj’ ’xm-l’xn+1) zalezy od x

\

Stgd wynika, ze FL,7 zalezy od x

0
gdy R 40 P n+l

ne17l co za tym idzie,rdwniesz

fL zalezy od tej zmiennej.

Pozostaje pokazaéd,ze riwnodd fL = hL,gdzie f,h &€ P, )pocig-
ga réwnosé f = h.Rzeczywidcie,zauwazmy,2e co najmniej jedna
ze zmiennych Xq 5 X5, Xy nalezy jednoczesnie do podkreslonych

zmiennych w fL i hL.Podstawiajgec ta zmienng za x 1 W zZakia-

n+
danej rdéwnosei fL = hlL,otrzymujemy,na mocy /i/, £ = h.

Dowdd /iv/., Definiujemy indukecyjnie gy o= g[xl,xg,...,xm)
oraz dla n 2 m, Bpe1 = Bpl.iatwo pokazacé przez indukcje,ze

-* ) 2 o )
g, = xl.A zatem g ., = g(ﬁn’XE'x3’°°"xm-l’xn+l i na mocy

tego,co dowiedzione o L, gan Pn'

i : 62 -. = o ll' S A .

Potoimy fn Ea\XpnrX09X3) 'xn-l'le fn.é Pn,bowiem
otrzymane zostalo 2z gn tylko przez zamiane miejscami zmiennych
Xq i xn.z kolei,tratwo zauwazyc, e podstawienie X =Xp=eee=Xy

> \ x
w fL daje xlijako ze ka}< m j,podczas gdy to samo podstawienie
w fn+1 - g(gn(xn+l,x2,a..,xn)1x2,x3,...,Xm_l,xl),n& IIlOGy tego’

se ng - xl’daje X, 1€0 pocigga fL?é fn+1 i koneczy dowdd,

§2.4, Algebry diagonalne

Zeby zakoneczyé dowdd Twierdzenia 1 oraz udowodnié twier-
dzenia 2 i 3,musimy najpierw rozstrzygngé pewne problemy
zwigzane z operacjami diagonalnymi,W rozdziale tym dowiedzie-

my nastegpujacego: : . _
TWIERDZENIE 4, Niech O = {A;F) bedzie algebra,w ktérej

kazda binarna operacja algebraiczna jest diagonalna,Jesli F

jest skonczonym zbiorem bperacji diagonalnych,wtedy (TL jest

Z-wymiarows algebrg diagonalng dla pewnego rﬁzol;
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Pod komec tego rozdzialu pmcazemy,ge zadne 2 zaloten
W powyiszym tw1erdzen1u nle moze byé opuszczone.-

Przed przystqpxemem do dowodu zauwaﬁnw yi2 wystarczy

- dowiesé Twierdzenia 4 przy dodatkowym zatozeniu,ze F zawiera

wytgcznie binarne operacae Rzeczywiscie,na mocy R3,dla dowol-.':
‘nej istotnie r-arnej operacji diagonalne] d(xl,xg,...,xr) .
gdzie r 2 3,mamy réwnodé:

- d_(‘h,xz,---,xr) = dq(da(ﬁ-Ar-z(o\r-m(xnxr-a) ;xr—a)--v,xz,\;xn) '
gdzie binarne operacje dy (i = 1,2,...,:-1) zdefiniowane sg
przy uzyciu R3 i tamtejszych oznaczen jak nastepuje:

di ( (oot atd (o) 1“*5) <°“ia"'1“'1i~4ra%1“£tn ;q'r>'

Co wigcej,zauwazmy,iz na mocy R3,dla kaéd‘ego né{B,...,r},_
operacje istotnie n-arne w r-wymiarowej algebrze diagonalnejl'.
generujg wszystkie operacje binarne w tej algebrze,Mamy zatem
ogdlnie]: !

/1/ Jesli CE = <D;F*> jest r-wymiarows algebrs diagonal-
nsg, to A S <D; Pn(‘L)> ,gdzle 2 4 n€x,

Fakt ten wykorzystamy do wyciagniegcia pewnego pozytecznego ;
wniosku z Twierdzenia 4.

W dowodzie posiuzymy sie pojeciem pewnego produktu algebr,é
wprowadzonym przez W.Narkiewicza,ktdory tutaj nazywamy "dia.go-. |
nalnym".b{ianowicie,dlla danych zbiordw A i B oraz dwdch operacjil
n-arnych, fl(al,ae,....ég] He whiorie Ar 4 ‘fe(bl,bz,.”,bn}
na zbiorze B,definiujemj n-arng operacje na kartezjaiskim
produkcie AX B: P .

117 Doty Gabdr Lombny ) = Caetmon)  lbibaon))
Diagonalnym produktem algebr O‘b = <A;Fl>_ i S‘J‘ = <B;F2> na-
zywany algebre OWaTr = <A?<B; F> ,przy czym zbidr T jest
zbiorem wszystkich operacji postaci /7/,gdzie'f1 i%, g ;
odpowiednio operacjami algebraicznymi élgebr Oov 1+ 3 .i.atwo
zauwazyC,iz w ten .spo.sc')b okresdlony zbidr F zar;knig'ty' jest na

superpaycje funkeji i identyfikacje zmiemnych,a wige s‘ténowi :




|

Sioeax

od razu zbidr operacji algebraicznych algebry O, ¥ ;b' :
W.obec_: R3,nastepujacy fé‘.kt'jest oczywisty:
/ii/ Jedli '33.4' g LE& sg odpowiednio r;- i rz-wymiaro-

wymi algebrami diagonalnymi,to :m i‘r;Dz. jest T, +r, -wymiarowg

algebrg diagonalna,
.Dowéd Twierdzenia 4, Na mocy /i/ mozemy zatozyé,ze
{fltx,y} ,fgkx,y) i 3Ty Lx,y)} ,gdzie wszystkie £, (x,y] |
gg diagonalne,rézne i istotnie binarne (bo,uilarna operacja
diagonalna jest trywialna|.Stosujemy indukcjg wzgledem k.
Jesli k = 0,to O jest algebrs trywialns,a wicc jedno-
-wymiarowg algebrg diagonalng, |
' Dowiedziemy twierdzenia dla k = m > O,przy zatozeniu,ze
Jest Juz dowiedzione dla k < m.Rozwazmy w tym celu redukt
<A; fl(x,y)> .Na mocy R3,istniejs takie zbiory B i C,ze
A =BXC oraz
/8/ f1(<bl,c1> ,(be,c;) = (ophcy
gdzie bl,beé B, cl’CQé C.Co wigcej,pokazemy, ze
/iii/ Dla kazdego i ='l,2,....m . i
£y K"l'cl) y{oarey ) = <d1. AR (01’°2)>
gdzie di,di s8g operacjami diagonalnymi odpowiednio na B i C.

oraz

/iv/ Jedli ;]3‘=<B; dl,dz....,dl> = Loy as 2,..,6@

gdzie binarne operacje di‘, 2 8g wyznaczone przez /iii/,to

zachodzi rdéwnosé OV = &%k B .

Dowody'.tych faktow zostawiamy na pézniej,teraz zas zauwa,z.»:
my,%e poniewaz wobec /8/, - 1 di sg operacjami trywialnymi,
wiec na mocjr zatozenia indv -yinego, J5 1 & sa odpowiednio
T, - i ré-wymiarowymi algeb:r { diagonalnymi dla. pewnych ry i
T, .A zatem,wobec /ii/ i /i |
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wa algevrsg diagonalng,co nalezalo
dowiesé,
Dowdd /iii/. Foniewaz A = B X C,wige dla kazdego

. t - 3 »
i = l,a,...,k moZemy napisacd

/6 e sl Y
; 1 2 0 :
zdzie fi,fi sy pewnymi funxcjami wyznaczonymi przez f

P
ze zbioru B X C X B X C "w zbiory B i C,odpowiednio.Musimy
1 nic o 1L ) 3 g
udowodnid,ze £ Dl’cl'bE’CE] nie zalezy od zmiennych 118,

i jabﬂ binarna operacja na B jest diagonalna.Analogiczng teze

' RO

nalezy udowodnié dla fl,ale pominiemy to,bo ze wzgledu na syme-
trie zatozen,dowdd jest identyczny.

Niech i bgdzie ustalone.,Uzywajge 'fltx,y) oraz fiQx,y)
skxonstruujemy pewne binarne operacje algebraiczne w (}V .Dla
upros:czen?a zapisu,potdimy fl{x,y} = ey DFrAz fi =5
I tak,niech xo0y = f£,(x,y)+x, x&y, = fi(;,yj.y oraz
x6y =\x.y)&x.Na mocy zatoienia wszystkie zdefiniowane opera-
cje,jako birarne,sa diagonulne,.

Viobeec /8/,/9/ i przyjeteso uproszczenia w zapisie,mamy

710/ *1dbriie )+ (5o G,

/11/ {bl,c§—0<ﬁa,c£? {f(bl,cl,be,cg), ci>

12/ {bl,ci>$(§2,02} <f(bl,cl,b2,02), c2>

413/ <b1,c]>e;<be,c:2/> (£ bys055briasfyiet)

Na mocy definicji binarna operacja diagonalna x ¢y speilnia

/14/ xey

/15/ xo0y = (x0 z]oy

it

]

xo@by)

Stosujac /11/ do /14/ otrzymujemy
<bl,c?0<b2,c2;’ = <b1,cl> O(<b3,c3>oép2,c;) =
<b1,c]> @[b 1G3,D 51Co) 9 >

<f(b1,cl,f(b3,03, byye5) C3 ’ 1>'
a stad,pordéwnujgec to =z /11/

/16/ f(bl,cl,bg:cg) = f(blr"’l'f(ba"’s*?’:z'ebnj'1‘33)
Analogicznie poste;pu;ja,c dla operaqji & i B ,ot}rzymude;ny



L oengose s

<bl’cj>@<b2’02> = <b1'c\'@(<b3'°y$<bor 2> =
= <D1,CJ>55-<EQ33,03, Bayoalee) 2
= (e P150352 (B3,05,0,,0,) 4e )'°2>*
a stad,wobec /i2/
/11/  2{by,0q,b,,e,) = f(pl,cl,f[pB,cB,bg,ce),02)
oraz
{ys096by,0p) = = Qpiep @ (@3*‘" V6¢, °a>) =
= <bl’°l> Sé[ba,c‘?,ba,cjj ,c> <fk.bl’°3’hl’cl) ,cl>
a stad wobec /13/
£18/ f(bl"’?’bl’cl} = bel”cB'bl’cl)
Z kolei,stosujac podobnie /15/ dla operacji C 1 & ,0trzy-
muj emy (bl,c\c<b2,ca> ((bl,c\a\j,%)) <b9,02> -
<bel'°l’ 3,0 c\o<b2,02> =
= <f(f l'cl'bB'ca}'cl’b2'c2 - clj>
a stad,wobec /11/
/19/ fLPl'Cl'be’ez) = (f(hl,cl,ba,ca),cl,b2,02)
oraz
<bl,c]>$<02,c L<b1,c]>$<b3,c;)@<b2,c? =
<f.'(bl,cl, 3,0 s O 3$<b2,02> =
C2(2byr01,05,05) 0 32021%5) 1% >

a stad,wobec /12/ ' |
/20/ b o kbl,cl,be,ce) = f(i‘(bl,cl,bB,'cj] ’03’b2_'°2)'
Wreszcie ponieaz x 6 x = x »Wige wobec /11/ mamy

(y50) = &y 0y 0<b1’°]> <f (bys01401,04) , °1>

a stad

/21 (l,cl,bl,c l - by

Stosujge ostatnig rownosc do /18/,gdzie podstawianur oa-al, :
otrzymu,]emy '

F22/ .bei'OQ’hl’cl) =0y

Z kolei,podstawiaja,c w /16/ ba-.ba,a w /20/, b, =bg,na moay
/22/ otrzymujemy :

/23/ : (bl,cl,bg,éa) i 'fL‘bl"Cl:heycé)
oraz . v




By

/24/ f[bl,cl,bg,cgj - f{bl,QB,bg,ce}
CO oznacza,ze f(\bl,cl,b2,02) nie zalezy od zmiennych CsH i .,_cl.
Tak wige mozemy napisad bel,cl,bg,GQ) = d(bl,bg).Na mocy
{21/, d(bl,bﬂ = bl.W koncu,odpowiednia modyfikacja /17/ i
/19/ daje

d(b | b,) d(bl'd(ba'be))

\ f
b, dkd(bl,ba),bal
dowodzgc,1iz dkbl,oe) jest operacjg diagonalng; c.b.d.o.

i

Dowéq /iv/. Wobeec /iii/,kazda z operacji fiLx,y)
1 =1,2,0e.ym, jest operacjg algehraiczng produktu diagonal-
Z0 T{U‘FE »& 8tgd,kazda operacja algebraiczna algebry
Jjest operacjg algebraiczng tego produktu.Pozostaje do pokaza-
nie,ze 1 na odwrdt,kazda operacja algebraiczna tégb produktu
Jest operacjg algebraiczng Cﬂ/.Innymi stowy,ze dla ustalone-
g0 n,kaz2da operacja postaci
$@uey e, e ) = Chlbibarbu) | Releacopminl Y
gdzie fl,f2 8§ odpowiednio operacjami algebraicznymi ;t? 2 §
e »jest operacjg (algebraicznq) Cﬂ/ -
W tym celu,pokazemy najpierw, ze kazda operacja postaci
B, e m (o) = by ) dalennrmic) )
Jjest operacjsg (}P .
. Poniewaz wobec /8/
<‘o* | G? (ChC;,,,.Iﬂ“]) = -2,1 ((l’m&)j e.kc((bn‘&),(b;.ﬁz}!...,Q?mﬂh)))
wiege Jest to operacja ()V.u
Zalozmy,ze (bL;¥1¢(c.lcz, ;Cn > <l94 |'Q‘22.(.C4|CL, C“)> (gdzie
g'@uh 8g operacjami f. )sa, operacjami O -Wtedy,wobec /8/
o il na) ) = (e 8 (Cog n) G ) ) )
skad wynika,ze jest to operacja Ch;
Analogicznie pokazujemy,ze kaﬁda oPéracja_postaqi
8—(&&) (Lbyce) -y LowCu y) = <¥4 (bybay-- bl C’A)

Jest operacjs O\, Fa mo::y /8/ zachodzi réwnodé

<1°4(Ln"a;——.’on) | ‘Q‘L(C" CV\ > “?’1 <'?'u Ci> (bHQ'ZD)

eely



‘ktéra daje teze.

Na zakonczenie tego rozdzialu zanalizujemy ,zatozenia
- Twierdzenia 4 oraz wyciggniemy wniosek charakteryzujacy
w pewnym stopniu algebry diagonalne,
W [12] podany jest przyktad algebry idempotentnej
Oy = :<A; f{x,y,zi>,w¥ktérej kazda binarna opefacja algébré-
iczna jest diagonalna,podczas gdy sama algebra nie jest digs
gonalna,W [83 podany jest przykitad algebry (}V = <§; x-y,x:oj>
gdzie obie operacje fundamentalne sg diagonalne,a jednak
algebra nie jest diagonalna.Powyisze przyklady wskazuja,ze
odpowiednie zatozenia w Twierdzeniu 4 ssg istotne,
Z kolei,poniewaz na mocy R2,dla r-wymiarowej algebry ;
09,
diagonalne} I “\_{ Pn

gel zbioru F nie moze bydé opuszczone.
ze byé op

< ¥g,wiec réwniez zatozenle o skorczono-

Jednakze,wobec Twierdzenia 4,algebra OW = <A;ﬁ>,gdzie
kaida operacja dinarna jest diagonalna,a F jest dowolngm
zbiorem operacji diagonalnych, jest diagonalna.Z drﬁgiej stiony;
kazda algebra diagonalna jest tej postaci.Co wigcej,wobec /%/,
mozenmy przyjacé,ze F zawiera tylko binarne Opéracje.Zalézmy,
ze lFYahkyaﬁi obliczmy liczbg pn(O@) dla takiej algebry.

Ne moey /i/,w kazdej algebrze diagonalnej r-wymiarowej,
z8 Opergcje fundamentalne mozemy przyjaé operacje istotnie
n-arne dla 2< n< r,Z drugiej strony,na mocy Twierdzenia 4,
kazdy redukt éﬁﬁ%@gfiay algebry diagonalne}] generowany przez
skonczqnq liczbe operacji binarmych jest r-wymiarowsg algebrs
diagonﬁlng,przy_czym_hiorqc dostatecznie duzg liczbe tych.
operac ji otrzymujemy'r—wYmiarowg'hlgebrq diagoﬁalﬁq dié d&ﬁblbﬁf
nie duzego r,Stad wynika, 29 w algebzze diagonalnej nie quqcej;f
r-wymiarowq algebrs, diagon&lnq,za operacje fundamentalne moZe-f
my przyjaé operacje istotnie n-arne dla kaZdego n 2.7 kolei,%
2e wzglgdu na "flnitarny' charakter definicji operacji algebr&3 :




1,Jjesli zbidr operacji fundamentalnych jest mocy wA>?%,,

=
Q
i)
*

S
[¢]

to p,< M dla kazdego n 2 2.A zatem,jesli przy naszych
zatozeniach IF\= M > 0, ,to wszystkie Pn {p 7 2) sa rdwne.
Mamy wiec:

WIIOSEK 3, Jeéli JJ jest algebrs diagonalna,a nie jest

r-wymiarowg algebrg diagonalng dla zadnego r > 1,to

o (L) = M>N, dla kazdego n 2 2.

Wypada jeszcze pokazaéd,ze takie algebry w ogdle istniejs.

W tym celu rOZWAZmy'zhiér ciggdw pozaskonczanych
<%1,aé,...,aa,...>> y §<K ,okreslonych na wigcej niz jednoele-
mentowym zbiorzé A,gdzie K jest dowolng liczbs porzadkows.
Definiujemy na zbiorze tych cisggdw zbidr operacji binarnych

F jak nastepuje:
1 o 2
d (<al,a2,...,&H,...>,\al,ae,...,aﬁ,...>)

/‘-‘

= \&1,32,-..5,33’000\

dla kazdego ciagu 1,12,.. ig,... wskaznikdéw ze zbioru {; ék
Nietrudno zauwsazyé,?e operacje te nie generujs innych opera-
cji binarnych,ss wszystkie rdzne,idempotentne i ‘Fl_)hgl.
Pokazemy, ze wszystkie sg diagonalne.Rzeczywisdcie,mamy :
(a(dadsas . o D Lt DY) d (ol .>,<ba,bi,._,b?a,.>))-
d( € it ags, 0> )<bi"°1'r"! 51>) = LGy Ly
gdzie i1’12""’ib"" é-{1,23 ,Przy czym,jesli iy = 1,to

cy = a%,jeéli zas 13 = 2,%t0 Gy = bﬁ. A zatem

; 3
<Cx;5'1:---,-525|---> ot k<°~l.du“'ra‘lﬁr“'>;(E’i:bzr-';bzxr'? )

co nalezalo pokazad,
Poniewaz nic nie zaktadalismy o liczbie porzadkowej K ,
wige pékazaliémy tym samym,ze istnieja zbiory-na ktéryeh moz-
na zdefiniowaé dowolnie wiele binarnych operacji diagonalnych,
takich, ze nie generujq operacji niediagonalnych.Wybierajsac
2>?§0 takich operacji,za fundamentalne,otrzymujemy na
mocy tegoyco dotad dowiedlismy algebre diagonalng speiniajace
Pp(CV)=tn (n 22
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§2.5. Dekompozycia diagonalna

ol

Na mocy R3,zbidr A w r-wyxiarowej algebrze diagonalnej
<£;d> daje sig przedstawié jako iloczyn kartezjanski r zbiordw
co z uwagi na proste przedstawienie operacji algebraicznych
na tym iloczynie,znacznie utatwia badanie algedbr diagonalnych.
Jegli jednak nawet- algebra oV =<A;F> nie jest diagonalna,
ale zawiera jakas$ istotnie r-arng operacje diagonalng d (r?'gh
to na mocy R3,zbidr A rdwniez da sie przedstawié jako iloczyn
kartezjariski r zbiordw,jako ze Ov ma redukt <1;d> bedacy
r-wyniarows algebrg diagonalnsg,

W niniejszym rozdziale zajmiemy sie¢ przedstawieniem ope-
racji algehraicznych f}b na tym iloczynie,Nie jesﬁ ono tak
proste jak w przypadku r-wymiérowych algebr diagonalnych,ale
jak sie okazuje,rdwniez utatwia badanie tego typu algebr.

Niech wige CV = {A;F> bedzie algebrg idempotentng,a
= d{x1.x2,....xr) jej diazonalrng istotnie r-arng operacjsg
algebraiczng [F % 2) .Niech °D = <A;@>.Na mocy HR3,istniejg

2b10TY AyyAn,eee A, takie,ze A = AjX ApX ,..X A ,Dla kasde]

r

‘acji algebraiczne] Cv mozemy wiec napisad:

o
o
44
=
®

_/25/' ftxl,xg,...,xn) = :
:((flkxl,x2,...,xn),feﬁxl,xg,...,xn),...,ergl,xe,...,xr):>
gdzie fi Ki = 1,2,...,r) sg pewnymi funkcjaﬁi ze zbioru A"
w zbior Ai,wyznaczonymi przez f.

Przy joujemy nastgppjace definicje

DEFINICJE :

/i/ Dla kazdej operécji algebraiczhej f(xl,xg,...,xn)

w OV definiujemy.r funkcji,fi

= fi(xl,x2,...,xn] wzorem /25/,
i = 1’2’000’1'.
/ii/ Dla katdego i = 1,2,...,r definiujemy funkcje

hiLx] = h; ze zbioru A w zbiér-ﬁi jak nastgpuje

LG e



2 31 =

/341/:Dla kaédégo i =1 2;...,r niéch A, /F/ oénacza
zbidr wszystklch funkcgi g ze zbioru AR w zbior Ay Ln ), :
dla ktorych istniege w v operaCJa algebraiczna f taka,ze '

r G .

Cate to postepowanie nazywaé bedziemy dekoﬁbozych diago-
nalng élgebry Ov » <A;F> ze'wzgledu na diagonalny rg&uktiD .

Teraz ustalimy ﬁéjprostsze wtasnosei,

~LEMAT 1,

/i/ Operacja d(xl,xg;...,xn] jest operacjg algebraicznq.

reduktu_" wtedy i tylko wtedy , gdy del,x ,...,xn) =
<h (xh'j hetx.&],...,h (xl_,_]> ,gdzie 11,12,...,1 6“(’1 2,.,.,11}

/i3/ hy € A;/¥/ dla kazdego 1" ='1,2,,,, v

/ii1i/ Dla kazdego g & Ai/F/ (i i e Pl ), g zalezy
co najmniej od jednej zmiennej oraz g[x,x,...,x‘) = hi(x};

/iv/ Dla katdej operacji algebraicznej £ w (O oraz dla

RAS0 apg =1 et fu @t Tai st 8 hitf]
/v/ Kazda operacja postaci g = .<él,g2,...,gr> gdzie
g; € Ai/F/ (¢ = l,2,...,r) jest operacjg algebraiczng ~©
X _

Dowdd. /i/ jest natychmistows konsekwencjag R3., /ii/ wyni-
ka bezposrednio z /i/.Dla dowodu /iii/,za¥dzmy, ze przy usta-
loqym i , f jest operacja algebraiczng OW taksg, ze 'fi =g
(por.def./iii/).?oniewaz f Jjest idempotentna,wigc zaleszy co
najmniej od jednej zmiennej i mamy rSwnodé f(x,x,...,x) =

<ihi[x],h2Lx),...,herl> yco dowodzi /iii/., /iv/ wyni-
ka wprost z definicji hi; mamy mianowicie, :
nfz) = hi(<fl,f2,...,fr>)= 2t

W kodcu,dla dowodu /v/,zaldzmy,ze zgodnie z definicja /1iu
dda kazdego, .= 1,2 . v fi jest operacja algébraiéznq
1% takg, ze fi

By
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Niech d(xl,xg,...,x .—:<hltx QLx iR er > Na mocy /i/
jest to operacja algebralcznaﬂ 2 w:.e;e 1 v Stosuge,c /iv/,

mamy  d(2),255000,%,) <hl(f1} h2(f2),...,hr(f)> - ._
{: fgs-..,fr;> = <igl,g2,...,gr>> = .gtxl’xzt'*'rxn) -

”"éb oznacza,ze g jest operacjs algebraiczng Cﬂ,; c.b.d.0,

§2,6. Trzecia czesé dowodu Twierdzenia 1

W rozdziale tym dowodzimy Twierdzenia 1 dla wszystkich
pozostatych algebr,ktére nﬁe zostaly uwzgledniong w §§2. 2 23,

Zakladamy-ﬂiédjié ”CW <§ F> jest algebrs speiniajgeg
pQ(Gv ) O,w ktorej wszystkie binarne operacje sg diagonalne,
Przy tych zalozeniach peilny redukt diagonalny O (t.j. gene-
rowany przez wszystkie operacje diagonalne) jeét,n& mocy
Iwierdzenia 4,algebrg diagonalns, Poniewaz wygodnie jest roz-
patrywaé dekompozycje diagonalng ze wzgledu na pelny redukt
diagonalny (wtedy,wobec /i/ Lematu 1 pozbywamy sie niejako
operacji diagonalnych ).wiec zalézmy na razie,ze pg(C‘V)<C\?O.
Wtedy zgodnie z Twierdzeriem 4 peiny redukt diagonalny jest.
‘r-wyniarowg algebrg diagonalng dla pewnego r 2 2.0znaczmy ja
przez 2y rozwaimy dekompozycje diagonalng OV ze wzgledu
na ﬁh yPrzyjrmujge oznaczenia wprowadzone w §2.5,

DEFINICJA, Niech m bedzie najmniejszg liczbg naturalng

taks,z2e istnieje i = 1,2,..,,r oraz istotnie m-arna funkecja

gi(x1!x2: oo !xm‘} £ Ai/F/.

Liczba taka istnieje na mocy zalozenia fh[@ﬁﬁ7=¢° Co wie-
cej,poniewaz W Cﬁf nie ma niediagonalnej istotnie binarnej
operacji algebraicznej,wiec wobec /i/,/v/ Lematu 1, m 3 3,a
ponadto /i@n); m-1 (w ostatniej z tych nierdwnosci zachodzi
w istocie rdwnodéd; pdr.Twierdzenie 3).

A zatem ,many dowiesé nierdwnosei /1/ dla n 2 m-1,Przyjmu-
jqc,be m, 1 oraz g ustalone sg przez wyze} podanq definicje,

formulugemy tezy, ktore stanowig kolejne kroki dowodu'
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/i/ Jedli m = 3,to albo jedna z Operac:jl gi(x,y,y)
gi(7x ,y],gi(y,y,x) réwna jest h,(x) albo wszystkie réwne
sg hy(y). .
| /ii/ Jesli m> 3,to istnieje s &: {l 2,...,1315 takie, ze
-gi(?l,xe,...,;n] = hiL; gdy elementy xl,xz,...,xm nie sq
wezystkie rdzne, : g
/iii/ Jesli dla operacji algebraiczne;] f = f(xl,xz,...,xn}
(n m-l) funke ja B fi(xl,xQ,,..,xn'} :
@< x < n),to 1stnieje funkeja 2'¥ - fik(xl,xe.,..,xmll e

nie za.leZy -od - zk

[ A;/F/ taka,%e zalesy od zmiennych xk,xml,a po podsta«»
wieniu x_ = x_ , 2dWna jest funkeji £,
/iv/ Wybierzmy j < r,j 5% i.Niech dla £ = f(xl,xa,...,xn]..
<£1 fg,...,fr>é B Kn 2 m-1), k = k(ﬂ bgdzie najmniejszg
liczbg takg,ze £J zalezy od x,,8 fk funkejg zdefinicwans ngs-

- i -
tepujaco: fi = £7(xy9Xp50.. 'xk-l’xn+l’xk+1' . ,xQ.Kladzienw

Ql,...,fi 1,f}j{‘,fi+l,...,fr> Jesli fi zalezy od X

e
<f ,...,fi % fik,fi+l....,fr> w przeciwnym razie

plk

gdzie wyznaczone Jjest przez /iii/.

Wtedy L jest rdznowartosciowym odwzorowaniem P, W Pn-n-l'

/v/ Niech dla h € Pn(n % m-l) n* oznacza 0perac‘lt-; hlL,
w ktdérej zostaly zamienione miejscami zmienne x,,1 1 X

| (lc = k(h}) -Wtedy dla kazdego £ E€ P, £h S5 wt,

: Teraz,na mocy definm,ji 1iczby m,D, > 0,Jes14 wiqc,
pm 1 = 0,%to nierdwnosé /1/ dla n = m-1 jest oczywia'i:a Zauwaz.
my z kolei,ze jesli Py > O,gdzie 8 » m-1,t0 na mocy /1?/ i
/v/ nieréwnos$é /1/ ééchodzi dla kazdego n S.E:a,cza,c_ oba faktx
otrzymujemy wniosek,ze nierdwnosé /1/ zachodzi dle katd-égo
R ' e :
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Dowéd /i/. Poniewaz kazda operacjad binarna w Cv jest
diagonalna,wiec wobec Lematu 1l,dla kazdego f(x,y@ (& Ai/F/
zachodzi f(;,j) - hiLx\ lub hi(y).Przez proste rozwazenie
przypadkéw stwierdzamy,ze musi zachodzié jedna z mozliwosei
or-edstawionych w /i/.

bowdd /ii/. Dowdd ten wzorowany jest na dowodzie K.Urbani-
ta Lematu 15 2z L]é] 7eby uproscié zapis prazyjmijmy h = h . oraz
g, = g.Niech dla i # 3§, 1,3 € {1,2,...,::15

gij = gkx},t.,...,x 1,xa,xi+1,...,x )
Gystarczy ocuywidcie pokazaé,ze istnieje sei{l,L,...,mﬁ takie,
ze dla kazdych i,j, g;4 = hixg) ,jesli i =% 8 oraz sy ® h[xj).

Na mocy definicji liczby m i Lematu 1 mamy g'j:h(xk(i,jﬁ'
gazie " k{15 e {10, i 141, ... my.larémy, ze k(1,5) = 3

dla kazdych i,j.Na mocy tego,2e m > 3 manmy wtedy dla

b *
£ \T tanT4:tl|I*’---rt.n\: S hkt')) y Jako ze 307 h(x )
oraz g1Y = h{xﬂ ,lako ze h(x‘ )3 a wige sprzecznosc,
£}
A zatem istnaisjg 1, Twiie,?e k(i, j) 5 j.Bez szkody dla

ogilnoscl ronwazan molemy zatozyeé,ie kLl,2) = 3J.Podstawiajgc

teraz X,

Zamist Tl 208y R hkxkliyjﬂ S xj anm B0

Woogy, = h(x"} otrzymujemy oczywidcie po lewej stronie rdwne

Puiv icje.Pordunujac wige prawe strony,wnosimy,ze kLi,j) a2

dia i %# 3 oraz kkﬂ,jj = j,skad wynika,ze 8 #'3.speinia tezg,
Dowdd /iii/. Wobee /i/ 1 /ii/ mamy dwa przypadki: albo

me =73 B xiy, J) = 84 Xy s gi{y,y,x) = hi[y) albo

b B ;i&xl,xz,...,xm} = hikxl} jeéli tylko za XprXgseee Ky

podstawiry mniej niz m-l elementdw (dla uproszezenia przyje-

W-pierwszym przypadku funkcje Pik konstruujemy nastepujg-
: e

cosliyhieramy je{}JE,...;QS,takie,Ze & zalezy od xj.dtpdy

%z zalozenia j ¥ k.Przez fji,jak poprzednio oznaczamy funkecje
f,gdzie zZmienna xj zastapiona jest przez xk.Wtedy ktadziemy:

1 ;
£ Di(fjk'fj (as)* ¥ )
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Poniewaz fjk’fj(n+n’f sg operacjami algebraicznymi OV ,wiec
na mocy Lematu 1, plk € Ai/F/.Jeéli w ik podstawimy xk=xn+l;
to na mocy zakiadanej w tym przypadku wlasnoéc; g; otrzymamy
hi(f ]: fi (por. /iv/ Lemat 1),3 wige jak wymaéane.

Z kolei poastawienia X, = xj oraz xn+j = xs dajg,odpowie-
dnio, fﬁ(n+1)oraz f%k.,ktére zalezg odpowiednio od X,,1 oraz

»2 uwagi na to,Ze'fi zatozenia zalezy od x,.5tgd wynika
k s
ik

od x

ze zalezy od obu zmiennych=xk,xn+1 0 bylo do pokazania.

W drugim przypadku konstrukeja jest nieco bardziej skom-

plikowana.Na mocy definicji liczby m mamy rdwnosé

i.
f (xl,xgjett’xm_lﬁﬁn_lfDo.gxm-l} = h(.xt)
gdzie t &1{1,2,...,mélh.Zauwaﬁmy,ze poniewaz 2z zatozenia

£l nie zalezy od x, ,wigec jesli k€ m-1,t0 ts k ,jesli zas |
k 2 m-1l,to w powyzézej rownosci mozemy w odpowiednim miejscu

z powrotem napisad x, 1 rdwnosé nadal bedzie zachodzié.Niech

¥ i i
f -"=<h1kxt;,...,h i-lkxt) § f ’hi'f'ltx.t) ,coa,hert)>

ik

Teraz f definiulemy jak nastepuje:
PR i

ik 2% ;
f = gi(f ’X}c’xn+1 ’x"”‘ ’Xlz.' O ’th'a )

gdzie indeksy 11,12,...,im_3€i {_1,2,..ﬂ,m-13 y,wazystkie sg

résne 1 rd2ne od t oraz k.

Na mocy Lematu 1, £ & A,/F/.Jes11 w ¥ podstawimy

% % Xn+l?

otrzymujemy hi(f*) = fi,a wige jak wymagane.Jesli z kolei,

to na mocy zaktadanej wiasnosci g; w tym przypadku,

w fik podstawiny Xy XL F cve = xn,wquczajqc z tego Xies

m
jesli ewentualnie kx > m-1,to na mocy definicji t,otrzymamy

| gi(xt,xk,xn+l,xg,xh,...,x&q) zalezne na mocy definicji liczby
- m od kazdej zmiemnej,a wiegc w szczegélnoééi od Xy i X .1°

ik

Stad wynika,ze £ rdwniez zalezy od x

x 1 Xp,q000 koﬁgzy
dowdéd /iii/.

Dowdd /iv/. Poniewaz wobec /iii/ fik:6 Ai/F/,wiec na mocy

é Lematu 1, fL jest operacjg algebraiczng GV .wobec definieji

éfl oraz /iii/, fL zalezy od x,.q-Poniewaz #d 5 zarozenia zale-



e

zy od x,,a j# i,wigc fL zalezy takxie od X, .Podstawienie

xk =X, .1 ¥ fL,na mocy /iii/ i definicji fé daje f,co oznacza,

te fL zalezy réwniez od kazdej z pozostalych zmiemnych

XqsXpsoeeesXye L jest zatem odwzorowaniem ?n w Pn+l.Pokazemy,

ze jest ono réznowartodciowe.Istotnie, jesli dla f,g € P ,

fL = glL,to na mocy definicji L 1 tego,ze i+ 3, £3 = g3.

A zatem k(f) = k{g] = X, Podstawiajac w zakladanej rdéwnosdei

X = xn+l.otrzymujemy £ = .23 CobedeOe

Dowdd /v/. Teza jest oczywista,jesli tylko zauwazymy,ze

na mocy definicji L,dla f'e-En,{fL}j nie zalezy od xn+l(tylko
i 4 :

(fL\ * zalezy od xn+1),podczas gdy{yﬁa zalezy od x . q,Jjako 2e

hJ zalezy od Xy.

Tak wiec,zeby zakoriczy¢ dowdd Twierdzenia 1,pozostaje
nam rozwazyé przycadek p2(0ﬂ‘>3€°.23uwa2my,29 wtedy ,na mocy
Wniosku 3 1 Twierdzenia 4, pn[m§3§b dla kazdego n > 2, jako ze

OV ma redukt diagonalny nie bedacy r-wymiarowg algebrg diago

nalng.Wystarczy zatem dowiesd nierdwnosei Pl 2 Pp’

W tym przyrcadixu nie mozeny przeprowadzic dekompoéycji
diaconalnej wzgledem pe}neqd reduktu diagonalnego,bowiem dla
dla takich algzebr diagonalnych nie ma analogonu twierdzenia

\ F A
R3 por.[Bl}.Zastosujemy wiec nieco inne podejscie.

Zatdzmy dla ustalonego n 2 2,pn = MW > -
Niech 4 = dkxl’xz""’xn¢1)e Pn+l bedzie operacjg diago=

nalng(taka istnieje ze wzgledu na zakoieqie pgk;w}).ﬂozwaZmy
dekompozycje diagonalng ze wzgledu na redukt diagonalny <§;d>.
Poniewaz p, = A ,wiec liczba operacji postaci

<f1(xl,3[2, @ 80 ,xn‘m’f‘? Lxl,xg, L ] ’xn) 4000 ’fn+1(xl,XQ, L 'xn)>
gdzie fi,e Ai/F/,i =1,2,...,0+l, jest nie mniejsza niz m ,
Poniewaz MA 2 24, ,wiec istnieje indeks i taki,ze liczba fun-
keji fi(xl,x2,...,xn) &-Ai/F/ jest nie mniejs?a niz W

Niech dla prostoty i = 1l.Wtedy liczba operacji'postaci
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gdzie e Al/r/,a 11,12,...,1n sg tak dobrane,ze zdefiniowa-

na operacja jest istotnie n+l -arna, jest rdwniez nie mhiej.'
sza niz WA ,co dowodzi nierdwnosei pn+1?} p, i1 konczy dowdd

Twierdzenia 1.

82.7. Dowody twierdzen 2 i 3

Dowody twierdzen 2 i 3,ktdére podajemy w tym rozdziale,
oparte sg na nastepujgeym lemacie:

LENAT 2, Nieeh (v = (A;F> bedzie algebrsg idempotentns,
dla ktdrej p2L61§>'0.Jeéli k jest najmniejszg liczbg taksa,ze
istnieje niediagonalna operacja f & P)sto .ftLOw) = e G e

Dowdd. Dla k = 2 teza wynika bezposSrednio z R4 i Rj.
Istotnie,nietrudno zauwazyéd,ze operacje zdefiniowane w R4 88
wszystkie niediagonalne, jako ze dla kazde] z nich istnieje
identyfikacja zmiennych dajgca w rezultacie operacje XyeX p-
podczas gdy na mocy R3 jakakolwiek identyfikacja w operacji
diagonalnej daje w wyniku operacie diagonalng,Tak wige, jesli
algebra ma niediagonalng operacje nalezacg do Psyyto }A(OT) =1

2atd2my wiec,2e k > 2 14 f(;l,xg,...,x ) € P, jest ope-
racja niediagonalng.Poniewaz przy tym zatozeniu CV nie jest
algebrg diagonalna,wige na mocy kKlasyfikacji RS,warunek Py
pocigga pnf> 0 dla xaidego.nfE-Q.ZaléZmy a contrario;Ze dla
pewnego m > k,kazda operacja istotnie m-arna jest diagonalna.
i niech 4 = del,x2,..{}xm) bgdzie jedng z tych operacji,

~Biorgc pod uwage dekompozycjs diagonalng OV ze wzgledu
na redukt {A; @?,rozwazmy dla s = 1,2,...,n nastgpujace operaje
-3 ““\\1\xti"°” {}‘&t £ 'hs+1(x%ﬂ,’""hm(FLm)’>>
gdzie £° wyznaczone sg przez ftxl;xg,...,x (?or.def./i/ 52 5)
a il 12,...,1 -85 tak dobrane,osobno dla kazdego fB,Ze eigh € P

Kto jest mozliwe,poniewaz na mocy Lematu l,f zalezy co naj-

mniej od jednej zmlennej).ﬁobec Lematu 1 sg ‘to operacje~algebf'
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raiczne w Cnf,a wigc_wobec naszego zarozenla,diagonalne,Stad
na mocy Twierdzenia 4,wobec k > 2,wynika, ze redukt

o <A; d,fl,fe,...,fﬁl> ‘jest algebrg diagonalng.A poniewaz
d =I<h1(x]) 1By () ,...,hmfhxm\.> ,wiec mamy f(xl,xg,...,xk) =
= d(fl,fa,...,fm),co oznacza,te,szl,x2,...}xk) jest ppera-
cja algebraiczng (}f£,przeczgc temu,2e z zatozenia jest nie-

diagonalna i tym samym-koﬁczao dowdd,

Dowdéd Twierdzenia 2, Niech /ALG£L=¢0 Jesli P, > 0,to
wobec Lematu 2,wszystkie operacje algebraiczne sz diagonalne,
a wiec () jest algebrs diagonalng.Jesli P, = 0,to wobec R3,
w OV nie na nietrywialnych operacji diagonalnych,a zatem,
wobec klasyfikacji RS, S(Ov) = B 1 (Vv jest idempotentnym
reduktem grupy Boolea.,To dowodzi twierdzenia w Jedng strone,

W drugg strone jest ono oczywiste (por.PE).

Dowéd Twierdzenia 3. Dowodzimy pierwszej czesei.Jedli
Dy > Q, to na mocy Twierdzenia #,wobec tego,ze M[04) 1,
redukt generowany przez operacje diagonalne jest algebrg dia-
gonalng.0znaczajge jag przezsz ywidzimy,2e wobec Lematu 2,

Gy speinia /i/ w Twierdzeniu 3.Jedli p, = 0,to wobec RS,
:é(ﬁv\ = A U B,gdzie n'3,4.Ppniewaz w OV nie ma wtedy nietry-
wialnych operacji diégonalnych,wiqc tatwo wdadad,se m jest pa-
rzyste.Jesli n = 4,t.j. S(Ov) Y AB,to OV trywialnie speinia
/ii/ w Twierdzeniu 3,jeéii n> 5,to CV spetnia /ii/ na mocy
R5.Rozwazenie przyktaddéw P4 i PS5 podanych w §1.2 dowodzi dru-

giej czedei twierdzenia.
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