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Wstep

Programowanie geometryczne jest ciekawa, choé niezbyt jeszcze w Polsce
znana technika znajdowania ekstreméw funkeji. Nie zdobylo wprawdzie ta-
kiej popularnosci jak programowanie liniowe czy inne galezie programowania
matematycznego, ale ze wzgledu na swoja strukture dobrze nadaje sie do
opisu probleméw optymalizacyjnych, wystepujacych w naukach ekonomicz-
nych, jak np. optymalizacja kosztow.

W najprostszej formie znalezienie ekstremum funkcji przy pomocy tech-
nik programowania geometrycznego jest r6wnowazne z rozwiazaniem ukladu
rownan. Zadania bardziej zlozone moga dobrze opisywa¢ problemy z réznych
dziedzin nauki (p. [4], [10], [16], [23], [24], [30], [82], [93]).

Celem tej pracy jest przedstawienie metod programowania geometrycz-
nego oraz obszaréw, w ktérym moze ono znalezé zastosowanie ze szczegdlnym
uwzglednieniem probleméw zwiazanych z ekonomia. W polskiej literaturze
dotyczacej badan operacyjnych, a w szczegdélnosci programowania nielinio-
wego istaniala luka dotyczaca tego tematu, ktéra niniejsze opracowanie stara
sie wypelnié.

Praca sklada sie z czterech rozdzialow.

W pierwszym rozdziale przedstawiono podstawy matematyczne progra-
mowania geometrycznego, jego miejsce wsréd innych galezi programowania
matematycznego, najwazniejsze twierdzenia na ktérych jest ono oparte oraz
kluczowe dla programowania geometrycznego twierdzenie o jego dualnosci.
Ponadto w rozdziale znajduje sie wiele przyktadéw zastosowan metod progra-
mowania geometrycznego do "klasycznych” probleméw optymalizacyjnych.
Autor sie staral przedstawié programowanie geometryczne jako alternatywne
narzedzie, pozwalajace na rozwiazanie zadan maksymalizacji / minimalizacji
bez odwolywania sie do aparatu rachunku rézniczkowego.

Rozdzial drugi przedstawia praktyczna implementacje programowania geo-



metrycznego. Zostala w nim przedstawiona grupa algorytméw wykorzy-
stujacych metode Newtona do rozwiazania ukladu réwnan Karusha - Kuhna
- Tuckera dla funkcji dualnej. Szczegélny nacisk zostal polozony na algo-
rytm ”Infeasible Interior Point” zaproponowany w 1994 w [60], ktéry jest w
chwili obecnej jednym z najbardziej efektywnych algorytméw programowa-
nia geometrycznego o zlozonosci obliczeniowej poréwnywalnej z algorytmami
programowania liniowego.

Rozdzial trzeci jest po$wiecony zastosowaniom technik programowania
geometrycznego w ekonomii. Zostaly one podzielone na trzy zasadnicze
grupy: optymalizacje funkcji Cobba-Douglasa, optymalne wykorzystanie ma-
terialu oraz minimalizacje funkcji kosztéw przy nieliniowych ograniczeniach.

Rozdzial czwarty to proby rozszerzenia programowania geometrycznego
na funkcje inne niz wielomiany o dodatnich skladnikach. Oprécz ”klasycz-
nych” wielomianowych rozszerzeri programowania geometrycznego (p. [30])
autor postuluje wykorzytanie metod p.g. do funkcji, ktérych rozwiniecie w
szereg Taylora sklada sie z pozymiandw.

Wszystkie przykiady w pracy sa dzielem autora. Niektore z nich to znane
zadania optymalizacyjne, jednak sposéb ich rozwiazania przy pomocy pro-
gramowania geometrycznego pochodzi od autora.

Integralna czescia pracy jest ponadto napisany w jezyku C++ program
komputerowy PG.CPP, stuzacy do optymalizacji przy uzyciu programowania
geometrycznego.

Korzystam z okazji aby zlozy¢ podziekowania Panu Profesorowi Michatowi
Montygierdowi - Loybie za inspiracje i pomoc okazana w trakcie pisania
pracy.

Osobne stowa podziekowania kieruje w strone Pana Profesora Marka Wa-
lesiaka za cenne uwagi redakcyjne, szczegdélnie w ostatnim okresie pisania

pracy.



Rozdzial 1

Programowanie geometryczne -
podstawy matematyczne

1.1 Programowanie geometryczne jako galaz
programowania matematycznego

Program matematyczny jest to problem optymalizacyjny polegajacy
na (w formie standardowej) maksymalizacji funkcj f(x): x € X przy warun-
kach g(x) < 0, h(x) = 0, gdzie X jest podzbiorem R™ i jest dziedzina funkcji
f(x), g(x) i h(x).

f(x) nazywamy funkcja optymalizowana (ang. objective function)
g(x),h(x) nazywamy funkcjami ograniczajacymi (ang. constrain functions)

Programowanie matematyczne to dzial matematyki stosowanej zaj-
mujacy sie modelami optymalizacji decyzji w oparciu o ekstremalne wlasnosci
funkcji wielu zmiennych i traktujacy m.in. o takich zagadnieniach, jak: !

- twierdzenia o formie rozwiazan programéw matematycznych, w szczegdl-
nosci twierdzenia o istnieniu badz nieistnieniu rozwigzan w okreslonych sy-
tuacjach;

- formulowanie praktycznych probleméw jako programéw matematycznych
oraz porownywanie jakosci takich formulowan;

1p. ,Mathematical Programming - Glossary” dostepne w internecie pod adresem

http://dy.fce.vutbr.cz/


http://dy.fce.vutbr.cz/

- algorytmy szukajace rozwiazan programu matematycznego lub stwierdzajace,
ze nie ma rozwiazania optymalnego;

- twierdzenia dotyczace struktur modeli uzywanych w algorytmach, w szcze-
goélnoéci ich wlasnosci, wykonalnosci, redundancji itp;

- analiza wynikéw, w tym sytuacji takich jak rozwiazania niewlasciwe;

- twierdzenia dotyczace bledéw przyblizen rozwiazan programdow matema-
tycznych wynikajacych z przyjecia modelu nie oddajacego w pelni problemu,
bledéw obliczeniowych komputeréw, dokladosci algorytmoéw;

- badania laczace programy matematyczne z innymi dzialami wiedzy w szcze-
gblnoéci z rozwojem technik komputerowych.

Istnieje wiele odmian programowania matematycznego ze wzgledu na
strukture funkcji optymalizowanej i funkcji ograniczajacych. Wéréd najwaz-
niejszych z nich mozna wyrézni¢ m.in. nastepujace (por. [6], [11], [12], [13]
str. 18-120, [21], [26], [27], [28], [36], [37], [40], [41], [43] str. 331-543, [44],
[62], [63], [68], [69], [80] str. 13-104, [87]):

- bi-wypukle (biconver)

- bi-liniowe (bilinear)

- catkowitoliczbowe

- calkowitoliczbowe mieszne
- dynamiczne

- geometryczne (geometric)
- kwadratowe

- liniowe

- liniowe mieszane

- nieskonczone
pseudo-boolowskie (zero-jedynkowe)
rozlaczne
semi-nieskonczone
semi-oznaczone

wypukle

wypukle odwrotne
wypukle zlozone

Szczegdlnie popularne i czesto stosowane réwniez w ekonomii ([19)] str.221-
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263, [64] str. 151) jest programowanie liniowe polegajace na optymalizacji
funkc;ji 2

f@)=cz

przy warunkach ograniczajacych:
Az =b,22>0

Typowe zadanie programowania geometrycznego moze wyglada¢ nastepujaco:
znalez¢ maksimum (p. [19] str 228.) funkcji

200y +18-zo +12-z3 +15-z4 +10-25

4-, +3-z5 +1,5-z3 +2,5-z4 +2-z25 < 3000
3217 42-x9 +4-14 +3 - 14 +2.-x5 <2400

Do rozwiazywania zadan programowania liniowego najczesciej uzywa sie
ktérejs z odmian popularnej metody simpleks (p. [80] str 18.)
W naszym przypadku rozwiazaniem optymalnym jest

r1=0,2,=875,13=110, 2z, =0, 5 = 105.

Programowanie gemetryczne, mimo podobienstwa w formie do progra-
mowania liniowego jest odmiana innego rodzaju programowania matema-
tycznego, mianowicie programowania wypuklego (p. 2.1)

Program wypukly to (p. [43] str. 508) taki program matematyczny w
ktérym funkcja optymalizowana jest wklesta (lub w przypadku minimalizacji
wypukla) za$ wszystkie funkcje ograniczajace wypukle.

W przeciwienstwie do programowania liniowego nie ma standardowej me-
tody rozwiazania problemu programowania nieliniowego (w tym wypuklego).
Algorytmy programowania wypuklego mozemy podzielié na trzy gléwne grupy:
(p. [43] str. 535)

- gradientowe;
- sekwencyjne, bez warunkéw ograniczajacych;
- sekwencyjne, aproksymacyjne.

W 2.1 zapoznamy sie z przykladem algorytmu gradientowego zastosowa-
nego dla probleméw programowania geometrycznego.

2p.[43] str.35, [62], [80] str. 14, [91], [92]



1.2 Przedmiot programowania geometryczne-
go - podstawowe definicje

Niech gx(t), k € {0,1,2,...,p} beda odwzorowaniami m-wymiarowej prze-
strzeni Euklidesowej w zbidr liczb rzeczywistych. Zdefiniujmy nastepujace
dwa pojecia, podstawowe dla programowania geometrycznego:

I. Program pierwotny (primal program):
Znalez¢ minimalng warto$¢ funkcji g,(¢) przy nastepujacych ograniczeniach:

a(t) <1,02(t) <1,...,90(t) <1, (1.1)

t;>0i€{1,2,...,m},

gdzie gx(t) sa tzw. pozymianami tj. funkcjami okreslonymi nastepujaco:

g(t) = D ctpr 132 -t% ke {0,1,2,...,p},

i€ Jk)
przy tym:
Jk] =mg,me +1,me +2,...,n4k € {0,1,2,...,p},
mo=1m=no+1l,me=n1+1,....my=n,_1+1,n,=mn.

Dodajmy, ze o ile wykladniki a;; moga by¢ dowolnymi liczbami rzeczy-
wistymi, to wspélczynniki przy c¢; przy odpowiednich wyrazach pozymianéw
musza by¢ dodatnie (stagd nazwa ,,pozymian”).

Kazdemu programowi pierwotnemu odpowiada program dualny.

IT Program dualny (dual program):

Znalez¢ maksymalng warto$é funkeji v(é) okreslonej nastepujaco:

P

v(6) = [_f[l(g—jf"] T (6@,

k=1

3p. [30] str. 1-4



gdzie:
A (0) = Z %, ke{0,1,2,...,p}.

icJ[k]

Zbiory J[k] sa okreslone tak jak w programie pierwotnym. Wspélczynniki
¢; s3 dodatnie, a wektor zmiennych dualnych 6 = (41,ds,...,6,) spelnia
nastgpujace ograniczenia (przy zalozeniu, ze dla z = 0 jest z° = 7% = 1):

6i20,i€{1,2,...,n},

warunek normalnosci:

> &i=1

i€J|[0]
i warunki ortogonalnosci:
> aij-6=0,j€{1,2,...,m}. (1.2)
i=1

Sposéb przechodzenia od programu pierwotnego do programu dualnego
przesledzimy na przykladzie. Wczeéniej jeszcze nalezy wprowadzi¢ wazne
pojecie stopnia zlozonoéci problemu (DOD - Degree of Difficulty). Jest
on okreslony nastepujaco: Stopien zlozono$ci = laczna liczba wyrazow we
wszystkich pozymianach - liczba zmiennych - 1. Jesli DOD problemu jest
réwne 0, to znalezienie jego rozwigzania sprowadza si¢ do rozwiazania ukladu
réwnan liniowych. Takiego typu zadanie jest przedstawione w przykladzie 1.

Przyklad 1

Znalez¢ najmniejsza warto$¢ funkcji

1
Ui(z,y) = 22 + 42 + -

2y

Aby sprowadzi¢ ten problem do typowego zadania programowania geome-
trycznego nalezy wprowadzi¢ dodatkowa zmienng 2z ograniczong zwiazkiem

z2x2+y2.
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Ostatecznie wiec program pierwotny mozemy sformulowaé nastepujaco:
Zminimalizowa¢ funkcje

1
U=23 + Ey
przy zalozeniu, ze

2 2
~+¥ <1
T z
z>0,y>0,2>0.

Jest to zadanie programowania geometrycznego o 3 zmiennych i lacznie 4
skladnikach pozymianéw, a wiec o stopniu zlozonosci réwnym 0 (4 — 3 — 1).
Problem ten sprowadza si¢ do rozwiazania ukladu réwnan liniowych.

Program dualny dla tego problemu przedstawia si¢ nastepujaco:

Zmaksymalizowaé funkcje v(8) okreslong wzorem

v(6) = (%)"1(}2)*2(%)63(%)“ (53 + b))

gdzie nieujemne parametry 4, d2, 3, 84 spelniaja warunki normalnosci:
h+do=1
i ortogonalnodci
%61—53—64:0,
—260+ 2863 =0,
—02+204 =0.

Jak widaé, jedyny wektor, ktéry spelnia ograniczenia, ma wspélrzedne:

3
61=Z)

1
62=Za

1
63—1’

—
—t



1
(54 - g .
Maksymalna wartoscia v jest wiec 35 - 274,
Jak to bedzie wynika¢ z twierdzen przytoczonych ponizej, maksymalna
wartos$¢ funkcji dualnej V' jest rownocze$nie minimalna warto$cia funkcji pier-

wotnej U. Co wiecej, nastepne twierdzenia daja mozliwosé¢ znalezienia zmien-
nych minimalizujacych program pierwotny na podstawie wartosci funkcji V.

1.3 Podstawowe twierdzenia dotyczace pro-
gramowania geometrycznego

Programowanie geometryczne opiera sie na tzw. nieréwno$ci geometrycz-
nej. Jest ona rozszerzeniem znanego twierdzenia o Sredniej arytmetycznej i
geometrycznej.

1.3.1 Twierdzenie I (o sredniej arytmetycznej i geome-
trycznej)

Dla dowolnych nieujemnych U;, U, zachodzi nieréwnos$é:
1 1 11
§U1 + §U2 >U? - Uf (13)
Réwnosé w (1.3) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Uy = Us,.

Dowéd
Jest to wniosek z nieréwnosci

(U, = U)2 >0

poniewaz
U2+ UZ2—-2-UhU, >0,
U2+ U242 -UhU;, > 4-U Uy,
(U1 + U2)2 Z 4- U1U2,

12



(Ul + U2) Z 2 * Ul%Ué- )

1 1 1 1
EUl + §U2 >U-Us.

Uogdlnienie tego zwiazku stanowi twierdzenie II.

1.3.2 Twierdzenie II (Nier6wno$é geometryczna)

4

Dla dowolnego wektora z skladajacego si¢ z N wspoélrzednych z; i dla
wektora d o N nieujemnych wspélrzednych zachodzi nieréwnos¢:

N N N N N N
z IL‘,;(S,; S (Z 6,) In Z e’ + Z (51 In (51' - (Z (51> In (Z (51) .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Zalezno$¢ powyzsza mozna zastapi¢ rownoscig wtedy i tylko wtedy gdy ist-
nieje nieujemna liczba B taka, ze dla kazdego i (i € {1,2,..., N}) zachodzi
réwnosé 6; = B - e

Aby powyzsze twierdzenie bylo formalnie poprawne nalezy jeszcze przyjaé
konwencje, ze dla a=0 wyrazenie a In a ma wartosé 0.

Dowdéd
Punktem wyjsciowym dla powyzszego twierdzenia jest wypuklosé funkcji
wykladniczej. Fakt ze e® jest wypukla w calej swojej dziedzinie jest dobrze
udokumentowany w literaturze, co wiecej da si¢ bardzo prosto udowodnié
(f(z) = €%, f"(z) = €%, f"(x) jest wigksze od zera w calej swojej dziedzinie,
wiec f(z) jest wypukle w calej swojej dziedzinie). Z wypuklosci funkcji €* i z
tego ze jest to funkcja stala wzgledem rézniczkowania, wynika, ze dla dwéch
dowolnych punktéw z i z wspélczynnik kierunkowy linii prostej przechodzacej
przez te punkty jest nie mniejszy niz warto$¢ funkcji w tym punkcie wiec:
e’ —e*

e’ <

2—T

czyli inaczej zapisujac
e+ (zr—z2)e*<e”

4p. [30] str. 110-114
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Zauwazmy, ze z uwagi na Scista wypuklosé e® nier6wnos¢ ta staje sie¢ réwnoscia
wtedy i tylko wtedy, gdy = = z. Niech y = e*. Wtedy nieréwno$é przyjmuje
forme

y+ (z—Iny)y <e€®

i zmienia sie¢ w rownosc¢ wtedy i tylko wtedy gdy £ = Iny

Jedli wigc wezmiemy dwa wektory = (z1,Zs,...,Zn) 0 wsplirzednych
rzeczywistych oraz y = (y1,92,...,yn) 0 wspdlrzednych dodatnich, to dla
kazdego ¢ € {1,2,..., N} zachodzi nieréwnosé

Yi + (7 — Iny)y; < e™,

a po dodaniu stronami tych nieréwnosci otrzymujemy:
N N N

DY+ (zi—Ing)y <D e,
i=1 i=1 i=1

przy czym réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy z; = Iny; dla kazdego
ie€{1,2,...,N}.

Wezmy dowolng liczbe dodatnia 6 Przyjmujac ze wektor & powstaje po po-
dzieleniu wspéirzgdnych y przez 6 (tj. 6; = ¥ i € {1,2,..., N}) mamy:

N N N
Y06+ (z; — In66;)05; < > e, (1.4)
i=1 i=1

i=1
przy czym réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
z;=Inf+1nd; i€ {1,2,...,N}. (1.5)

Zapisujac (1.4) w inny spos6b mamy:

N N N
Z 06; + Z(.’L‘, —1Inf# —1In (51)0(5, < Z e,
i=1 =1 i=1

N N N
026,(1 +x; —ln6i) —0111026,' S Ze’“ .
i=1 i=1

i=1

Przyjmujac, ze lewa strona nieréwnosci jest funkcja § mamy:
N
fO) <Y e (1.6)
i=1

14



gdzie:
N

f(B) =026,(1+x,—ln61)—0ln0§:6, (17)

=1 =1

Roézniczkujac funkcje (1.7) wzgledem 6 otrzymujemy:

N N N
f'(0)=Zdi(1+mi—ln6i)—anZ&-—Zéi, (18)
i=1 i=1 i=1
a po powtérnym zrézniczkowaniu (1.8)
N
N 5
() = - Ei=t (1.9

Poniewaz druga pochodna f(8) jest w calej swej dziedzinie ujemna, wiec
f(0) posiada maksimum lokalne w punkcie 6y, ktére mozna obliczy¢ z (1.8),
czyli w takim, dla ktérego:

N zﬁ—-l (5,'(.’1?,' —In 61)
E{il 61' .

Punkt 6y réwniez musi spelniaé¢ ograniczenia wynikajace z (1.6). Po polacze-
niu wiec (1.6),(1.7) i (1.9) i wykorzystaniu faktu, ze funkcja logarytmiczna
jest funkcja rosnaca (lub inaczej méwigc po ,,zlogarytmizowaniu” obu stron
nieréwnosci) otrzymujemy:

In 6, (1.10)

N N
Ind 6;+mmf<Ind_ e*,

i=1 =1

N N ¢ __ . N
Iny 6+ Lzt ‘5’(,?’ né) o Iny €™,
N N N N N
Zdi-ln26i+25i(zi—ln6i)gz&i-ln 61:",
i=1 i=1 i=1 i=1 =1

N N N N N N
Zdi . and, + 251‘1‘,‘ - Zéilnéi S 26, . ane"' y
i=1 =1 i=1 i=1 i=1 i=1

N N N N N N
Zdizi S 261 . anez‘ + Zéilnéi — 26, . anJ,
i=1 i=1 =1 i=1 i=1 i=1

15



Z uwagi na (1.5) i (1.10) réwnoé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy:
z; =1nbp+ Ind; i€ {1,2,...,N},
E?Ll 6,'(13,' —1In 51)

z; = Ind; + 1€{1,2,...,N}.
1 E{il 61 { }
Wprowadzajac nowa zmienna
YN si@iming)

B=c¢e Zi:l %
mamy (warto odnotowad, ze B jest liczbg dodatnia)
z;=Iné;—InB i€{l,2,...,N}. (1.11)

OtrzymalisSmy wiec wynik, ktéry odpowiada tezie twierdzenia. Poniewaz
wektor § ma wspéirzedne nieujemne, pozostaje wiec do przedyskutowania
sytuacja, gdy jedna lub kilka wspéirzednych &; sa réwne 0. Wtedy Iné;
wystepujacy w (1.11) nie bylby okreslony. Rozpatrzmy wiec trzy przypadki:
1. Wszystkie §; sa dodatnie. W takim przypadku (1.11) odpowiada dokladnie
rownosci z tezy twierdzenia. Mozemy wiec uzna¢ dowdd za zakonczony.

2. Wszystkie §; sa rowne 0. Jest to przypadek trywialny, gdyz zgodnie
z przyjeta konwencja lewa i prawa strona nier6wnosci jest rowna 0 nie-
zaleznie od wektora z, wiec zawsze zamiast nier6wnosci zachodzi odpowiednia
rownosé.

3. Co najmniej jedna wspdlrzedna &; jest réwna 0 i co najmniej jedna
wspolrzedna jest rézna od 0. W takim przypadku dla wspéirzednej réwnej 0
lewa strona nieréwnosci jest rowna zeru, a prawa rézna. W zwiazku z tym
nieré6wnos¢ jest zawsze ostra.

Powyzsze przypadki wyczerpuja mozliwe sytuacje, wiec mozemy uznaé¢ dowéd
twierdzenia za zakonczony.

a

Zajmiemy sie teraz konsekwencjami tego twierdzenia. Jak zostalo powie-
dziane wczesniej, nieré6wnos¢ geometryczna mozna uznaé za uogdélnienie twier-
dzenia o $redniej geometrycznej i arytmetycznej. Faktycznie, jesli na twier-
dzenie II nalozymy warunek normalnosci wektora §

N
Y &i=1,
i=1
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to otrzymujemy:
N N N
> iz <Y e+ 6iInd; —Inl. (1.12)
i=1 i=1 i=1

Wprowadzmy dodatkowy wektor T' okreslony réwnaniami
z; =1In(6;-T;),i € {1,2,...,N}.

Wtedy (1.12) po prostych przeksztalceniach przyjmuje forme

N

N
Z(Zi —1n¢;)é; < lnzez" ,

=1 i=1

N N
Z&lnTi < lnz&Ti,

=1 i=1

N N
[I7% < 6T (1.13)
i=1 =1

Z uwagi na (1.11) réwnoéé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
liczba dodatnia B, ze

§; = B&T: i€ {1,2,...,N}.

Lewa strona nieréwnosci nosi nazwe wazonej Sredniej geometrycznej do-
datnich liczb T3,73,T3,...,Ty o wagach &1,02,03,...,0y, a prawa strona
wazonej Sredniej arytmetyczne;j.

Powyzej udowodniona nieréwno$é jest kluczowa dla metod programowania
geometrycznego i wystarczy do udowodnienia ponizszego twierdzenia, zwa-
nego podstawowym lematem programowania geometrycznego.

1.3.3 Twierdzenie III (podstawowy lemat programo-
wania geometrycznego)

Jesli wektor t spelnia ograniczenia programu pierwotnego A, a wektor §
spelnia ograniczenia programu dualnego B, to:

5p. [30] str. 114-117
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90(t) = v(9) (1.14)
Co wiecej, w (1.14) zamiast nier6wno$ci zachodzi réwnos¢ wtedy i tylko
wtedy, gdy:

ci-t]il g0i2. g2im .
T e R 1€ J[0] (1.15)
Ap() ¢ - t9r 152 .. tem e Jk] ke {L,2,...,p}

Dowdéd
Poniewaz kazdy skladnik u;(t) pozymianéw g (t) jest dodatni, wigc logarytm
z u;(t) jest zawsze okreslony. Mozna wiec zdefiniowaé

z; =Inu;(t) i€ Jk] ke {1,2,...,p}

i zastosowa¢ nieréwnos¢ geometryczng

3 Inu(t)d; < (Z ai) ‘In Y e 4 3" 6;Iné; - (Z 5,-) ‘In (Z 5,-) :

JIK] JIK] J[K) J[K] J[K] J[K]
wtedy
(Z (5,) -1n Z Uz(t) + E dilndi - (Z 61) -In (Z 51) Z Z lnui(t)éi,
J[K) J[K] J[K) JIK] J[K] J[K]
(z (5,) . lngk(t) Z Z (lnuz(t) - lndl)é, + (Z 51) -In (Z (5,) y (116)
J[K) J[K) JIK) J[K]
czyli
ui() )"
gk(t)/\k(é) > H (_1_) Ak(é)'\k('s) , (1.17)
J[K] o;
gdzie:

Ak(5)= Zé,-,ke{O,l,Z,...,p}.

J[K]

W szczegdlnosci dla £k = 0, pamigtajac o warunku normalnosci programu
dualnego (A¢(6) = 1) otrzymujemy:

’U,,(t)

9(t) > ( 5, )Ji (1.18)




Z drugiej strony przy uwzglednieniu ograniczen programu dualnego dla k €
{0,1,2,...,p} zachodzi nieréwno$¢ podwdjna

1> gi(t)™©® > [H (ui_(t))“‘

J[K] ¢

Ag(6)@ (1.19)

Wymnozenie stronami (1.18) i odpowiednio p nier6wnosci (1.19) daje:

) oo

o [

002 [T1 (&)"] [T o] Pt Pt Gt
i=1

Po uwzglednieniu warunkéw ortogonalnosci programu dualnego otrzymujemy

fi (5] o]

co konczy dowdd pierwszej czesci twierdzenia.

Druga czesé twierdzenia jest bezposrednia konsekwencja spostrzezenia, ze
aby go(t) = v(6), to zar6wno nieréwnosé¢ (1.18) jak i wszystkie nieréwnosci
(1.19) musza zmieni¢ sie¢ w réwnosci.

Korzystajac z tego faktu oraz z drugiej czesci tezy twierdzenia II, mozna
latwo obliczyé wspélczynniki §;. Obliczmy wspélczynniki dla ¢ € J[0]

9o(t) >

é; = Boui(t) 1€ J[O],

(z nier6wnosci geometrycznej)

> 6= Y Boui(t),

ieJ(0] i€ J[0]

dalej z warunku normalnosci
1= Bogo (t) .
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Ostatecznie wiec:
ci - t‘f“ . tgﬂ o glim

9o(t)

Analogicznie obliczamy J; dla i ¢ J[0].

Mozna wiec uznaé twierdzenie za udowodnione, ze jesli go(t) = v(d), to é;
przyjmuja wartosci takie, jak w tezie twierdzenia. Dowéd wynikania w druga
strone jako prosta konsekwencje nieréwnosci geometrycznej, w tym miejscu
pomijamy.

5 =

i€ J[0].

O

Przed przystapieniem do udowodnienia dualnosci programowania geome-
trycznego wprowadzmy jeszcze kilka twierdzeri pomocniczych, (punkty 1.3.4
- 1.5) ktére beda nam potrzebne przy tym dowodzie.

1.3.4 Twierdzenie IV (o warunku wypuklosci funkcji)
6

Funkcja f majaca ciagle drugie pochodne czastkowe na wypuklym S C
Ey jest wypukla, jezeli funkcja

o(s)=f(1-s]-z+s-y) ,0<5s<1

spelnia nieréwno$é
)
— 20, 0<s<1.
0s? — - -
dla dowolnych x,y. Co wiecej jesli nier6wno$¢ jest ostra (dla z # y), to

funkcja f() jest scisle wypukla.

Dowéd
_ Oy 18% )
p(0) — p(s) = Bs |s (—s) + 2852 s 5%,
_ Oy 18%p

P(1) = (8) = 2o e (L= 8) + 555 o (1= ),

gdzie s' € [0, s], s" € [s,1], wiec

6p. [31] str. 51-53
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[1-5]-[p(0) &)+ 5-[pl(1) ~0(8)] = 5 o v (1-8)s*+ £ 2 | (15,

czyli kladac

(51 =1- S,

(52 =3,

mamy
0 S 61762 S 1 )
a stad
1 6? 1 62
&y - f(.’L‘) + b - f(y) — f(61.’13 + 52y) = 5@ |s’ 61(53 + E@ Is” 5?(52,

ale prawa strona jest zawsze > 0 gdy

52

— >0

0sz2 = 7’

wiec
f(or1z+62y) <61+ fz) + 62+ fly).
Ponadto, jesli
52

@>O,

to

f(6r1z +d2y) <61 f(z) + 02 f(y).

1.3.5 Nieréwnos¢ spelniana przez funkcje wypukle
7

Wszystkie funkcje wypukle spelniaja nastepujaca nier6wnoscé

fl@)+Vf(z)-ly—x] < fly).

Tp. [31] str. 51-53
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Dowdd

fll=s) z+s-y]<(1-5) - flx)+s-fly), 0<s<1,
s-f@)+f(l—s]-z+s-y)—flx) <s-fly), 0<s<1,
fay o L=l 2+ 59) = f@)

s
Po zrézniczkowaniu

<fly), 0<s<1.

fo) +lim LEFE W=D = I@ gy o<,

§—0 S

f(z)+ df(“S'[ZS_zD_f(‘”) o< f(y), 0<s<1,

f@)+ Vi) -[y—z] < fy).

1.3.6 Wniosek

8

Funkcja, ktéra ma ciagle drugie pochodne czastkowe na wypuklym zbiorze
S, jest ciagla na S, jesli forma kwadratowa

82

Qg Za 0z |zQzQ_1

1,j=1

jest zawsze nieujemna. Co wiecej, f jest Scis§le wypukla, jesli forma kwadra-
towa jest zawsze dodatnia.

Dowdéd
Niech z,y € S
90(8) =f(l-s]-z+s-9),

n

63 Zazl zi),

8p. [64] str. 284, [31] str. 51-53
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i1 0%z
gdzie
z=[l-s]-z+s-y,
L ad”)
597 = (y - I Z) )
wiec
")
“— ¥ >0,
0s? —
jesli Q(y — z; z) jest zawsze nieujemne. Co wigcej,
02
— >0,
0s?

jesli Q(y — z; z) jest zawsze dodatnie i z # y, co koriczy dowdd.

1.3.7 Dowdéd wkleslosci logarytmu funkcji dualnej
9

Funkcja

n

loglu(8)] = 3" (loge: — logds) + 3° Me(8) - Ae(6)

i=1 k=1

jest wklesla na calej swojej dziedzinie.

Dowdéd

n

log[v(8)] = > (logc; — log8;) + Ep: Ae(6) - Ak(0)

i=1 k=1

Oznaczmy drugie pochodne czastkowe:

%p. [60] str. 3-4
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8% logv

H;; = ——=—
7~ 35; 05,

i,j €{L,2,...,n}.

Latwo zauwazy¢, ze Hesjan funkcji v(4) da sie zapisaé jako

Hy 0 0 ... 0
0 H 0 ... 0
H=|(0 0 H, ... 0 |,
0 0 0 ... H,
gdzie
-5t 0 0
_ 51
Hy — 0 55 0 ,
0 0 —61
a
1
Hy = Ak o 6mk+1 M , k=1,2,
At At T

Forma kwadratowa powstala z H ma postaé
Zzyi oHij °Y;,
iJ

czyli

Korzystajac z nieréwnoéci Cauchy’ego mamy

Yi yz
(2 w)’= 2 ( 172 11/2 Z - b

zEJ[K] i€ TIk] 5 et % Tl
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Oznacza to, ze

a poniewaz
51' > 0,

wiec cala forma kwadratowa jest niedodatnia a co za tym idzie (wniosek z
1.3.6) funkcja jest wklesla.

O

1.4 Twierdzenie V (lemat Farkasa)

10

Niech a;; bedzie macierza {r,m}, a b; j € {1,2,...,m} liczbami rzeczy-
wistymi. Wtedy, jedli kazde rozwigzanie ukladu nieréwnosci

m
f,(.’L‘) = Zaij '.’Ej Z 0 ,i S {1,2,...,’!‘},
i=1
jest réwnoczeénie rozwigzaniem nieréwnosci:
m
g(x) =D bj-z; >0,
=1

to istniejg takie liczby
Yi ZO ,ie {1,2,...,’!‘},

ze .
Y yica;=b; je{l,2,...,m}.
i=1

10p. [30] str. 244-247
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Dowdéd
Przeprowadzimy dowdd indukcyjny wzgledem liczby zmiennych. Jeslim =1,
to dowdd jest oczywisty
0,11'.'L‘l>0 bl'iBIZO

CL12'IE1>O

a;; 11 >0

4
a;;=0 = b =0
a; <0 = b >0
a;; >0 = b <0

Zalézmy, ze lemat jest prawdziwy dla Am < M zmiennych i sprébujmy
udowodnié jego prawdziwo$é dla M zmiennych.
WprowadZzmy nowa zmienna

t=b1'l‘1+b2°.’122+...+bM'.'L'M.
Przynajmniej jeden ze wspélczynnikéw b; powinien byé rézny od zera, gdyz

inaczej trywialnym rozwiazaniem ukladu sa y; = 0.
Z zalozen lematu wiemy, ze

fi(zr, .., zpm) = Fi(z1, ..., Tpm-1) +¢i-t 2> 0. (1.20)
Rozpatrzmy nastepujace przypadki:
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Rozbijmy nieréwnosci (1.20) wedlug tych przypadkéw. Po podzieleniu przez
| ¢; | dla ¢; # 0 otrzymamy odpowiednio

a) Fz)>0 ie{1,2,...,7%
tz)+t>0 i€ {l,2,...,r%}

¢c) FF(x)-t>0 ie{l,2,...,77}
)

Frz)+ F;(z) >0, ie{L,2,...,7"}A{1,2,...,77}

r* jest wigksze od 0 bo f,, =0+ 1-t > 0 Zalézmy, ze r~ tez jest > 0
Oznaczmy ty = —min(F; (z), F3 (z),...)

Zauwazmy, ze dla t > t, spelnione sa wszystkie nieréwnoséi b).

Z definicji ty wynika, ze dla pewnego k jest

to = —F,:-(l‘) .
Zatem
F (z) —to = F{ (2) + Ff (z) .

Jak latwo sprawdzié¢, punkt (z,t,) spelnia a),b) i ¢) wiec
tO Z Oa

czyli
F, <0.

Powyzszy fakt implikuje prawdziwos¢ zalézen twierdzenia dla m = M — 1,
wiec sa takie stale dodatnie y;, v, 2, zZe:

Zyi'Fo +zzyu +FE_ZZ, F+ )

czyli oznaczajac v = Y, z; otrzymujemy
S R + L R () -+ B @)+ + DR )+ =t

co jest réwnoznaczne z teza twierdzenia.
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1.5 Twierdzenie VI (Kuhna - Tuckera)

11

Niech Gx(z) k=0,1,...,p. beda funkcjami wypuklymi na E,, majacymi
ciagle pochodne czastkowe.
Nastepujacy dwa problemy sa réwnowazne: problem I
znaleZz¢ punkt z minimalizujacy funkcje go(z) na zbiorze okreslonym nieréwnosciami

Ge(2) <0 ke {l,...,p}

problem II znalez¢é punkt (2’ , y') taki, ze

a)pu, >0 ke {1,..,p},
bu, < Ge(2') =0 ke {1,.,p},

o)L(Z,u) < (L(Z, i) < (L(z, 1),

gdzie:
L(z, 1) jest funkcja Lagrange’a, zdefiniowana nastepujaco:

L(z,u) = Go(2) + ki Gi(2),

z jest dowolnym wektorem z E,,, a u takim wektorem, ze p; > 0.
Dodatkowo zakladamy, ze istnieje co najmniej jeden punkt z*, ktéry spelnia
ostro ograniczenia problemu pierwszego tj.

N\ Gk(z*) <0.12

ke{1..p}

Dowdéd:
Najpierw udowodnimy wynikanie w druga strone, tj. fakt, ze rozwigzanie
problemu IT jest rownoczesnie rozwigzaniem problemu I.

Hp. [43] str. 519-523, [30] str. 60-77

12Ty twierdzenie nosi réwniez w niektérych opracowaniach nazwe warunkéw Karusha-
Kuhna-Tuckera poniewaz zostalo udowodnione niezaleznie przez W. Karusha w 1939 r.
oraz HW. Kuhna i A.-W. Tuckera w 1951 r. p. [43] str. 519-523
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Zalézmy, ze (2', ') spelnia nieréwnosci a)-c).

Poniewaz
L(z',p) < L(Z, 1),
wiec
L(z',,u) - L(zl,.ul) <0,
czyli

Z) + Xp: ,uka(z) — [Go(z) + i ,u’Gk(z) <0
k=1

k=1

P
Zﬂk—ﬂk Gi(2) <0

dla kazdego wektora p takiego, ze wszystkie jego wspdlrzedne sa nie mniejsze
od zera. W szczegélnodci wiec dla p zdefiniowanego nastepujaco (uwzgled-
niajac warunek a)

“_{ﬂ; qg#k,
q — !/ —
e+l g=k.

a co za tym idzie
Gk(z’) <0 ke {1,...,p}.

Czyli z spelnia ograniczenia problemu I.
Druga cze$¢ nieréwnosci ¢) méwi, ze

N L(z,i') = L(z',p') > 0.
z2€En,

Inaczej zapisujac:

Go(z) + Go(7' +Zuk[Gk z) — Gk(2")] > 0.

k=1

Wykorzystujac zalozenie b) otrzymujemy

Gol2) — Gal#) + Y- HhGK(z) > 0.

k=1
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Jedli uwzglednimy zalozenia problemu I oraz nieré6wno$é a), zauwazamy, ze

P
2 1hGH(z)
wiec
Go(2) — Go(7') £ 0,
czyli
Go(2) < Go(2)

dla kazdego z spelniajacego

Gr(2) <0 ke{l,...,p}

co konczy dowdd wynikania w jedng strone, a tym samym pierwszej czesci
twierdzenia

Zalézmy teraz, ze z’ jest rozwiazaniem problemu I. Zdefiniujmy zbiér K’ jako
zbiér indekséw tych funkcji, dla ktérych 2’ jest ich miejscem zerowym

K' ={k>1:G()=0}.
Z twierdzenia IV wynika, ze
Gk(2') + VGk(Z)[z — 2] < Gk(2), k€{l,...,p},

czyli
VGi(2)[z — 2] < Gi(2) ke K',

wiec
VGr(2)z -2 <0 ke K'.
Dodatkowo wiemy, ze istnieje takie z*, ze nier6wno$é powyzsza jest ostra:

VGr(Z)[z* - 2] <0, ke K'.

Niech z bedzie wybranym punktem, a s liczba z przedziatu (0,1). Laczac dwie
poprzednie nieréwnosci otrzymujemy:

(1= 5)VGi(2)][z — 2']| + sVG(2)[z* - 2] <0 ke K'
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lub
VGr(2[(1 —8)z+s2* - 2] <0, ke K,
a po przyjeciu oznaczenia
z=(01-8)z+s2", 0,s<1
zapisujemy nieré6wnos$é¢ w postaci:

VGi(Z)[z-2]<0 ke K’ (1.21)

Niech ¢ bedzie odpowiednio mala liczba dodatnia. Wykorzystujac ponownie
twierdzenie IV dla liczb
2 +tlz—2iz7

mamy

Gr(Z+t[z—2')) + VG (2 +t[z—2'])(z' —z) < Gk(2') ke {1,...,p}, (1.22)

czyli przy K’ zdefiniowanym jw.

Gr(Z' +tfz — 2Z)+ < VG(Z + t[z = 2')) (' — z), ke K/ (1.23)

Poniewaz
Gk(z') <0 k ¢ K’

i poniewaz Gg(z) i ich pierwsze pochodne s3 ciagle, wiec przy odpowiednio
malym, dodatnim t

Gr(Z +tlz—27]) <0 dlak g K'. (1.24)
Z drugiej strony z (1.21) i (1.22) mamy
Gr(z +tlz—2']) <0 dlake K',

wiec
Gr(Z +tz - 7)) <0 dlakel,2,...,p

Poniewaz z minimalizuje Gy, wiec przy odpowiednio matym t

Go(2' +t(z — 2')) — Go(Z') > 0.
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z (1.22) 1 (1.24) wynika, ze
V(i +txz—-2)) - (z-2)>0.

przy t — 0
VGo(Z) - (z-2') >0,

czyli z definicji x
VGo() - [(1-8)z+s2*=2], 0<s<1,
co redukuje sie przy s — 0 do
VGo(Z')-(z=2") > 0.

PokazaliSmy wiec, ze
VGo(Z)-(z-2") >0,

gdzie z speinia nier6wnos¢
VGi(Z) (z—2)>0 keK.
Stosujac Lemat Farkasa (tw. V) wiemy, ze sa liczby

w, >0, kekK'

takie, ze
Go(z')y == ) u'VG(Z).

kEK'

Definiujac
=0 kg K’

mamy

P

Go(Z') + Z ,U/VG;C(Z’) .
k=1

Spos6b zdefiniowania py, pozwala stwierdzié¢, ze warunki a) i b) problemu II
sa spelnione.
Pozostaje do udowodnienia warunek c). Z definicji funkcji L wynika ze

L, 1) = Go(2) + kz (),
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a wiec zgodnie z b) otrzymamy
L(zl1 :u/l) = GO(ZI) ’

czyli
L(Z,p) < L(#, 1)

dla g >0 k € {1,2,...,p}, gdyz Gi(2') < 0.
Druga cze$¢ nieréwnosci ¢) jest konsekwencja faktu, ze funkcja L(z, u') jako
dodatnia kombinacja liniowa funkecji wypuklych jest wypukla, a z jako punkt
stacjonarny funkcji wypuklej jest réwnocze$nie punktem, w ktérym funkcja
ma minimum, czyli

L(Z,p') < L(z, i) -

W ten sposéb dowéd wynikania w druga strone, a co z tego idzie catego
twierdzenia Kuhna-Tuckera zostal zakonczony.

a

Przeglad lematow i twierdzen potrzebnych do sformulowania teorii pro-
gramowania geometrycznego mozemy uznaé za zakonczony. Nastepne twier-
dzenie o dualno$ci programowania geometerycznego, opublikowane po raz
pierwszy w [29] str. 1307-1349 i powtérnie w [30] str. 80. ktére dowo-
dzi ze program pierwotny (1.1) i program dualny (1.2) wyznaczaja to samo
optymalne rozwiazanie (o ile takie istnieje), jest podstawa programowania
geometrycznego

1.6 Dualno$é programowania geometryczne-
go

13

Zalézmy, ze program A ma, co najmniej jedno ostre rozwiazanie, a funkcja
pierwotna go(t) ma minimum, ktére spelnia ograniczenia pierwotne. Wtedy
1. program dualny B odpowiadajacy .4 ma co najmniej jeden punkt spelniajacy
ograniczenia, a v(4) posiada punkt maksymalny spelniajacy ograniczenia;

2. 'U((s)maz = gO(t)min
Jesli t' jest punktem minimalizujagcym go, to istnieja nieujemne mnozniki
Lagrange’a takie, ze funkcja

13p. [30] str. 164-194
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Lt u) < go(t') = L(t, ) < L(t, )
dla dowolnych ¢; > 01i pu > 0.
3. Wektor ¢’ maksymalizujacy B ma wspolrzedne
§ = { ¢ty -...-tpm 1€ J[0],

Ekc—t;ﬁi icJklke{1,...,p}

4. Jedli ¢ jest punktem maksymalizujacym B, to kazdy ¢’ minimalizujacy A
spelnia uklad réwnan
8- v(8) e J0],

ci-t““-...-tf,;’":{ 8! .
! Wil ieJklke{1,...,p}.

Dowéd
Zdefiniujmy
Zi :lnti 1 E {1,2,...,n}.
Pierwotny program transformowany zdefiniujmy nastepujaco: znalezé mini-
malng warto$¢ funkcji go(z) przy ograniczeniach

a(2) <1 ke{1,2,...,p},

gdzie

g(z) = 3 ceXin®s ke {1,2,...,p},
icJk]

JIk] = {me, Mi41, Miya, ...} k€ {0,1,...,q}

mg=1m =ng+1lme=m+1,....m,=n,_1+1,n=n,

gdziea;; € R, ¢; >0
Latwo udowodnié, ze program .4 jest programem wypuklym, tj. takim,
ktérego celem jest minimalizacja funkcji wypuklej na zbiorze wypuklym (p.
1.1)
Jesli oznaczymy



to mozemy dla funkeji G wykorzysta¢ twierdzenie VI (tw. Kuhna-Tuckera).
Oznacza to istnienie takiego wektora u()) o p wspélrzednych, ze funkcja

L(z,u) = go(z +E/~l'k [9x(2) — 1]

ma wlasnosé
L(#, ) < go(z') = L(#', i) < L(z, 1)
dla dowolnych z i . Wigc 2’ jest punktem minimalizujacym L(z, '), a stad

oL

5 ) =0 g€ (L2, m},

Z’." aiiz" 4 ’ 1 @ij
s T 4 3 (Y age-eT) <o,

J[0] k=1 J[k]

qge{l,2,...,m}.

Dzielac te réwnania przez go(2’) i odpowiednio definiujac wektor &', widzimy
ze

ﬂ_t;mﬂ ieJklke{1,...,p}

5 {C“W“u~mmienm,

spelniaja warunki ortogonalnosci B. Z powyzszego oznaczenia wynika réwniez,
ze 0] spelniaja warunek normalnosci B. Co wiecej wszystkie 0] sa dodatnie.
Punkt ¢’ spelnia wiec ograniczenia programu dualnego B.

Przeksztalcajac powyzsza definicje mamy

Ae(6') = “!’;Ogé,)) ke{l,2,...,p}.

Z twierdzenia VI (Kuhna-Tuckera) wiemy, ze

milon(2) - 1] =0,

czyli
' M
Ae(d) = kel{l,2,...,p},
() = T ke {12 p)
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mozemy wiec ponownie zapisaé 4] jako

5 — Ci - B - L e i € J[0],
P M)t L tam e Jkl ke {l,...,p},

co odpowiada wartosciom J; w twierdzeniu III (gléwny lemat programowania
geometrycznego). Wnioskujemy wiec, ze

go(t) = v(8") .

Pozostala do udowodnienia czwarta czg¢$¢ twierdzenia. ZaléZzmy, ze t' minima-
lizuje program pierwotny A a §' maksymalizuje program dualny B. Zgodnie
z tym co przed chwila udowodnili§my

go(t) =v(d).

wiec

5 — R T v i€ J[0],

: Me(0)eityt - -t de Jklke{l,...,p},

co po prostych przeksztalceniach daje nam czwarty podpunkt twierdzenia, a
co za tym idzie konczy dowdd dualnosci programowania geometrycznego.
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1.7 Zastosowanie metod programowania geo-
metrycznego w wybranych problemach

Metody programowania geometrycznego moga by¢ zastosowane do roz-
wiazywania wielu prostych zadan na znajdowanie minimum funkcji, bez wy-
korzystywania pochodnych. Szczegdlnie, zgodnie z nazwa, nadaja sie one
do zadan zwiazanych z polami i obwodami figur, gdyz funkcje, ktérych eks-
trema liczymy w tego typu problemach sa najczesciej sumami pozymianéw
lub dadza sie¢ w prosty sposob na takie sumy przeksztalci¢. Zastan6wmy sie
nad typowym takim zadaniem:

Przykilad 2

Posréd wszystkich prostokatéw wpisanych w tréjkat znalezé taki, ktérego
pole jest najwieksze.
Pole prostokata zgodnie z rysunkiem wyraza si¢ wzorem:

P(z,y) =y

C

h

D X
y
A a B
rownoczesnie, poniewaz AABC ~ ADEC, zachodzi réwnosé:

a_h
z h-y’
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skad

ah — ay = zh,
zh+ay = ah,

oraz £+2_1
a h '

Wystarczy jeszcze zauwazy¢, ze pole prostokata jest maksymalne wtedy gdy
jego odwrotnos$é osiaga minimum, aby sformutowaé problem programowania
geometrycznego:

zminimalizowaé funkcje:

g(z,y) = —=z7ly"
Ty
przy zalozeniu, ze
r Y
—+==1.
a h

Jest to problem o lacznej liczbie wyrazéw réwnej 3 i dwéch zmiennych,
wiec o stopniu zlozono$ci DOD réwnym 3-(2+1)=0. Jego rozwigzanie spro-
wadza si¢ do rozwiazania ukladu trzech réwnan liniowych.

Zgodnie z zasadami programowania geometrycznego wiemy, ze wartoscia
minimalna funkcji g jest

AYNARNARY br+8s
(5—)1 (752)2 (m)a (82 + &)

gdzie &; obliczamy z warunku normalno$ci i warunkéw ortogonalnosci

61 =1 )
-6 +9 =0,
—51 +63 =0.

Rozwigzaniem tego uktadu, jak latwo sprawdzié, sa liczby (1,1, 1).
wigc wartosciag minimalna g(z, y) jest

(0 Q) G) arvm=5
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Punkt, w, ktérym wartos¢ minimalna zostala osiaggnieta, wyznaczamy z réwnan

1 4
Ty ah’
r 46 1 1
a b+d6;3 1+1 27
y 6 1 1
h ™ 6463 1+1 2’
wiec:
_a _h
1—5,3/—5,

co ostatecznie daje nam odpowiedZ, ze maksymalne pole prostokata wpisa-
nego w tréjkat wynosi

ah . PA

4 2
Boki maksymalnego prostokata, wynosza odpowiednio polowe wybranego
boku tréjkata i polowe wysokosci spuszczonej na ten bok.
Rozwiazanie to jest zgodne z rozwiazaniem, ktére otrzymaliby$my rozwiazujac
to zadanie metodami rachunku rézniczkowego.

Metody analogiczne do programowania geometrycznego stosowali juz sta-

rozytni Grecy. Przykladem moze by¢ pytanie, ktéry sposréd prostokatéw o
tym samym polu ma najmniejszy obwdéd.

Przykiad 3

Op=2a+2b,

a b
05—4(54'5),

Op =14 9+92%
b— 2 2 ’

1
ab a® b?]2
O,=14 5‘4‘14‘1] ,
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Po przeksztalceniach widaé, ze obwdd jest minimalny gdy wyrazenie pod
kwadratem jest rowne 0, wiec gdy a = b, czyli figura o najmniejszym obwo-
dzie jest kwadrat.

Przyklad 4

Wyznaczyé dlugosci bokéw prostokata o stalym obwodzie 2p tak, aby
przekatna tego prostokata byla najkrétsza.

P

Pozornie problem minimalizacji dlugosci przekatnej prostokata nie jest za-
daniem programowania geometrycznego, jednak po uwzglednieniu szeregu
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réwnowaznosci mozemy je sformulowaé (przy oznaczeniach jak na rysunku):
jako zadanie minimalizacji d przy ograniczeniach

2a+2b=2p,a®+b* =d?,

v

albo minimalizacji d? przy ograniczeniach

20+ 2b=2p, a? + b =d?,

0

albo minimalizacji p*> — 2 - a - b przy ograniczeniach

2a+2b=2p,

albo wreszcie minimalizacji

przy zalozeniu, ze
b

a
—+-<1,.
P P

Problem posiada zadanie dualne maksymalizacji funkcji:

0 ()" (1) ()" o v

gdzie §; 6; >0 i€ {1,2,3} spelniaja réwnania:

(51 = 1,
—(51 +(52 == 0,
—(51 +(53 = 0,
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czyli:

51 - 11

62 =1,

63 = 1a

a co za tym idzie

e 1

2 1+1?

b _ 1

p — I+D?

a =5
—P

b L.

Szukanym prostokatem jest wiec kwadrat.

Przyklad 5

W kwadrat o boku dlugosci a wpisujemy tréjkaty rownoramienne w ten
sposéb, ze wierzcholek (nie nalezacy do podstawy trdjkata) kazdego z tych
trojkatéw jest réwnocze$nie wierzchotkiem kwadratu. Ktéry z tych tréjkatow
ma najwieksze pole ?
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Przy oznaczeniach jak na rysunku (AE = EB=FED =y, EC =z, DF
FC = a) widzimy, ze pole tréjkata ABC wynosi

1
VABC=§'2'Z/'E,

gdzie z,y > 0 spelniaja r” wnanie
T+yYy= a2 ,
Zadanie to jest wiec problemem programowania geometrycznego pole-

gajacym na minimalizacji funkeji

9(z,y) = , T,y >0,

Ty
przy ograniczeniu
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M#’—ﬁg z,y>0.
2:a 2-a

Jego problem dualny to maksymalizacja funkcji:

vor=(3) " (; V2 52)62 (3 V2 53)63 6o+ )

gdzie §; &; >0 i€ {1,2,3} spelniaja zwiazki:

(51 = ].,
-6 +6 =0,
-0 +6;3 =0,
stad
& 1,
62 = 11
03 =1

Maksymalna wartoscig V'(8) i réwnoczesnie minimalng wartoscia g(z, y)
jest

a2
i jest ona osiggana przy:
zv2 1
2.a 1+1°?
w2 o _ 1
2.a 141
czyli przy
2
z =22,
_ a2
y =2,

Szukanym tréjkat jest wiec tréjkatem prostokatnym, ktérego podstawe
stanowi przekatna kwadratu.
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Przyklad 6

W tréjkat prostokatny o przeciwprostokatnej dlugosci ¢ i danym kacie
ostrym o wpisujemy prostokaty w ten sposéb, ze dwa boki kazdego z tych pro-
stokatéw zawieraja sie w obu przyprostokatnych. Ktéry z tych prostokatow
ma najwieksze pole ?

8

Przy oznaczeniach takich jak na rysunku pole prostokata wynosi z - y
natomiast jego boki spelniaja zaleznos¢:
T
: + y - c,
sina cosa

Formulujac wiec ten przyklad jako problem programowania geometrycz-
nego otrzymujemy zadanie:
zminimalizowac¢:

gdzie i y
c-sina + c-cosa —

i forme dualng tego zadania

zmaksymalizowaé:
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v = () aag) (ag) e+,

c-sina - 6, c-cosa - d3

gdzie §; 6; >0 i€ {1,2,3} spelniaja warunki

61 = 11
—6; +6, =0,
—(51 +(53 = O,
czyli:
01 1,
52 - 17
4 =1

Maksymalnga wartosécia V(d) i réwnoczesnie minimalna wartoscia g(z, y)
jest wielkosé

4
2 . gi ’
¢’ -sina-cosa

wiec maksymalne pole prostokata wynosi:
c? - sin 2a
8
za$ boki prostokata o maksymalnym polu spelniaja zwiazki
T —_—

1
csina 1-1—1’
D B
c-cosa 1+1?

czyli wynosza
__ csina
T = &9,

— CCcosa
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Przyklad 7

W tréjkat prostokatny o danym kacie ostrym a i przeciwprostokatnej
dlugosci ¢ wpisujemy prostokaty w ten sposéb, ze jeden bok kazdego z tych
prostokatéw zawiera si¢ w przeciwprostokatnej tréjkata. Ktoéry z tych pro-
stokatéw ma najwieksze pole?

Przy oznaczeniach takich jak na rysunku pole prostokata wynosi z - y nato-
miast jego boki spelniaja zaleznos¢:

+y+z-tana =c,
tan o y

Formulujac wiec to zadanie jako problem programowania geometrycznego
otrzymujemy zadanie minimalizacji funkcji

1
z, =— ,7T, >Oa
9(z,y) Ty By
przy ograniczeniu
2-z
T i A r <1 y Ly >0,
c-sin2a+facyc— 5=

i forme dualna tego zadania polegajaca na maksymalizacji funkcji

0= (catam) - (F5) e
T4 c- 09 - sin 2a c- 03 2o ’
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gdzie §; 6; >0 1€ {1,2,3} spelniaja zwiazki

& =1,
_61 +62 = O’
-4 +463 =0,
czyli:
01 1,
d =1,
4 =1

Maksymalng wartoscig V'(8) i réwnoczesnie minimalng warto$cia g(z, y) jest

16
c? - sin 2«
wiec maksymalne pole prostokata wynosi:
c? - sin 2
16 '’

Boki prostokata o maksymalnym polu wynosza:

2.z _ 1
csin2a  ~  141?
y _ 1
c 1+1?
czyli sa réwne
__ c¢sin2a
r = —4
_c
) 3

Przyklad 8

Dang liczbe dodatnia a rozlézyé na dwa takie skladniki, aby:
a) suma kwadratéw tych skladnikéw byla najmniejsza,
b) suma szeScianéw tych skladnikéw byla najmniejsza.
Zadanie a) polega na minimalizacji wyrazenia
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z° + y2
przy zalozeniu:
z,y>0,z+y=a,
czyli minimalizacji wyrazenia
a‘—z-y
przy zalozeniu:
T,y >0, z+y=a,

albo minimalizacji wyrazenia

przy ograniczeniu

Zadanie dualne polega tu na maksymalizacji wyrazenia

V(é)‘(l)61'< : )6( : )63-(5 +85) "+
o 61 0'62 0'63 2 3 ’

gdzie §; 4; >0 i€ {1,2,3} spelniaja zwiazki

61 = 1,
—(51 +(52 = 0,
—(51 +(53 = 0,
czyli:
01 1,
& =1,
4 =1



Ostatecznie:

z _ _1
a 1412
g - 1
a 1+1?

a

T =

—a

y 3

W problemie b) minimalizujemy wyrazenie
3+ y3

przy zalozeniu:

z,y>0,z+y = a,
co jest réwnowazne minimalizacji wyrazenia

a®-3-a-z-y

przy zalozeniu

T,y >0,z +y=a,
czyli minimalizacji wyrazenia

1
z-y

przy ograniczeniu

L~

I
- +=<1,z,y>0
a a

Zgodnie wiec z wynikami z podpunktu a)

z
Y

Nip8ie
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Przyklad 9

Wyznaczyé punkt o wspdlrzednych dodatnich, nalezacy do hiperboli y =
1/z, tak aby jego odleglosé¢ od punktu A(0,0) byla najmniejsza.
Zadanie sprowadza si¢ do minimalizacji funkcji:

f(m,y)=a:2+y2

przy ograniczeniu

<1l,z,y>0,

1
-y
czyli do maksymalizacji

=) (@) () wrar

gdzie 6; &; >0 i€ {1,2,3} spelniaja zwiazki

0+ 802 =1,
2- (51 —(53 = 0,
2- (52 —(53 = 0,
czyli:
cs1 = '1'7
62 = %7
4 =1

Najmniejsza odleglo$¢ wynosi wiec 2 a wspodlrzedne szukanego punktu
wyznaczone z rownan

WYnosza
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Przyklad 10

Dana jest parabola y> = 8 -z i odcinek o koricach A(2,4), B(2,-4).
Rozwazmy rodzine tych wszystkich prostokatéw, ktérych dwa wierzchotki
naleza do danego odcinka, zas dwa pozostale naleza do danej paraboli. Ktéry
z tych prostokatow ma najwieksze pole ?

(x,y)

[
<

L
L

Pole szukanego prostokata wynosi zgodnie z oznaczeniami z rysunku 2-y-2
przy czym punkt (z,y) nalezy do paraboli y = 8 - 22 oraz:

z+zx =2

52



Formulujac problem w jezyku programowania geometrycznego mamy zadanie
minimalizacji funkcji

1
g(xay’z)_z.y_z
przy ograniczeniach

z+z<1

2 2~
y?
—<1,z,y,2>0 .
8-z

Problem dualny odpowiadajacy temu zadaniu to maksymalizacja funkcji

V(o) = (2.151)61 (3 -152)62 | (2-163>63

84
(02 + 53)52+63 . <L) . (54)64a

804
gdzie &; 6; >0 i€ {1,2,3,4} spelniaja zwiazki:
& =1,
-6 +d63 =0,
(52 —(54 = 0,
-6 +244 =0,
czyli:
o =1,
62 = %’
03 =1,
5 =1
Wspélrzedne szukanego punktu wyznaczamy z réwnan
1
A
gz =1
T z,
y =4

Szukany prostokat ma wspéirzedne
2 4V3) (, 43\ (, 43 (2 4v3
3 ? 3 ? } 3 ) ) 3 ) 3 bl 3 .
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Przyklad 11

Wyznacz dlugosci bokéw trojkata prostokatnego opisanego na okregu o
danym promieniu r = 1c¢m tak, aby dlugo$é przeciwprostokatnej tréjkata
byla najmniejsza

Z wlasciwosci okregu wpisanego w trdjkat prostokatny wiemy, ze:
a®+b=c%,

oraz ] ]
vﬁzi.a.bzi-(a+b+c)-r ,a,b,c>0

Po prostych przeksztalceniach i uwzglednieniu réwnosci r = 1 zadanie da sie
wiec sformutowaé jako minimalizacja funkcji

f(a,b,c) =c¢
przy ograniczeniach:
2 2
a® b
atash
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1 1 C
T+ — <1,
a+b+a-b_
a,bc>0,

Problem dualny odpowiadajacy temu zadaniu to maksymalizacja funkcji

V(6) = (%)61 : (%)62 : (6%)63 (g + 8)25

()" (@) e
54 (55 66 4 5 6 ’

gdzie §; (6; >0, i€ {l1,2,3,4,5,6}) spelniaja réwnania

& =1,
2- (52 —(54 _56 = U,
2 53 —55 —66 = O,
& —2:0, —2-03 4+ =0,

W programie pierwotnym wystepuja trzy zmienne przy lacznej liczbie po-
zymianéw réwnej 6. Stopien zlozonosci tego zadania wynosi wiec DOD =
6 —3—1=2>0. W celu obliczenia §; ¢ € {1,2,3,4,5,6} musimy wiec
przyréwnaé¢ do 0 pochodne czastkowe z funkcji przeciwnej do logarytmu z
V (8) analogicznie jak w przykladzie ze strony [88]. Po wykonaniu odpowied-
nich obliczen otrzymujemy:

& =1,
52 :?a
b =%,
by =1-¥2
& =1-%2,
b6 =v2-1.

Dlugosci bokéw tréjkata obliczymy z réwnan

1 1-¥2

a = 2 2 )

o 1-¥241-¥24/31
Y2

1 _ P)

v2-1
b 2 2 ’
a 1-¥241-¥24/2-1
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ostatecznie

a :2+\/§,
b =242,
c =24+2-2.

Przyklad 12

Wyznaczyé dlugosci bokéw prostokata wpisanego w elipse % + ygi =1,
tak aby jego pole bylo nawigksze.

Przed sformulowaniem zadania programowania geometrycznego zauwazmy,
ze boki prostokata sa réwnolegle do osi elipsy oraz, ze o$ rzednych i odcietych
sa osiami symetrii prostokata.

Program pierwotny mozna wiec sformulowaé jako zadanie minimalizacji
funkc;i

1
4.z-y "’
przy ograniczeniu
2 g2
ﬁ+351 , T,y >0,

Formulujac za$ program dualny otrzymujemy nastepujace zadanie:
zmaksymalizowaé wyrazenia:

V(J)_( 1 )6< 1 )52'( 1 )53'(5 + 83)02 %%
~\4.4, 16 - 6, 9.4, 2 '

gdzie §; (§; >0, € {1,2,3}) spelniaja réwnania

o =1,
—61 +2 : 62 =Y,
—61 +2 . (53 = 0,

czyli:
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5 =
)
43

-

DN\ [t b
. -

Maksymalng wartoécia V'(6) i réwnoczesnie minimalng wartoscia g(z, y)
jest o

Stad maksymalne pole prostokata réwna sig 24 j2
za$ boki prostokata o maksymalnym polu wyznaczone z réwnan

2 _ 3
16 -1
¥ _z
9 1?
WYNOSZ3
2.z =4-/2,
2.y =3-v2.

Przykiad 13

Podstawa graniastoslupa prostego jest n-kat foremny, za§ suma dlugosci
wszystkich krawedzi graniastoslupa jest réwna p. Wyznaczy¢ dlugosé krawedzi
tak, aby objeto$¢ graniastostupa byla najwieksza.
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Objetos¢ graniastostupa przy oznaczeniach takich jak na rysunku wynosi:

n T
V =Pp-b=—-cos—-a’-b
D 5 cos_-a-b,
przy czym:
2-n-a+n-b=p,a,b>0.
Nasz problem sprowadza sie¢ do minimalizacji funkcji

2
n-cosX-a?-b

f(a', b) =

?

gdzie a,b > 0 spelniaja zwiazek
2:n-a n-b
+
p p

lub do maksymalizacji funkcji

<1

i b

o8




&1 a2 a3
—_— 2— .« _2 ) n . n . 62+63
V(o) = (n-cos%-&) (p.éz) (p.53) (92 +3) ’

gdzie §; §; >0 i€ {1,2,3} spelniaja réwnania

(51 = ].,
—2.6; +6, =0,
—51 +(53 = 0,
czyli:
& =1,
0y =2,
43 =1

Krawedzie graniastostupa o najwigkszej objetosci spelniaja wiec: zwiazki

2na __ _2
% S
P 2+1°
czyli
a =,
b =43

Przykiad 14

Podstawa ostrostupa prawidlowego jest 6-kat foremny, za$ suma wszyst-
kich krawedzi ostrostupa jest réwna p. Wyznaczy¢ dlugoséci krawedzi, tak
aby objeto$¢ ostroslupa byla najwieksza.
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Z tresci zadania wynikaja nastepujace zaleznosci:

VOst'roslupa =

Wl
N

R +a® =¥,
6-a+6-b=p .
Maksymalizacja objetosci jest wiec rtéwnowazna minimalizacji f(a, b, h) ,a,b, h >
0 danej zalezno$cia
2 * \/5 2
— a

-h
3

fla,b,h) =

przy ograniczeniach
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h? @2
ptesh
6-a 6-b
22 2<,
D Y2

a to z kolei jest réwnowazne maksymalizacji V (4)

-

36 02 5_3

64 a5
. 6 . 6 ) 34465
<p . 54> <p.55) (% +55)

gdzie 6; (6; >0, i€ {1,2,3,4,5}) spelniaja zwiazki

(51 = 1,
246, 42:-63 +64 =0,
—(51 2- (52 = 0,

—2'(52 —2'53 +65 =0.

W programie pierwotnym wystepuja trzy zmienne przy lacznej liczbie po-
zymianéw réwnej 5. Stopien zlozonosci tego zadania wynosi wiec DOD =
5-—3—-1=1>0. W celu obliczenia §; ¢ € {1,2,3,4,5} musimy wiec
przyréwnaé¢ do 0 pochodne czastkowe z funkcji przeciwnej do logarytmu z
V(4) analogicznie jak w przykladzie ze strony [88]. Po wykonaniu odpowied-
nich obliczen otrzymujemy:

61 = 1)
52 = l)
63 = ga
5, =t
4 3,
(55 = 5

Dlugosci krawedzi szukanego ostrostupa obliczone z réwnan:

o

6a _

4 g+g’
6:b 2
T - g+-5"
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WYNOSZ3,

S
|
Skl

Przykiad 15

Wyznaczyé dlugoé¢ promienia podstawy i wysokosci walca wpisanego w
stozek o danym promieniu podstawy r, ktérego diugo$é wysokosci jest réwna
h, tak, aby objetoé¢ walca byla najwieksza.

W]
4
=5

AE=FEB=r AD=FB=t,DE=FEF=HG=1H=1=z,
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CE=h,DI=EH=FG=y, HC=1x
Przy oznaczeniach takich jak na rysunku objeto$¢ walca wynosi:

V=m-2*y,

zas$ z podobienstwa trojkatéow Arpe ~ Agge wynika, ze:

t_z
y T
Ponadto:
t+y=nh,
z+t=r7.

Problem programowania geometrycznego mozemy wiec sformulowaé jako mi-
nimalizacje funkcji

f(:E,yrzat):—z y z,y,Z,t>O
-2ty
przy ograniczeniach
y
=4+ =<1,
h h~—
z t
-+ -<1,
r or
2'Y «q
t-x —

Problem dualny odpowiadajacy temu zadaniu to maksymalizacja funkcji

0= (25)" ()" ()
N 7T'61 h,62 h53 2 3

()" () v ()

T- 64 T- (55 6
gdzie ; 6; >0 1€ {1,2,3,4,5,6} spelniaja zwiazki:

<

& =1,
—2.8, +6; +0 =0,
(55 —65 = 0,
43 —dg =0,

—51 +52 +56 =0.



W programie pierwotnym wystepuja trzy zmienne przy tacznej liczbie po-
zymianéw réwnej 6. Stopien zlozonosci tego zadania wynosi wiec DOD =
6 —4—1=2>0. W celu obliczenia §; (i € {1,2,3,4,5,6}) musimy wiec
przyrownaé¢ do 0 pochodne czastkowe z funkcji przeciwnej do logarytmu z
V(4) analogicznie jak w przykladzie ze strony [88]. Po wykonaniu odpowied-
nich obliczen otrzymujemy:

o1
d2
d3
04
ds
d =

€0 N3G | 0300 |l [N = =t
-

-

Promien z i wysokos$¢ y walca wpisanego w stozek wyznaczymy z zaleznosci:

4

z _ _13

T 3ts’
R
h at+s’
P —%-r,

Przyklad 16

Obwdd trojkata réwnoramiennego jest rowny 2p. Jaka dlugo$é winny
mie¢ boki tego tréjkata aby:
a) objetosé bryly powstalej przez obrét tréjkata dokola jego podstawy byla
najwieksza,
b) objetosé bryly powstalej przez obrét tréjkata dokota jego osi symetrii, byla
najwieksza.
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™

a) Objetosé bryly powstalej przez obrét tréjkata dokota jego podstawy wynosi
przy oznaczeniach jak na rysunku

1
V:2-§7r-y2-a:.

Z tresci zadania oraz z prawa Pitagorasa wynikaja ponadto zalezno$ci:

2-z+2-2=2-p,
?+y? =27 .

Zapisujac to w jezyku programowania geometrycznego otrzymujemy nastgpujacy
problem:
zminimalizowaé funkcje
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_ 3
C2-meyi4Tex

,T,y,2>0

f(z,y,2)

przy ograniczeniach

T oz
_+—Sla
P D

2 2

T Y% <.
22 22

Odpowiadajacy mu problem dualny to maksymalizacja funkeji

3 0\ /1 \®% [ 1)\% .
— . . . 2+03

1 b 1 % 84405
: <5—4) : (5—5) - (04 4 85)747%,

i € {1,2,3,4,5}) spelniaja zaleznosci

gdzie §; (4; > 0,

61 =4
- +65 +2-64 =0,
—2 . (51 +2 . (55 =V,
63 -2 (54 -2 65 =0.

W programie pierwotnym wystepuja trzy zmienne przy lacznej liczbie po-
zymianow réwnej 5. Stopien zlozonosci tego zadania wynosi wiec DOD =
5-3-1=1>0. W celu obliczenia §; i € {1,2,3,4,5} musimy wiec
przyrowna¢ do 0 pochodne czastkowe z funkcji przeciwnej do logarytmu z
V(8) analogicznie jak w przykladzie ze strony [88]. Po wykonaniu odpowied-
nich obliczen mamy:

3
o2
d3
04
ds

Il
b=t 00 | =i (O GO =

Podstawa 2x i bok y szukanego tréjkata wyznaczamy z réwnan:
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3
A
gy _ 2
2z :%p,
Yy =3P

b) Objetosé bryly powstalej przez obrét tréjkata dokola jego osi symetrii
wynosi

1
‘/:57]'./!!.1;2

Podobnie jak w przykladzie a) zachodza zwiazki

2:z2+2-2=2-p,
?+yi =27

Mozemy wiec sformulowaé zadanie jako nastepujacy problem:
zminimalizowaé funkcje

3
f(z,y,2) = ey JNE AL >0
przy ograniczeniach

T z

L S 1 )
p p
2 2
z Y

2 s

Odpowiadajacy mu problem dualny to maksymalizacja funkeji

3 n 1 2 1 a d2+6a
V@—(w@)'gw) (;E)-@+&)

(EJM (l)% (84 + B
64 65 4 5 ’

gdzie §; 6; >0 i€ {l1,2,3,4,5} spelniaja
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51 =1,
—2'(51 +62 +254 =0,

Analogicznie jak w przykladzie a) obliczamy optymalne wartosci &

01
02
03
O4
ds

- ~

N = N ooy =t

Podstawa 2x i bok y szukanego tréjkata wynosza:

z

4 st
P TRTC
2z =§p’
Yy =sx5°D.
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Rozdzial 2

Algorytmy programowania
geometrycznego

2.1 Zastosowanie metody Newtona-Raphsona
W programowaniu geometrycznym

Jak wynika z definicji 1.1 i z dowodu teorii dualnosdci programowania
geometrycznego (p.1.6) zagadnienie programowania geometrycznego mozna
sformulowaé nastepujaco:

Zminimalizowagé:

f(z)
przy ograniczeniu A-z =b ,z € R}
gdzie

f(:r):izi~ln(g)+ki % z; - In( i )

=li=ng_1+1

Nk

/\k= Z ziakz]-)z)"'ap)

i=nk_1+1



1 - 1 0 R 0 e 0

A= 11 " Gpgl  Cng+1,1 "7 Gny1 0t CGpp 411t Ong
- )
Qim "' Qngm CQnotiom *°°° Bngm a'np_1+1,m e an,,,m
(2.1)
b' =(1,0,0,...,0) € R™*! (2.2)

Po prostych obliczeniach stwierdzamy, ze gradient V f(z) réwna sie

6f(l') _ lIl(.’L‘,) —In (C(’L)+1, 1= ]-;---anO (2 3)
oz; | In(z)) —In(c(®) —In(X), i=mo+1,...,n, ° '
Hesjan f(z) wynosi (p. 1.3.7) za$
Hy 0 0 0
0 H 0 ... 0
H=|0 0 H, ... 0 |, (2.4)
0 0 O H,
gdzie
it 0 0
-1
Ho=| 0 % o, (2.5)
0 0 Th)
a
At —_1z,‘ni » Py R ,\,;
Hk:— Ak Ak —.’Bmk+l .o Ak k=1,2,"_,p,
At At R
(2.6)

W p. 1.3.7 wykazane zostalo, ze funkcja przeciwna do f(z) jest wklesla, co
oznacza, ze f(z) jest wypukle.
ograniczenie A -z =b ,z € R.? jest natomiast ograniczeniem liniowym
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Tak wiec problem kazdy programowania geometrycznego jest rownoczesnie
programem wypuklym z ograniczeniami liniowymi i jako taki posiada forme
dualna Wolfe’go 1. Stawiamy zadanie w formie nastepujacej:
zmaksymalizowac¢ funkcje:

by — Vf(z)"z+ f(2)
przy ograniczeniu
AT .y —Vf(z)+2z=0
gdzie z,y, z naleza odpowiednio do:
r€RY , ye R™' | ze R,

W celu ustalenia punktu, w ktérym f(z) osigga minimum przyréwnamy
do zera ograniczenie programu pierwotnego, ograniczenie formy dualnej Wolfe-
'go oraz dodatkowo warunek uzupelniajacy X - z = 0 ; X = diag(z), gdzie
symbol diag(z) oznacza macierz kwadratowa, ktérej kolejne elementy na
przekatnej gléwnej sa elementami wektora x (tj. X € R™ x R"™; X;; =
Z;, Xij =0 dla 275], ’L,] € 1,2,...,’!1,,)

Zadanie programowania geometrycznego bedzie sprowadzaé sie wiec do roz-
wiazania ukladu réwnan:

Az = b
AT .y —Vf(z) +z = 0 (2.7)
X-z =0

gdzie
reRY , ye R™' | zeRlY

zwanego ukladem KKT (Karush-Kuhn-Tucker-a).

Z uwagi na wystepowanie w ukladzie réwnan czynnika nieliniowego V f(z)
nie da sie do jego rozwiazania zastosowaé zadnej ze metod eliminacyjnych
takich jak np. metoda Gaussa-Jordana.

Najbardziej efektywnym sposbem rozwiazania ukladu wydaje sie zasto-
sowanie metody Newtona-Raphsona, ktdra jest dobrze opisana i czesto sto-
sowana w Naukach Ekonomicznych 2

1p. [85] str. 239-244
’p. [84]
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W naszym przypadku uzyjemy formy zmodyfikowanej metody Newtona-
Raphsona, w ktérej w przeciwienistwie do metody klasycznej? kolejne wyrazy
ciagu iteracyjnego nie sa obliczane ze wzoru:

f(zk)

Ik+1 = Tk — f,(mk) )

lecz z uwzglednieniem dodatkowego parametru skalujacego a, ktérego wartoscé
jest w nastepnych krokach algorytmu wyznaczana przy pomocy jednej z me-
tod przeszukiwania liniowego (ang. line search) np. $ledzenia wstecz (ang.
backtracking) lub ztotego podzialu. * Przyjmujac za poczatkowe wartosci

z0 = (e,e,...,€e) ; yo=1(0,0,...,0) ; z = (e,e,...,¢€)

W kolejnych iteracjach rozwiazujemy najpierw uklad réwnan Newtonow-
skich:

AA, = nrk
ATA, —HFA, +A, nrk (2.8)
ZkA, +X*A, = yuF-e— Xk2*

gdzie:
v i 7 sa parametrami nalezacymi do przedziatu [0,1]
reszta pierwotna rp i dualna rp primal residual, dual residual sa zdefiniowane:

rp =b— Az, (2.9)
rp = Vf(z) - ATy — 2, (2.10)

za$ reszta uzupelniajaca complemantarity residual to

W= (2.11)

Ny
po rozwiazaniu ukladu 2.8 wyznaczamy warto$¢ « tak aby podstawienie
(¥, g 25 = (25,5, 2F) + o (A, A, A)

redukowalo w sposéb maksymalny wartosci reszty pierwotnej i dualnej 7, i
Td.

3p. [64] str. 220
p. [32]
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2.2 Algorytm ”Infeasible Interior Point”

Na metodzie opisanej w poprzednim paragrafie oparta jest cala grupa al-
gorytméw, 3 z ktérych najbardziej efektywnym jest algorytm ” Infeasible Inte-
rior Point” zaproponowany w 1994 r. przez K. Kortanka, Xiaojie Xu i Yinyu
Ye w [60], ktéry pozwala na numeryczne rozwigzywanie zadan programowa-
nia geometrycznego w czasie poréwnywalnym z algorytmami programowania
liniowego. ©

Dodatkowym zalozeniem twoércow algorytmu jest ograniczenia kolejnych
wartosci z i z do

Xz 2 op
| Xz —pel < Bu

Kolejne kroki tego algorytmu przedstawiaja sie wiec nastepujaco:

(2.12)

Krok 1: Podstawienia poczatkowe
Przyjmujemy:

1}0:(6,6,...,6) ayOZ(O’OaaO) zo=(,uo-e,,u0-e,...,,u0-e)

Ustalamy wartosSci stalych uzywanych w algorytmie:

o, - (p. wzér 2.12)

€p, €p, €c - toleracja pierwotnej, dualnej i uzupelniajacej do okreslenia
dokladno$ci wynikéw

©p, Op, O¢ - stalych uzywanych, w przeszukiwaniu liniowym (krok
5.c algorytmu)

F, € (0,1) - wspélczynnika skalujacego dla « - (p. krok 4.d algo-
rytmu)

F, - wspélczynnika skalujacego dla zmiennej z - (p. krok 7 algo-
rytmu)

SInnego typu algorytmy rozwiazywania zadan programowania geometrycznego sa opi-
sane np. w [7] ,[42], [73]
6p. [60] str 22-23, [91] , [91]
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dopdki nie s3 spelnione warunki

e |l 7o | z'z

S €€p , SeCa
1+ 2 i I+l z ]+ 2]

Powtarzana sa kroki 2-7
Krok 2: Utworzenie ukladu KKT
Dokonujemy obliczen potrzebnych do utworzenia aktualnego ukladu KKT

(p.2.7)
obliczamy dla aktualnych wartoéci z*,y*, z* gradient f(x) (p. 2.3), Hes-

sjan f(x) (p. 2.4-6), reszte pierwotna i reszta dualng (p. 2.9 i 10),
Krok 3: Znalezienie parametréw 7 i vy

a) Przyjmujemy n = 11§ = 0 i rozwigzujemy uklad (2.8) wyznaczajac
(A%, Ay, AT)

b) Obliczmy a® = min(a2, a?) gdzie

Zj

oy = max{— 1 (Ag); <0
(- (asy; (82 <0}
a Z] a
o, = max{— 1 (A7); <0
{ (Ag)] ( )J }
¢) Obliczamy

a\T a

maa — ('T + aaAz) (Z + aO-Az)

Tp

d) i ostatecznie ustalamy ~ i 7 na:

¥=0,5(tept) , n=1-7.

Krok 4: Wyznaczenie A;, Ay, A,
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Rozwigzujemy uklad:

AA, = 7k
ATA, —-H*A, +A, = nr¥
ZEA, +XEA, = qpFoe— XEZk

i wyznaczamy Ag, Ay, A,

Krok 5: Wyznaczenie parametru o

a) Obliczmy af = min(a,, @,) gdzie

al = max{— 7.} : (Ag); < 0}
al = max{—(Az)j 1 (Az); < 0}

b) Wyznaczamy o tak, aby po podstawieniu z < z +a- A, , z +
z+ a - A, spelninone bylo:

Xz 2> op
| Xz —pel < Bp

c) Wykorzystujac algorytmy przeszukiwania liniowego i znajdujemy oy,
spelniajace:

|b—A-(z+al;) Op - (z+aAx)T - (z+al,)

| <
| Vi +alA;) — AT(y +aA,) — (z+aA,) || € Op-(z+aAx)T (z+al,)
<

(z + al)T(z +al,) Oc 2Tz

d) Ostatecznie ustalamy o

a = min{Fa - QRr,an, O[L}

Krok 6: Uaktualnienie zmiennych
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(I') Y, Z) «— (I7 Y, Z) +a- (Az, Aya Az)

Krok 7: Przeskalowanie z*

Aby uniezaleznié dzialanie algorytmu od wartosci stalych ©p,0p,0O¢ i
zredukowaé rp zmienimy warto$é zmiennej z zgodnie ze wzorem:

a) Niech s = Vf(z) — ATy

b) Ustalamy:

Z; gdy s; <0

8 gdy $;>20 A s;€ (%,Zi : Fz)
7 gdy 820 A s < &

zi-F, gdy s,>0 A s;2>2-F,

Z2; =

gdzie i € {1,2,...np} a F, jest stala wieksza od jednosci ustalona w p.
1 algorytmu.’

2.3 Opis programu PG.EXE jako implemen-
tacji algorytmu ,,Infeasible Interior Po-
in bh]

Program PG jest implementacja algorytmu ,,Infeasible Interior Point” w
jezyku C++. Do jego kompilacji uzyto pakietu Microsoft Visual C 1.5 w
polaczeniu z biblioteka newmat v. 0.9 stuzaca do operacji na macierzach. 8

Do swojej pracy program potrzebuje systemu operacyjnego Microsoft
Windows 3.x, Microsoft Windows 95/98 lub Microsoft Windows NT.

Program po uruchomieniu pozwala na wybér pliku z danymi. Pliki tego
rodzaju maja domyslnie rozszerzenie *.dat. Wybér odbywa sie poprzez stan-
dardowe okno wyboru plikéw systemu MS Windows.

Po zakonczeniu pracy program umieszcza wyniki swojego dzialania w
pliku WYNIK. TXT

"w [60] proponowana wartoscia F; jest 10
8 przykladowe kody programéw w jezyku C i w Fortranie zwiazanych z programowaniem
nieliniowym znajduja si¢ w [18], [45], [76], [77] p. réwniez [67]
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W przypadku gdy zadanie p.g. nie posiada optymalnego rozwiazania
program (lub nie jest mozliwe znalezienie go ze wzgledéw numerycznych
np. warto$¢ optymalna przekroczy mozliwosci zapisu danych typu double
%), skoficzy swoja prace komunikatem, ze zostala przekroczona maksymalna
liczba iteracji i nie wypisuje zadnego rozwiazania do pliku WYNIK.TXT

Format pliku z danymi, jak i format pliku z wynikami jest opisany ponize;.

Tre$¢ programu znajduje sie w dodatku A.

2.3.1 Format pliku wejsciowego

W kolejnych liniach pliku z danymi (*.dat) dla programu PG powinny
znajdowaé sie:

wiersz 1 - liczba zmiennych problemu pierwotnego,

wiersz 2 - laczna liczba ograniczen (p),

wiersz 3 - liczba pozymianéw w funkcji minimalizowanej,

wiersz 4 - liczba pozymianéw w 1-szej nieréwnoéci ograniczajacej,
wiersz 5 - liczba pozymianéw w 2-giej nieréwnosci ograniczajacej,
wiersz 4+p - liczba pozymianéw w p-tej nieréwnosci ograniczajace;j.

W nastepnych wierszach opisywane sa kolejno pozymiany skladajace sie na
funkcje minimalizowang i na funkcje ograniczajace w formie:

- wspdlczynnik przy pozymianie (c;;) ,

- liczba czynnikéw (zmiennych) wystepujacych w pozymianie ,

- numer zmiennej (z1,Zs,... Tn) 1 potega w ktdrej ta zmienna wystepuje (a)
w pierwszym czynniku pozymianu ,
- numer zmiennej (z;,Zs,... Z,) i potega w ktdrej ta zmienna wystepuje ()

w drugim czynniku pozymianu ,

Przykladowo, jezeli chcemy obliczy¢ warto$é minimalna funkcji:

—.3. (1 ﬂlc2"”3”34$5276az:7a:311
fey) =y (Itetgrg+gtgtatate)t; 7

pIzy ograniczeniu:

?+y* <1,

°p. [57]
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To zawartoé¢ pliku EXP.DAT powinna wygladaé nastepujaco:

o
-l -
AN v~ - N

o o O o O

(30} —~ m N ™M
o n

Y N N NOAN AN

0.16666

o O
T m

AN — N

2.0}
(o]
O O o O
. o -« .
o M~ ™

.0000248
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w
o o

-1.0

-2.0

2.0

N = = = = == NN RN

2.0
2.3.2 Zawartosé¢ pliku wyjsciowego

W pliku wyjéciowym programu GP znajduja sie kolejno:

- Winieta pliku;

- Funkcja pierwotna i ograniczenia,

- Parametry programu pierwotnego;
- Liczba zmiennych;
- Liczba funkcji ograniczajacych;
- Liczba pozymianow w funkcji;
- Laczna liczba pozymianow;
- Stopien zlozonosci(DOD);

- Optymalne z;;

- Maksymalna wartosc funkcji dualne;j.

Dla przykladu z poprzedniego paragrafu plik WYNIK.TXT wyglada nastepujaco:

PROGRAMOWANIE GEOMETRYCZNE - OPTYMALIZACJA
Andrzej Dudek 1998/99
Akademia Ekonomiczna, Wroclaw
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WGRiT Jelenia Gora
Program jest czescia pracy doktorskiej:

"Programowanie Gemetryczne jako narzedzie optymalizacji w ekonomii"
Pisanej pod opieka Profesora Michala Montygierda - Loyby

Program Pierwotny:
Zminimalizowac funkcje:

f(x) = 1.000%x27(3.000) + 1.000*x1~(1.000)*x2"(3.000) + 0.500

*x1°(2.000)*x27(3.000) + 0.167*x1"(3.000)*x2"(3.000) + 0.042
*x1~(4.000) *x2~(3.000) + 0.008*x1"(5.000)*x2"(3.000) + 0.001
*x1~(6.000) *x2~(3.000) + 0.000*x1"(7.000)*x2"(3.000) + 0.000
*x1°(8.000)*x27(3.000) + 1.000%x2"(-1.000) + 1.000%x1~(-2.000)

Przy ograniczeniach:

1.000*x17(2.000) + 1.000%x27(2.000) <= 1

Liczba zmiennych: 2
Liczba funkcji ograniczajacych: 1
Liczba pozymianow w funkcji: 11
Laczna liczba pozymianow: 13
Degree of Dificulty: 10

Program Dualny:

deltal = 0.039110
delta2 = 0.033505
delta3 = 0.014878
deltad = 0.005078
delta5 = 0.001976
delta6 = 0.001082
delta7 = 0.000759
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delta8 = 0.000611
delta9 = 0.0005629

deltal0 = 0.528631
deltall = 0.376423
deltal2 = 0.328361
deltal3d = 0.121424

Wynik = ((25.569) ~ (0.039) * ((29.846) ~ (0.034) * ((33.607) ~ (0.015)
* ((32.820) ~ (0.005) = ((21.087) = (0.002) = ((7.700) ~ (0.001) =
((1.818) ~ (0.001) * ((0.324) ~ (0.001) * ((0.047) ~ (0.001) * ((1.892)
= (0.529) * ((2.657) ~ (0.376) * ((3.045) ~ (0.328) * ((8.236) ~ (0.121)
* ((0.450) ~ (0.450)= 3.624012

X1
X2

0.8567
0.5208
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Rozdzial 3

Zastosowanie programowania
geometrycznego w ekonomii

3.1 Funkcje uzytecznosci Cobba - Douglasa a
programowanie geometryczne

3.1.1 Funkcje Cobba - Douglasa

Programowanie geometryczne moze by¢ z powodzeniem stosowane do roz-
patrywania wielu zagadnien ekonomicznych. Funkcje wystepujace w tego
typu problemach czesto moga w prosty sposéb by¢ przeksztalcone do pozy-
mianéw. Jako przyklad takiego typu problemu przedstawmy zadanie zmak-
symalizowania funkcji uzytecznosci typu Cobba - Douglasa

Funkcje uzytecznosci typu Cobba-Douglasa sa okreslone nastepujaco !

flz,y) =2 y*

Przy ograniczeniu
a*r+ap-y=m.

Po prostych przeksztalceniach mozemy sformulowaé zadanie programo-
wania geometrycznego nastepujaco:
Zminimalizowaé funkcje

g(z,y)=z° -y ¢

'p. [83], (8], [78]



przy zalozeniu, ze
ay Q2
—r+—y<1.
m m
Zastosowanie metod programowania geometrycznego pozwala stwierdzié,

ze g(z,y) osigga minimum dla

1\ (a1 \% ([ 0p \% 62-+63
(a) (m_52> (m_63) (82 +05)™7%,

Przy Czym
(51 =1 y
—061 +(52 =0 3
—d61 (53 =0.
stad

(51 =1,52:C,63=d.

zatem minimalng wartoécia funkcji f jest

a1 \~° ( az )—d c+d
— — +d
(mc) md (c+d)™,
lub inaczej, pamietajac, ze minimalizowaliSmy funkcje odwrotna
B me - md ¢
o= ai(c+d) az(c + d) ’
Daje to wynik zgodny z tym, jaki otrzymalibysmy stosujac metody rézniczkowe.

3.1.2 Funkcje typu Cobba - Douglasa wielu zmiennych

Uogdlniajac poprzedni przykiad mozemy zastanowié si¢ nad maksymali-
zacja funkcji:

n
fl@)=][z ,ze R},
i=1
Przy ograniczeniach
n
Zpi *r;=m
=1
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2 Formutujac inaczej problem mamy zadanie minimalizacji funkcji

przy ograniczeniach

n .

DiT;
,; — <1.

Jest to wiec problem programowania geometrycznego o n - zmiennych i
lacznej liczbie pozymianéw réwnej 1+n, czyli stopniu zlozonosci DOD=n+1-
n-1=0. Optymalizacja g(x) sprowadza wiec do rozwiazania ukladu réwnan
liniowych.

Zamiast minimalizowaé g(z) mozemy maksymalizowaé:

CHO (C 0

=3 \m -6 i=2

przy czym zachodza zwiazki

1 =1, .
Z0;-8 +6ip =0 ie{l,2,...,n}.

stad
61 =10 = 01,03 =03,...,0n41 = Oy

Punktem, w ktérym g(x) osiagga minimum, a f(x) maksimum jest wiec:

ie{1,2,...,n}.
. —t Q; .
z; —’Tz;t;l—a] m.

2p. [78] str 18.
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3.2 Wykorzystanie metod programowania geo-
metrycznego do minimalizacji kosztow

Wykorzystanie metod programowania geometrycznego w ekonomii mozna
podzieli¢ na trzy kategorie
a) Funkcje typu Cobba-Douglasa
b) Optymalne wykorzystanie materialéw.
¢) Minimalizacja funkcji kosztéw przy nieliniowych ograniczeniach.
Funkcjami typu Cobba-Douglasa zajmowaliSmy sie w poprzednim pa-
ragrafie Przykladowe zadanie wykorzystujace te funkcje moze mieé postaé
(przyklad 18).

Przyklad 17

Funkcja produkcji dziennej w firmie produkujacej batony czekoladowe ma
nastepujaca postac:

f(81,8:) =S¢ - S5

Si-naklady surowca 1-czekolady
So-naklady surowca 2-karmelu

Jezeli cena batonéw wynosi 1 z1, cena kilograma czekolady 10zl, cena kg
karmelu 20 zl, przy stalych kosztach produkcji 5000 z1/dzien, jakie rozmiary
produkcji dziennej zoptymalizuja wynik finansowy firmy ?

Zadanie w jezyku programowania geometrycznego da si¢ sformutowaé
nastepujaco:

Zminimalizowaé¢ funkcje:

-1 1
9(51’52) =572-5?°,

gdzie

10 20
—. 25, <.
5000 S‘+5000 52 <

Zadanie dualne ma postac:
Zmaksymalizowaé funkcje:
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1\ / 10 \%2/ 20 \%
ra 6 5 d2+63
(51> (500052) (500053) (82 +03)%*%,

przy czym
61 = 1)
—% 6 +0, =0,
—5(51 (53 =0
stad
1 1
51 - 1162 - 5163 =3

zatem minimalnga wartoscia funkcji f jest:

10 \“I/ 20 ‘%(1+
5000 - 1 5000-1) 2

i jest ona osiagana przy S, S, okreslonych réwnosciami:

Ll
~—
o=
+
Wi

10 _ _c¢
W'SZ :ma
1
S =%—i—%—-500,
1
Sy =%—i—§r-250.

Przedledzmy na przyktadach pozostale domeny, w ktérych programowanie
geometryczne ma zastosowanie (przyklady 18-23).

3.2.1 Optymalne wykorzystanie materialéw

Przyklad 18
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Nalezy zaprojektowaé otwarte naczynie w ksztalcie walca do przewozu

pltynnych materialéw o pojemnoéci 500 m3. Koszt materialu na boczna

éciane walca wynosi 50 zt/m?. Koszt podstawy to 100 zt/m?.

4 N
\_ /

/ r
N

N

Uwzgledniajac, ze

500 = 7r?H

otrzymujemy zadanie:
Zminimalizowaé¢

g(H,r)=50-2nrH + 100 - 7 - r°
przy zalozeniu, ze

500
<.
rzH"‘l

Minimalna warto$¢ tej funkcji bedzie wynosila:
(1007r>61 <1oo7r>52 (5007r)"3 (85)%
61 52 53 ’
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gdzie d,,d,, 03 sa wyznaczone réwnaniami:

61 +52 =1 3
61 —63 =0 ’
6y +20, 263 =0,

ktérego rozwigzaniem sa liczby:

bi=1,
b=3,
het
Czyli minimalna warto$¢ wynosi:
(1507r)%(3007r)%(750)§(§)% .

Przykilad 19

Z prostokatnej blachy o wymiarach 80 na 50 m nalezy utworzy¢ naczynie
w ksztalcie otwartego prostopadloscianu. Jakie powinny by¢ wymiary tego
naczynia aby jego pojemno$é¢ byla najwieksza z mozliwych?
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]

QN
OV 111

Zgodnie z oznaczeniami z rysunku, pojemnosé¢ projektowanego naczynia
wynosi z - y - z. Nietrudno zauwazy¢ ze pomiedzy poszczegdlnymi bokami
prostopadléscianu zachodzg zwiazki 2. 24+ y=80mi2 -z + 2z = 50m

Nasze zadanie da si¢ wiec sformutowaé nastepujaco.
Zmaksymalizowaé:

fmy,z2)=x-y-2

przy ograniczeniach

$,y,2>0,

2.2+ y < 80m,
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2.+ 2z < 50m,

lub po drobnych modyfikacjach
zminimalizowaé:

przy ograniczeniach

z; >0 ,ie€{1,23},

1 T2

wtg =t
Iy |, I3
25 + 50 =t
Przy trzech zmiennych w powyzszym zadaniu wystepuje pie¢ pozymiandw,
jest to wiec przykiad zadania programowania geometrycznego o stopniu zlozonosci
réwnym 5-3-1=1.
Réwnowaznym zadaniem dualnym jest maksymalizacja funkcji

Vo= (5%)61 ‘ <401'62)62 ' (801-53)63 ' (251.54)64 ' (501.55)65

(6y + 83)%27% . (64 + 65)%¥%  Se RS §>0,

przy ograniczeniach

8 =1,
—61 +62 +64 =0 y
_61 +63 =V,
—(51 +(53 =0 y

Po dokonaniu prostych przeksztalcen otrzymujemy:

(51 —1,
dp +04 =1,
83 =1,
63 =0

A wiec naszym zadaniem jest maksymalizacja funkcji:
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. 1-62
Vig)=1- (401-52>l5 ' (81_0) ' <m> ' <%>

By + 1) (2 -6,)2%2 §,€<0,1>,
lub réwnowaznie minimalizacja funkcji przeciwnej do logarytmu z V' (42)
v(d2) = —In(1) + &5 - In(40 * &5) + In(80) + (1 — &2) - In(25 - (1 — 42)) + In(50)
—(1 + (52) . 111(]. + 62) - (2 - 52) . 111(2 - 52) ,
Po obliczeniu pochodnej z funkeji v(é2)
v'(82) = 3-In(2) — In(5) + In(&;) — In(1 — &) — In(1 + &) + In(2 — 6&2) ,

i przyrownaniu jej do zera
8
ln(g) — ln((l - (52)(1 + 62) + ln(62(2 — 52)) = 0,

otrzymujemy
8- (26, — 62)
5-(1—63)
3-02-16-6,+5=0,

skad wnioskujemy, ze v(d2) osiaga warto§¢ minimalna dla é, = % (04 = %),
czyli zgodnie z twierdzeniami programowania geometrycznego wartoscia mak-
symalna V' (§) a co za tym idzie wartoscia minimalna g(x) jest

1 2 4 s
(.3_>“ L. (i)“ 1. (ﬁ)“ . <§)3 = 18000~
) "80°\50/) 50 \3) '\3

Warto$é ta jest osiggana przy nastepujacych dlugoéciach z,, x5, 3:

=1,

T T - T3 = 18000,

n_ g
0 3’
22 1
80 %’
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n_ 3
25 2’
IL'3_1
50 327
czyli:
T =10,
.’B2=60,
.’II3=30,

lub wracajac do oznaczen z rysunku przy

z=10m. ,
y=60m. ,
z=30m. .

Odpowiada to wynikom otrzymanym przy pomocy ”klasycznych” metod
ekstremalizacji funkcji.

Réwniez problem odwrotny do powyzszego da si¢ rozwiazaé przy pomocy
programowania geometrycznego

Rozpatrzmy nastepujacy przyklad

Przykilad 20

Z prostokatnej blachy nalezy utworzy¢ naczynie w ksztalcie otwartego
prostopadloscianu o pojemnosci 54000 litréw. Jakie powinny by¢ wymiary
tego naczynia aby koszty jego wytworzenia byly jak najmniejsze jezeli m?
blachy kosztuje 20 zl, a koszt robocizny jest staly i wynosi 500 zl.

Przy oznaczeniach jak w poprzednim przykladzie mozemy sformulowaé
to zadanie jakonastepujaco:

Zminimalizowaé:
_20zl-(y+2-z7)-(2+2-13)

fl@,y,2) = 1000 + 500z ,

przy spelnionym warunku
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z,Y,2>0

T -y-z=54000dm3.,

lub po pominieciu stalych, nie majacych wplywu na warto$é¢ ekstremum, w
formie:
Zminimalizowagé:

g(z)=4-23+2 -1 29+ 2T, - T3+ T - T3,
przy ograniczeniu

z; >0 ,ie{1,23},
54000

Ty Xg-T3
Jest to wiec zadanie programowania geometrycznego o stopniu zlozonosci
rownym 5-3-1=1.
Odpowiadajacy mu program dualny to

Zmaksymalizowaé:

V(6) = (%)61 . (632)62 . ((52—3)63 . (5%)54 _ (54;100)55 ‘ (65)55

6 € R® ,delta >0,

przy ograniczeniach

) +0y +03 +64 =1,
2- 51 +52 +53 —65 =0 y
62 +64 —65 = O y

53 +64 —65 =0.

Zapisujac inaczej ograniczenia otrzymujemy:

61 =%_62a
63 =62a
64 22_62,
65 =§
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Funkcja V' (8) przybiera wiec postaé

§—62 8 5 §-6
4 \? 2\% 2\% 1 \*?
o= () O ) (1)
3 2 2 2 3 2
54000\ 3 /23 1
(32)G) #e<(og)

Funkcja przeciwna do logarytmu z V' (4;) wynosi

/1 1 5
’U((Sz)— (5—62) ln(ﬁ—z)+2621n(

02
5)

2 2 2
+ (g - 52) In( — &) - 5 - In(54000)

i osiagga minimum w punkcie, w ktérym jej pochodna
v'(62) =2-1n(3) = In(1 = 3-685) + 2 - In(b3) — In(2 — 3 - 45)
wynosi 0:

9. 62
(1-3:85)-(2-3-62)
9. 62
(1-3-85)-(2—-3-6,)
9:62=2-9-6,+9-63,

In( )=0,

=1,

czyli:

g
I
[F=7] &}

d3

i
@iy

04

I
=1F

ds

win
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Jak latwo policzyé wartoscig maksymalna V' (8) i réwnoczesnie minimalna
g(z) jest 8100

Pozostaje zbadac dla jakich dlugosci bokéw ta wartos¢ zostaje osiaggnieta.

W tym celu rozwigzemy uklad réwnan:

4.2 =1.8100,

ol

- 8100,

o

219 =

2'1’1'.’173 218100,

©o|

To-z3 =3 -8100,
54000 -1
T)'T9-T3 —

ktéry po elementarnych przeksztalceniach daje odpowiedz

I, = 15,
T2 =60,
I3 :60,

lub uwzgleniajac oznaczenia z rysunku

z =15dm. ,
y =60dm. ,
z =60dm. .

Sprawdzenie, ze koszt wyprodukowania takiego naczynia wyniesie 662 zt.
jest juz prostym ¢wiczeniem arytmetycznym.

Przykiad 21

Z kawalka blachy w ksztalcie kwadratu o boku dlugosci a wycinamy pro-
stokaty w ten sposéb, ze do kazdego boku kwadratu nalezy tylko jeden
wierzcholek prostokata, zas kazdy z bokéw prostokata jest rownolegly do
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przekatnej kwadratu. Jakie musza by¢é wymiary prostokata aby straty ma-
terialu poniesione przy wycinaniu byly minimalne ?

&

Zgodnie z oznaczeniami na rysunku zadanie da si¢ sformulowa¢ w postaci
maksymalizacji funkcji

przy zalozeniu
T+y=av2,

lub réwnowaznie w postaci minimalizacji funkcji g(z,y), z,y > 0:

1

g(I,y) = .'L'—g )
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przy ograniczeniu

Problem ten jako zadanie programowania geometrycznego ma swa forme
dualna:
zmaksymalizowac¢ funkcje:

gdzie §; 6; >0 i€ {1,2,3} spelniaja r6wnania

(51 = ].,
-6 +4, =0,
—61 +(53 - 0,
Czyli:
0 1,
dy =1,
03 =1

Maksymalna wartoscia V'(8) i réwnoczesnie minimalna wartoscia g(z, y)
jest

a2
1 jest ona osiaggana przy:
zv2e _. _1
2-a +1°
w2 o _ 1
2.a 1417
tj.
— av?2
T =%,
_ a2
y = 2 %

Szukanym prostokatem jest wiec kwadrat.
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Przyklad 22

Naczynie w ksztalcie stozka ma miesci¢ V litréw wody. Trzeba zaprojek-
towaé je tak, aby koszty wykonania byly jak najmniejsze przy jednakowej
cenie surowca zaréwno na podstawe naczynia jak i na jego pole boczne.

Niech r oznacza promien podstawy stozka, h jego wysokos¢ a | - tworzaca.
Pole powierzchni catkowitej i objetos¢ stozka wynosza odpowiednio:

1
V=§-7r-r2-h,

P=n-r"+m-r-1.
Ponadto miedzy wysokoscia,promieniem a tworzaca stozka zachodzi zwiazek:
RP+r2 =1,
Mozemy sformulowaé program pierwotny minimalizacji funkcji
fthyr,)=m->4+7-7-1 ,h,r, 1 >0,
przy ograniczeniach:

h? 72
ete=h,

3-V
— <1
P ,yh >0,

i dualny maksymalizacji funkcji

vo=(3)"G)"G) G

3-V\%
(83 + 84)%04 . <7r_55) - (85)%,

gdzie §; (6; >0, i€ {1,2,3,4,5}) spelniaja

& +d9 =1,
2:01 42-0, 42-04 —-2-05 =0,
(52 -2 (53 -2 (54 = O,

2 63 —(55 =0.
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W programie pierwotnym wystepuja trzy zmienne przy lacznej liczbie po-
zymianow réwnej 5. Stopien zlozono$ci tego zadania wynosi wigc DOD =
5—3—-1=1>0. W celu obliczenia §; ¢ € {1,2,3,4,5} musimy wiec
przyrowna¢ do 0 pochodne czastkowe z funkcji przeciwnej do logarytmu z
V() analogicznie jak w przykladzie ze strony [88]. Po wykonaniu odpowied-
nich obliczen otrzymujemy:

5 =1,
6 =1

2 — 7
5. =1

3 3
64 = 3%17
(55 = 3

Wysokos¢ i promien szukanego stozka obliczymy z zaleznosci:

1

A2 _

B st

h? 20

b=

r =zl

h o =2-V2-%2.v,
_ 32

T _“fﬂﬁ-v.

Przyklad 23

Na, produkcje naczynia w ksztalcie walca przeznaczone jest P m?2 blachy.
Nalezy zaprojektowaé to naczynie tak, aby mialo jak najwieksza objetosé.

Niech r oznacza promien podstawy walca, a h jego wysoko$é. Objetosé i
pole powierzchni catkowitej walca wynosza odpowiednio

V=n-r’h,
P=2-7-r>4+2-t-r-h.

Mozemy sformulowa¢ program pierwotny minimalizacji funkcji

1
f(h,T)=m
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przy ograniczeniach

2-7r-r2+2-7r-r-h
P P

<1,n,h>0,

i dualny maksymalizacji funkcji

1 61 2‘7T 62 2'7!' 63 52+63
vo=(75) - (75) () e

gdzie &; (8; >0, i€ {1,2,3}) spelniaja zwiazki

5, =1,
—2'(51 +2(52 +(S3 =0,
—61 +(S3 =0.
czyli
h =1,
62 = %a
03 =1

Promien i wysoko$é walca o najwigkszej objetosci obliczymy z zaleznosci

1
2.7.r2 _ _2
P T+
2rr-h _ 1
P - §I+1’
= ./ E
r ~Veénr>
=9../2
h =2\

3.2.2 Minimalizacja funkcji kosztow przy nieliniowych
ograniczeniach.

Programowanie geometryczne moze stuzyé réwniez jako narzedzie umozli-
wiajace optymalizacje nieliniowych funkcjii kosztéw, réwniez w przypadku
pewnych funkcji dla ktérych obliczenie dokladnej wartosci punktu minimali-
zujacego metodami tradycyjnego rachunku rézniczkowego jest niemozliwe ze
wzgledu na trudnosci rachunkowe.

100



Przyklad 24

Ustalono, ze dobrym przyblizeniem funkcji kosztéw pewnego przedsigbiorstwie
jest:

K (1, 2, T3) = 1000 - 21 + 13004/ - z3 + 15000

gdzie:

z; - miesieczny naklad pracy
T, - miesieczny naklad surowca
T3 - miesieczne koszty ziemi

Natomiast funkcja produkcji dla tego przedsiebiorstwa wyraza si¢ wzorem

5 3
=Y. Ta Tl
P(z1,2,73) 5 (2\/$1 T3 JI2°+ . x%xa) * 450

Maksymalne rozmiary zbytu wytwarzanych produktéw to 2500 szt /miesiac

Proces technologiczny w tym przedsiebiorstwie jest elastyczny i umozliwia
substytucje nakladéw.

Okresl wielko$ci nakladu pracy, surowca i kosztéw ziemi minimalizujace
koszty w tym przedsiebiorstwie.

Préba zminimalizowania K(x) przy pomocy funkcji Lagrange’a

3 1 L 2 L _1  _2 _q1 20
L(z,)\)=1000-zl+1300-x§'z31—/\-(zf-xga-$32+$13'$23'173 3_3)

prowadzi do ukladu réwnan:

g—aﬁ = IOOO—A-(ﬁ'CEz%‘xs—m) =0
b = %Vﬁ-*(ﬁ%x/ﬂ—i—zﬂ> =0
Ty T2 Ty
o = 325'%‘*'(\/“’_1'55—:’1—13—{ -0
T3 2 T Ty T
g—f\’ = —2'\/M'$f—m+%—o =0



dla ktérego trudnosci rachunkowe nie pozwalaja znalezé dokladnego rozwigzanie
a jedynie rozwiazania przybliZzone.

Natomiast formulujac to zadanie w jezyku programowania geometrycz-
nego otrzymujemy problem:

zmaksymalizowaé
K(z1,Ta,73) = 1000 - z1 + 1300+/z3 - z3

(stala 15000 jako nie majaca wplywu na zmienne minimalizujace koszty
mozemy odrzucié)

Przy ograniczeniu
9 3

20z, 22 - 25

9
%-2\/7:51-%-3/5% <1l,z;>0, i€{1,2,3}

Oraz odpowiadajacy mu problem dualny:

6 a2 . 53 . 84
V(5)=(1000) .(1300) _(9 2) .(9 3)
(51 52 20 - (53 20 - 64
(53 -+ (54)53+'54
Gdzie §; 6; >0 i€ {1,2,3,4} spelniajg:

(51 +($2 =
51 +%63 —5'64 ==
%'51 +§'63 —§-(54 =
2'61 +§63 —5‘54 =O
Czyli

& =1

52 =§

(53 =§

64 =§7

Minimalna wartoscia kosztow jest wiec:
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Natomiast naklady pracy surowca i wydatkéw na ziemie¢ minimalizujgce

koszty wynosza:

0,2 0,8 0,6
M= 1000 . 1300 _ (%)
0,2 0,8 2

g

9
10

1,5
) . (2,1)*" ~ 10523, 47887

1000 - —M-0,2
3 1
1300 - z§ - —M-0,8
3. e Y2 — _06
10" VIL T3 VT2 = g
_ M
T = 000
12-(|n9f§h)‘6’-—2-|n§g~,/i939)
W) =e€ 5
32 0,8M 6 20 5000
T3 —es N0 ~s &V i

103



Rozdziat 4

Rozszerzenia programowania
geometrycznego

Istotnym ograniczeniem programowania geometrycznego jest fakt, iz ta
technika, mimo swojej niewatpliwej elegancji, dotyczy tylko funkcji sklada-
jacych sie z pozymianéw. Wydaje sie, ze jednak, ze zalozenie o nieujemnosci
wspélczynnikéw przy tkwi tak gleboko w podstawach matematycznych pro-
gramowania geometrycznego nie da sie przeprowadzi¢ uogodlnienia p.g. na
w funkcje skladajace sie z dowolnych wielomianéw. Niemniej autorzy prac
zwiazanych z programowaniem geometrycznych ([30], [3]) starali sie¢ rozsze-
rzy¢ je na jak najwieksza klase funkcji.

Juz w [30] str. 97-101 zaproponowane zostalo uogdlnienie programowania
geometrycznego na funkcje postaci

[qw
-SIe

- pz]

To uogodlnienie przedstawione jest w pierwszej czesci biezacego rozdziatu.

Druga czes¢ tego rozdzialu zawiera propozycje powiazania metod progra-
mowania geometrycznego z rozwinieciem funkcji w szereg Taylora / Mac-
Laurina. Jest to propozycja autora niniejszej pracy, zastosowanie jej do wy-
branych probleméw dalo calkiem obiecujace rezultaty.

Wydaje sie, ze caloSciowe potraktowanie tego problemu wykraczaloby
poza zakres tematyczny niniejszej pracy, ograniczylem sie wiec do przed-
stawienia przykladu takiego rozwiniecia ! oraz listy najwazniejszych funkcji

! Jednego z kilkunastu obliczonych przy pomocy programu PG.EXE - w wiekszosci z



o0 ,,pozymianowym” szeregu Taylora, pozostawiajac do dalszych badan ma-
tematyczno / informatyczna analize zlozonosci obliczeniowej i dokladnosci
algorytmdéw wykorzystujacych to rozwiniecie

4.1 Generalizacja programowania geometrycz-
nego

Programowania geometryczne da si¢ rozszerzy¢ na nastepujaca grupe za-
gadnien
A. Nieréwnosé

G(tf(t) + [a(®)*h(t)a > 0

jest rownowazna ukladowi zaleznos$ci

9(m) = f(t) +t5h(2),
tylg(t) < 1.

B. Funkcja
q(t)
G(t) = f(t) + ———t—— |
O =10 Gy - hFe
gdzie u(t) ma jeden skladnik jest r6wnowazna ukladowi
t
o() = 1)+ 2
0
to . h(t)
—+—=<1.
u(t) + u(t) —
C.
Niech

G(t) = f(t) - u(t)
gdzie u(t) ma jeden skladnik.

nich otrzymalem wyniki o tej podobnej doktadnosci juz przy wykorzystaniu 6-8 pierwszych
wyrazow rozwiniecia MacLaurina
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Zalézmy, ze minimalna warto$¢ G(7) jest mniejsza od 0 i niech
= [u(t') = F(t), 1, th, ..., th] .-

G(t) jest minimalna gdy

jest maksymalna, przy zalozeniach
to+ f(t) —u(t) <0.

Problem da sie sformutowaé jako minimalizacja funkcji

(r) = 1 1
=00 ™ 4
przy ograniczeniach
to | f()
<
u) " u) =

Ogodlnie generalizacja programowania geometrycznego, to konstrukcje funk-
cji

l:5(2)
9= 50

— pl] t)]ﬂl]

gdzie

@ij, Pij - Pozymiany,
a;j, B;; - dodatnie,
1- Dij > 0.
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4.2 Programowanie geometryczne a szereg Tay-
lora

Metody programowania geometrycznego moga byé wykorzystane przy
optymalizacji funkcji, dla ktérych szereg Taylora 2 (lub dostatecznie duzo
pierwszych wyrazéw szeregu) sklada sie z pozymianéw. Ilustracja optymali-
zacji takiego rodzaju moze by¢ przykiad 25.

Przyklad 25

Zminimalizowaé funkcje:
3.1 1
f(:l:,y):e ) +_+—2_ ‘Tay>0)
Yy
Przy ograniczeniu:

2 +y2 <1

Korzystajac z rozwiniecia Taylora/ MacLaurina

. 2 ¥ 1t 25 2% 7 1B
6='(1+JI+E+-3—!+E+§+E+7!—+§+O(@) ,
Otrzymujemy problem przyblizony:
Zminimalizuj funkcje:
2 ¥ z* 15 b z’ z8 ) 1 1
Y

~ 4501 —+—+t =+ =+ -
f(z,y) y(+-’”+2+6+24+120+720+5040+40320 22

przy ograniczeniu:

?+y* <1,

2[64] str. 223
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czyli zagadnienie programowania geometrycznego o 2 zmiennych i 13 pozy-
mianach czyli o stopniu zlozonosci DOD=13-2-1=10 posiadajacemu zadanie
dualne polegajace na maksymalizacji funkcji

V6_151152 153(1)54<1>65(1)"6
()_(51) (52) (2-53) 644 24 - 65 120 - 6
() (o) (owrs)

720 - &, 5040 - g 40320 - &

1 \ 10 1\ 1\ %2 1 \ % .
() &) &) (&) Eere

przy ograniczeniach:

01 +0; 403 +04 +05 +0 +07 4+ 49 4o +on =1
361 +30, +383 +364 +365 +3d¢ +307 +36s +309 —d1p +263 =0
89 4283 +364 +405 +5dg +667; +76s +83g —2611 +b12 =0

Optymalizujac V (6) przy pomocy programu PG stwierdzamy ze maksymalna
jej wartoscia jest 3.624012 (p. 2.3.2)
Natomiast przyblizonymi warto$ciami § , z i y sa

4, = 0.039110
d2 = 0.033505
d3 = 0.014878
04 = 0.005078
ds = 0.001976
d¢ = 0.001082
é; = 0.000759
ds = 0.000611
d9 = 0.000529
010 = 0.528631
01 = 0.376423
42 = 0.328361
413 = 0.121424
z = 0.8567

y = 0.5208

Rozwiazujac podobny problem za pomoca pakietu SOLVER z popularnego
arkusza kalkulacyjnego MS Excel 97 otrzymany zostal wynik 3,62410.
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Poréwnujac to z otrzymanym przez nas rozwiazaniem stwierdzamy, ze rzad
przyblizenia to 1075 co jest dopuszczalnym bledem w praktycznych zadaniach
optymalizacyjnych.

4.3 Funkcje o ,,pozymianowym” szeregu Tay-
lora

Istnieje cala grupa funkcji, dla ktérych wszystkie lub dostatecznie duzo
pierwszych wyrazéw rozwinigcia Taylora/McLarina to pozymiany i dla ktérych
przyblizona optymalizacje mozna przeprowadzi¢ przy pomocy metod progra-
mowania geometrycznego.

Oto niektére z nich:

acos(—z) = F-z++z+¢ -2+ 325+ +0(0)

—In(l—-z) = z+31-22+1-28+%- 2+ 1 -2+ 0(©)

—asin(—z) c++5-28+ 325+ 352"+ 0(0)
asin(z) - €* c+z?+2.83+3-24+1-2°+0(0)
sin(z) - €° t+z’+ 1+ 52 +0(0)
L l++3-z+3- 22+ 2. 28+ 8 .20+ B.2540(0)
= l+z+z?+ 22+ 2+ 1° + 0(0)
tan(z) t+3-3+ 2 2°+0(0)
sinl(:c) st T+ 522 +0(0)
o) 1+3 22+ 32" +0(0)
N R
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sm(:c) y

In (@)

sinh(z)
cosh(z)
atanh(z)

s + - tan(y)

2-z+2.23+2.25+2.2"4 0(0)

g+ 552t + 28+ 0(O)

N

T+4-20+5-2°+ 5 -2" +0(0)
14+ +5-224 4 -2+ 5 -2+ 0(O)

z++3-z8+1-25+1-27+ 0(O)

3. 13- 19-z5
+ + g+3y2 +90;';2 + 18y2 +945-a;2
+m y+—L+z y+—y—+ﬂ+0(6)
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Zakonczenie

Chociaz programowanie matematyczne nie rozwija sie juz tak gwaltownie,
jak w latach 50-tych czy 60-tych, to na pewno nie wszystko w nim zostalo
powiedziane. Niektére dziedziny, mimo, iz stoja na uboczu gléwnego kie-
runku badan, kryja w sobie jeszcze wiele obszaréw stabo lub w ogdle nie
poznanych.

Jedna z takich dziedzin jest programowanie geometryczne, ktére wydaje
sie ze wzgledu na swoja strukture naturalnym rozszerzeniem programowania
liniowego. Niestety, dosé¢ istotnym jego ograniczeniem jest fakt, iz wszyskie
skladniki funkcji minimalizowanej jak i funkcji ograniczajacych, musza byé
dodatnie. Niemniej, nawet przy tym ograniczeniu, mozemy z powodzeniem
stosowaé go w wielu dziedzinach.

Niniejsza praca stanowi drobny przyczynek do rozwoju programowania
geometrycznego.

Wyniki pracy mozna podzieli¢ na dwie grupy:

Pierwsza to zaprezentowanie metod programowania geometrycznego w
formie kompletnego wykladu od podstaw matematycznych poprzez zasad-
nicze twierdzenia, na ktérych sie ono opiera, az do sformulowania teorii du-
alnosci programowania . Jest to pierwsze, wg stanu wiedzy autora, tego typu
opracowanie w literaturze polskojezyczne;j.

Druga grupa to indywidualny wkiad autora w rozwdj p.g., czyli m.in.

a) zwrécenie uwagi na korelacje miedzy programowaniem geometrycznym a
funkcjami zytecznosci Cobba-Douglasa;

b) zaproponowanie programowania geometrycznego jako narzedzia do opty-
malizacji funkcji kosztow przy zlozonych funkcjach ograniczajacych;

c) przedstawienie programowania geometrycznego jako narzedzia pozwalajacego
na rozwiazanie wielu zadan maksymalizacji / minimalizacji bez odwolywania
sie do aparatu rachunku rézniczkowego, a jedynie poprzez rozwiazanie ukladu
rownan liniowych.



Praktyczna czescia pracy jest rowniez program PG.CPP napisany w jezyku
C++, stuzacy do numerycznego rozwiazywania zadan programowania geo-
metrycznego.

Ciekawym problemem jest zasygnalizowane w rozdziale IV wykorzystanie
programowania geometrycznego do optymalizacji funkcji, ktérych dostatecz-
nie wiele pierwszych wyrazow szeregu Taylora/MacLaurina jest pozymia-
nami.

Temat ten, jako wykraczajacy poza granice niniejszej pracy wymaga osob-
nego opracowania ze strony matematyczno / informatycznej (np rozbudowy
programu PG.CPP tak, aby automatycznie rozpoznawal funkcje o ,,pozy-
mianowym” szeregu Taylora). Niemniej wyniki uzyskane przy przyblizonej
optymalizacji wydaja sie obiecujace, a do$¢ dobra dokladnos$é rozwiazan po-
zwala przypuszczaé, ze moze ona znalezé zastosowanie praktyczne.

Podsumowujac uwazam, ze programowanie geometryczne jest wygodna
metoda szukania ekstremdéw funkcji. Jest czesto bardziej elastyczne w uzyciu
od tradycyjnych metod. Dobrze opisuje liczne zagadnienia zwigzane z na-
ukami ekonomicznymi, dla ktérych odpowiednie funkcje po prostych prze-
ksztalceniach mozna wyrazi¢ przez pozymiany. Jest to wiec technika, ktéra
warto poznac i stosowaé w iloSciowych problemach nauk ekonomicznych.
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Aneks - Tres¢ programu
PG.CPP

#define TEST //katalog z danymi

#include <afx.h>
#include <stdlib.h>
#include <setjmp.h>
#include <windows.h>
#include <commdlg.h>
#include <memory.h>
#include <string.h>
#include <stdio.h>

#include <math.h>
#include <newmat.h>

//#define maxliczbazmiennych 50 //
#define maxliczbafunkcji 50 //
//#define maxliczbawyrazow 500
// Laczna we wszystkich funkcjach (terms number)

#define factor 0.9995 // Alg 4
#define fac 100 // Alg 5
#define duzo 100000000

#define MaxIter 100

FILE *wyniki,



CStdioFile dane;
CFileException e;

int m;
// liczba_zmiennych;
int p;
// liczba_funkcji;
int dod;
// Degree of difficulty
int n[maxliczbafunkcjil;
// Kolejne wyrazy w funkcjach

int i,j,k;
ColumnVector c;

Matrix Alpha;
ColumnVector Lambda;

ColumnVector gradient;
Matrix hessian;

Matrix A;
ColumnVector x;
ColumnVector B;

//

Matrix lnAlpha;
ColumnVector 1nX;
ColumnVector 1nB;

ColumnVector y,z;

ColumnVector r_p,r_d;

ColumnVector delta_x,delta_y,delta_z;
double mi;

double sigma,beta;

double eta,gamma;

double thetac,thetap,thetad;
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double wynik;

BOOL wczytaj_dane();

BOOL zapisz_wyniki();

double potega (double wsp, double pot);
void rozwiaz();

//double £Q);

void _Lambda();

void _gradient();

void _hessian();

void _mi();

Matrix diag(ColumnVector x);
double Norm2(Matrix M);

void znajdz_kierunek();

void main()

{

wczytaj_dane();

if (dod!=0)rozwiaz();
zapisz_wyniki();

};

BOOL wczytaj_dane()

{

int ilepoteg,ktorapotega;
float potega,
OPENFILENAME ofn;

char

szDirName [256] ;

char szFile[256];

UINT cbString;

char szFilter[256];

GetSystemDirectory(szDirName, sizeof(szDirName));
#ifdef TEST
strcpy(szDirName,"c:\\andrzej\\geomet~1\\xgp\\");
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#endif
szFile[0] = ’\0’;

strcpy(szFilter,"Pliki z danymi ");
strcat(szFilter,"*.dat ");
cbString=sizeof (szFilter);
szFilter[cbString-1]="\0’;

memset (&ofn, 0, sizeof (OPENFILENAME));

ofn.1StructSize = sizeof (OPENFILENAME) ;

ofn.hwndOwner = NULL;

ofn.lpstrFilter = szFilter;

ofn.nFilterIndex = 1;

ofn.lpstrFile= '"*x.dat",

ofn.nMaxFile = sizeof (szFile);

ofn.lpstrFileTitle = NULL;

ofn.nMaxFileTitle = O;

ofn.lpstrinitialDir = szDirName;

ofn.Flags = OFN_SHOWHELP | OFN_PATHMUSTEXIST | OFN_FILEMUSTEXIST;

if (GetOpenFileName(&ofn))
{
if( !dane.Open(ofn.lpstrFile,CFile: :modeRead, &e ) )
{
#ifdef _DEBUG
afxDump << "File could not be opened "
<< e.m_cause << "\n";

#endif
return FALSE;
}
}
else

return FALSE;
fscanf (dane.m_pStream,"%d\n",&m) ;
if (m==0) fscanf(dane.m_pStream,"%d\n",&m);
fscanf (dane.m_pStream,"%d\n",&p);
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fscanf (dane.m_pStream,"%d\n",&n([0]);
for (i=1;i<=p;i++)
{
fscanf (dane.m_pStream,"%d\n",&n[i]);
n[i]+=n[i-1];
}
Alpha.ReSize(n[p],m);
Alpha=0;
Lambda.ReSize(n[p]);
c.ReSize(n[pl);
for (i=1;i<=n[p];i++)
{
fscanf (dane.m_pStream,"%f\n", &potega);
c(i)=(double)potega;
fscanf (dane.m_pStream,"%d\n",&ilepoteg);
for (j=1;j<=ilepoteg;j++)
{
fscanf (dane.m_pStream,"%d%f\n",
¥ktorapotega,&potega) ;
Alpha(i,ktorapotega)=(double)potega;
}
}
dane.Close;
A.ReSize(m+1,n[pl);
x.ReSize(n[pl,1);
B.ReSize(m+1);
B(1)=1;
for (j=1;j<=n[0];j++) A(1,j)=1;
for (j=n[0]+1;j<=n[p];j++) A(1,3j)=0;
for (i=1;i<=m;i++)
{
B(i+1)=0;
for (j=1;j<=nlpl;j++) {
A(i+1,j)=Alpha(j,i);}
}
dod=n(p]-m-1;
if (dod==0)
{
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x=A.

i()*B;
}
return TRUE;

I8
BOOL zapisz_wyniki()
{
double s;
wyniki = fopen("Wynik.txt","w+");
fprintf (wyniki,"PROGRAMOWANIE GEOMETRYCZNE - OPTYMALIZACJA\n");
fprintf (wyniki,"Andrzej Dudek
1998/99 \n");
fprintf (wyniki,"Akademia Ekonomiczna, Wroclaw\n") ;
fprintf (wyniki,"WGRiT Jelenia Gora\n\n");
fprintf (wyniki,"Program jest czescia pracy doktorskiej:\n");
fprintf (wyniki,"\"Programowanie Gemetryczne jako
narzedzie optymalizacji w ekonomii\"\n");
fprintf (wyniki,"Pisanej pod opieka
Profesora Michala Montygierda - Loyby\n\n");
fprintf (wyniki,"------------—-—-———m——
------------------------------ \n\n");
fprintf (wyniki,"Program Pierwotny: \n\n");
fprintf (wyniki,"Zminimalizowac funkcje:
\n\nf(x) = ");
for (i=1;i<=n[0];i++)
{
fprintf (wyniki,"%.3f",c(i));
for (j=1;j<=m;j++)
{

if (Alpha(i,j)!=0)

¥

fprintf (wyniki,"*x%d~(%.3f)",j,Alpha(i,j));

if (i'=n[0])

fprintf (wyniki," + ");
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}
fprintf (wyniki,"\n\n");
fprintf (wyniki,"Przy ograniczeniach:\n\n");
for (k=0;k<=p-1;k++)
{
for (i=n[k]+1;i<=nlk+1];i++)
{
fprintf (wyniki,"%.3f",c(i));
for (j=1;j<=m;j++)
{
if (Alpha(i,j)!=0)
fprintf (wyniki,"*x%d~(%4.3£)",j,
Alpha(i,j));

}
if (i'=n[k+1])
fprintf (wyniki," + ");

}
fprintf (wyniki," <= 1\n");
}
fprintf (wyniki,"\n");
fprintf (wyniki,"--------——----"--o-rerrr

------------------------- \n\n") ;
fprintf (wyniki,"Liczba zmiennych: %d\n",m) ;
fprintf (wyniki,"Liczba funkcji ograniczajacych: Y%d\n",p);
fprintf (wyniki,"Liczba pozymianow w funkcji: #d\n",n[0]1);
fprintf (wyniki,"Laczna liczba pozymianow: %d\n",n[pl);
fprintf (wyniki,"Degree of Dificulty: %d\n\n",dod) ;
fprintf (wyniki,"------------——————m
------------------------ \n\n");
fprintf (wyniki,"Program Dualny: \n\n");
#ifdef Tylko_liniowo
if (dod==0)
{
#endif

for (i=1;i<=n[pl;i++)
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fprintf (wyniki,"delta’d
}

wynik=1;

fprintf (wyniki,"\nWynik
for (i=1;i<=n[p];i++)

%f\n",i,x(1));

||);

{
fprintf (wyniki,"((%4.3f) = (%.3f) * ", (c(i)/x(1)),x(i));
wynik*=potega(c(i)/x(i),x(1));
}
for (i=0;i<=p-1;i++)
{
s=0;
for(j=nl[i]+1;j<=n[i+1];j++)
{
s+=x(j);
}
fprintf (wyniki,"((%.3f) =~ (4.3f)",s,s);
if (i'=p-1)
{

fprintf (wyniki," * ");
}
Lambda(i+1)=s;
wynik*=potega(s,s);
}
fprintf (wyniki,"= %f\n",wynik);
fprintf (wyniki,"--------------——-ommmmmm

1nAlpha.ReSize(m,m);
1nB.ReSize(m,1);
1nX.ReSize(m,1);

for (i=1;i<=m;i++)

{

for (j=1;j<=m;j++)

{

1nAlpha(i, j)=Alpha(i,j);

if (i<=n[0]1)
1nB(i)=log(x (i) *wynik/c(i));
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else
{
int kk; // ktore k do lambdy
for (k=0;k<=p-1;k++)
if (n[k]<i<=n[k+1]) kk=k+1;
1nB(i)=log(x(i)/Lambda(kk)/c(i));
}
}
}
1nX=1nAlpha.i() *1nB;
for (i=1;i<=m;i++)
{
fprintf (wyniki,"Xd = %.4f\n",i,exp(1nX(i)));
}
#ifdef Tylko_liniowo
}
#endif
fclose(wyniki) ;
return TRUE;

};

double potega (double podst, double pot)
{

double wyn;

wyn=exp (pot*log(podst));

return wyn,

3

void _Lambda()

{

double s;

for (i=0;i<=p-1;i++)

{

s=0;

for(j=n[il+1; j<=n[i+1];j++)
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{
s+=x(j);
}
Lambda(i+1)=s;
}
}

void _gradient()
{
gradient.ReSize(n[pl);
for (i=1;i<=n[0];i++) gradient(i)=log(x(i)/c(i))+1;
for (j=0;j<=p-1;j++)
for (i=n[jl+1;i<=n[j+1];i++)
{
gradient (i)=log(x(i)/(c(i)*Lambda(j+1)));
}
}

void _hessian()

{

hessian.ReSize(n(pl,n(pl);

for (i=1;i<=n[p];i++)

for (j=1;j<=nlpl;j++) hessian(i,j)=0;

for (i=1;i<=n[0];i++) hessian (i,i)=1/x(i);
for (j=0;j<=p-1;j++)
for (i=n[jl+1;i<=n[j+1];i++)
for (k=n[j]+1;k<=n[j+1];k++)

if (i==k)

{
hessian(i,k)=1/x(i)-1/Lambda(j+1);
}

else

{
hessian(i,k)=-1/Lambda(j+1);
}
}
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void _mi()

{

Matrix M(1i,1);

mi=(x.t()*z) .AsScalar()/n(p];

}

Matrix diag(ColumnVector xx)

{

Matrix M;

M.ReSize (xx.Nrows() ,xx.Nrows());

M=0;

for (i=1;i<=xx.Nrows();i++) M(i,i)=xx(i);
return M;

}

double Norma(Matrix M)

{

double norm;

norm=0;

for (i=1;i<=M.Nrows();i++)

for (j=1;j<=M.Ncols();j++) norm+=fabs(M(i,j));
return norm,;

}

double Norma2(Matrix M)

{

double norm;

norm=0;

for (i=1;i<=M.Nrows();i++)

for (j=1;j<=M.Ncols();j++) norm+=M(i,j)*M(i,j);
norm=sqrt(m) ;

return norm,;

}
void znajdz_kierunek()

{
Matrix M,M1,Zero;
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ColumnVector Delta;
ColumnVector LewaStrona;
ColumnVector E;

Zero.ReSize(m+1,m+1);

Zero=0;

Mi=ZerolA;

Zero.ReSize(m+1,n[p]l);

Zero=0;

M1=M1|Zero;

M=M1;
M1i=A.t () |-hessian;

Zero.ReSize(n[pl,n(pl);

Zero=0;

for (i=1;i<=n[p);i++) Zero(i,i)=1;

Mi=M1i|Zero;

M=M&M1;

Zero.ReSize(n[p] ,m+1);

Zero=0;

Mi=Zero|diag(z);
M1=M1|diag(x);
M=M&M1 ;

E.ReSize(n[pl);
E=log(1);
LewaStrona=(eta*r_p)&(eta*r_d)&(gamma*mi*E-diag(x)*z) ;

Delta=delta_y&delta_x&delta_z;

if ((M.LogDeterminant()).Sign()) Delta=M.i()*LewaStrona;
else
{
wyniki = fopen("Bledy.txt","w+");
MessageBox (NULL, "Sprzeczny uklad","Sprzeczny uklad",
MB_ICONSTOP) ;
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fprintf (wyniki,"Wyznacznik ukladu = 0 !!!!!\n");
for (i=1;i<=2*n[pl+m+1;i++)

{
for (j=1;j<=2*n[pl+m+1;j++)
{

if (M(i,j)>=0) fprintf (wyniki," %.2f ",
M(i,j)); else fprintf(wyniki,"%.2f " ,M(i,j))

}

fprintf (wyniki,"\n");

}

fprintf (wyniki,"Wyznacznik ukladu = 0 !!!!!\n");

fclose (wyniki);

exit (0);

}

for(i=1;i<=m+1;i++) delta_y(i)=Delta(i);
for(i=1;i<=n[p];i++) delta_x(i)=Delta(i+m+1);
for(i=1;i<=n[p];i++) delta_z(i)=Delta(i+m+1+n[p]l);
}

bool krok_alpha(double alpha)
{

ColumnVector xx;

XX=X;

x=x+alphax*delta_x;
_gradient () ;

X=XX;

if ( ((x+alpha*delta_x).t()*(z+alpha*delta_z)).AsScalar() >
thetac*((x.t()*z).AsScalar()) )
return FALSE;

if (Norma(B-A*(x+alpha*delta_x)) > thetap*((x+alpha*delta_x).t()
* (z+alphaxdelta_z)) .AsScalar())
return FALSE;

if (Norma(gradient-A.t()*(y+alpha*delta_y)-(z+delta_z)) >
thetap* ((x+alpha*delta_x) .t () *(z+alpha*delta_z)).AsScalar())
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return FALSE;

_gradient();
return TRUE;
}

void rozwiaz()

{

double kryterium_p,epsilon_p,kryterium_d,epsilon_d,kryterium_c,epsilon_c;
double alpha,alpha_x,alpha_z;

double Theta_c,Theta_p,Theta_d;

ColumnVector s;

int iteracja;

[/ ¥FkxikkxdkkxikkkkkkkkkkkPoczatek - podstawienia

x.ReSize(n[pl);
y.ReSize(m+1);
z.ReSize(n[pl);
r_p.ReSize(m+1);
r_d.ReSize(n[pl);
delta_x.ReSize(nlpl);
delta_y.ReSize(m+1);
delta_z.ReSize(n[pl);
for (i=1;i<=n[p];i++)
{

x(i)=exp(1);
z(i)=exp(1);

}

for (i=1;i<=m+1;i++)
{

y(1)=0;

}

sigma=potega(10,-8);
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beta=potega(10,3);
epsilon_p=potega(10,-8);
epsilon_d=potega(10,-8);
epsilon_c=potega(10,-12);

kryterium_p=1;
kryterium_d=1;
kryterium_c=1;

_Lambda();
_gradient();
_hessian();
r_p=B-Axx;
r_d=gradient-A.t () *y-z;
_mi(Q);

thetac=2;
thetap=100*Norma(r_p)/((x.t () *z) .AsScalar());
thetad=10000*Norma(r_d) /((x.t () *z) .AsScalar());

iteracja=0;
/] Fkkkkckkkskokkoksdokkokokokok Rk Pat L a ok skok ko skokok skok ok ok sk ok ok s ok ok ok ok ok ok ok

while( ((kryterium_p>=epsilon_p) || (kryterium_d>=epsilon_d)
| | (kryterium_c>=epsilon_c)) && (iteracja<=MaxIter))
{
[/ Ekkskokkorkokkokkkokkkkkkk KROK 2 — Podstawienia
_Lambda();
_gradient();
_hessian();
r_p=B-A*x;
r_d=gradient-A.t () *y-z;
_mi();
if (iteracja==0)
{
Theta_c=2;

Theta_p=100*(r_p.Norm1()/(x.t()*z) .AsScalar());
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Theta_d=10000*(r_d.Norm1()/(x.t () *z) .AsScalar());
}
[/ Fxxxkkxikkkkdokkkkkkkkk KROK 3 - Wybor Parametrow
eta=1;
gamma=0;
znajdz_kierunek() ;
alpha_x=0;
alpha_z=0;
for (i=1;i<=n[p];i++)
{
if ((delta_x(i)<0) && (-x(i)/delta_x(i)>alpha_x))
alpha_x=-x(1)/delta_x(1);
if ((delta_z(i)<0) && (-z(i)/delta_z(i)>alpha_z))
alpha_z=-z(1)/delta_z(1);
}
if (alpha_x<alpha_z) alpha=alpha_x; else alpha=alpha_z;
gamma=0.5+* (((x+alpha*delta_x) .t () *(z+alpha*delta_z))
.AsScalar()/nl[pl)/mi;
eta=1-gamma;

// FFxxkkkksokkkkokkiorkxsorkx KROK 4 - Wybor Kierunku
znajdz_kierunek () ;

[/ FkxRkkkkkkrkokkdokokkokkokk KROK 5 — Skala Przesuniecia

alpha_x=duzo; //
alpha_z=duzo; //
for (i=1;i<=n(p]l;i++)

{
if ((delta_x(i)<0) && (-x(i)/delta_x(i)<alpha_x))
alpha_x=-x(i)/delta_x(i);
if ((delta_z(i)<0) && (-z(i)/delta_z(i)<alpha_z))
alpha_z=-z(i)/delta_z(i);
}
if (alpha_x<alpha_z) alpha=alpha_x; else alphat+alpha_z;
alpha*=factor;
}

[/ Fxxkkkkkkkkkkkkkkkkkkk KROK 6 Przejscie w Optymalnym Kierunku
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y+=alphaxdelta_y;
x+=alpha*delta_x;
z+=alphax*delta_z;

[/ rExsckkkckkkokkkokkkxkkkkk KROK 7 Slack Reset
s=gradient-A.t () *y;
for (i=1;i<=n[p];i++)
{
if (s(i)>=0)
{
if (s(i)<=(z(i)/fac))
z(i)/=fac;
else
if (s(i)>=(z(i)*fac))
z(i)/=fac;
else
z(i)=s(i);
}
}
kryterium_p=r_p.Norml()/(1+x.Normi());
kryterium_d=r_d.Norm1()/(1+z.Normi());
kryterium_c=(x.t()*z) .AsScalar () /(1+x.Norm1 ()+z.Norm1()) ;

iteracjat+;

if (iteracja==MaxIter)
MessageBox (NULL,"Max Iteration Number Reached"
,"End" ,MB_ICONSTOP) ;
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