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W sześćdziesiątą rocznicę urodzin Prezydenta RP 
Bolesława Bieruta

18 kwietnia rb. obchodziliśmy uroczyście sześćdziesiątą rocznicę uro
dzin Pierwszego Obywatela RP Prezydenta Bolesława Bieruta.

Jak Polska długa i szeroka, zewsząd płynęły szczere i gorące życzenia 
długich jeszcze lat pracy dla dobra narodu budującego nowe, sprawie
dliwe i wolne od wyzysku życie. Dla uświetnienia tego pamiętnego dnia 
we wszystkich częściach kraju podejmowano i realizowano poważne zo
bowiązania produkcyjne. Podejmując zobowiązania jako formę wyraże
nia swej wdzięczności i czci dla Pierwszego Obywatela Kraju masy pra
cujące, a wśród nich również naukowcy polscy, pragnęły podkreślić z na
ciskiem, że z pełnym zrozumieniem i w całej rozciągłości przyjęły i reali
zują hasło walki o budowę silnej i sprawiedliwej Polski codziennym 
znojnym wysiłkiem.

Bolesław Bierut zdobył sobie serca wszystkich prawdziwych patrio
tów dzięki wielkim zaletom charakteru i oddaniu sprawie narodowej. Ro
botnicy i chłopi, uczeni i artyści, nauczyciele i młodzież, partyjni i bez
partyjni z dumą i radością myślą o tym, że przewodzi im człowiek o wiel
kim harcie ducha, o rozległej wiedzy i głębokim umyśle, człowiek o sta
linowskiej nieskazitelności ideowej.

Naród polski czci i kocha swego Prezydenta, gdyż widzi i wie, że On 
go prowadzi jedynie słuszną drogą do szczęśliwej, pokojowej, socjalisty
cznej przyszłości.

Ludzie nauki widzą ponadto w osobie Bolesława Bieruta wielkiego 
człowieka, pod którego przewodem została dokonana głęboka rewolucja 
kulturalna i nadal trwa skuteczna walka o pełny rozkwit nauki poskiej 
w służbie i dla dobra całego narodu budującego podstawy socjalizmu.

Wprawdzie obecny rozkwit kultury i nauki polskiej jest ściśle zwią
zany z nowymi społeczno-politycznymi stosunkami w kraju, osobiste je
dnak zainteresowanie oraz stała opieka i troska Prezydenta Bieruta 
o sprawy nauki wywierają przemożny wpływ na tempo i kierunek jej 
rozwoju.

W liście skierowanym do uczestników Pierwszego Kongresu Nauki 
Polskiej Prezydent Bierut określił jej cele i zadania oraz wskazał drogę, 



która w pełniejszym jeszcze niż dotychczas stopniu pozwoli nauce pol
skiej wprząc się w wielkie historyczne przeobrażenia, które przeżywa 
dziś cały naród polski.

„Nieustające i nie skrępowane niczym dążenia do poznania prawdy, 
walka nieugięta o udostępnienie tej prawdy masom pracującym swego 
narodu i całej ludzkości — oto najszczytniejsze, bojowe zadania nauki...

W wyniku dokonywających się u nas wielkich przeobrażeń społecz
nych w nowym świetle staje u nas problem upowszechnienia nauki, tzn. 
związania jej procesów rozwojowych z wysiłkiem nad podniesieniem 
poziomu sił wytwórczych i kultury całego narodu...

Cel i zadania nauki polskiej polegają dzisiaj w pierwszym rzędzie na 
tym, aby dopomóc narodowi wyzwolonemu z pęt wyzysku i tyranii kapi
talistów swoich i obcych w szybkim zlikwidowaniu ponurej spuścizny za- 
cofania w produkcji, technice, w rozwoju jego sił wytwórczych, jak rów
nież w podniesieniu ogólnego poziomu jego kultury i warunków bytu“ — 
pisze Bolesław Bierut w liście do Kongresu, dając właściwą i prawdziwą 
ocenę zadań, które stoją obecnie przed nauką polską.

Według słów Bolesława Bieruta „nauka staje się wielką, niepokona
ną, twórczą i przeobrażającą miliony ludzi siłą, gdy przenika do mas, gdy 
nie zamyka się i nie odgradza od mas, gdy potrafi utrzymać codzienną 
żywą łączność z pracą i życiem, z dążeniami i walką wyzwoleńczą mas 
pracujących".

Szczególnie ważne dla pracowników nauki są te słowa listu Prezy
denta do Kongresu Nauki Polskiej, w których mówi On o nowych meto
dach i nowym stylu pracy badawczo-naukowej mającej przed sobą za
szczytne zadania odkrywania praw rozwoju przyrody i społeczeństwa, 
poznawania prawdy i walkę o udostępnienie jej masom pracującym swe
go narodu i całej ludzkości.

Zarówno słowa listu do Kongresu, jak i osobista troska Prezydenta 
o sprawy nauki świadczą o głębokim zrozumieniu roli, którą nauka po
winna odegrać w budowie wspaniałej przyszłości narodu.

Dalszym, najmocniejszym potwierdzeniem uznania wielkiej roli nauki 
w budowie podstaw socjalizm u jest wprowadzenie spraw nauki do pro
jektu Konstytucji Polskiej Rzeczypospolitej Ludowej,

Po raz pierwszy w ciągu naszych dziejów sprawy nauki znalazły wy
raz w ustawie zasadniczej.

W zrozumieniu zadań stojących przed nauką polską i zaszczytnej roli, 
którą ma ona do odegrania w kształtowaniu nowego wolnego i szczęśli
wego bytu narodu — naukowcy polscy przyjmują z wdzięcznością jasne 
i jedynie słuszne wskazania Prezydenta Bolesława Bieruta, wielkiego 
opiekuna nauki polskiej, i zapewniają o ścisłym wykonaniu Jego daleko
wzrocznych wytycznych oraz składają Mu życzenia długich jeszcze lat 
pracy dla szczęścia narodu i wzrostu nauki polskiej.



Od Redakcji

Zmiany ustrojowe w Polsce, przekształcającej się w szybkim tempie 
z zacofanego pod względem gospodarczym państwa kapitalistycznego 
w państwo socjalistyczne, tętniące młodym, twórczym i wolnym od ucisku 
życiem — stawiają nauce polskiej nowe zadania.

„Jak nigdy dotąd, stoją dziś w Polsce przed pracownikami nauki otwo
rem olbrzymie możliwości pracy naukowej — pisał w swym liście Pre
zydent RP Bolesław Bierut do uczestników I Kongresu Nauki Polskiej.— 
Nigdy badania naukowe nie nabierały tak wielkiej wagi dla Narodu Pol
skiego jak właśnie dziś, w okresie gdy naród nasz tworzy swym wysił
kiem nową epokę twórczego życia, której pierwszym etapem i symbolem 
jest urzeczywistniany pomyślnie wielki nasz Plan 6-letni — plan grun
townej przebudowy i uwielokrotnienia sił wytwórczych Polski.1'

Zadania stojące przed nauką polską są wielkie i zaszczytne, ponieważ 
służą całemu narodowi w jego pracy nad budową nowego socjalistycz
nego ustroju, w jego marszu ku lepszej przyszłości i w jego walce z zaco
faniem hamującym ten marsz.

„Podstawowym zadaniem nauki w tym przełomowym okresie histo
rycznym—pisze w zacytowanym liście Prezydent Bolesław Bierut—jest 
włączyć się mocniej, głębiej i wszechstronniej niż dotąd w ten twórczy 
i decydujący o znaczeniu Polski w święcie wysiłek narodu. Od Was tylko 
zależy, aby w warunkach nowego ustroju ujrzeć owoce swej pracy, aby 
widzieć, jak ona się przyczynia do szybkiego rozwoju naszego przemysłu 
i rolnictwa, naszej gospodarki i kultury, jak Wasza myśl twórcza pomaga 
likwidować nasze zacofanie, jak czyni pracę ludzką coraz wydajniejszą, 
jak wzbogaca i uszlachetnia życie człowieka."

Wynikająca ze zmian ustrojowych planowa gospodarka socjalistyczna 
stawia również przed geodezją polską nowe i rozległe zadania.

Na podkreślenie zasługuje fakt, że służba geodezyjna — obok samo
istnych zadań, których wykonanie ma ogólnopaństwowe znaczenie — 
związana jest ściśle z szeregiem zasadniczych problemów gospodarki 



państwowej warunkując właściwe ich przeprowadzenie pod względem 
technicznym i ekonomicznym. Oddaje ona wybitne usługi w planowaniu 
i realizacji'budownictwa przemysłowego, w budowie dróg bitych, kole
jowych i wodnych oraz systemów irygacyjnych, w odkrywczych bada
niach geologicznych i eksploatacji złóż mineralnych; współdziała w prze
budowie struktury gospodarki rolnej i współpracuje w racjonalnym jej 
prowadzeniu. To krótkie zestawienie nie wyczerpuje, rzecz jasna, całości 
zagadnienia.

Pomocą w wypełnieniu przez geodezyjną służbę Polski Ludowej 
stojących przed nią zadań są badawcze studia naukowe, które powinny 
coraz bardziej wiązać się z potrzebami praktyki na tym odcinku i z po
trzeb tych wypływać.

Powołany do życia z inicjatywy Zespołu Organizacyjnego Komitetu 
Geodezyjnego PAN kwartalnik „Geodezja i Kartografia", jako Czaso
pismo naukowe — otwiera swoje łamy dla publikacji o charakterze nau
kowym z zakresu geodezji i kartografii oraz z dziedzin pokrewnych.

Główną bazę, na której czasopismo będzie opierało swoją działalność, 
stanowią geodezyjne instytuty i zakłady naukowe wyższych uczelni 
technicznych w Polsce oraz Geodezyjny Instytut Naukowo-Badawczy 
Głównego Urzędu Centralnego Geodezji i Kartografii.

Ze względu na łączność geodezji z innymi pokrewnymi jej naukami 
o Ziemi, jak geologia, geofizyka i geografia, konieczna jest wzajemna 
wymiana myśli naukowej wszystkich tych dyscyplin na łamach czaso
pisma — w zakresie zbieżnych ze sobą zagadnień.

Charakter naukowych badań geodezyjnych wymaga współpracy na 
tym polu z innymi krajami, a zwłaszcza ze Związkiem Radzieckim, któ
rego przodująca nauka i technika oraz doświadczenie, bogate w płodne 
i konkretne osiągnięcia również na odcinku geodezji i kartografii pań
stwowej, powinny się stać dla nas wzorem. Dlatego też czasopismo będzie 
korzystać z tych doświadczeń i osiągnięć zamieszczając omówienia nie
których publikacji naukowych oraz zapraszając wybitnych naukowców 
tych krajów do wymiany swych myśli i poglądów.

Ponadto łamy czasopisma stają otworem przed każdym twórczym 
talentem naukowym, który zechce dołożyć swą cegiełkę do gmachu pol
skiej nauki geodezyjnej.

Pragniemy, aby czasopismo wypełniło zakreślone sobie zadania, przy
czyniając się do właściwego i słusznego rozwiązania szeregu problemów 
stojących przed państwową służbą geodezyjną i kartograficzną dla dobra 
całego narodu.
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Edward Warchałowski

Udział geodezji ud budowie podstaw socjalizmu w Polsce
W miarę tego jak człowiek coraz pewniej czuł się gospodarzem na 

ziemi, sprawa poznania tego obiektu zagospodarowania stawała się bar
dziej istotnym i pilnym zagadnieniem, któremu w najodleglejszych już 
czasach poświęcano dużo uwagi i wysiłku. Nie podobna bowiem prowa
dzić najbardziej prymitywnej gospodarki, nawet w ramach małego ze
społu rodowego lub plemiennego, bez zaznajomienia się z terenem, na któ
rym to zagospodarowanie ma być zorganizowane i prowadzone. W miarę 
jak następowały zmiana i rozwój środków produkcji powodujące ‘zmia
ny istniejących i powstawanie nowych ustrojów społecznych — znajo
mość terenu gospodarowania musiała być coraz bardziej dokładna 
i szczegółowa. Z tych to przyczyn nauka o ziemi, a w szczególności ta 
jej część, którą nazwano z grecka geodezją, sięga najdawniejszych okre
sów świadomego życia społeczeństwa organizującego się i zorganizowa
nego. Widzimy stąd, że powstanie tej nauki, jak powstanie innych nauk, 
jest nierozerwalnie związane z realnymi potrzebami życia ludzkiego, 
a wobec tego rozwój tej nauki i jej zastosowanie w życiu gospodarczym 
zbiorowiska ludzkiego zależny jest od etapu rozwoju społecznego i form 
gospodarczych temu rozwojowi właściwych.

Ale nie tylko bezpośrednio utylitarne, dla każdego widoczne i zro
zumiałe cele przyświecały rozumowi badawczemu człowieka; spostrze
gał on coraz to nowe powiązania pomiędzy różnymi zjawiskami przy
rody i starał się je wykorzystać dla ułatwienia sobie rozwiązania conaz 
to nowych zadań praktycznych. Stąd powstało powiązanie pomiędzy zie
mią, a tzw. niebem, tj. otaczającymi nas we wszechświecie ciałami, co 
umożliwiło opanowanie zagadnienia żeglugi morskiej, wyznaczenie wy
miarów ogólnych bryły ziemskiej, ustalenie jej formy kulistej i umiejsco
wienie jej we wszechświecie.

W ten sposób, przechodząc kolejno od bezpośrednio zaobserwowa
nych faktów, podnosimy się na następny, wyższy poziom nowych uogól
nień. Tak tworzy się prawdziwa nauka: doświadczenia praktyczne stwa
rzają podstawę do zbudowania teorii uogólniających, które z kolei sto
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sujemy w praktyce kontrolując ich słuszność w ogniu nowych do- 
/świadczeń.

Geodezja należy właśnie do tych nauk, które towarzyszą człowie
kowi w jego rozwoju społecznym i gospodarczym, i stanowi jedną 
z bardzo istotnych części współdziałających temu rozwojowi.

Jak wspomnieliśmy wyżej, istnieje dość ścisły związek i zależność 
między zastosowaniem zdobyczy naukowych w praktycznym życiu co
dziennym a aktualnym ustrojem społeczno-gospodarczym.

W ustrojach społecznych opartych na panowaniu jednych klas—uprzy
wilejowanych — nad innymi — upośledzonymi — stosowanie zdobyczy 
naukowych dopuszczane jest tylko o tyle, o ile przynoszą one wybitne ko
rzyści klasie panującej, pasożytniczej i nie wymagają od niej żadnych 
ustępstw na rzecz wyzyskiwanych. W tych okresach rozwoju społe
czeństw badawcza myśl ludzka, nie mając dostatecznego pokarmu real
nego, kieruje się na manowce metafizycznych koncepcji i nie tylko nie 
przynosi korzyści, lecz staje się wrędz szkodliwa i powoduje zastój 
istotnego postępu.

Najbardziej charakterystycznym okresem pod tym względem było 
średniowiecze feudalne —- z jego scholastyką, tym bezpłodnym szamo
taniem się myśli ludzkiej dokoła irrealnych chimer.

Kapitalistyczny ustrój doskonale ocenił wartości, jakie mogłaby 
przynieść pozostająca na jego usługach nauka, i dlatego starał się cał
kowicie opanować zdobycze naukowe na wyłączny swój użytek i do 
swej wyłącznej dyspozycji, mając oczywiście na- celu rozszerzenie i umoc
nienie swego- panowania i coraz to kompletniejszy wyzysk klasy pra
cującej, pozbawionej środków produkcji.

W tym okresie rozwijają się tylko te kierunki naukowe i w takim tyl
ko stopniu, w jakim to jest potrzebne dla celów ekspansji wielkokapi
talistycznej. W każdym zaś razie szczelnie ukrywa się wszystko to, co 
mogłoby spowodować zmianę sytuacji mas pracujących. Popiera się tyl
ko te prace badawcze i rozpowszechnia się tylko takie wynalazki, które 
mogą wpłynąć na podniesienie zysków klas rządzących, kosztem wzrasta
jącego coraz bardziej wyzysku mas pracujących.

Ale jak niegdyś mitologiczny Prometeusz przyniósł nędznej ludzko
ści wykradziony u bogów ogień, aby ulżyć tej ludzkości w jej bytowa
niu i dać jej pewną niezależność od srogich bogów, tak i w życiu rze
czywistym nieprzerwanie pracująca myśl ludzka połączona z obserwa
cją otaczającego świata, powodowała rosnącą stale u szerokich mas kla
sy robotniczej i chłopów świadomość, że może istnieć inny ustrój, w któ
rym praca nie będzie przekleństwem człowieka, lecz jednym z pod
stawowych praw i obowiązków społecznych. W tym nowym ustroju 
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każdy nowy wynalazek, każde usprawnienie będzie witane z entuzjaz
mem, jako coraz to nowe ułatwienie i ulżenie w pracy nad zdobyciem 
środków wyższego poziomu egzystencji. A stanie się to na skutek tego, że 
owoc trudu setek milionów nie pójdzie na potrzeby niewielu setek 
magnatów kapitału.

I ten stan nastał. Nastał na skutek zwycięskiej Rewolucji Paździer
nikowej r. 1917. Powstał kraj pozbawiony kapitalistów i obszarników, 
kraj, w którym zawrzała praca nad badaniami naukowymi, których na
stępstwem jest wyzwolenie człowieka od nadmiernych wysiłków fizycz
nych i wykorzystanie wszystkich sił przyrody do służenia człowiekowi; 
kraj, w którym zrealizowano zasadę rozumnego i zgodnego z interesami 
całego narodu dokładnego planowania gospodarki, zabezpieczającej za
spokojenie wszystkich potrzeb ludności. I oto Związek Socjalistycznych 
Republik Rad staje się wzorem nowego układu społecznego, pozbawio
nego przeciwieństw klasowych i opartego na podstawach prawdziwej 
nauki.

Polska, która uzyskała ponownie niepodległość po obaleniu przemo
cy hitlercwskiej dzięki zwycięstwu i pomocy ZSRR, stanęła również 
na progu do tego nowego ustroju sprawiedliwości społecznej. I na tej 
nowej drodze musimy możliwie szybko zrobić takie postępy, aby — 
podobnie do kraju socjalizmu — stanąć na tak wysokim poziomie, na 
jakim stać winien kraj przodujący w rozwoju życia społecznego.

Ustaliliśmy wyżej tezę, że pewnemu rozwojowi społeczno-gospo
darczemu odpowiada określony udział nauki w organizowaniu tego ży
cia, a zatem i znaczenie rozwoju badań naukowych. Nie jest naszym za
miarem ani nie mamy możliwości ogarnąć na tym miejscu tego zagadnienia 
w całej jego rozciągłości. Zatrzymamy się jedynie na zaznaczonym na 
wstepie odcinku — udziale geodezji w organizacji życia gospodarczego.

Gospodarka człowieka oparta jest na tym, co mu może dać ziemia 
czy to w postaci produktów świata roślinnego i zwierzęcego, czy to 
w pos+aci materiałów surowcowych wydobywanych z wnętrza ziemi do 
przerobu ich na pożyteczne przedmioty użytkowe. W związku z tym 
należy zwrócić szczególną uwagę na dwa rodzaje produkcji, a miano
wicie produkcję przemysłową i rolną — z uwzględnieniem bardzo waż
nego czynnika usługowego, którego zadaniem jest zdobyte produkty 
i wytworzone przedmioty użytkowe rozprowadzić i oddać do użytku 
członków społeczeństwa.

W organizacji nowoczesnej uspołecznionej gospodarki rolnej geodezja 
zajmuje jedno z najpoważniejszych miejsc. Wyraża się ono, po pierw
sze, w dokładnym zarejestrowaniu stanu faktycznego dotyczącego ukła
du powierzchniowego jednostek gospodarczych, powiązanego z zazna
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czeniem stopnia przydatności do określonych kultur rolnych, po wtóre ■—• 
w zaprojektowaniu wspólnie ze specjalistami w dziedzinie produkcji 
rolnej najkorzystniej opartej na naukowych przesłankach konfigu
racji poszczególnych jednostek gospodarczych, wreszcie po trzecie, 
w przeprowadzaniu przeniesienia zaprojektowanych zmian w teren.

Ponadto powinna być zorganizowana stała obsługa, mająca na celu 
pomoc fachową w ustalaniu pól płodozmianowych oraz tych wszystkich 
zabiegów, które są związane z dokonywaniem pomiarów dla bieżących 
potrzeb gospodarczych danej jednostki rolnej lub zespołu tych jedno
stek, a w szczególności1 dla celów melioracji rolnych oraz, racjonalne
go ułożenia dróg dojazdowych na obszarze gospodarczym. Zakres ilo
ściowy tych prac jest olbrzymi i wymaga bardzo licznego personelu 
o dobrym fachowym przygotowaniu, ponieważ stan obecny panujący 
u nas na wsi jest tak zacofany, jak gdybyśmy byli o jakąś co najmniej 
setkę lat opóźnieni w rozwoju. Uspołecznienie przemysłu i planowa je
go rozbudowa —■ to pierwszy krok na drodze do budowy podstaw socja
lizmu w Polsce. Dla dotrzymania kroku rozwijającemu się coraz potęż
niej przemysłowi konieczne jest przestawienie i przebudowa dotych
czasowej struktury rolnej na gospodarkę uspołecznioną opartą na pro
dukcji przemysłu (maszyny rolnicze, traktory, nawozy sztuczne itp.). 
Pełne i właściwe przeprowadzenie zmiany struktury gospodarki rol
nej wymaga sprawnego działania służby geodezyjnej państwa na tym 
-odcinku.

Teoretycznie posiadamy w tym zakresie wszystkie możliwości, a prze
de wszystkim nowoczesną technikę, pozwalającą na szybkie przeprowa
dzanie zdjęć szczegółowych drogą fotogrametrii lotniczej na dużych 
obszarach z uwzględnieniem ewentualnie również i rzeźby terenu czy 
to drogą opracowań autogrametrycznych, czy też tachymetrii autore- 
dukcyjnej lub stolikowej. Próby i doświadczenia w zakresie przebudo
wy struktury gospodarstw rolnych, jakie dotąd zostały przeprowadzone, 
wykazują, że personel geodezyjny, którym rozporządzamy, zadania te 
może wykonać z sukcesem. Należy jednak przezwyciężyć jedną poważ
ną przeszkodę, a mianowicie ogromną bezwładność wielowiekowego za
cofania naszego chłopa, który wprost atawistycznie przejął od swoich 
ojców — stale oszukiwanych i wyzyskiwanych — nieufność do każdej no
wości, do każdej zmiany, chociażby widział wszystkie korzyści, jakie 
ta zmiana daje. I w tym iziagadnieniu geodeta, stale obcujący z ludno
ścią wsi, może wykonać wielką pracę uświadamiającą, która niewątpli
wie przyśpieszy dokonanie przełomu wewnętrznego, a co za tym idzie 
osiągnięcie zasadniczego celu — socjalizmu.

Podkreślić należy z całą siłą, że zadanie, o którym mowa, jest za
daniem społecznym, tj. zadaniem mającym na celu dobro wszystkich 
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obywateli, a nie, jak to bywało dawniej, zadaniem interesu poszczególne
go właściciela — obszarnika.

W wyniku zabiegów przebudowy struktury terenowej gospodarstw 
rolnych oraz leśnych, po wniesieniu jej na odpowiednie mapy, otrzy
mamy podstawowy usystematyzowany materiał do ogólnopaństwowe- 
go planowania w najwłaściwszy sposób całokształtu produkcji rolnej 
i leśnej, zgodnie z potrzebami państwowymi. Ponadto nadmienić wy
pada, że w przebudowanej strukturze rolnej geodezja ma dalsze zadania 
do spełnienia o charakterze ciągłym, mianowicie oddawać będzie po
ważne usługi przy prowadzeniu nowoczesnej gospodarki rolnej, opar
tej na zasadach socjalistycznych.

Niemniejszą rolę odgrywa geodezja w dziedzinie rozbudowy przemy
słu. Najjaskrawiej widzi każdy, mało nawet zorientowany obywatel, ten 
udział geodezji w dziedzinie górnictwa — w szerokim znaczeniu tego 
wyrazu.

Przede wszystkim należy zwrócić uwagę na sprawę eksploatacji ko
palin pożytecznych, jak węgla, rud itp. Bezpieczeństwo robót w kopalniach 
co najmniej w połowie zależy od prawidłowo działającej obsługi pomia
rowej, a sama eksploatacja kopalni bez dokładnych pomiarów podziem
nych w ścisłym nawiązaniu do nawierzchni byłaby niemożliwa. Skom
plikowana sieć podziemnych chodników, wyrąbów, szybów, pochylni itd. 
musi być w ścisły sposób wyznaczona oraz na mapach każdego pozio
mu i na ogólnych mapach kopalni dokładnie naniesiona. Od tego zależy 
nie tylko bezpieczeństwo pracy podziemnej, ale również tych obiektów 
budowlanych, które się znajdują nad terenami podkopanymi. Niewiel
kie nawet niedokładności w wyznaczeniu kierunku i położenia chodni
ków pod ziemią mogą spowodować zapadnięcie się budowli naziem
nych, pociągając jednocześnie poważne szkody również w kopalni przez 
uszkodzenie wyrąbiska albo nawet jego całkowite zniszczenie. W go
spodarce kapitalistycznej sprawy bezpieczeństwa w kopalniach stały na 
ostatnim planie, gdyż zdrowie i życie robotnika było bardzo tanie 
w oczach kapitalisty.

Obecnie zwrócono na tę sprawę szczególną uwagę, co jest natural
nym następstwem naszego ustroju społecznego, w którym najwyższą 
wartością jest człowiek pracy. Jeżeli zaś na tę sprawę spojrzymy 
z punktu widzenia ochrony dobra narodowego w ogóle, to państwo lu
dowe ze szczególną troską dba o racjonalne wykorzystanie zasobów złóż 
pożytecznych surowców, w przeciwieństwie do rabunkowej gospodarki 
kapitalistycznej; dlatego też powinny być zastosowane takie naukowo- 
techniczne zabiegi, które pozwoliłyby przewidzieć nastąpienie niejed
nej katastrofy, a dzięki temu nie dopuścić do jej powstania. A jednym 



14 Edward Warchałowski

z najbardziej istotnych środków są właśnie stałe geodezyjne obserwacje 
nad ruchami skorupy ziemskiej na obszarze zagłębia górniczego.

Niemałą rolę odgrywają geodezyjne pomiary w dziedzinie poszuki
wań geologicznych. Praca geologa — poszukiwacza złóż kopalin lub 
płynnych paliw — nie jest do pomyślenia bez posiłkowania się współcze
snymi mapami szczegółowymi, na których geolog nanosi te dane geolo
giczne zewnętrzne, które w połączeniu z badaniami geofizycznymi oraz 
wierceniami pozwolą na wykrycie skrytych w głębi ziemi bogactw na
turalnych.

Tu przypomnieć należy, że pewne elementy geofizyczne, jak dane 
magnetyczne oraz grawimetryczne, również wchodzą w orbitę pomia
rów geodety.

Budowa nowoczesnych zakładów przemysłowych oraz rozbudowa 
istniejących już na potężne kombinaty wymaga —■ dla dokładnego ich 
zaprojektowania ogólnego i zaprojektowania szczegółowego oddzielnych 
elementów konstrukcyjnych — przede wszystkim bardzo dokładnej 
i szczegółowej dokumentacji terenowej, tzn. planów topograficznych 
miejsca budowy i najbliższego otoczenia. W czasie budowy, poczyna
jąc od zakładania fundamentów i murów nośnych, geodeta z najwyż
szą precyzją musi wyznaczać i kontrolować wznoszenie szkieletów bu
dowli, aby konstrukcyjne elementy przygotowywane w różnych hutach 
mogły być w ten szkielet bez trudu i dodatkowych robót wpasowane. 
A wymagana jest tu dokładność do 2 — 3 centymetrów, a często na
wet większa. Widzimy stąd, jak poważną i odpowiedzialną rolę odgry
wa praca geodety przy tej podstawowej inwestycji w gospodarce pań
stwa demokracji ludowej.

Niemniej ważną, a o wiele trudniejszą technicznie jest praca geode
ty podczas budowy wieżowców o dużej wysokości. Z niezwykłą precyzją 
należy utrzymać pionowość konstrukcji, badać równomierność osiada
nia filarów i nośnych ścian. Prace tego typu należą już właściwie do 
rzędu naukowych opracowań technicznych, wymagających specjalnego 
ujęcia dla każdego niemal poszczególnego przypadku.

Wielkie budowle hydrotechniczne mające na- celu uregulowanie jed
nego z najważniejszych zagadnień gospodarki ogólnej — obrotu wod
nego i wykorzystania energii wodnej — są oparte na dokumentacji 
geodezyjnej w okresie projektowania i budowy, a następnie stale kon- 
trolowane po wybudowaniu w celu ustalenia zachodzących odkształceń 
w zaporach pod wpływem parcia wody. Zagadnienie to, należące rów
nież do finezyjnych obserwacji geodezyjnych, odgrywa rolę niezwykle 
ważną, ponieważ daje pełną gwarancję uniknięcia katastrofalnego pęk
nięcia zapory i zalania wielkich połaci kraju.
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Kiedy mówimy o budowlach hydrotechnicznych, to nie możemy po
minąć rozległych prac opartych całkowicie na opracowaniach geode
zyjnych, a mianowicie budowy dróg wodnych i regulacji potoków. 
W planowanej gospodarce państwowej zagadnienie opanowania proble
mu bilansu wodnego oraz wykorzystania najtańszych dróg — wodnych 
szlaków — poza bezpośrednimi korzyściami komunikacyjnymi pozwa
la uniezależnić gospodarkę rolną od kaprysów meteorologicznych, su
szy lub nadmiaru wilgoci. Zadania te zaczynają się i kończą na geodezji; 
zaczynają, bo na podstawie dokładnych współczesnych pomiarów geode
zyjnych i otrzymanych na ich podstawie planów ustalamy projekty ro
bót hydrotechnicznych, a kończą, bo przeniesienia projektu na teren do
konuje znowu geodeta.

Analogiczny stan rzeczy mamy przy projektowaniu i budowie dróg 
zarówno żelaznych, jak i kołowych. W przypadkach szczególnie trud
nych samo projektowanie drogi żelaznej lub autostrady wykonuje się 
bezpośrednio w terenie, przy czym zastosowanie metod geodezyjnych 
ma tu szeroki zasięg.

Aby zakończyć pobieżny przegląd zastosowania metod geodezyjnych 
w budownictwie przemysłowym, zatrzymamy się jeszcze na najbar
dziej nowoczesnych budowlach podziemnej komunikacji, zwanych krót
ko ,,metro". Budowa kolei podziemnej w miastach jest najbardziej trud
nym zadaniem ze względu na konieczność wykonania podziemnego tu
nelu, w którym jednocześnie dokonuje się budowy samej kolei. Wyda
wałoby się, że zadanie to jest takie samo, jakie mamy w kopalniach. 
W rzeczywistości opracowanie metra wymaga znacznie większych pre
cyzji w pomiarach geodezyjnych niż te, które są stosowane w górni
ctwie. Jeżeli sobie uprzytomnimy, że budowa odbywa się w gęsto za
budowanym mieście, że przekopy podziemne wykonywa się „na prze
bitkę", tj. na spotkanie obu końców pewnego odcinka drogi, że spot
kanie tych dwóch odcinków powinno się dokonać z dokładnością rzę
du 1 cm — bo tego wymaga z góry zaprojektowana konstrukcja stalo
wych obręczy, stanowiących wewnętrzną obudowę kanału metra — to zro
zumiemy całą trudność wytyczenia tej podziemnej trasy. O ile w kopal
niach sieć podziemnych dróg musi być powiązana z nawierzchnią, to 
w przypadku metra powiązanie to musi być wykonane wielokrotnie 
dokładniej, za pośrednictwem wielu szybów umieszczonych w odpo
wiednich odległościach. A jeżeli podziemne pomiary muszą być nie
zwykle precyzyjne, to naziemne, na których tamte są oparte, muszą po
siadać jeszcze większą dokładność. Można bez przesady stwierdzić, że 
powodzenie prac przy budowie metra zależy całkowicie od obsługi geode
zyjnej tej budowy.
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Rozpatrzyliśmy w skrócie te dziedziny gospodarki państwowej, któ
re stanowią najważniejsze zagadnienia budowy podstaw państwa socja
listycznego, a w których geodezja odgrywa bardzo istotną rolę. Istnie
ją także takie dziedziny, gdzie geodezja jako nauka ma swe ogólne nauko
wo - techniczne zadania. Należą do nich następujące:

1. Uzbrojenie całego obszaru państwa w sieć podstawowych punktów 
pomiarowych, których położenie, tak w poziomie jak i w pionie, będzie 
ustalone z wysoką precyzją w oparciu o jednolite podstawy geodezyjne.

2. Opracowanie szczegółowej mapy państwa w skali dużej (1 : 10 000), 
j,ako podstawy do wykonania map dla poszczególnych zagadnień gospo
darczych.

3. Opracowanie map w skalach drobniejszych, niezbędnych dla celów 
gospodarczych, szkolnictwa i użytku ogólnego.

4. Prowadzenie badań naukowych nad wyznaczeniem figury ziemi 
w obrębie terytorium państwa — w koordynacji z międzynarodowymi pra
cami w tej dziedzinie.

5. Prowadzenie badań i doświadczeń nad nowymi metodami pomia
rów geodezyjnych w zastosowaniu do różnych potrzeb praktyki.

6. Współpraca z innymi krajami, a przede wszystkim ze Związkiem 
Radzieckim jako. krajem o przodującej nauce i technice, w zagadnieniach 
naukowych i praktycznych oraz w dziedzinie ogólnych problemów geode
zyjnych.

Omówimy te zadania pokrótce.
Zasadnicze ramy, w których mieści się cały materiał zdobyty przez 

szczegółowe pomiary w państwie to, po pierwsze — triangulacja podsta
wowa pierwszego rzędu, obejmująca kilkoma wieńcami trójkątów cały 
obszar państwa, po drugie — sieć drobniejszych trójkątów równomiernie 
pokrywających cały obszar państwa oparta na punktach triangulacji pań
stwowej, wreszcie, po trzecie — zagęszczenie powyższej sieci punktami 
triangulacji szczegółowej służącej, łącznie iz triangulacją poprzedniego 
rodzaju do oparcia na nich bezpośrednich pomiarów szczegółowych, 
włączając w to i rzeźbę terenu. Podobnie ustalamy sieć punktów w sto
sunku do średniej powierzchni morza iz możliwie najwyższą dokładnością, 
jako sieć niwelacji precyzyjnej pierwszego rzędu, uzupełnioną potem 
gęstą siecią punktów niwelacji drugiego rzędu. Prace te stanowią gene
ralną podstawę dla wszystkich prac pomiarowych w państwie, słusznie 
więc powinny być wyłączone w oddzielną grupę i stanowić samoistny 
dział pracy państwowej. Po ostatniej wojnie na terenie Polski zastaliśmy 
tak różnorodny materiał dotyczący sieci triangulacyjnych i niwelacyj
nych, że połączenie tego materiału w jedną całość odpowiadającą współ
czesnym wymaganiom techniki i pełne wykorzystanie dla celów gospo
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darczych — było niemożliwe bez przeprowadzenia szczegółowej analizy 
tego materiału, ustalenia warunków technicznych wzajemnego powiąza
nia i uzupełnienia nowymi, na szeroką skalę zakrojonymi, pomiarami geo
dezyjnymi. Toteż do tej pracy państwo nasze przystąpiło' niezwłocznie 
po zwycięstwie nad hitleryzmem. Zrealizowanie tego wielkiego zadania 
będzie ogromnym osiągnięciem państwa ludowego na odcinku geodezji, 
i fundamentem pod dalsze prace naukowe i techniczne.

Opracowanie szczegółowej mapy gospodarczej kraju, w skali 1 : 10 000, 
stanowi jedno z najbardziej zasadniczych zadań geodezji w państwie 
ludowej demokracji budującej podstawy socjalizmu, ponieważ mapa taka 
jest najistotniejszym instrumentem do opracowywania najrozmaitszych 
planów gospodarczych.

Jeżeli na tej. podstawowej mapie zostaną uwidocznione wszystkie dane 
odnoszące się do tego czy innego problemu gospodarczego, to w ten spo
sób uzyskany będzie pełny, przejrzysty obraz danego zagadnienia, tj. 
cenny podkład do wykonania właściwych prac planistycznych.

Mapa gospodarcza powinna spełnić zasadnicze zadanie przy lokali
zacji środków produkcji i usług oraz w bieżącej gospodarce rolnej i leśnej.

W ustroju kapitalistycznym mapy ogólnopaństwowe w skalach du
żych miały na celu tylko zadanie ochrony granic posiadłości prywat
nych oraz zadanie wymiaru podatkowego.

Zagadnienie organizacji wydawnictw kartograficznych dla zaspoko
jenia licznych potrzeb życia, tak zbiorowego, jak i oddzielnych obywateli, 
należy również do ogólnych 'zagadnień, które powinny się znajdować 
w zakresie działania geodezyjnej służby państwowej, w ten bowiem 
tylko sposób obsługa społeczna na tym odcinku będzie stała na właści
wym technicznym i naukowym poziomie.

Badania ogólnego kształtu bryły ziemskiej oraz jej skorupy, obok, 
zadań naukowych, mają na celu przede wszystkim zadania praktyczne 
związane z zagadnieniami gospodarczymi państwa.

Z badań tych można wyciągnąć szereg praktycznych wniosków co do 
strukturalnego składu tej skorupy, to jest ewentualnej zawartości tych 
czy innych formacji materiałowych.

W tym względzie najbardziej celowymi są systematyczne badania 
grawimetryczne w połączeniu z odpowiednimi obserwacjami astrono- 
miczno^geodezyjnymi, jak również obserwacjami magnetycznymi.

Badania te mają również bardzo istotne znaczenie w ustaleniu efektu 
nieznanych procesów zachodzących w skorupie ziemskiej, które wpływają 
na zmiany jej, postaci geometrycznej, co oznaczamy wyrażeniem „oddy
chanie ziemi“. W tej mierze wielkie znaczenie mają wysoko precyzyjne- 
pomiary niwelacyjne połączone z grawimetrią.
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Stoją przed uczonymi geodetami i astronomami jeszcze inne ciekawe 
zagadnienia naukowe do rozwiązania, np. zagadnienie przypuszczalnych 
wzajemnych przesuwań się lądów, ruchów osi ziemi w przestrzeni i wiele 
innych.

Do rozwiązania tych wszystkich zagadnień trzeba stosować coraz to 
doskonalsze metody obserwacyjne, coraz to doskonalsze narzędzia. W tym 
celu muszą być stale przeprowadzane odpowiednie studia nad powiąza
niami istniejącymi pomiędzy różnymi działami nauk i nad wykorzystywa
niem osiągnięć w jednej z gałęzi wiedzy do zorganizowania badań w za
stosowaniu do problemów należących do innych gałęzi nauk.

Jako przykład takich zastosowań może posłużyć próba wykorzystania 
fal świetlnych i elektromagnetycznych do precyzyjnego pomiaru dłu
gości, albo próba budowy bardzo czułych zegarów opartych na właści
wości kwarcu do wysyłania wysokoczęstotliwych drgań.

Przedstawione wyżej zagadnienia, w których rozwiązywaniu geodezja 
odgrywa poważną i niezbędną rolę bądź usługową, bądź też samoistną, 
stanowią w organizowaniu społeczeństwa i państwa na zasadach usunię
cia ze stosunków ludzkich wyzysku i ucisku — poważny instrument 
osiągnięcia postawionego celu.

Ten cel mieści się w krótkim słowie — socjalizm.
Geodezja jako nauka i technika w osiągnięciu tego celu ma do spełnie

nia czołowe i ważne zadania gospodarcze.
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Stefan Hausbrandt

Zagadnienie odwrócenia szeregu Taylora w ujęciu krakowia
nowym i kilka przykładów zastosowania tego zagadnienia 

do rachunków geodezyjnych
W wielu zagadnieniach geodezyjnych poszukujemy pewnego zespołu 

zmiennych niezależnych x, y, z, pozostających w związkach funkcyjnych 
ze znanymi wielkościami innego zespołu niezależnych wzajemnie zmien
nych FGH. Bezpośrednie wyznaczenie wielkości x, y, z w funkcji wiel
kości FGH jest przy tym uciążliwe lub nawet niewykonalne ze względu 
na charakter zależności x(FGH), y(FGH), z(FGH). Znane są natomiast 
przybliżone wartości poszukiwanych wielkości x, y, z, zaś różniczkowanie 
funkcyj F(x, y, z), G(x, y,z), H(x, y, z) względem zmiennych x, y, z, jak 
również obliczanie wartości tych funkcyj dla znanych wartości zmien
nych trudności nie przedstawia.

Zagadnienia omówionego typu traktować można jako odwrócenie za
gadnienia rozwijania funkcyj wielu zmiennych w szereg Taylora przy 
założeniu zaniedbywalności wyższych potęg przyrostów. Nadanie tym, za
gadnieniom jednolitej szaty formalnej przez zastosowanie rachunku kra
kowianowego Banachiewicza oraz zilustrowanie korzyści takiego ujęcia 
zarówno w dziedzinie pojęciowej, jak i w dziedzinie rachunku liczbo
wego, stanowi treść niniejszego artykułu.

Niech F(x, y, z) G(x, y, z) H(x, y, z) będą wzajemnie niezależnymi 
fukcjami zmiennych niezależnych x, y, z, przybierającymi w punkcie 
O (x0, y0, z0) wartości Fo, Go, Ho, zaś w punkcie P (xp, yp, zp) wartości 
Fp, Gp, Hp. Niech przy tym punkty O i P położone będą dostatecznie bli
sko, aby można było drugie i wyższe potęgi przyrostków dx, dy, dz za
mieniających wartości zmiennych w punkcie O na ich wartości w punk
cie P uznawać za zaniedbywalne.

Łatwo zauważyć, że — o ile funkcje F, G, H są’w otoczeniu punktu P 
rozwijalne w szereg Taylora — wartości przyrostków:

dx = x — x„ , dy = y — y , dz = z — z p O ’ ’ po
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wyznaczy równanie:

dx 
dy 
dz

(Fp - Fo )1 
(Gp - Go ) 
(HP - Ho )

Ł QO
 

~ O —

— 1

(U

gdzie przez Fi' G/ H/ (i = x, y, z) oznaczono wartości pochodnych cząst
kowych danych funkcyj w punkcie O.

Z założeń rozwijalności funkcyj w szereg Taylora i zaniedby- 
walności wyższych potęg przyrostków dx, dy, dz wynika:

co można też przy użyciu symboliki krakowianowej napisać pod 
postacią:

Fp = Fo + F'x dx + F'y dy + F'Z dz
Gp = Go + G'x dx + G'y dy + g; dz (2)
H p = H0 + H'X dx + H'y dy + h; dz

dx | 
dy ! 
dz |

G'x H'x 
G\ H'„ 
g; h;

(Pp -Fo) 
(Gp -Go) 
(HP “Ho)

(2')

Ponieważ z założenia niezależności funkcyj F(xyz), G(xyz), H(xyz)
wynika, że wyznacznik funkcyjny (,,jakobian“):

F' G' H‘
F' G'

y y
F G' z z

Hy 
h;

nie może być tożsamościowo zerem, przeto kwadratowy krakowian 
ostatniego równania — poza szczególnymi punktami spełniającymi 
równanie j J | = O— posiadać będzie odwrotność (,,inwers“). Mno
żąc równanie (2’) przez transpozę tej odwrotności lub odwrotność 
transpozy otrzymamy, po przeprowadzeniu asocjacji z lewej stro
ny równania, wzór (1).

Wzór (1) napisaliśmy dla wypadku trzech zmiennych. Będziemy bo
wiem ilustrować jego przydatność realizując takie rachunki geodezyjne, 
w których ilość zmiennych nie przekracza trzech.

Ogólniejsze ujęcie sprowadziłoby się do zasymbolizowania:
dx = dF • rJ -1 (1')

i odpowiadającego wysłowienia: krakowian kolumnowy różniczek zmien
nych niezależnych równa się krakowianowi kolumnowemu różniczek 
funkcyj pomnożonemu przez odwrotność transpozy krakowianu funkcyj
nego. (Przez „krakowian funkcyjny" rozumiemy więc zespół o takim sa
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mym uszeregowaniu pochodnych jak w tabeli jakobianu: kolumnę wy
pełniają pochodne tej samej funkcji względem kolejnych izmiennych).

Wzór (1) można oczywiście ująć też w symbole algebry wyznaczniko
wej, lub macierzowej, czego nie zrobiliśmy, uważając wysłowienie krako
wianowe za najprostsze. Natomiast do obliczania odwrotności krakowia
nów posługiwać się będziemy w podanych dalej przykładach rachunkiem 
wyznacznikowym, obliczając elementy odwrotności krakowianu jako sto
sunki minorów1 odpowiadającej tabeli wyznacznikowej do wartości wy
znacznika (por. E. Warchałowski: Zastosowanie krakowianów w rachunku 
wyrównawczym, Warszawa 1938).

1 Używamy tu i nadal terminu „minor“ wyznacznika na oznaczenie iloczynu 
wielkości (—1 H-k przez wyznacznik, którego tabela powstaje przez skreślenie w ta
beli danego wyznacznika i 'd kolumny i k,e6o wiersza. Według ostatniej termino
logii należałoby mówić o algebraicznych dopełnieniach elementów wyznacznika".

W wysłowieniu macierzy Cayleya równania (2) miałyby kształt

/ f; g; h; \
( dx dy dz) • F'y G'„ H'b

\ F' G' H' / 
\ Z z z /

F - F ) (GP o / I P
C.) (Hp - H. ))

Stąd po prawostronnym pomnożeniu obu stron równania przez 
odwrotność macierzy funkcyjnej otrzymujemy:

(dx dy dz)=((Fp-Fo) (Gp-GJ (Hp - Ho))
/F'x 
F'v 

\F'x

G' 
G'
G'

H'
H'

Ogólniejsze ujęcie wyrazi wzór:

dx = dF • J ~ \

gdzie dr i dF są wierszowymi macierzami zestawionymi z różni
czek zmiennych i różniczek funkcyj, J zaś kwadratową macierzą 
funkcyjną.

Pozornie oba ujęcia: macierzowe i krakowianowe są równie 
wygodne, a nawet ujęcie macierzowe wydaje się wygodniejsze ze 
względu na zbędność pojęcia transpozycji we wzorze. W istocie tak 
nie jest i to z dwóch względów: 1) zestawienie odwrotności macie
rzy jest uciążliwsze ze względu na asymetrię w przyporządkowaniu 
elementów odwrotności elementom tabeli wyznacznikowej (ele
ment itego wiersza i jłei kolumny odwrotności tworzy się tu dzie
ląc minor elementu iteł kolumny i j(eg0 wiersza przez wartość wy
znacznika), 2) wykonanie mnożenia określonego wzorem jest ucią
żliwsze z uwagi na przyporządkowanie w procesie mnożenia ele
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mentów wierszy jednego czynnika elementem kolumn drugiego.. 
Interesujące uwagi na temat porównania krakowianów i macierzy 
znaleść można w „Voies nouvelles dans le calcul scientifique“' 
S. Arenda (Ciel et terre 1941, Nr 12 Bruxelles) oraz w „Zasadaclu 
algebry wyższej11 W. Sierpińskiego (Warszawa 1946).

* * *

Celem praktycznym równania (1) — jak zresztą większości równań 
operujących liczbami zespołowymi tego czy innego typu (krakowiany, 
macierze, wektory) — jest uwolnienie posługującego, się równaniem od 
potrzeby przeprowadzania rozważań zarówno analitycznych jak i rachun
kowych, dotyczących roli poszczególnych elementów zespołu w zsyntety- 
zowanym przez równanie procesie. Wynika stąd zaraz, że głównym wa
runkiem osiągnięcia korzyści praktycznych ze znajomości rozważanego- 
równania aproksymacyjnego jest przyswojenie jego myśli przewodniej, 
pozwalające już bez trudności i dodatkowych rozważań przyporządkować 
treść napotykanych zagadnień obranej formie rozwiązania. Wiele zagad
nień geodezyjnych daje się przy tym zinterpretować jako zamiana współ
rzędnych F, G, H, charakteryzujących jednoznacznie położenie punktu 
w pewnym układzie geometrycznym na współrzędne x, y, z, charaktery
zujące w inny sposób położenie tegoż punktu w tymże układzie.

Przechodzimy do podania kilku przykładów, zilustrowanych też ra
chunkiem liczbowym, mających na celu naświetlenie sposobu stosowania, 
krakowianowego równania aproksymacyjnego (1).

Podkreślamy, że rozwiązane w przykładach zagadnienia mają na ogół 
opinię trudnych pojęciowo i uciążliwych rachunkowo. Opinia ta przy kra
kowianowym ujęciu tematu staje się, jak zobaczymy, niesłuszna. Trudno* 
byłoby też bez operowania pojęciem liczb zespołowych dostrzec bliskie 
pokrewieństwo pojęciowe tak np.: różnych zagadnień, jak liniowe wcięcie* 
wprzód w przestrzeni trójwymiarowej i zadanie wyznaczenia azymutu, 
metodą Hosmera-Krasowskiego (pierwszy i ostatni przykład).

Przykłady zostały uszeregowane wg stopnia trudności pojęciowych. 
Z tego względu zadanie rozwiązania czworoboku sferycznego, w którynr 
dane są dwa boki, kąt między nimi zawarty, kąt przeciwległy mu i łą
cząca wierzchołki tych kątów przekątna, umieszczono na końcu. Pomimo 
bowiem że zadanie to rozwiązuje się przez wprowadzenie dwóch zmien
nych, podczas gdy poprzedzające zadania wcięć w przestrzeni trójwymia
rowej wymagają wprowadzenia trzech zmiennych, zadanie rozwiązania 
czworoboku jest trudniejsze pojęciowo z uwagi na różnorodność para
metrów charakteryzujących układ.
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Przykład 1. Wcięcie liniowe w przestrzeni trójwymiarowej

W zagadnieniu dane są współrzędne prostokątne X? Y;, Z; (i =1,2, 3) 
trzech punktów, długości odcinków lv 12, 13 łączących te punkty z wyzna

czanym przez wcięcie punktem P (x y z), oraz 
„przybliżone wartości współrzędnych” tego pun
ktu, tzn. współrzędne Xo ,Yo ,Zo punktu 0(XoYoZo), 
położonego dostatecznie blisko punktu P, aby 
można drugie i wyższe potęgi przyrostków 
dx=X^ -Xo dy=Yp -Yo dz=Zp -Z„ uznać 
za zaniedbywalne.

Poszukiwane są współrzędne punktu P lub 
przyrostki dx, dy, dz, które „zamienią współrzęd

ne przybliżone na ostateczne”.
Jeżeli za funkcje F(xyz), G(xyz), H (xyz) przyjąć połowy kwadratów 

odległości między punktem wyznaczanym, a punktami danymi, tzn. jeżeli 
założyć

F (x y z) = 72 (X, - X)2 + V2 (Y, - Y)2 + 72 (Z, - Z)2
G (x y z) = 7a (X2 - X)2 +1 /2 (Y2 - Y)2 + V2 (Z2 - Z)2
H (x y z) = 72 (X8 - X)2 + y2 (Y3 - Y)2 + y2 (Z3 - Z)2

otrzymamy po zróżniczkowaniu

fk SF ...- = x, — x — =y,-y ud.
3x 8y

i podstawieniu Xo, Yo, Zo na miejsce xyz

dX01 
zlX02 
JX03

^Y01 dZ01 | 
dY02 żfZ02 j 
dY03 dZ03 |

Ponieważ
(Fp - Fo)

-Go)
UHP -Ho)

(dX201 + dY201 + YZ201 
(JX202 + dY202 + dZ%2 
(dX208 + zlY203 + dZ203

- 1\)
- 1%)
- 1%)

więc poszukiwane rozwiązanie zagadnienia wcięcia liniowego w przestrze
ni trójwymiarowej wyrazi wzór:

dx 
dy 
dz

= .W
(JX201 + dY201 + dZ201 — FJ 
(JX202 + zlY202 + dZ202 - 122) 
(zix203 + jy203 + zizy3 - 1%)

^X01 dY01 dZ01. 
dX02 ziit 02 dzo2 
dX03 dY03 dZ03

- 1
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Przykład liczbowy

X = 262
Y = 184
Z = 105

Ponieważ f ( 702 + U42 + 82 — 134.302) 
H 422 + 1972 + 252 - 202.902) 
[(U22 + 462 + 552 - 133.002)

Odejmując wartości 
przybliżonych współ
rzędnych od wartości 
współrzędnych punktów? 
stałych zestawimy kra
kowian różnicowy:

dXOt dY01 Ż1ZO1 
dX02 Z1YO2 dZ02 
ż!X03 dY03 JZ03

- 70 -114 - 8 
= 42 -197 -25

112 - 46 55 !

-38.24
14.80

- 2.00

rozwiązanie liczbowe zadania wymagać będzie realizacji równania:

dx 
du 
dz

-38.24
14.80

-2.00

70
42

112

-114 - 8
-197 -25
- 46 55

- 1

Ponieważ tabelą minorów wyznacznika

- 70 -114 - 8 |
42 -197 -25 ]

112 - 46 55 J

jest, co łatwo obliczyć, tabela

-11985 -5110 20132]
6638 -2954 -15988 ’ 
1274 -2086 18578]

zaś wartość tego wyznacznika (można ją obrachować trzykrotnie mnożąc- 
każdą z kolumn wyznacznika przez odpowiadającą jej kolejnością kolum
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nę tabeli minorów, co kontroluje zarówno zestawienie tabeli, jak i obli
czenie wyznacznika) wynosi 1260434, mamy ostatecznie

[dX] 1 -38.24 -11985 -5110 20132 0.44
dY

1
1 H A o A 14.80 ■ 6638 -2954 -15988 . =. 0.12

dZ
lzoU4o4 - 2.00 1274 -2086 18578 -0.83

skąd: YP
Zp

150.44
230.12

49.17

Dla większej, przejrzystości prowadziliśmy tu rachunek obliczenia od
wrotności pełnocyfrowo, co w praktyce rachunkowej przeważnie nie jest 
potrzebne.

Rozwiązanie zagadnienia wcięcia liniowego przy pomocy związku (3) 
można interpretować jako transformację współrzędnych F = ^2 h2, 
G = 1/2 122 H = 1/2 I32 określających położenie punktu P w stosunku do 
punktów znanych 1, 2, 3, których położenie z kolei scharakteryzowane 
jest w układzie współrzędnych prostokątnych XYZ, na współrzędne Xp, 
Yp, Zp określające położenie punktu P bezpośrednio w układzie współ
rzędnych prostokątnych XYZ.

Obraliśmy jako współrzędne FGH połowy kwadratów odległości, a nie 
same odległości, ze względów praktyczno-rachunkowych: ujęcie to pozwo
liło uniknąć pierwiastkowania i ograniczyć się do sumomnożeń, łatwiej
szych w realizacji przy stosowanym obecnie rachunku maszynowym. 
Gdyby z tych czy innych względów wskazane było operowanie nie kwa
dratami odległości, ale samymi odległościami 1, zmienilibyśmy określenie 
furikcyj F, G, H, przyjmując

F(XYZ) = +/ (X1-X)2+(Y1-Y)2+(Z1-Z)S

G(XYZ) = +/fXa - X)2 + (Y2 - Y)2 + (Z2 - Zp 

H(XYZ) = + j/(X3 - X)2 + (Y3 - Y)2 + (Zs - Z)2.

Różniczkowanie tych związków daj.e

= ____________~ 2(X]-X)____________ = ,td
3 X 2 / (X, - X)2 + (Yt - Y)2 + (Z, - Z)2
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Będzie więc
, = - dX01 = - z1Y01 p, = y-/1ZOI_ .td

k B k z lx

Ponieważ przy tym

Fp - Fo = h - /d^oi + ^Y^i+^Z^i = - itd.

rozwiązanie możemy ostatecznie napisać pod postacią

dx

dy

dz

(/^-HY^ + dZ^-lJ 

(/dX202 + zlY202 + dZ20a-l2) 

(/dX203+dY203 + zlZa08-I3)

zlX01 zł Y01 JZ01
11 11 11

^X-Q2 Yq2 ^02

la la J2
zlX03 z1Y03 zl Z03

13 13 I3

—1

(31)

Droga rachunkowa jest, jak widać z porównania z wzorem (3), uciąż
liwsza od poprzednio obranej., ponieważ zamiast sum kwadratów wystę
pują pierwiastki, zamiast przyrostów współrzędnych — ilorazy tych przy
rostów przez długości odcinków (,,cosinusy kierunkowe"). Wzór (31) posia
da jednak tę zaletę, że przez wyrażenie niewiadomych jako funkcyj li
niowych wartości obserwowanych pozwala na przeprowadzenie analizy 
dokładnościowej bez dodatkowych rachunków.

Ptównież w wypadku spostrzeżeń nadliczbowych obranie za funkcje 
FGH... wartości wielkości obserwowanych bezpośrednio staje się najbar
dziej celowe.

Przykład 2. Wcięcie wstecz w przestrzeni trójwymiarowej
W zagadnieniu dane są współrzędne prostokątne Xi, Yi, Zi (i = 1, 2, 3) 

trzech punktów, kąty a12,a23, a31 pod którymi z wyznaczanego przez wcię
cie punktu P(xyz) widoczne są odcinki łączące kolejno po dwa dane pun

kty 1-2, 2-3, 3-1 (rys. 2). Znamy także „przybli
żone wartości współrzędnych" wyznaczanego 

2 punktu P, tzn. współrzędne XoYoZo punktu 
0(XoYoZ0), położonego dostatecznie blisko pun
ktu P, aby można drugie i wyższe potęgi przy
rostków dX = Xp — Xo, dY = Yp —,Yo, dZ = 
= Zp — Zo uważać za zaniedbywalne. Poszuki
wane są współrzędne punktu P lub przyrostki 
dX dY dZ, które — używając utartego w geo

dezji wysłowienia — zamienią współrzędne przybliżone na ostateczne. 
Jest to znowu typowe zadanie na zamianę współrzędnych: położenie 
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punktu P określone jest w przestrzeni przez trzy kąty, należy je wyzna
czyć przez trzy odcinki. Za funkcje FGH możemy znów brać bądź same 
wielkości kątowe a12, a23, a81, bądź też — jeżeli będzie to wygodniejsze 
w rachunku — pewne inne wyznaczone przez nie wielkości. Z chwilą do
konania wyboru funkcyj F(XYZ), G(XYZ), H(XYZ) zadanie jest od stro
ny pojęciowej rozwiązane. Dalsza praca sprowadza się do różniczkowania 
i przekształceń algebraicznych, mających na celu nadanie ostatecznej for
mie wzoru (1) postaci możliwie wygodnej w rachunku liczbowym.

Za funkcje FGH obierzemy kwadraty secansów kątów a12 a23 a31, 
pozwalające na stosunkowo przejrzysty rachunek zagadnienia wcięcia. 
Jeżeli bowiem weźmiemy zespół przyrostów współrzędnych prostokąt
nych

dXoi dY01 z1Z01
dX02 dY02 dZ02
dX03 ^yos dZ03

i oznaczymy przez Sik sumę iloczynów elementów ites° wiersza tego 
społu przez odpowiadające im kolejnością elementy wiersza , 
przez Rik odwrotność tej sumy iloczynów, a więc np.:

Si2 — ^X01 dX02 -j- dY01 dY02 + dZ01 dZ02

lub R33 =---------------- ------------------ itp.3' ZIX2O3 + dY20s + dZ203

2 |/AX2l + AY l + AZ2l • /AX2p + AY2p + AZ2P

wartości kwadratów secansów kątów widoczności wyrażą wzory: 1

(4)

ze- 
zaś

1 Niech L (XpYpZp) będzie punktem na lewym ramieniu kąta a, P (Xp Yp Zp) 
punktem na prawym ramieniu kąta a, wreszcie C (Xc Yc Zq) 
punktem wierzchołkowym tego kąta. Oznaczając dla skró
cenia symbolami AXp AYp AZL przyrosty wzdłuż lewego 
ramienia kąta, symbolami AXp AYp AZp przyrosty wzdłuż 
ramienia prawego (tzn. np. AYL = Yp — Yc itp.) 
określmy cos a, stosując do trójkąta płaskiego L P C 

_1_ cpz----ppz 
twierdzenie Carnota. Będzie cos a = ------ZE__________  =

2•LC • CP

AK^+AY^+AZ^+AKyj-AY^p+AZ^p - (AXp-AXL r-(AYp -AYp )2-(AZp-AZl )2

2AXP AXp -j- 2AYp AYp -Z- 2AZP AZp
cos a _ ------------------------------- -------------------- ------------------------------- ----- . Stąd po odwróceniu

2/AX4 + AY2l + AZ2l j/^p + AY^ + AZ^

i podniesieniu do kwadratu otrzymamy związek między kwadratem secansa kąta

a przyrostami: sec2a =
(AX2l + AY2l + AZ2l)(AX2p+AY2p+AZ2p) 

_ Z_______ _______ L------------ --------------- , którego zasto-

sowanie do kątów a12 a2s a3i

(AXL AXp + AYp AYp + AZl AZp )2 
daje przy umownych oznaczeniach wzory (5).
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SeC2a12 = §1Ł§22 se(,2 = = §33^

C2 Q2 01 Q2
° 12 ° 23 31

lub sec a12 Sj1S22R i2> sec a23 S22S33R 23, śec2a31=S33SnR231 
Przyjmując:

(5>

F (XYZ) = sec3a12 G(XYZj = sec3a23 H(XYZj = sec3a31 
mieć więc będziemy np.:

F fXYZ}_
[(X1-X)(X2-X) + (Y1-Y)(Y2-Y) + (Z1-Z)(Z3-Z)]2 s313

Obliczenie pochodnych cząstkowych funkcyj FGH względem zmiennych 
XYZ i podstawienie X = Xo, Y = Yo, Z = Zo pozwoli na napisanie kra- 
kowianu funkcyjnego pod postacią: 1

s s
1 Jeżeli napiszemy funkcję F (xyz) w umownym skrócie F (xyz) = ———, gdzie 

wyraźnie Su = (xt — x)2 + (yj — y)2 + (zt — z)2, dalej: S22 = (x2 — x)2 + (u2 — p)2 + (z2 — z)2 
oraz S12 = <X1 — x)(x2 — x) + (yi— y)(y2 — y)+(zi—z)(z2— z), po czym zróżniczkujemy 
tę funkcję względem x otrzymamy

3F

8 x
C2 O2o 12 o 15

Ponieważ:
8 $n o, .8 $22 . 8 Si2 ।
- — = — 2 (Xj — x), —— = — 2 (x2 — x), —— = (x — xj + (x — X2) 
8 x 3 x 8 x

po podstawieniu x = xo i uwzględnieniu związków (5) będzie:
x ( 2ąXqi S22 2ąXq2 Sn) S2]2 2 Sn S22 (S12 ąX)i 4~ ĄNpJpix —---- ----------------------------------------------------------------------------------------------

s s 
13 12

czyli 9 FA^oi A^oi . AX02 A^
l x-2 sec2 aj. ----- —------- 4-------- —------- IL S12 Sn S12 S22 J

lub F^x = 2 sec2 a12o [A^oi (^12 Rn) 4~ A^02 (^12 R22*]
gdzie oznaczono R ik — 1/Sik • Analogicznie będzie

G!x = 2 sec2a„ [ąX02 (R23 R22) - A^03 (^23 -R33)]
H'x = 2 sec2 a31 [aXc3 (R31 — R33) ' - aXoi (R31 -Rn)]
F'y = 2 sec2 a12 [aY01 (RI2 -R11HbAY02 (R12 - R22)l
G'y = 2 sec2 a23 [ąY02 (R23 R22) - ~ AY03 (R23 - Ras)]
H'y = 2 sec2 a31 [aY03 (R31 — Ras) -“ AYoi (R31 -Rn ]
F ' z = 2 sec2 a12 [ąZ0] (R12 -Rn)H“ A^02 (R12 -R22)]
G'z = 2sec2a28 [aZ02 (R23 R22) - “ A^03 (R23 — R33)]
H'z = 2 sec2 a31() [aZ03 (R31 — R33) -~ A^oi (R'31 -Rn)]

Dalej 

oraz

Łatwo sprawdzić, że otrzymany zespół wzorów można napisać w symbolice krako
wianowej pod postacią

F'x F'y F'z

aXOi aY01 ąZOi 
aXŁ2 aY2 aA)2 
aXq3 aY03 aZos

G'x G'y G'z 
H'x H'y H'z

sec2aI2a (R„ — R12> 
sec2 a12o (R22 — R12) sec2 a23|) 

sec2 <x23o
którą wykorzystujemy dalej w tekście głównym.

sec2 a3i0 (Rn — R31)
(R22 — R23)
(R33 —’ R23) sec2 a31fl (R33 — R31)

= —2
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x y z
H'y h;

zlX01ZlY01 JZ0] 
dXg2d Yo2d Zfl2 
dX03zlY03zlZ03

sec2a12o (Rn-R12) .
sec2a12o (R22-R12)sec2a23o

sec2a23()

sec2a31o (Rn—R3i)
(R22 ^23)

(R33 R23)seC“a3l0 (R33 ®31) .
= - 2

lub:

JX01żl Y01dZ01 
dXo2d YO2dZo2 
JX03JY03z1Z03

Ponieważ

(Ru—R12) (Rj-Rsi)
(R22 —^12) (R22 ^23)

(R33"-^2s) (R33~^31)

( Fp - Fo ) 
(Gp —Go ) 
(Hp -Ho)

o osec a12o - secm12 
sec2a23o — sec2a2S 
szc2a3]() - sec2agl

sec2a12o
sec2a23o

sec2a31Q

rozwiązanie zagadnienia

- 2

wcięcia wstecz w przestrzeni trójwymiarowej wyrazi wzór

dX sec2a12o —sec2a12
dY = V2' sec2a23() —secaa23
dZ sec2a31o —sec2a31

zlX01zlY0jdZ0j 
dX02JY02zlZ02
dX03zlY03dZ03

(Rn—R12) (Rn-R13)

(R22~ Ri2)(F22—R23)

( ^33 — R2s)(^33— Rls)

sec2a12o
sec2a23o

sec2a31o
(6)

gdzie sec2 a jest kwadratem secansa wartości kąta danej w zadaniu, 
a sec2a0 kwadratem secansa obliczonym z przybliżonych wartości współ
rzędnych w drodze wykonania nad wierszami tabeli przyrostów operacji 
rachunkowej, wyrażonej przez znany już wzór, który tu powtarzamy: 

sec2aik Sjj Skk

Sa2

przy czym Sik jest sumą iloczynów elementów i4eg0 wiersza tabeli przy
rostów przez odpowiadające porządkiem elementy k,eg0 wiersza tej tabeli. 
Wielkości Rik są odwrotnościami wielkości Sik .
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Przykład liczbowy

X= 80
Y=U6
Z= 42

X=192
Y= 33
Z= 25

X=262
Y=184
Z=105

1

2

3

- 99^900' 
3-1

Tabela przyrostów (w jednostkach 
stukrotnie większych) ma postać:

-0.70
0.42
1.12

- 1.14
- 1.97
-0.46

-0.08
-0.25

0.55

Xo=15O
Yo=23O
Zo= 50 -0.3036 -3.2938

Sik Rik sec2a0 sec2a (sec2a0— 
— sec2 a)

1.7960 0.5568 1.90308 1.90367 -0 00059
1.9718 0.5072
4.1198 0.2427 4.74535 4.74039 0.00496
1.2391 0.8070
1.7685 0.5654 34.45941 34.40146 0.05795

Działanie, które mamy wykonać, wyraża teraz wzór

dY 
dX 
dZ

-0.000295
0.002480
0.028975

—0.70—1.14 -0,08
0.42-1.97-0.25

. 1.12-0.46 0.55

0,0496 3.8506
-0.2645-0.5643

-0.2416 3.8592

1.90308
4.74535

34.45941

Realizując ten wzór znajdujemy kolejno:

dX 
dY 
dZ

-0.000295
0.002480

- 0.028975

-0.14581 0,46452 0.06216
-0.50760 1.22281 0.00820

1.62688 -6.16492 1.81451

1.90308
4,74535

34,45941

-0.000295
0.002480
0.028975

- 0,2775 
- 2.4087 

. 56.0613

0.8840
5.8027

-212.4395

0.11831 -1
0.0389

62.5269

Dalszy rachunek wymaga obliczenia odwrotności krakowianu. Ponieważ 
tabelą minorów wyznacznika:

- 0.2775 0.8840 0,1183
- 2,4087 5.8027 0,0389

56,0613 -212.4395 62,5269
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jest, co łatwo bezpośrednio obrachować, tabela:

371.09 152.79 186.40
- 80.41 - 23.98 - 9 39
- 0.6515 - 0 2741 0 5190

wartość zaś tego wyznacznika, obliczona trzykrotnie w drodze mnożenia, 
każdej z kolumn tabeli wyznacznika przez odpowiadającą jej kolejnością 
kolumnę tabeli minorów — wynosi 54.16, mieć będziemy ostatecznie

— 0.00581
-0.0021 1 
- 0.0012 i

dX 
dY 
dZ

=
-0.000295

0.002480
0.028975

371.09
- 80,41 -
- 0.65 -

152.79 186.40 1
23 98 - 
0.27

9.39
0.52 54.16

X 150 -0.58 149.421
Stąd: Y ' = 230 + -0.21 ' = ' 229.79 )

Z 50 1-0.12 49.88
gdzie powróciliśmy do uprzednich jednostek, porzucając rachunek w jed
nostkach stukrotnie większych.

Zauważymy jeszcze, że rozwiązanie zagadnienia wcięcia wstecz niemal 
że nie komplikuje się pod względem rachunkowym, jeżeli wyrazić niewia
dome jako funkcje liniowe spostrzeżeń, tzn. jeżeli za funkcje FGH obrać 
nie kwadraty secansów, ale bezpośrednio kąty.

Rozwiązanie ma wówczas postać:

dX 
dY 
dZ

Oi20 a12 

O230 —a23 

«3>0 ~«si

zlXOtZlYOjzdZM 
dX02zlY02zlZ02 
A X03 A Y03zl Z03

(Rn—R12) (Rlt—R13)
(R22 Hi 2X^22 R23)

(H33 H23XR33 His)

cotgai20
COtgd230 

cotgasi 0
(6X

gdzie aiko jest wartością kąta obliczoną z przybliżonych współrzędnych 
znanym już wzorem, zaś a,k wartością kąta uzyskaną z pomiaru.

Dowód słuszności wzoru (6’) w oparciu o wzór (6) można przeprowa
dzić jak niżej, oznaczając przez dx Krakowian kolumnowy niewiadomych, 
przez dsec2krakowian kolumnowy różnic kwadratów secansów oraz przez 
a, b, c znawiasowane krakowiany wzoru (6); mamy

dx = 1/2 d sec2 [a b c]-1 = V2 d sec2 [(a b) c]"1 = 1/2 d sec2 [(a ,
gdzie zastąpiliśmy odwrotność iloczynu przez iloczyn odwrotności, co- 
z uwagi na istnienie odwrotności jest możliwe.

Mamy jednak dla każdego kąta a : d sec2a = 2 sec2 a tg a • da.
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Będzie więc

d sec2 a — 2
da12 
da23 
da3i

sec" a12 tg a12
sec a23 tg a23

sec2a31 tg a31
= 2 dal

gdzie przez da oznaczyliśmy krakowian różniczek kątów odpowiadają
cych różniczkom kwadratów secansów, przez t zaś krakowian przekątny 
ostatniego równania. Podstawienie do otrzymanego uprzednio wzoru na 
dx daje

dx = da • t [(uó)-1 c-1] = da [(ab) 1 c 1 z] = da [(ab) '(tc *)], 
gdzie nie odróżniamy krakowianów przekątnych c t od ich transpoz. 
Mamy jednak

sec2 a12 tg a12
sec- a28 tg a23

sec2 a81 tg a31 

^sec2 a12
1/seca a28

7sec2 a31

cotg a12
cotg a28

cotg a31

•co przy oznaczeniu Ci krakowianu przekątnego cotangensów pozwala 
napisać ostatnie równanie pod postacią: dx~da [(ab)-1 c^*] = da[abcj-1 
identyczną z wzorem (6’).

Podkreślaliśmy już, omawiając wcięcie liniowe, że wyrażenie niewia
domych w funkcji liniowej spostrzeżeń pozwala na prostą analizę dokład- 
nościową. Rozwiązując np. obrany wyżej przykład liczbowy na wcięcie 
■wstecz wzorem (6i) otrzymalibyśmy (szczegóły rachunku pomijamy)

dX] —0.0001648 1239 510 622
dY = ' 0.0002715 -1363 -407 -159
dZ -0.0001454 240 101 -191

gdzie różniczki kątów wyrażone są w mierze radialnej. Wynika stąd zaraz, 
że przy wartości błędu średniego obserwacji kątowej m0, błędy średnie 
współrzędnych mx , niy, mz wyniosą:

mx = m0 j/ 1239a + 13632 + 2402 = 18 W m0 

my = m0 /“SIGM- 4072 + 101- = 660 m0 

mz = m0 / 6222 + 1592 + 1912 = 670 m0.
.Jest też od razu widoczne, że w danym układzie obserwacyjnym pierwsza 
i druga obserwacja wymagają dużo większej pieczołowitości niż trzecia, 
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gdyż elementy trzeciego wiersza ostatniego krakowiana są stosunkowo 
niewielkie. Konkretnie np. błąd 2”, tj. w mierze radialnej 0,00001 — po
pełniony w pierwszej obserwacji zniekształci niewiadomą x o 0,01239 jed
nostek, podczas gdy taki sarn błąd w obserwacji trzeciej zniekształci tę 
niewiadomą o 0,00240 jednostek itp. Tego rodzaju analizy, możliwe do 
przeprowadzenia przed dokonaniem obserwacji, o ile parametry charak
teryzujące dany układ obserwacyjny są w przybliżeniu 'znane, stanowić 
mogą niewątpliwie dużo cenniejszą broń w walce o najwyższą dokład
ność od wielokrotnego powtarzania obserwacji.

Przykład 3. Rozwiązanie czworoboku sferycznego

Na koniec rozpatrzymy zagadnienie rozwiązania czworoboku sferycz
nego, w którym dane są dwa przyległe boki a b, kąt prawoskrętny a mię
dzy bokiem b i a, przeciwległy mu kąt (3 oraz łącząca wierzchołki kątów 
a i (3 przekątna p.

Czworobok będziemy uważali 
za rozwiązany z chwilą obliczenia 
wartości boków x i y przylegają
cych odpowiednio do boków a i b 
(rys. 3), przy czym wartości przy
bliżone xo, yo uważamy za znane. 
Wyznaczenie pozostałych elemen
tów czworoboku sprowadza się 
z chwilą określenia x i y do stoso
wania najprostszych równań try
gonometrii sferycznej.

Aby obrane wielkości x i y 
można uważać za zmienne nieza
leżne, musimy z pięciu wielkości 
danych, determinujących w jedno
znaczny sposób czworobok sferycz

Rysunek 3

ny, obrać dwie za funkcje F(xy), G(xy), kierując się oczywiście przy wy
borze możliwie najprostszą postacią związków funkcjonalnych FG.

Przyjmiemy za funkcję FG kąty a i p, których wielkości dają się 
łatwo uzależnić od zmiennych x y, jeżeli traktować kąty a i p jako sumy 
kątów aj i a2 lub Pt i P2 zawartych odpowiednio między przekątną i bo
kami (rys. 3). Mamy więc np. przyjmując najprostszy związek cosinu- 
sowy
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„ , . , cos x — cos a cos pF (xy) = a = a, + a3 = arc cos--------------------- -
sin a sin p

+ arc cos cos y — cos b cos p
sinb sin p

z t Q Q , 0 cos a — cos p cos xG Uy) = P = + P2 = arc cos-------------- ---------- F
sinp sinx

+ arc cos cos b — cos p cos y 
sin p sin y

Różniczkowanie daje
9F_ sinx sinx
3x ]/l — cos2^ • sin a sinp sin aj sin a sinp

. . 8F 1 . . . 3F 1lub: —=-------------- , analogicznie — =--------------
3 x sin Pt sin p 8 y sin P2 sin p

8G_  —1 cosp sinr • sinp sinr —sin p cosx (cosa — cosp cosx)
8 x j/1 — cos2 p (sin p sin x)2

cotg p cosx cos a — cos p cos x\—cotg p — cotg x cos pt
sinx sin p sin x / sin pj

Ostatecznie tedy mieć będziemy
8 G = cotg X cos Pt - cotgp , analo icznie 3G = cotg y cos P2-cotg p
3 x sin Pt a y sin p3

Oznaczając jak zawsze przez dx dy poszukiwane przyrostki obranych 
zmiennych otrzymamy więc

. , 1 1 — 1( dx 1 [a— (a4-a„)l . D ; 1 —; 
J I I ' ' I sin p; sinp sinp2smp
l J | £ | cotg x cos cotgp cotg p cos p.-cotg p

sin^i sinp2

Można to też napisać pod nieco przejrzystszą postacią, której identyczność 
ze znalezionym wzorem łatwo sprawdzić

(dx 
idy

a - (ax + a2) 7sin/St

7sin£2

F sin p

7sin p

cotgx0 cotgp I
1 cos /3t I

cotgy0 cotg p
1 cos 03

(7)

Wartość kątów a2 pj P2 liczyć tu należy oczywiście z dokładnością 
danych wyjściowych głównych, pomimo że zależne są one od wielkości
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xy znanych z dokładnością dużo niższego rzędu. Jeżeli wzory cosinusowe 
będą za mało dokładnie (kąty bliskie o lub n), stosować należy wzory tan- 
gensowe lub sinusowe. Są to wszystko szczegóły rachunku. Istotę po
stępowania stanowi wyznaczenie kątów aj a2 P2 z trójkątów o trzech 
znanych bokach, obliczenie różnic między wartościami kątów a i fi 
danych w zadaniu a ich wartościami uzyskanymi z rozwiązania trójką
tów at+a2) 161+^2 oraz wyznaczenie poprawek do przybliżonych warto
ści boków xoyo w drodze zrealizowania mnożenia krakowianowego (7).

Przykład liczbowy

cos sin cotg
a 0.8660254 0.5000000
b 0.7660444 0,6427876
p 0.0779556 0.9969568 0.0781936
x 0.5001260 0,8659527 0.5775442
y 0.3421113 0.9396595 0.3640801

Obliczenie kątów daje:

cos a, = —cospcos£ = 0 867870Q ai = 29o47,! g„ 6Q
sin p sin a

_  COS y COS p COS b _ n 4cos a2----------- ---------- - -------------0.4406679 a2 = 63°5r 12 .09 
sin p sin b

ai + a2= 93°38'29".19

cos —cos p cos x = 0 9579765 = i6040'09".35
sin p sin x

cos fi2 = cos b ~ cos P1229 = 0.7892560 = 37°53'02".28
sinp siny

^ + £2= 54°33'11".63
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Mamy więc

a - (04 + a2) = 93°40'46",72 - 93°38'29".19 = 137".53,

oraz:

0-^ + &) = 54034'08".09-54°33'll"63 = 56".46

dx 137.53

dy 56.46

I 0.57754 0.07819
3.48618 H 1.00305 | 1 0.95798

1.62849 1.00305 10.36408 0.07819 
| 1 0.78926

0.47508
Wartości wy
znaczników są:

0.20916

Dalszy rachunek daje

dx 137.53 3.49681 1.63346 — 1

dy 56.46 1.65621 0.34061

137.53 0.34061 -1.65621 1 29.97
—

56.46 -1.63346 3.49681 1.51430 ” 20.04

Stąd ostatecznie znajdujemy

x = 59°59'30" + 29".97 = 59°59'59".97

y = 69°59'40" + 20".04 = 70°00'00".04

* * *

Szczególnym wypadkiem rozpatrzonego zadania jest rachunek wyzna
czenia azymutu gwiazdy L lubP (rys. 4) w oparciu o znajomość: 1) szero
kości geograficznej miejsca obserwacji 'f, 2) deklinacyj oLop tych gwiazd, 
3) różnicy ich rektascenzyj a=Rp—RL oraz 4) kąta dwuściennego p wyzna
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czonego przez wertykały gwiazd, tzn. kąta równego różnicy azymutów 
gwiazd P i L (rys. 4).

Postępowanie nosi nazwę metody 
.Hosmera-Krasowskiego. Nie wnika
jąc w szczegóły dotyczące obserwa- 
cyj, które należy oczywiście sprowa
dzić do tego samego momentu czasu, 
zauważymy, że o ile zaobserwować 
też przybliżone wartości wysokości 
gwiazd nad poziomem, co jest bardzo 
mało kłopotliwe, a pozwala na wy
datne skrócenie czasu rachunku, za
danie można rozwiązać jak niżej.

1. Wyznaczamy z trójkątów pa- 
ralatycznych Biegun Zenit Gwiazda 
kąty przy podstawie Biegun Zenit 
opierając się na znajomości wszyst
kich boków w tych trójkątach, po 
czym porównujemy różnicę rekta- 

scenzyj gwiazd, tzn. kąt a , z różnicą kątów przy biegunie oraz różnicę 
azymutów gwiaizd /tzn. kąt /? z różnicą kątów przy zenicie, obliczając 
wielkości

Aa=a-(ap-aL) Ap=p-(?p-pL)

2. Znajdujemy poprawki dPL dj3p zamieniające kąty przy zenicie, 
znalezione z rozwiązania trójkątów paralaktycznych, na azymuty gwiazd. 
Wymaga to realizacji wzorów

(8)1 U 1 = 1 COS? J 1 CO^Pf IShL cos3p dPL =
Aa ńp
u uv , dPP =

Aa Ap
V vu

|v) (sin® j( —1 —1 ! u—V u—V

Przykład liczbowy
Rozwiążemy przykład podany w Roczniku Astronomicznym G.I.N.B. 

1946 (F. Kępiński: Metoda Hosmena wyznaczania azymutu na mocy po
miaru kąta horyzontalnego między Biegunową a inną gwiazdą). Przyj- 
miemy przy tym, że wysokość gwiazd nad poziomem wyznaczono z do
kładnością rzędu 1’.
Danymi będą: ?=52013'21"3L=56°14'17.3" 3p=89°00'16.5" (Biegunowa), 
a=Rp-RL=17u07'05" p=43°25'50.9"hL =38°34' hp=52°24.
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Obie gwiazdy znajdowały się z zachodniej strony południka.

hL 
hp 
SL 
o

sin cos tg
0.623425 0.781883 0.797337
0.792290 0.610145 1.298526
0.831354 0.555772
0.999849 0.017375 -
0.790396 0.612597 -

Po zestawieniu tablicy potrzebnych, 
w rachunku funkcyj trygonometrycz
nych przystępujemy do, rozwiązania 
trójkątów, pamiętając, że w związku 
z obraną kieirunkowością wartości cc 
i (3 dla obu gwiazd — z uwagi na ich 
zachodnie położenie będą ujemne. Ra—

chunek daje

sinhL—sinoLsin®
cosa, =-------- 5------ ■—L cosoLcos<f>

-0.0336739
— =-0.098906 0.3404643

sinPL=
cosoLsinaL 

cos h,

«L— - 95°40'34'
0.555772 • 0.995097

0,781883 0.707327

PL= —45°01'04"

cos ap =
sinhp—sinop sin® 

cos op cos cp
0.002013350
0.01064387 0.189156

ap= - 79°05'47‘

cos S sin ap 
sin^p= -------- r—F cos hp

stąd ap-aL= 16°34'47" (a = 17°07'05"> 
0.017375 • 0.981947

0.610145 = 0.027963;

SP = - l°36'08'
Pp-0Ł = 43°24'56" (P=43u25'50.9>

Mamy więc Aa=17°07'05" - 16°34'47"=32'18" =1938" 
oraz Ap=43°25'51"-43°24'56"=55"

W dalszym rachunku otrzymujemy

fu) (0.6125971 ((0.706887 • 0.797337) (0.999608 • 1.298017)
(v) (0.790396) ( - 1 - 1

( - 0.445120 ]
( 0.004765 ) dpP =

1938 55
0.004765 -0.002121 = 9",7.

-0.449885

Dodając poprawkę d p2 do przybliżonej wartości azymutu Biegunowej; 
P2 wyznaczymy jej azymut:—l°36'08"-j- 10" = — 1°35’58". Począwszy
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od rozwiązania trójkątów można było oczywiście pracować z mniejszą 
dokładnością rachunkową (4 a nawet 3 cyfry znaczące). Doświadczenie 
poucza jednak, że zmiana dokładności w czasie rachunku nie jest eko
nomiczna.1

1 COS Pp

Dowód słuszności wzoru (8) podajemy w odsyłaczu 2. Dla uniknięcia 
nieporozumień warto nadmienić, że podanie przykładu na wyznaczenie 
azymutu metodą Hosmera-Krasowskiego nie miało w żadnym razie na 
celu propagowania tej metody do celów praktyki. Jest to niewątpliwie 
jedna z najuciążliwszych metod wyznaczania azymutu i posiadać może 
znaczenie praktyczne wyłącznie w wypadku posługiwania się efemerycz
nymi tablicami funkcyjnymi, pozwalającymi sprowadzić czynności ra
chunkowe do interpolacji, jak np.: Tablice funkcyjne geodety radziec
kiego Smirnowa (Tablicy dla opredielenja azimuta ziemnogo predmieta). 
Natomiast znaczenie dydaktyczne zagadnienia zaprzeczyć się nie da. I to

1 Zazwyczaj zakłada się znajomość przybliżonej wartości azymutu jednej z gwiazd 
(Biegunowej), co w opisanym sposobie postępowania rachunkowego nie byłoby wy
godne. Mogłoby bowiem w razie mało dokładnej wartości azymutu — spowodować 
potrzebę rachunku metodą kolejnych przybliżeń; czego znajomość wysokości gwiazd 
pozwala z łatwością uniknąć. Zbyteczne wyjaśniać, że pomierzone wysokości gwiazd 
grają rolę pomocniczych elementów aproksymacji, a nie spostrzeżeń nadliczbowych.. 
Nie ma więc żadnego celu silić się na ich dokładne wyznaczanie, gdyż dokładność 
ta znikomy ma wpływ na cel pracy: wyznaczenie azymutu gwiazdy okołobiegunowej 
o małym ruchu w azymucie. W rozwiązanym przykładzie zmiany rzędu 1' w wyso
kościach gwiazd spowodują zmiany w granicach 1" w azymucie Biegunowej, o czym 
przekonać się łatwo przez podstawienie wartości liczbowych. (Obliczenie cząstkowych

8 Pp 8 Pp
pochodnych ~ , byłoby tu niesłychanie uciążliwe — podobnie zresztą jak

o n 1 o H2

3?P 
i obliczenie cząstkowej pochodnej ------ ).ap

2) Dowód słuszności wzoru (8) przeprowadzić można jak niżej. Oznaczając przez 
? szerokość geograficzną miejsca obserwacji, przez hp, Wysokości gwiazd nad 
^poziomem, przez różnice:

= a — (dp — dL ) = a — (dj “2) aP = P-(Pp-Pl) = P-(P1 + P2)
i pamiętając, że p, = — pL oraz p2 = Pp napiszemy równanie (6) pod postacią:

dx

dy

- 1
sin PL

__ 1 _
sin pp

I tghL tg? 
'/cos ? 1 COS PL 

^COS <PItghp tg?

Ąd

A?.

— 1
sin cos?

tghL cos PL —tg?

sm.^

_ £_____  

sin Pp cos ? 

tghp cospp — tg?

sin Pp
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zapewne jest przyczyną powstawania coraz to nowych ujęć problemu 
Hosmera, jak np. podane w ostatnich latach przez prof. Kępińskiego 
(loc. cit.) ujęcie, w którym autor sprowadza zadanie do wyznaczenia kąta, 
godzinnego t gwiazdy Biegunowej, (w naszych oznaczeniach — aLlub — ap 
na drodze rozwiązania jednego równania trygonometrycznego o postaci: 
ka + &>c • cos t + A18 ■ sin t -f- k2 ■ cos (2t — ra) = k0 + kx cos (Z — KJ + 

+ k2 cos (2t — ra) = 0, 
gdzie:
- k0 = cos tp • tg ra ■ tg ó'+ 72 (1 + sin2 tp) ■ sec <p ■ cos ra • tg ra • tg p + 

+ tg <p ■ sin ra ■ tg p
kic — sin <p • cos ra ■ tg ra + sin ra + sin <p • tg ra • tg ó' • tg p =/t1cos 
Ai8 = sinę> • sin ra ■ tg ra — cos ra + tgó' • tgp = ki sin
k2 =1/2coscp -tgra ■ tgp 

przy czym p jest odległością polarną Biegunowej, ó' deklinacją drugiej 
gwiazdy, ra różnicą odczytów koła poziomego przy celowaniu na gwia
zdę pomocniczą i Biegunową, ra odpowiadającą różnicą rektascenzyj^ 
wreszcie y szerokością geograficzną miejsca obserwacji. Pomimo elegan
cji matematycznej ujęcia — szukaną wielkość określa jedno równanie;, 
czynności rachunkowe nie są tu specjalnie proste.

gdzie oznaczyliśmy w skróceniu przez t drugi krakowian ostatniego równania. Prze
kształcimy teraz zmienne dx dy na zmienne daj d22 Mamy:

dat
dxT

A? ~ Śh
dy

A“

A?

1

/ dx

i /d^
/ du

Podstawiając wartości:
3«1== 3F 3 = 8G
3 x 3x 3 dy 3y’

oraz wartość rt otrzymamy:

da, 

,d£2

A«

A?

— sin Br cos <p . oL T sin pp

tghp cos^p—tg<f>

— 1 
sin cos

1 
sin Pp cos

tyhLcos PL — tgy 

sin PL

tghp cos —tg<p

sin ^p



Zagadnienie odwrócenia szeregu Taylora w ujęciu krakowianowym 41

A“

AP

__________ 1___________
1 (tghp cos <f>p cos f —sin <f>)
(tghL cos pL cos<p — sin ę) 1

Przy oznaczeniach: u = tghL cos PL cos <p — sin<p oraz: v = tghp cos Pp cos <p —sin 
otrzymamy:

da, 

dp2

A“

A?

1

U 1 aP J

Obliczając potrzebną poprawkę azymutu dPp = dp2 znajdziemy:

— Ua»+aP (—Ua“ + aP)v uv A“ — vaP
^Pp TT

F 1 __ U V — U U — V
V

Dla symetrii napisaliśmy to pod postacią:

dpp =
aP
uv

U---- V

Analogicznie byłoby

dPL = - dP.
I A« A?I 
| U UV I

u — V

Również dla symetrii napisaliśmy oznaczenia u v pod postacią iloczynu krakowia
nowego

ul i cos f If cos pL tghL
v ) | sin ® J l — 1

cos Pp tghp 
— 1

Użycie symboliki krakowianowej we wzorze (8) jest oczywiście mało istotne. Na
tomiast użycie tej symboliki w rozumowaniu pozwala na przeprowadzenie dowodu, 
z czego często autorzy unikający posługiwania się pojęciem liczb zespołowych mu
szą rezygnować.

PE31OME

Bo mhotmx reoae3HHecKnx npoóJieMax npnxoflMTCH onpeflejiMTt KOMnjieKC Heaa- 
BHCHMbIX nepeM6HHbIX X, Y, Z, CBH3aHbIX (|)yHKqHOHajIbHO C H3BeCTHbIMH Bejm- 
HMHaMn flpyroro KOMnjieKca He3aBncnMbix nepeMeHHtix F, G, H. HenocpeflCTBeHHoe 
onpeflejieHHe BejiHHHHbi X, Y„ Z, KaK (JjyHKĘHH F, G, H, hbjih6tch npn stom oneHb 
Tpy^HMM, HJIH, B HeKOTOpbIX CJiyqaHX AaHte H6B03M0HtH0M B CBH3H C XapaKTepOM 3a- 
bhchmocth X (F, G, H), Y (F, G, H), Z (F, G„ H).

H3BecTHbi ofluano npuÓJiMJKeHHbie SHaneHHH hckommx X, Y0 Z, a KpoMe Toro 
BbraHCJieHHe npoH3BO£Hbix F (X, Y, Z), G (X, Y(p Z), H (X, Y, Z) h BMHHCJieHHe 
SHanenHii caMbix (jjyHKpHH «jih H3BecTHbix 3HaqeHHH He npe^CTaBjiHeT sarpysnenHa.
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Bonpoc ^aHHoro xapaKTepa mohcho CHHTaTb odpaTHbiM sa^ane pasjioHteHHH 
4)yHKn,HH MHorax nepeMenHbix b pa^ Taftjiopa, npene6peraa HjienaMH bmciiihx ctb- 
neHeń. IIpMMeHHH mcto^ KpaKOBHHOB BaHaxeBuua aBTOp cboamt stm npofŚ.neMM 
k oflimaKOBOM cxewe u yKaabisaCT nojibsy TaKoro pemeHna TaK c MaTeMaiuuecKoil 
TOHKH 3peHHH, K3K H C npaKTHTOCKOrO npHJIOHteHHH K HHCJI6HHHM BblHHCJieHHHM.

RESUME

Dans beaucoup de problemes geodesiques, nous rećherchons souvent un certain 
ensemble de variables independantes X, Y, Z, dont chacune peut etre considere 
comme une fanction des grandeurs connues d’un autre ensemble de variables indee- 
pendantes les unes des autres F, G, H. Une determination directe des grandeurs 
X, Y, Z comme fonctions des grandeurs F, G, H est, outre cela, penible ou meme im- 
possible a realiser, vu le caractere de dependance de X(F, G, H), Y(F, G, H), 
Z(F, G, H).

Dans 'Oe probleme, cependant, les valeurs approximatives recherchees des gran
deurs X, Y, Z sont connues et la differentiation des fonctions F (X, Y, Z), G (X, Y, Z), 
H (X, Y, Z), de meme que calcul des valeurs variables connues, ne presente pas de 
difficultes.

Le probleme du type precite peut etre considere comme le probleme inverse du 
developpement de la fonction de plusieurs variables en serie de Taylor avec l‘omis- 
sion des hautes puissances des accroissements.

Le but de cet article serait de donner, par l‘adaptation du calcul des cracoviens de 
Banachiewicz, une formę homogene a ces problemes, ce qui illustrera en meme 
tempa les avantages de cette conception aussi bien dans. le domaine theorique que 
dans le domaine du calcul numeriąue.



Geodezja i Kartografia. Tom I. Zeszyt 1—2.

Zygmunt Kowalczyk

Pomiar mysokości kominom fabrycznych i kontrola ich pionomości

Częstym zjawiskiem obserwowanym w praktyce są stwierdzone wy
chylenia kominów przemysłowych. Zjawisko to obserwujemy nie tylko 
na terenach górniczych, jako skutek eksploatacji górniczej, ale i na tere
nach niegórniczych.

Wychylenia te są spowodowane:
osiadaniem fundamentu i muru komina 
osiadaniem samego fundamentu 
osiadaniem muru komina.

Na terenach niegórniczych najczęściej spotykamy osiadanie muru 
komina jako skutek za małej izolacji cieplnej., przez co> beton przegrzewa 
się i w następstwie tego rozpada się na piasek, powodując zaciskanie fug 
muru.

Zadaniem pomiarów geodezyjnych jest ustalenie wielkości wychyle
nia osi pionowej komina, która nie powinna przekraczać 6 — 10 cm i usta
lenie czy wychylenie komina rośnie progresywnie z jego wysokością. 
Pomiar wysokości kominów opieramy na specjalnie założonej bazie I — II 
tak usytuowanej, aby mierzony komin znajdował się na symetrycznej do 
bazy, a więc w pobliżu prostopadłej wyprowadzonej z jej środka (rys. 1). 
Długość bazy powinna być dostosowana do' wysokości komina, a więc nie 
za krótka, tak aby 'kąty nachylenia celowych P były nie większe jąk 45°. 
Przy kątach (3 większych od 30° trzeba zwrócić szczególną uwagę na 
dokładne spoziomowanie przyrządu.

Do obliczeń potrzebne są kąty ar i a2 zawarte między bazą a środkiem 
komina S, który nie jest sygnalizowany, wobec tego kąty te obliczamy 
ze średnich odczytów celowych skierowanych na obie skrajne tworzące 
komina.

Z trójkąta S, I, II na podstawie twierdzenia sinusów otrzymamy

a — d ■
sin a2 

sin (aj + a2) ’ (O
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Rys. 1.
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sin a.
b = d • . . . . • (2>sin + a2)

Wobec tego h = a • tg + Wi (3)

i h = b ■ tg p2 4- w2. (4>

często jeszcze należy obliczyć r, do czego wykorzystamy trójkąt S E I 
i S F II

Hk = Hm + h.

r
---- = sin 82 skąd

8"2
r = ~ a • (5>

r

r
= sin skąd

8^
r = ~ b ■ „ (6)'

r

gdzie i o2 są bardzo małymi kątami, 
punktu komina:

Wspórzędna Hk najwyższego

(7>

Na podstawie trygonometrycznego pomiaru wysokości możemy rów
nież ustalić wielkość skrzywienia komina.

Rjjs. 2.
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Ponieważ zagadnienie to wymaga określenia trzech współrzędnych, 
przy czym x i y szczególnie dokładnie, dlatego obserwacje należy doko
nać z trzech stanowisk (rys. 2), tworzących trójkąt lub zamknięty wielo- 
bok (rys. 3), jeśli są przeszkody terenowe dla założenia trójkąta.

Pierwsze stanowisko wybieramy w miejscu najlepiej widocznego 
skrzywienia komina.

Pomiaru dokonujemy w miejscach widocznych skrzywień, a jeżeli 
trudno jest ję ustalić na oko, to wtedy obserwujemy komin na wysokości 
jego pierścieni (obręczy) lub o kilka rzędów cegieł poniżej lub powyżej 
najbliższego; pierścienia (rys. 4).

Mając dane współrzędne x, y i H wszystkich' trzech punktów stałych 
A, B i C oraz pomierzone kąty poziome i pionowe, możemy wyliczyć 
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współrzędne x, y i z środka komina w jego charakterystycznych miejs
cach.

Współrzędne x, y środka komina obliczamy trzykrotnie niezależnie 
z trzech trójkątów wcięciem w przód, a następnie wyrównujemy je gra
ficznie (obliczając środek ciężkości trójkąta, którego wierzchołkami są 
współrzędne przybliżone środka komina, obliczone z punktów A, B i C). 
W ten sposób otrzymamy dla każdego przekroju komina jego środek.

Obliczone środki komina poszczególnych przekrojów nanosimy wzglę
dem środka pierwszego przekroju komina, co da nam obraz przebiegu 
skrzywienia komina w płaszczyźnie pionowej i poziomej, (rys. 4).

Wysokości przekrojów, dla któ
rych wyznaczono środek komina 
określamy za pomocą niwelacji 
trygonometrycznej.

Można określić wszystkie trzy 
współrzędne przekroju komina ze 
znanych współrzędnych punktów 
A, B i C oraz kątów nachylenia 
celowych do środka komina. Spo
sób powyższy podany jest na dal
szych stronach. Warunki miejsco
we mogą zmusić nas do usytuowa
nia bazy I — II w przedłużeniu 
środka komina (rys. 5).

Określenie współrzędnych x, y, H za pomocą pomiaru kątów pionowych

Ponieważ zagadnienie powyższe dotyczy trzech niewiadomych, dlatego 
musimy mieć tyleż równań. Punkt w przestrzeni możemy określić za 
pomocą trzech kątów, a mianowicie: dwóch kątów poziomych i jednego 
pionowego, dwóch kątów pionowych i jednego poziomego i wreszcie za 
pomocą trzech kątów pionowych.

W ostatnim wypadku, który będziemy rozpatrywali dla określenia 
w przestrzeni punktu P (którym może być np. środek komina, pioruno
chronu, szczyt wieży itp.), mamy dane współrzędne trzech punktów Ar 
B i C, a mianowicie:

(xa> «a>ha)’ <xb- yB, Hb)> < xc> yc, Hc)
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i 'kąty pionowe pomierzone na stanowiskach A, B i C do punktu P tj.: 
«, P, T (rys. 6).

Powyższe dane spełniają zależności, co wynika z trójkątów (A P A’), 
(B P B’) i (C P C’), przy czym należy pamiętać, że ten sposób wyzna- 
■czania punktu w przestrzeni może mieć miejsce przy krótkich celowych.

Rys. 6.

H - H. 
tga = _ " - :

/(x - xA)2 + (y - yA)2

H - Hb 
tgB =--------- —

/U - XB)2 + (y - yB)2

H — Hr 
tgy = .... ■ , _ =

l/(x - Xc)2 + (y - yc)2

(8)

By nie operować dużymi cyframi, wprowadzamy wielkości przybliżone 
xo, yo i Ho, które możemy określić graficznie oraz na podstawie których 
■wyliczymy:
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x = x0 + J x 
u = y0 + 4 y 
h = h0 + J h

(9)

Wprowadzając wartości (9) do (8) otrzymamy

(H0+z1 H-^l-tga^^-pj X_XA)2_|_(yo_|_Jy_yA)2=O 
(H0 + d H—HB )-tgP/(xo+J x-xB )2+(y0+Jy-yB )2=0 
(H04-d H—Hc)-tgT/(Xo+Jx-xc )2+(yn+zly-yc )2=0

(10)

Przechodzimy do' rozwinięcia powyższych zależności w szereg Taylora, 
którego ogólną postacią jest:

f(x, y, z) = f(x0 + dx, y0 + Ay, z0 + Az) = f(x0,y0,z0) +
df „ , df t , df 4 , d2f żlx2

• dx+ — • Ay+ n- • dz+3-5 • ^3-dx dy dz dx~ 2 !

d2f Jz2
+ dz2 2! +................

d2f Ay2 
dy2 ' 2!

Pierwsze wyrazy rozwinięcia w szereg Taylora otrzymamy przez
zróżniczkowanie funkcji (10) względem poszczególnych zmiennych.

(x0-xA) • tga (y0-yA) ’ lga
^(x0-XA)2 + (y0-yA)2 l/(x0-xA)2+(y0-yA)2

+ (Ho- Hj-tga/ (x0-xA)2 + (y0 -yA)2=0

(x0-xB) • tg? (y0—yB) • tg?
JH----r ---- - ■ AX — r ■ ■ —

/(x0-xB)2+(y0-yB)2 /(x0-xB)2+(y0-yB)2
• dy+

(11)
+(H0-hb)-tgPj/(Xo-xB)2+(y0-yB)2 — 0

(x0-xc) • tgr (yo-yj • tg p
l/(x0-xc)2+(y0-yc)2 /(x0-xc)2+(y0 - yc)“

+(Ho-Hc)-tgTl/(xo-xc)2+(yo-yc)2 = 0

■ dy +

Wyrazy drugie i dalszych rzędów pomijamy jako znikomo małe. Roz
wiązując układ równań (11) otrzymamy ńx, Ay, AH.

Wyliczone za pomocą powyższych wzorów wielkości x, y i H będą 
tym dokładniej określone im mniejsze są wielkości Ax, Ay i AH.
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Przykład 1
Dane są współrzędne trzech punktów A, B, C, a należy określić 

współrzędne piorunochronu P (rys. 7).

X y H

A 0,00 0,00 + 0,37

B 53,72 31,24 0,00

C
I

0,00 62,51 + 0,15

Współrzędne przybliżone piorunochronu P wynoszą:

x0 y0 Ho

10,50 30,00 24,50

Kąty pionowe do piorunochronu pomierzone na stanowiskach 
A, B, C:

na stanowisku A : 
na stanowisku B : 
na stanowisku C :

Podstawiając danea wielkości

a = 37° 10’ 50”
p = 29° 48’ 40”
Y = 35° 38’ 20”.

do układu równań (11) otrzymamy

dH - 0,250 Ax - 0,716 ^y + 24,13 - 24,10 = 0,
dH + 0,573 Ax + 0,016 ^y + 24,50 - 24,78 = 0,
dH - 0,220 Ax + 0,682 ^y + 24,35 - 24,49 = 0,
dH - 0,250 Ax - 0,716 ^y + 0,03 = 0,
dH + 0,573 Ax + 0,016 Ay — 0,28 = o,
dH - 0,220 Ax + 0,682 Ay — 0,14 = 0,

po pierwszej redukcji:

- 0,823 Ax - 0,732 dy + 0,31 = 0, 
- 0,793 dx + 0,666 dy + 0,14 = 0.
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Rozwiązując układ powyższych dwóch równań otrzymamy

, . . 0,666 dy + 0,14z drugiego Jx = ----------------------

skąd po podstawieniu do pierwszego równania

“ 0,823 ' “ 0,732 Jy + 0,31 = °’

Współrzędne piorunochronu wynoszą:

czyli - 1,423 Ay + 0,17 = 0,

skąd ostatecznie

dy = = 0,12,y 1,423 ’ ’
oraz

dx = 0,28,
po czym otrzymamy

JH = 0,12.

xp= x0 + z1x = 10,50 + 0,28 = 10,78 m,

yp = Po + 4y = 30,00 + 0,12 = 30,12 m,

Hp= Ho + Z1H= 24,50 + 0,12 = 24,62 m.

Obliczenia powyższe wykonano suwakiem logarytmicznym.
Różnice w wartości współrzędnych obliczonych maszyną (przy użyciu 

sześciocyfrowych tablic funkcji trygonometrycznych) i suwakiem loga
rytmicznym — wyniosły

Hp : 0 cm, dla xp : + 2 cm, dla yp : + 1 cm.

Przykład 2

Pomiar wychylenia osi komina wyznaczono metodą wcięcia w przód 
i trygonometrycznego pomiaru wysokości z czterech przekrojów komina. 
Dla każdego przekroju określono położenie osi komina. Pomiar i obli
czenia oparto na wcinaniu w przód dokonanym z trzech punktów 1, 2 i 3. 
Współrzędne osi komina każdego przekroju wyznaczono trzykrotnie, a to 
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przez obliczenie wcinania z punktów 1 i 2, 2 i 3, 1 i 3, przy czym dwa 
z tych wcięć wykonano niezależnie.

RZUT POZIOMY OSI KOMUNA SKALA 1-2 
Skala trójkątów b(adóu 1=1

+
35

.0
60

+/9.30O

Rys. 8 i 9 (zmniejszone u> stosunku 2 : 3 tu porównaniu do podanej skali)

Z trzykrotnego obliczenia współrzędnych osi komina, otrzymano 
dla każdego przekroju trójkąt błędów. Kształt trójkąta błędów zależy 
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•od usytuowania punktów obserwacji (1, 2, 3) względem komina, a wiel
kości boków trójkąta błędów zależą od dokładności pomiaru odległości 
1 — 2, 2 — 3, 3 — 1, od dokładności pomiaru kierunków, od dokładnoś
ci spoziomowania przyrządu (szczególnie przy stromych celowych) i od 
regularności przekrojów komina. Należy przy tym pamiętać, że celowa 
jest skierowana bezpośrednio na brzeg komina. Jak wykazała prakty
ka, boki tych trójkątów — w zależności od technicznych warunków lo
kalnych wahają się w granicach od kilku milimetrów do 3 cm. Za osta
teczne współrzędne osi przekrojów przyjęto środki ciężkości trójkątów 
błędów. Ścisłe wyrównanie współrzędnych mija się z celem. Jako kie
runki do osi danego przekroju przyjęto średnie arytmetyczne obliczone 
z kierunków do prawego i lewego brzegu komina. Błąd pomiaru kątów 
pionowych nie ma tu większego znaczenia z uwagi na fakt, że określenie 
wysokości z dokładnością do kilku centymetrów nie ma dla tych celów 
praktycznego znaczenia. Ilość poczetów jest uzależniona od wielkości 
przypuszczalnego wychylenia. W wypadku znacznego wychylenia — 
(kilkunastu czy kilkudziesięciu centymetrów) pomiar może być wykony
wany w jednym poczęcie, .gdyż wielkość obliczonego wychylenia nie zo
stanie zniekształcona przez błędy pomiarów. Przy nieznacznym wychy
leniu należy zastosować większą ilość poczetów. Szczególnie dokładnie 
należy mierzyć długości podstaw 1 — 2, 2 — 3, 3 — 1, gdyż błędy po
miaru podstawy wpływają bezpośrednio i bardzo szkodliwie na współ
rzędne osi komina obliczone dla poszczególnych przekrojów.

Kąty załamania podstawy należy mierzyć w tylu poczetach, ile obra
no przekrojów komina — nie mniej jednak niż w trzech, celując równo
cześnie na brzegi komina. Po dokonaniu pomiaru kątów danej serii in
strument centrujemy i poziomujemy ponownie.

Operat pomiarowy składa się z:

1) rzutu poziomego osi komina wyznaczonych dla poszczególnych 
przekrojów, wykreślonego' w skali 1 : 1 (rys. 8),

2) szkicu orientacyjnego sytuacji zabudowań komina w skali
1 : 1000 (1 : 500) (rys. 9),

3) z dwu podłużnych przekrojów komina w skali 1 : 100 (1 : 10) wy
konanych w kierunkach do siebie prostopadłych (rys. 10).

Rzut poziomy pozwoli określić wielkości ekscentru między środkami 
poszczególnych przekrojów komina.

W naszym wypadku stwierdzono wychylenie osi komina wynoszące 
43 cm.
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PRZEKROJE PODŁUŻNE KOMINA
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Tablica 1

Pomiar długości podstawy

Nr Odczyt prany 
P

Odczyt leny 
L

Różnica 
P-L

średnia

1 25,169 0,000 25.168

25,169.

2 25,208 0.050 25,168

3 25.181 0,012 25,169

4 25,222 0.0 5 ii 25,168

5 25,187 0.020 25,167

6 25.227 0,060 25.167

7 25.266 0.100 . 25.166

8 25,268 0.100 25.168

Suma 1.351

Tablica 2

Nr Odczytprany 
P

Odczyt tany 
L

Różnica
PN średma

1 67,293 0,011 67.282

67,283

2 67,309 0,025 67.28^

3 67,302 0,020 67,282

A 67,314 0,031 67.283

s 67,328 0,045 67,283

6 67,314 0.030 67.285
7 67.302 0,021 67,283

8 67,302 0.019 67.283

Suma 226Ó

Tablica 3

bot 1-3

Nr Odczyt pręty 
P

Odczyt leuy 
L

różnica 
p-l

Średnia

1 80,828 0,020 80,808

80,909

2 80.907 0,098 80,809

3 80,885 0,075 80,810

4 80,875 0.D6B 80,807

5 80,860 0.052 80,810

6 80.838 0,030 80,808

7 80.829 0,015 80.809
9 80.82i 0,010 80.811

■ Suma 55.72
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Tablica 4

Pomiar kierunków poziomych i kątów pionowych

Słanouiskol Instrument PJ/P. Tl. ObserisowatMgrjniJlBaikieuta

/V
r 

pr
ze

 kr

Ce!
I
•8

Poczet I średnia 
poczeiu średma przekr kąt 

pionowy średma Uwagi.
c CC sredma c | cc 1 CC CC g c 1 cc CC

/ 2 3 4 5 6 7 a 9

P
rz

ek
ró

j 1

2
/ 0 67

BO 
70 67 75 00 00 0 00 00

II 200 65 00
10 65 05 66 50

L
1 67 15 Bb 

110
15 95 59 00

10 50
II 267 05 90

60
05 85 50 35

67 50 60 59 65,5

P
1 69 27

20
30 27 25 55 20 359 66

21 60II 269 15 100
90 15 95 500 01

P
rz

ek
ró

j2

2
1 50 10

90
100 10 95 00 00 0 00 OO

II 250 69
10
10 69 10 70 02

l
1 116 76 20 

OO 76 10 1 05

II 316 66
10 
OO 66 05 71 07 63 71

67 28 58 36 28,5

P
1 119 30

80
100 30 90 55 90 336 28

II 319 20
90
100 20 95 25 92 399 99

P
rz

ek
ró

j3

2
/ 100 15

20
20 15 20 00 00' 0 00 00

II 300 12
30
50 12 50 13 30

L
1 165 78

10
00 78 05 60 70

u 365
63
69

90
100 69 95 75 00 80 82

67 08 50 19 18

P
t 168 73

73
90
00 73 85 56 10 319 18

ii 368
6^
64

90
100 65 95 69 50

500 00

P
rz

ek
ró

j A 2
1 150 56 00

20 56 10 00 00 0 00' 00
*55 82II 350 55 50

60 55 55 •
L

1 2/5 59 Oo
40 59 20 10 75

II 15 53 90
1OO 53 95 56 57 99 53

66 83 84 00 58

P
/ 219 05

05
40
60 05 50 56 93 300 59

II 19 00
00

oo 
oo 00 00 02 75 500 02
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Tablica

ObserwowałMgr mz HBMieulaStanowisko 2 Jnslrumenl l/\lild Tl.

N
r 

pr
ze

kr
.

Cel
Poczet I s 'edma 

poczetu średnia przekr pionowy Średnia U Hagi

9 c
srtdptB C I CC g I cc 9 c 9C CC

1 2 3 4 s 6 7 8 3

P
rz

ek
ró

j 1

7 / 0 87
87

80
80 87 30 00 [ 00 0 00 00

II 200 86
86

00
00 86 00 86 90

3 1 274 36
40
60 36 50 99 | 20

36 10
273 49 20

// 74 35 70
70

35 70

Z
/ 309 33

33
10
10

33 W 39 | 12

26 02// 109
■18
18

90
1O0 ia 95 49 97

309 52 11 50 04

P
/ 311 59

59
00
00 59 00 65 | 10 350 05

52 00// 111
45

45

00

00 45 00 400 02

P
rz

ek
ró

j2

7 1 50 05
05

100
90 05 95 00 | 00 0 00 00

05 33// 250 04
04

80
80 09 80

3
/ 323 55

55
30
10 55 20 99 | 30

59 68
273 49 30// 123 54

54
10
40

50 15

l
/ 358 10

10
90
100 10 90 99 I 87

II 157 99
99

80
40

99 60 05 25
59 88

P
/ 360 86

86
OO 
00 86 00 74 | 64 309 37 25 40 11,5

340 11

80 02II 160 74
74

00
10 74 05 399 99

P
rz

ek
ró

j 3

1
/ 100 66

66
50
50 66 50 00 | 00 0 00 00

66 27II 300
66
66

10
00

66 05

3 1 374
15
15

85
90 15 88 49\22

15 49
273 49 22

II 174 15
15

10
10 15 10

L
1 8 30

30
00
00

30 00 59 | 65

li 208 27
21

80
90 21 85 25 92 78 35

P
1 11 53

53
OO
00

53 00 82 j5 30^ 21 05 321 64 21 64,i

II 211
44
44

40
50 44 45 48 72 399 99

P
rz

ek
ró

j 4

7
1 150

!2
12

90
90 12 90 00 | 00 0 00 00

12 47II 350 12
12

0
10 12 05

3 1 23 62 •0
40 62 25 49 | 28

61 75II 223 01 20
30

61 25

L
1 57 27

27
80
80 27 80 12 | 88 273 49 28

25 35 99 34II 257 22
22

80
100 22 90

00 66,5

P
1 61 08

08
70
40 08 55 93 | 68 309 03 28 300 67

06 15u 261 03
03

80
70 03 75 400 01
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Tablica 6

ObserwOwafMgrmi N BaikieuiciStanowisko: 3 Jnsirument. khld T1

Nr
. 

pr
ze

 kr
.

Cel
Poczel i średnia 

poczatu Średnia przekr pionowy Średni.:
Uwagi

9 c CC
sreanta

C CC 9 c CC 9 C 9 C
C CC

7 2 3 4 5 6 7 8 9

P
rz

ek
ró

j 7

2
/ 0

08

08

20

00
08 10 00 00 0 00 00

09 90II 200
11

11

60

60
11 70

L
I 368

63

67

00

90
67 95 53 00

62 90
II 168

57

57

90

80
57 85

369 57 05

P
I 370

76

76

30

OO
76 15 61 10

71 00
II 170

66

65

00

70
65 85

P
rz

ek
ró

j-2

2
I 50

78

73

60

kO
78 50 00 00 0 00 00

77 38II 250
76

76

tO

90
76 25

L
1 19

33

33

20

20
33 20 51 27

28 65II 219
24

24

-oo

20
29 w

369 78 Ok

P
1 21

66

86

60

AO
86 50 Ok 80

82 18II 221
77

77

80

90
77 85

P
rz

ek
ró

jS

2
/ 100

65

65

20

60
65 AO 00 00 0 00 00

6A 25// 300
63

63

20

00
63 10

L
1 69

20

20

00

00
20 00 51 97

16 22II 269
12

12

50

AO
12 95

369 98 28

P
1 72

12

12

80

AO
12 60 AA 60

08 85II 272
05

05

20

00
05 10

Pr
ze

kr
ój

: 4

2 1 150
53

58

90

80
58 85 00 00 0 00 00

57 92II 350
57

57

00

00
57 00

L 1 119
17

17

10

00
17 05 56 90

IZ 32II 3/9
11

11

60

60
11 60

370 21 23

P
1 122

46

41

90

00
k6 95 86 06

A3 98II 322
4/

47

00

00
91 01
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Tablica 7

Obliczenie średniej 
wartości kąta 

załamania podstawy

Tablica 3

Obliczenie 
■współrzędnych punktów 

podstawy

Nr kąt załamania Średma V
9 c CC

1 273 49 20

273g49c25"

*5“

2 273 49 30 -5“

3 273 49 22 *3“

4 273 49 28 -3"

Z 100
....

0

yp = 1000000 S = 0,000 0,000
__ innnnnn Kąty na stanowisku 1 i 2 oraz długość 1 i 3 pomierzono tylko dla kontroli

St 1UUUUUU mierząc kąt prawy i lewy 2 razy

P
un

kt załamania
kąt północny Sin C

COS 6

długość
L

przyrosły INspotrzędne

óy A x Y Xs c CC 9 c cc

1 0,000 0,000 1

0 00 000
0.00 ooo

>7, 00 OOO
25,168 0,000 >25,168

2 273 49 25 o.ooo 25,158 2

73 49 25
*0.31 456

*0,40 444
67,283 *61,534 *27,212

3 387 61 25 4 61,534 *52,380 3

255 10 50
-0,76148

-0.64819
60.809 -61,534 -52,380

7 344 89 50 0,000 0,000 1

0 00 00

2

Tablica 9

'Orientacja kierunków

Punkt Nr. przekroje. Cel
kier meiorrvrrtovan\ 

Li
póknOcny kier z Dr jen łona ny

9 c CC 9 . c CC 9 c CC

1

2 0 GO 00 0 00 00 0 00 00
1 67 49 60 67 49 60
2 67 28 k8 67 28 50

3 67 Od AO 67 08 A0
4 66 83 3k 66 33 85

z
1 0 00 00 200 00 00 200 00 00

1 309 52 11 109 52 10
2 309 37 25 109 37 25
3 309 21 05 109 21 05
4 309 03 28 109 03 30

3

2 0 00 00 273 49 25 273 49 25
1 369 57 05 243 06 30

2 369 78 04 243 27 30
3 369 93 28 243 47 35

A 370 21 23 243 70 50
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Tablica 10

Formularz do obliczenia wcinania, w przód metodą krakowianową 

wg schematu prof. T. Kochmańskiego

°1P — =12 + “ tg°ip ~ ai

°2P = °2t — tg$2P = a2

Y2 - Y! = AY

X2 — X, = AX

(AY, at | f+1 + 1] f A, Cl

|AX,+1 J l—a2 —aj J Ib, Dj

ai c— D
B

a2 C —

Xp
/xl + 

\ X2 +
/yi+ D
\y2+ e

xp =
A
C 
B
C

Sposób mnożenia krakowianowego

(AY • + 1) + (AX • — a2 ) = A (aj • -|- 1) + (+ 1 • —a2 ) = at — a2 =

(AY • 4- 1) + (AX • — aj ) = B fa1 • —1) 1 - — a2 ) = 0
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Przekrój Nr 1

Tablica 11

Wcinanie z p-tóui 1 i 2

°1-K = 678 49c 6°cc ai = >goi-K = + 1.78537

a2 K = 1098 52c 10cc a2 = tgc2.K ~ — 6,63655

AX = + 25,168 AY = 0,000

[ 0,000 + 1,785371 f +1 +1 1 _ [+167,02869+8,421921
1+25,168 +1 J 1+6,63655-1,78537/ /-44,93419 0 ' J

A , B
- = + 19,83261 C = — 5>33539

A B
a, • f = + 35,409 a, • ~ = — 35,4091 c. c.

0,000+19,833 = + 19,833

+25,168—5,335 = + 19,833 

,0,000 + 35,409 = + 35,409 

0,000 + 35,409 = + 35,409

Przekrój Nr 1 Wcinanie z p-tóu> 1 i 3

°1-K =678 49c 60ce al =t8°i-K = + 1,78537

c3 & =243? 06c 30« a2 =tga3.K = + 0,80278

• AX = + 52,380 AY = + 61,534

[+61,534+1,78537[ [ +1 +1 1 _ [+19,484384-0,982591
1+52,380 Z +1 J 1—0,80278—1,78537] ~ 1—31,98368 0 J

A = + 19,82961
C

a. • A = + 35,403
1 C

B
ę = — 32,55038

a9 ® = — 26,131
2 C

XK~

K —

0,C00 + 19,830 = + 19,830

+52,380 - 32,550 = + 19,830

. 0,000 + 35,403 = + 35,403

'+ 61,534 - 26,131 = + 35,403
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Przekrój Nr 1

°2-K

°3-K

= 109g 52c 1OCC 

= 243806c 30rc

Tablica

Wcinanie z p-tótu 2 i 3

AX = + 27,212

ai = tg^-K = — 6,63655 

a2 = tgc3_K = 0,80278

A Y =+61,534

4-61,534 - 6,63655

4-27,212 4- 1

+ 1 +1 I _ f + 59,68875 - 7,43933
— 80,278 + 6,63655 J ~ l + 242,12780 0

B
- = — 32,54699 
C

A
- = — 5,33499
C

Ą
a< - = + 35,406 

‘ c
B

a, - = — 26,128
2 C

/ + 25,168 — 5,335 = + 19,833 
X = <<K ^- + 52,380 —32,547 = + 19,833

__ 0,000 + 35,406 = + 35,406
K ~ \ + 61,534 - 26,128 = + 35,406

Przekrój Nr 2 Wcinanie z p-tóu> 1 i 2

01_K = 67g 28c 50cc 

c2_K=109g 37c 25cc

AX = +25,168

al = tg°i —K = + 1>7?157 

a2 = tgc2_'K = — 6,74401

AY = O 000

j 0,000+ 1,77157
1 + 25,168+1 6,74401 — 1,77157

+ 169,73324 + 8,51558

— 44,58687 0

ai

A
- = + 19,93207 
C

B
- = — 5,23592

A
— = + 35,311 
C

B
a„- =+ 35,311

2 C

0,000+ 19,932 = + 19,932 
XK = <K +25,168— 5,236 = + 19,932

. _ 0,000 + 55,311 =+35,311
K 0,000 4-35,511 - 4-35,311
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Tablica 13

Przekrój Nr 2 Wcinanie z p-tótu 1 i 3

c = 67g 28c 50cc 1 —A.
o3K = 243® 27c 30cc

AX = + 52,380

al — — 4" 1>77 157

a2 =tga3_K = 4-0,80822 

AY = +61,534

+ 61,534+ 1,77157 1 J 4“ 1 + 1
4-52,380 4-1 J ’ l — 0,80822 — 1,77157

+ 19,19944 4-0,96335

— 31,26084 O

A , B
- = + 19,92986 - = — 32,45013
C C

A B
a, - = + 35,307 b2 ~ = — 26,227

C C

_ 0,000+ 19.930 = + 19,930
K ~ < +52,380 — 32,450 = + 19,930

/ 0,000 + 35,307 = + 35,307
Y = <lK ^+61,554 — 26 227 = 4-35,307

Przekrój Nr 2 Wcinanie z p-tów 2 i 3

°2-K = 109g 37° 25CC al = lea2-K = - 6,74401

a3 K = 243® 27c 30cc e2 = tg=3.K = + 0,80822

AX = + 27,212 AY = + 61,534

+ 61,534 - 6,7440 i | 1 + 1 +1 1 _ f + 59,54072 — 7,55223
+ 27,212 + 1 ||— 0.80822 + 6,74401 ) ~ |+245,05200 O

A B
- = — 5,23564 - = — 32,44763
C C

A B

1 c 2 c

^ + 25,168— 5,236 = + 19,932 

+ 52,380 — 32,448 = + 19,932 

yk
0,000 + 35,309 = + 35,309 

+ 61,534 — 26,225 = + 35,309
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Przekrój Nr 3

Tablica 14

Wcinanie z p-tóm 1 i 2

Cl-K = 67s 08c 40cc 
c2-K=109g 21e 05“

AX = + 25,168

f 0 000 + 1,758571 ( +1
i+ 25,168 + 1 J (+ 6,86360 —

A
C = + 20,03475 

A
al • £ = — 35,233

ai = tg^i-K — 4“ 1,75857

a2 = tgo2K = — 6,86360

AY = 0,000

+ 1 ]( + 172,74308 + 8,62217

1,75857 J 44,25969 0

B
C = — 5,13324

B
a2 ' ^-=+35,233

Przekrój Nr 3

XK —
0,000 + 20,035 = + 20,035

4- 25,168 — 5,133 = + 20,035

0,000 + 35,233 = + 35.233 

^0,000 + 35,235 = + 35,223

Wcinanie z p-tów 1 i 3

°1-K = 67g08c 40c~ ai ~ + 1,75857

a5.K = 243g47c 35cc a2 = ‘S^j-k = + 0,81344

AX = + 52,380 AY = + 61,554

[+ 61,534 + 1,75857 1 1 + 1 +1 1 f+ 18,92601 + 0,945131
1 + 52,380 + 1 J i— 0,81344 — 1,7585 7| l— 30,57990 0 J

A B
c = + 20,02476 £ = — 32,35523

A B
ai = + 35,215 a2 ’ę=—26,319

. 0,000 + 20,025 = + 20,025
XK= <+

'4-52,380 — 32,355 = + 20,025

yk =
0,600 + 35,215

+61,034 — 26,319

= + 35,215

= + 35.215
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Tablica 15

Przekrój Nr 3

K= 109s 21c 05cc 

a3 K= 243g 47c 35cc

AX=+ 27,2 2

1+ 61,534 —6,86360 ( J + l 
( + 27,212 + 1 J ( — 0,81344

Wcinanie z p-tów 2 i 3

ai = tg^-K = — 6,86360

a2 “ ^gc3-K ~ H- 6,81344

AY = + 61,534

1 ( _ ( + 39 39867 — 7,67704
6,86360 J ~ ( + 248,30628 0

Ą
- = — 5,13201 
C

A
a, •- = + 35,2241 C

B
- = — 32,34401

B
a™ • - = — 26,310

2 C

^ + 25,168— 5,122 = + 20,036 

+ 52,380 — 32,344 = + 20,036

/ 0,000 + 35,224 = + 35,224y — 1
K \ + 61,534 — 26,310 = + 35,224

Przekrój Nr 4 Wcinanie z p-tótu 1 i 2

01 K = 66s 83c 85cc aj = tgci-K = + 1,74290

a„ K = 109g 03c 30GC a, = ‘g02-K = - 7,00035

AX = + 25,168 AY = 0,000

f 0,000 + 1,74290] [ + 1 +1 | __( +17,61848 + 8,74325 1
4 + 25,168+ 1 J ’( +7,00035 — 1,74290 J ~ ( —43,86531 Oy )

A B
- = + 20,15095 — = —5,01705
C C

A B
a. -- = + 35,121 a2 -- = + 35121

1 C C

0,000 + 20,151 = + 20,151
X = <+K "" + 25,168— 5,017 = + 20,151

_ 0,000 + 35,121 = + 35,121
K—\ 0,000+ 35,121 = + 35,121
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Tablica 16

Przekrój Nr 4 Wcinanie z p-tóin 1 i 3

01 K = 668 83c 85cc aj = tg-i-K = + 1,74290

K = 2438 70c 50cc a2 = tg°3-K = + 0,81950

AX = 4-52,380 AY = +61,534

( 4- 61,534 4-1,74290 | f 4-1 4-1 1 [ +18,60859 + 0,92340
1 + 52,380+1 J 1 —0,81950 — 1,74290 J | — 29,75910 0

A B
a, -- = 4-35,123 a, -- = — 26,4111 C 2 C

0,000 4-20,152 = 4-20,152xK = < , TK \ + 52,380 — 32,228 = +20,152

_ 0 000 4-35,123 = 4-35,123
K — 4- 61,534 — 26,411 = + 35,123

Przekrój Nr 4 Wcinanie z p-tów 2 i 3

a2 K = i09g 03c 50ce aj = tga2.K = — 7,00035

Oj K = 243g 70c 50“ a2 = tga3.K = 4-0,81950

AX = 4- 27,212 aY = +61,534

+ 61 534 — 7,00035 1 J + 1 +1 1 f + 39,23377 — 7,81985
+ 27,212 + 1 J ’ I — 0,81950 + 7,00035 J ~ l + 252,02752 0

A B
- = — 5,01720 — = — 32,22919
C C

A B
a, -- = 4-35,122 a2 -- = — 26,4121 C 2 C

^- + 25,168— 5,017 = + 20,151 
<~' + 52,380 — 32,229 = + 20,151

0,000+ 35,122 = +35,122
\ + 61,534 — 26,412 = + 35,122
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Tablica 17

Obliczenia średnich współrzędnych osi 
w poszczególnych przekrojach

nr 
przekroju

Nt. marne 
Z p tO — Y X sreania J

7
1- 2 - 35. ^09 + 19.833

+ 35.406

+ 19.832
1 - 3 *35,^03 + 19.830

2-3 * 19 833

Suma 12 18 2^ 96

+ 35,309

+ 19,9312

1- 2 ' 35,311 +19.932

1-3 + 35.307 + 19.930

2-3 + 35.309 + 19.932

Suma 929 2794

+35.224

+ 20,0323
1-2 ’ 35.233 + 20.035

1-3 + 35,215 + 20.025

2-3 -35,225 + 20.036

Suma 672 96

-35.122

+ 20,151A
t- 2 +■35.121 -20.151

1-3 +35.123 + 20,152

2-3 + 35.^22 * 20.151

Suma 365 454

Tablica 18

Obliczenie wysokości przekrojów

przekrój 1

Hl *(H3 + l)+Ah,

Hs+l =0,00(przyjęto dla pp.l)
przekrÓj2 »

przekrój?

J. 
" h

Ahl przekrój4

KB5

H------------------------- 1 -

L = j/AYs2 - k+Ax2s-k U-i^j/35274-19982 = /1643,1733 = 40,54 m 

L2-k = 1^35,272+5,182 = /1270,8053 = 35,65 m
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Obliczenie średnicy przekroju Nr 4 i 1

Nr 
przeto

Z punkh
cC tga. Odlegtosc 

4
Fh średnia

9 c

1
1 49 655 0 9892 80.58 80.10

80.10
2 50 0A 1.1257 35.65 80.10

2
1 36 28.5 0.6809 80.58 25.98

25.98
2 40 11.5 0,7293 35.65 25,97

3
1 19 18 0.3107 80,58 12,60

12.59
2 21 6A.5 0.3537 35.65 12.58

4
1 00 58 0.0091 80.58 0.37

0.36
2 00 665 O.O10A 35.65 0,38

Przekrój Nr 4
Pomierzono obwód 0 = 6,924 m

„ o 6,924
R4 = 2 r4 = — = = 2,20 m r4 = 1,10

Przekrój Nr 1
Obliczono ze stanowiska 1

1J^L=40,54 aI=29llc20« ta®>=0,01659 ^=40,54 ■ 0,01659=0,67 m RI=1,34 m
2 ° 2

PE3IOME

B cTaTte aaitbi TeopeTnnecKne o6ocHOBaHMn onpe^ejieHMH blicot 4>a6pMHHbix 
Tpy6 (flbiMoxo/tOB) m OTKjioHeHMH mx oceił ot jimhmm OTBeca. AaHBi HMCJteHHbie npn- 
inepbi n npaKTMHecKne yKaaaiiHH.

B aaKJUOHCHHMe npMBoaMTCH hmcjiobom npnwep npeflCTaBJiHtoipMii coBOKynHOCTb 
Bcex BblHMCJIOHMM npOM3BefleHHbIX MeTOflOM KpaKOBHHOB M pacnojio?KeHHbix B cxe- 
Max.

RESUME

Cet article donine les bases theoriąues de la determination de la deviation de 
l’axe des cheminees manufacturieres de la verticale et celle de leur hauteur. Cette 
these est illustree par de nombreux exemples et de multiples indications pratiąues. 
Pour terminer, 11 est donnę un exemple numeriąue qui presente 1’ensemble du calcul, 
conęu en schemas, et effectue d’apres le -calcul des cracoviens.



Geodezja i Kartografia. Tom I. Zeszyt 1—2.

Paweł Dulian

Zastosowanie metody Krovaka do uproszczonego obliczenia 
korelat w równaniach normalnych dla niezależnych układów 

centralnych

W pewnych wypadkach przy wyrównywaniu sieci triangulacyjnych, 
jak np. w sieciach lokalnych, przy wyrównywaniu sieci podzielonych 
na grupy, przy wyrównywaniu stacyj z pomierzonymi kątami itd. spo
tykamy się z zadaniem ścisłego wyrównania niezależnych układów cen
tralnych. Wyrównanie takie da się uprościć i sprowadzić do obliczenia 
bardziej, zmechanizowanego, jeśli rozwiązanie równań normalnych roz- 
bijemy na dwie grupy, rozwiążemy pierwszą grupę, a następnie połączy
my obie grupy dla dalszego rozwiązania.

Ogólne zasady wyrównywania sieci triangulacyjnych w kilku od
dzielnych grupach rozpatrywane były przez wielu autorów. Pierwszy 
krok w tym kierunku, poza Gaussem, zrobił L. Kruger w publikacji: 
Uber die Ausgleichung von bedingten Beobachtungen in zwei Gruppen.

Najbardziej szczegółowe opracowanie tego zagadnienia znaleźć można 
w dwóch następujących pracach:

1. H. Boltz: Entwickelungsuerfahren zum Ausgleichen geodatischer 
Netze nach der Methode der kleinsten Quadrate. 1923.

2. H. Boltz: Substitutions-Verfahren zum Ausgleichen grosser Drei- 
ecknetze in einem Guss nach der Methode der kleinsten Quadrate. 1938.

J. Krovak ogłosił w r. 1927 swój sposób, wykazujący pewne wspólne 
cechy z metodą Boltza. Opis metody Krovaka znaleźć można w szeregu 
publikacyj ogłoszonych przez autora, m. in. w następującej publikacji: 
Ing. N. Hnatiuk: Die Krovdk-Methode zur Auflbsung von Normalglei- 
chungen, Prag, Nachrichten aus den Reichsvermessungsdienst. Mittei- 
lungen des Reichsamts fur Landesaufnahme. 18 Jahrgang. 1942.

Sposób Krovaka jest na ogół mało znany, chociaż uważany był w Cze
chosłowacji za najlepszy i zastosowany został do jednoczesnego wyrów
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nania całej sieci triangulacyjnej, 1 rzędu, które sprowadziło się do rozwią
zania 559 równań warunkowych.

Dla uproszczonego obliczenia korelat w równaniach normalnych dla 
niezależnych układów 'centralnych można zastosować zarówno postępowa
nie Boltza, jak i postępowanie Krovaka. Wybierzemy jednak metodę 
Krovaka, która doskonale nadaje się do tego celu i zasługuje na szersze 
zainteresowanie się nią polskich geodetów.

Wiemy, że w odosobnionych układach centralnych, sieci triangulacyj
nych złożonych z trójkątów, równania normalne wynikające z zamknię
cia figur (trójkątów), z równania horyzontu (przy wyrównywaniu kątów) 
oraz z równania sinusowego (boków) przyjmują następującą postać:

Przy wyrównywaniu kątów

dla układu centralnego złożonego z trzech trójkątów:

+ 3
. + 3

+ 
+ 
+ 
+
+

1
1
1
3 

[de]

+ 
+ 
+ 
+ 
+

[ae] + iv1 = 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0

[be] + 
[ce] + 
[de] + 
[ee] +

1^2
tv3

^5
+ 1 + 1
[ae] + [be]

+ 3
+ 1

+ [ce]

dla układu centralnego złożonegc

+ 3

) z czterech

+ 1

trójkątów:

+ [af] + 114 = 0
• + 3 + 1 + [bf] + w, = 0

. + 3 + 1 + [cf] + w3 = 0
. + 3 ' + 1 + [df] + w4 = 0

+ 1+1 + 1 + 1 + 4 + [ef] + UJ 5 = 0
[af] + [bf] + [cf] + [df] + [ef] + [ff] + U)6 = 0

itd.

Przy wyrównywaniu kierunków

dla układu centralnego złożonego z trzech trójkątów:

+ 6 - 2 - 2 + [ad] + w, = 0
— 2 + 6 - 2 + [bd] + w2 = 0
- 2 - 2 + 6 + [cd] + w3 = 0

[ad] + [bd] + [cd] + [dd] + w4 = 0
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dla układu centralnego złożonego z czterech trójkątów:

+ 6 - 2 - 2 + [ae] + Wi = 0
- 2 -|- 6 — 2 + [be] + w2 = 0

- 2 +6 - 2 + [ce] + w8 = 0
- 2 - 2 - 6 + [de] + w4 = 0

[ae] + [be] + [ce] + [de] + [ee] + w5 = 0
itd.

Tego rodzaju kształt równań normalnych pozwala na korzystanie przy 
obliczaniu korelat ze stałych współczynników, zależnych tylko od ilości 
trójkątów w układzie centralnym, co praktycznie sprowadza się do roz
wiązania jednego równania normalnego przekształconego na wzór metody 
Boltza. Skraca to nie tylko sam proces obliczania korelat, lecz również 
daje korelaty w postaci bardzo korzystnej, a mianowicie jako funkcje 
wyrazów wolnych. Umożliwia to prowadzenie rachunku na podstawie 
przybliżonych wartości kątów w trójkątach, a więc kiedy prace pomiarowe 
są jeszcze w toku lub kiedy ostateczne zamknięcia trójkątów nie są jeszcze 
znane. Również upraszcza znacznie powtórzenie wyrównania przy wpro
wadzeniu nowych wartości na wyrazy wolne.

Obliczenie korelat rozbija się zasadniczo na 2 części. Najpierw obli
czamy korelaty w postaci funkcyj wyrazów wolnych dla układu równań 
normalnych, z pominięciem równania sinusowego. Następnie dołączamy 
równanie sinusowe obliczając odpowiednie poprawki do współczynników 
wyrazów wolnych obliczonych poprzednio. Gotowe współczynniki wy
razów wolnych, dla pierwszej części, odczytać możemy z odpowiednich 
tablic. Dołączenie równania sinusowego i obliczenie ostatecznych współ
czynników oparte jest na następującym rozumowaniu:

Dany jest następujący układ 3 równań normalnych:

[aa] kj + [ab] k2
[ab] kx + [bb] k2
[ac] ki + [bc] ka

[ac] k3 + w, = 0
[bc] k3 + w3 = 0
[cc] k8 + w8 = 0

(1)

Wyłączmy z powyższego układu pierwsze dwa równania normalne:

[aa] lĄ + [ab] k'2 + w, = 0 ] 
[ab] k'j + [bb] k'2 + w2 = 0 j (2)

i przedstawmy korelaty tego ostatniego układu jako funkcje wyrazów 
wolnych wi i

k\ = Aj • Wi + A2 • w2 
k2 = Bi • Wi + B2 • w2 (3)
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Zmieńmy teraz wyrazy wolne w ostatniej grupie 2 równań normal
nych w następujący sposób:

[aa] k, + [ab] k2 = - Wj - [ac] k3 ]
[ab] kj + [bb| k2 = - wa - [bc] k3 / .

Poprzednie współczynniki A i B nie są zależne od wyrazów wolnych, 
a więc jeśli będziemy uważać prawe strony równań (4) za wyrazy wolne 
zmienione dowolnie, współczynniki dla korelat ki i k2 będą te same co 
dla korelat k^ i k'2- Będziemy Imieli

k^AjWj+Aj [ac]k3+A2w2+A2[bc]k3=k'1+{A1 [ac] +A2 [bc]} k3 ] 
k^B^+B! [ac] k3+B2w2+ B2 [bc] k3=k'a + {Br [ac]+B2 [bc]} ks ]

Oznaczając
Akt=Ai [ac] + A2 [bc]
Aka—Bx [ac] + B2 [bc] 3 

będziemy mieli
k^k^+Akj • k3=Aj • wt+A2 • w2+ Akt • k3 
k2—k 2d" Ak2 • k3—Bi • W]4-B2 • uj2-|- Ak2 • k3>

Podstawiając ostatnie wartości na ki i k2 do równania trzeciego w ukła
dzie (1) będziemy mieli

{[ac] Akt+[bc] Ak2+[cc] Aks} k3 + {Ax [ac]+Bt [bc]}

4- {A2 [ac]+B„ [bc]} w2+w3= 0.

Oznaczenie Ak3 = + 1 wprowadziliśmy dla symetrii.
Oznaczając dalej

W — [ac] Ak, + [bc] Ak2+[cc] Ak3

i pamiętając o tym, że współczynniki przy wyrazach wolnych układają 
się symetrycznie na wzór współczynników przy równaniach normalnych,, 
czyli

A!=B2 i A2=B1, 
będziemy mieli

^3==~ W ' ' W|—W ' ’ wa— w A^8 ‘ W8 .

= AĆX • Wj+ aC2 • w2+ aC3 • w3 
gdzie

AC^ — yf/ • Akn AC2= — — • Ak2, AC3= - • Ak3.
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Podstawiając ostatnią wartość na k3 do równań (5) będziemy mieli

k,= {AjH- • aCJ wt+ {A2+ Alq • aC2] w2+ Ak, • aC3 • wg 
k2 = Ak2 • aC^} Wjd- {B2H- Ak2 * AC2] w2H- Ak2 • aC3 • w3

a wprowadzając jeszcze następujące oznaczenia:

AA^Akj ■ ACt AB1=Ak2 • ACj
AA2=Ak1 • aC2 aB2= Ak2 ■ AC2
AA3=Akt ■ AC3 AB3=Ak2 • aC3

ostatecznie
kj= {At+ AA^ w1+ {A2+ aA2] w2+ {0+ aA3J w3 
k2= [Bi + aB,} wt+ {B2+aB2} w2+ {0 + aB3}w3 
k3= {0 + ACJ w1-j- {0 + aC2} w2+ {0+ aC3} w3

Schemat obliczeniowy wg Kroyaka jest następujący:

A B c [ ] Ak W

AA^Akj • ACj

Ai

AB!=Ak2 • ACi

Bi

ACi= • Aki

0 [ac] Akt=[[ ] • A] W= ([ ] • Ak]

^A2 =::::Aki • ^C2

A2

AB2=Ak2 • AC2 

b2
ACg^ "w • Ak2

0 [bc] Ak2=[[ ] ■ B]

AA3=Ak1 • AC3

0

AB3=Akg • AC3

0

AC2= —w • Ak3 

0 [cc] Ak2= + 1

1
~ W

Kolejność obliczeń w tym schemacie jest następująca:
a) Ai, A2, Bi i Bo (z tablic lub na podstawie kolejnych redukcyj);

b) Ak1( Ak2 i Ak3;

c) W i —

d) aC1; i aC2 iAC3;
e) aAx, a A,, aA8, aB1; aB2 i aB3.

Poniżej podane są tablice z obliczonymi współczynnikami dla różnych 
układów centralnych oraz przykład korzystania z tych tablic, przy obli
czaniu korelat dla układu centralnego złożonego z 6 trójkątów z pomierzo
nymi kątami.



a) Układ centralny złożony z trzech trójkątów
(Wyrównanie kątów)

W = [ea] • Ak4 + [eb] . Ak2 + [ec] • Ak3 + [ed] ■ Ak4 + [ee] • Ak5

AA;=Aki • AEj

— 0,388 889

ABi=Ak2 • AEi

— 0,055 556

AC4=Ak3 • AEj

— 0.055 556

AD3=Ak4 • AE4

+ 0,166 667

AE, = 

= -w’Akl [ea] Akj =

(—0,388 [ea]) - 
—0,055 [eb]) - 
+ 0 055 [ec])- 
+0,166 [ed])

-

AA2=Akj • AE2

— 0,055 556

AB2=Ak2 ■ AE2

— 0,388 889

AC2=Ak3 • AF2

— 0,055 556

AD2=Ak4 • AE2 

+ 0,166 667

AE2 =

= - w ’ Ak* [eb]
(

Ak2 = ( 
(

— 0,055 [ea])-
—0,388 [eb])- 
- 0,055 [ec]) - 
+0,166 [ed])

AA3=Akj • AE3

— 0,055 556

AB3=Ak2 • AE3

— 0,055 556

AC3=Ak3 • AE3

— 0,388 889

AD3=Ak4 • AE3

+ 0,166 667

ae3 =
= w ^'3 [ec] A^3 — 1

—0,055 [ea]) +
-0,055 [eb]) +
—0,388 [ec]) +
+0,166 [ed])

AA4=Ak1 • AE4 

+ 0,166 667

AB4=Ak2 ■ AE4

+ 0,166 667

AC4=Ak3 • AE4

+ 0,166 667

AD4=Ak4 • AE4

— 0,500 000

ae4 =
1

= w ^k4 [ed] Ak4 =

+0,166
--0,166
--0,166
—0,500

ea])H 
eb]H 
ec]) - 
ed])

-

AA5=Ak4 • AE5

0

AB5=Ak2 • AE5

0

AC5=Ak3 ■ AE5

0

AD5=Ak4AE5

0

AE5 =

= _ w Aks [ee] Aks — + 1

k4 =
(AA4—0,388) w4+ 

+ (AA2—0,055) w2+ 
+(AA3—0,055) u 3 + 
—|—(A A 4—|—0,166) w4 —

+AA5 • tus

k2 =
(ABi - 0,055) w4— 

—(AB2 —0,388) w2~- 
-- AB3 - 0,055) ir3-- 
—-(AB4 —0,166) u>4--

+AB5 ■ w5

=
(AC,—0,055) Wj— 

+(AC2—0,055) w2— 
+(AC3—0,388) w,— 
+(AC4 +0,166) w4—

+AC5 • w5

k4 =
(AD4+0,166) uą-- 

+(AD2+0,166) uj2— 
~HAD3+0,166) ir3— 
+(AD4—0,500) w4--

+AD5 • w5

ks —
AE4 • Wj--

- AE2 • w2--
- AE3 • w3--
- AE4 • w4--
- AE5 • u>5

Paweł D
ulian
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b) Układ centralny złożony z czterech trójkątów

AAj ABi ACj ADj AE, af,

— 0,37500 —0,04167 —0,04167 — 0,01467 +0,12500 0 [fa] Ak,

aa, ab. ac2 AD, AE, AF,

—0,04167 —0,37500 -0,04167 — 0,04167 +0,12500 0 [fb] Ak2

A A3 ab3 ac3 ao3 ae3 af3

-0,04167 —0,04167 —0,37500 —0,04167 +0,12500 0 [fc] Ak3

aa4 ab4 ac4 ad4 △e4 AF

- 0,04167 -0,04167

i
—0,04167 —0,37500 +0,12500 0 [fd] Ak4

AA, ab5 ac, AD, ae, af,

+0,12500 +0,12500 +0,12500 +0,12500 —0,37500 0 [fe] Ak5

aa6
ab6 ac6 ad6 ae6 AF, = + l

0 0 0
I

0 0 0 [ff] Ak6

ki ^2 k3

1

ki ks k.
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c) Układ centralny złożony z pięciu trójkątów

AAi

—0,36667

AB!

— 0,03333

AC,

-0,03333

AD!

—0,05335

ae,

-0,05555

AF, 

+0,10000

AG,

0 [ga] Ak!

aa2 AB, ac2 ad2 ae2 af2 AG,

—0,03333 - 0,36667 -0,03333 —0,05555 - 0,05555 +0,10000 0 [gb] Ak2

AA, AB, AC, AD, AE, AF, AG,

—0,03333 —0,03333 - 0,36667 -0,03355 —0,05355 +0,10000 0 [gc] Ak,

aa4 ab4 ac4 AD, ae4 AF4 ag4

—0,03333 —0,03333 - 0,05335 - 0,36667 - 0,05535 +0,10000 0 [gd] Ak4

aa5 ab, AC, AD, AE, AF, ■ AG,

—0,03333 -0,03333 — 0,05533 —0,05555 -0,56667 +0,10000 0 [ge] Ak,

aa, ab, ac, AD, ae, AF, AG,

+0,10000 +0,10000 +0,10000 +0,10000 +0,10000 —0,50000 0 [gf] Ak,

aa7 a+ ACr AD7 AEr - AF7 AGj =+’

0 0 0 0 0 0 0 [gg] Akr

' k! kj k. k4 k. k. kr



d) Układ centralny złożony z sześciu trójkątów

AAJ 
— 0,36111

AB! 
— 0,02778

AC, 
—0,02778

AD!
—0,02778

AE, 
—0,02778

AF, 
—0,02778

AGi 
+0,08333

AHj 
0 [ha] Ak,

aa2
—0,02778

ab2
-0,36111

ac2
— 0,02778

ad2
— 0,02778

AE, 
—0,02778

af2
— 0,02778

ag2
+0,08533

ah2
0 [hb] Ak2

AA3 
—0,02778

ab3
- 0,02778

ACS 
-0,36111

ad3
— 0,02778

AE, 
— 0,02778

AF, 
—0,02778

ag3
+0,08333

ah3 
0 [hc] Ak,

aa4
— 0,02778

AB., 
-0,' 2778

ac4
— 0,02778

ad4
—0,36111

• ae4
—0,02778

AF, 
— 0,02778

ag4 
+0,08333

ah4
0 [hd] Ak4

aa, 
- 0,02778

ab,
—0,02778

ac, 
-0,02778

ad,
— 0,02 78

ae, 
—0,36111

AF, 
-0,02778

AG, 
+0,08333

AH, 
0 [he] Ak,

aa6
—0,02778

ab6
— 0,02778

ac6
—0,02778

AD6 
- 0,02778

af6
— 0,02778

af6
— 0,36111

ag6
+0,08335

ah6
0 [hf] Ak,

AA7 
+0,08333

ab7
4-0,08333

ac7
4-0,08333

ADj 
+0,80333

AE7 
+0,08333

AFr 
+0,08333

ag7
—0,25000

ah7 
0 [hg] Ak7

AA8 
0

ab8 
0

ac8
0

ad8 
0

ae8 
0

af8 
0

ag8 
0

ah8
0 [hh]

= + l
Ak8

kl ki k< -. k$ . - J ki k^ 1
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ooe) Układ centralny złożony z siedmiu trójkątów

AA! 
—0,35714

AP, 
—0,C2381

AC, 
-0,02381

ADj 
—0,02381

ae4
- 0,02381

AFt 
—0,02381

AG! 
- 0,02381

AHj 
+ 0,07145

Ah 
0 [ia] Ak>

aa2
—0,02381

ab2
- 0,35714

ac2
—0,08381

ad2
— 0,02381

ae2
—0,02381

af2
- 0,02381

ag2
- 0,02381

ah2 
+0,07143

ai2 
0 [ib] Ak2

aa3
- 0,02381

ab3
— 0,02381

ac3
—0 35714

ad3
-0,02381

ae3
-0,02381

af3
-0,02381

AG3 
- 0,02381

AHS 
+0,07143

ai3 
0 [ic] Ak3

aa„
-0,02381

ab4
-0,02381

ac4
—0,02381

ad4
—0,35714

AE4 
- 0,02381

af4
- 0,02381

ag4
- 0,02381

ah4
+0 07143

ai4 
0 [id] Ak4

aa5
—0,02381

ab5
— 0,02381

ac5
— 002381

ad5
- 0,02381

ae5
-0,35714

af5
—0,02381

AG5 ’ 
-0,02381

AH5 
+0,07143

AI5 
0 [ie] Ak5

aa6
- 0,02381

ab6
— 0,02381

ac6
— 0,02381

ad6
—0,02381

ae6
—0,02381

af6
— 0,35714

ag6
-0,02381

ah6
' +0,07143

Ala
0 [>f] Ak6

aa7
—0,02381

AB7 
—0,02581

ac7
— 0,02381

ad7
—0,02381

AE7 
- 0,02381

af7
- 0,02381

ag7
—0,35^14

AHr 
+0,07143

ai7 
0 [>g] Ak7

aa8
+ 0,07143

ab8 
+0,07143

ac8 
+0,07143

ad8
+0,07143

af8 
+0,07143

af8
+ 0,07143

ag8 
+0,07143

ah8
- 0,21429

ai8
0 [ib] Aka

aa9 
0

ab9 
0

ac9
0

ad9 
0

ae, 
0

af, 
0

ag, 
0

ah9 
0

Al,
0 [ii]

=+l
Ak9

ki k2 k3 k4 kj k6 k7 k8 k,
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f) Układ centralny złożony z ośmiu trójkątów

AA4 
—0,48167

ab, 
- 0,02833

ac4
—0,02833

AD, 
—0,02833

ae4
— 0,02833 —0,02833

ag4
—0,02833

AH, 
—0,02833

AD 
4-0,08500

ak4 
0 [ka] Ak4

aa2
—0,02833

AB, 
— 0,48167

ac2
- 0,02833

ad2
- 0,02833

AE2 
—0,02833

af2
—0,02833

ag2
—0,02833

ah2
—0,02833

AI2 
4-0.08500

ak2 
0 [kb] Ak2

AA3 
- 0,02833

ab3
—0,02833

ac3
—0,48167

ad3
-0,02833

ae3
-0,02833

af3
—0,02833

ag3
—0,02833

ah3
- 0,02833

Al, 
+0,08500

ak3 
0 [kc] Ak3

aa4
- 0,02833

ab4
- 0,02833

ac4
- 0,02833

ad4
- 0,48167

ae4
—0,02833

af4
—0,02833

ag4
—0,02833

ah4
- 0,02833

ai4 
+0,08500

ak4 
0 [kd] Ak4

aa5
- 0,02833

ab5
—0,02833

ac5
— 0,02833

ad5
— 0,02833

AES 
—0,48167

af5
—0,02833

ag5
— 0,02833

ah5
- 0,02833

ai5
+0,08500

ak5 
0 [ke] Ak5

aa6
-0,02833

ab6
—0,02833

ac6
- 0,02833

ad6 
—0,02833

ae6
—0,02833

AF6 
—0,48167

ag6
- 0,02833

AH„ 
- 0,02833

AI6 
+0,08500

AK6
0 [kf] Aka

A-Ar 
- 0,02833

AB7 
—0,02833

ac7
—0,02833

AD7 
—0,02833

AE7 
—0,02833

af7
—0,02833

ag7
—0,48167

ah7
—0,02833

Air 
+0,08500

ak7 
0 [kg] Ak7

aa8
- 0,02833

ab8
— 0,02833

ac8
- 0,02833

ad8
- 0,02833

AE, 
—0,02833

af8
—0,02833

ag8
—0,02833

ah8
-0,48167

AI8 
+ 0,08500

AKs 
0 [kh] Ak,

aa9 
4-0,08500

ab9 
4-0,08500

ac, 
4-0,08500

ad9 
4-0,08500

ae9 
4-0,08500

af9 
4-0,08500

ag9 
4-0,08500

ah9
4-0,08500

Al, 
—0,25500

AK, 
0 [ki] Ak,

AA10
0

AB10 
0

ac10
0

AD„ 
0

AE„
0

AF10
0

AG10
0

AHia
0

AII0
0

AK10 
0 [kk] Ak10

ki k» k? k< ks kf k8 k« kio
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Ogólne zestawienie współczynników przy wyrazach wolnych

a) przy wyrównywaniu kierunków

Dla układu 
centralnego 
złożonego 

z trójkątów

Kolejne współczynniki u; pierwszym wierszu

1 2 '3 4 5 6 7 8 9

3 — 2/8 -1/8 -1/8
4 — 7/30 —3/30 -2/30 —3/30
5 —5/22 —2/22 —1/22 —1/22 -2/22
6 —18/80 —7/80 —3/80 —2/80 -3/80 -7/80
7 — 13/58 -5/58 —2/58 —1/58 —1/58 -2/58 — 5/58
8 -47/210 —18/210 —7/210 -3/210 —2/210 -3/210 —7/210 — 18/210
9 —34/152 —13/152 -5/152 —2/152 -1/152 -1/152 —2/152 — 5/152 -13/152

Sposób korzystania z powyższej tablicy widoczny jest z poniższego ze
stawienia współczynników dla układu centralnego złożonego z 6 trójką
tów, gdzie łatwo odczytać ogólne prawo tworzenia wszystkich wierszy, 
kiedy dany jest pierwszy wiersz.

UJ A B C D E F

1 —18/80 — 7/80 — 3/80 — 2/80 — 3/80 — 7/80
2 — 7/80 —18/80 — 7 80 — 3/80 — 2/80 — 3/80
3 — 3/80 — 7/80 —18/80 — 7/80 — 3/80 — 2/80
4 — 2/80 — 3/80 — 7/80 — 18/80 — 7/80 — 3/80
5 — 3/80 — 2/80 — 3/80 — 7/80 — 18/80 — 7/80
6 — 7/80 — 5/80 — 2/80 — 3/80 — 7/80 -18/80

b) przy wyrównywaniu kątów

Dla układu cen
tralnego złożo

nego z trójkątów

Drugi wyraz 
w pierwszym 

wierszu

Ostatni wyraz 
w pierwszym 

wierszu

Ostatni wyraz 
w ostatnim 

wierszu

Pierwszy wyraz 
w pierwszym 

wierszu

3 — 1/18 + 3/18 — 9/18 — 7/18
4 — 1/24 + 3/24 — 9/24 — 9/24
5 — 1/30 + 3/30 — 9/30 — 11/30
6 — 1/36 + 3/36 — 9/36 — 13/36
7 -1/-2 + 3/42 — 9/42 — 15/42
8 — 1/48 + 3/48 — 9/48 — 17/48
9 — 1/54 + 3/54 — 9/54 — 19/54
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Ogólne prawo tworzenia wszystkich wierszy na podstawie danych po
wyższej tablicy dla wyrównywania kątów widoczne jest z poniższego 
zestawienia dla układu centralnego złożonego z sześciu trójkątów:

W A B C D E F G

1 —13/36 — 1/36 — 1/36 — 1 36 — 1/36 — 1/36 + 3/36
2 — 1/36 — 13/36 — 1/36 — 1/36 — 1/36 — 1/36 + 3/36
3 — 1/36 — 1/36 — 13/36 — 1/36 — 1/36 — 1/36 + 3/36
4 — 1/36 — 1/36 - 1/36 - 13/36 — 1/36 — 1/36 + 3/36
5 — 1/36 — 1/36 — 1 36 — 1/36 —13/36 — 1/36 + 3/36
6 — 1/36 — 1/36 — 1/36 — 1/36 — 1/36 — 13/36 + 3/36
7 + 3/36 + 3/36 + 3/36 + 3/36 + 3/36 + 3/36 — 9/36

Przykład liczbowy

Dane są następujące równania normalne dla układu centralnego, zło
żonego z sześciu trójkątów z zaobserwowanymi kątami:

Obliczyć wartości korelat dla powyższych równań normalnych.

□mer 
r nania

ki k2 kj k4 kj k6 k7 k8 W

1 +3 +1 +0,65 —0,300

2 +3 +1 —0,74 +0,300

3 +3 +1 —0,42 —4,800

4 +5 +1 — 0,28 —4,400

5 +3 +1 +0,51 — 5,500

6 +5 +1 +0,27 —0,300

7 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +6 0 +1,000

8 +0,65 —0,74 —0,42 -0,28 +0,51 +0,27 +0.00 +5,50 +3,920

Sposób obliczenia

Jeśli będziemy korzystać z gotowych współczynników dla tego rodza
ju układu centralnego, podanych w powyżej umieszczonych tablicach, 
obliczenie korelat sprowadzi się do rozwiązania jednego równania nor
malnego przekształconego. Tego rodzaju rozwiązanie na schemacie Kfo- 
waka będzie następujące:



Nr W A B C D E F G H [ ] Ak

1 - 0,300 —0,00940
— 0,36111

+0,01073
—0,02778

+0,00610
—0,02778

+0,00407
—0,02778

—0,00737
—0,02778

—0,00390
—0,02778

—0,00004
+0,08333

+0,04345 
0

+0,65 -0,21639

2 +0,300 +0,01073
-0,02778

—0,01224
-0,36111

- 0,00696
-0,02778

—0,00464
—0,02778

+0,00818
- 0,02778

+0,00445
—0,02778

+0,00004
+0,08333

—0,04958 
0

—0,74 +0,24694

3 — 4,800
+0,00609
— 0,02778

- 0,00695
- 0,02778

- 0,00395
-0,36111

—0,00264
—0,02778

+0,00478
—0,02778

+0,00253
—0,02778

+0,00002
+0,08333

—0,02816 
0

—0,42 +0,14028

4 —4,400 +0,00407
- 0,02778

—0,00464
—0,02778

- 0,00264
—0,02778

—0,00176
—0,36111

+0,00319
—0,02778

+0,00169
—0,02778

+0,00002
+0,08333

-0,01879 
0

-0,28 +0,09361

5 —5,500 - 0,00737
- 0,02778

+0,00842
- 0,02778

+0,00478
—0,02778

+0,00319
—0,02778

—0,00578
—0,36111

-0,00306
—0,02778

-0,00003
+0,08333

+0,03108 
0

+0,51 -0,16972

6 —0,300 —0,00390
-0,02778

+0,00445
—0,02778

+0,00253
—0,027.8

+0,00169
—0,02778

—0,00306
—0,02778

—0,00162
- 0,36111

—0,00002
+0,08333

+0,01801 
0

+0,27 - 0,08972

7 +1,000 - 0,00004 
+0,08333

+0,00004
+0,08333

+0,00002
+0,08333

+0,00002
+0,08333

—0,00003
+0,08333

—0,00002
+0,08333

—0,00000
-0,25000

+0,00017 
0

0 —0,00083

8 +3,920 +0,01345 
0

—0,04958 
0

— 0,02816 
0

— 0,01879 
0

+0,03408 
0

+0,01801 
0

+0,00017 
0

—0,20078 
0

+5,50 + 1

ki =

+0,7709

k2 = 

+0,2050

kj —

+1,9893

k4 =

+1,8928

k5 =

+2,4674

k6 =

+0,6708

kr =

—1,4996

k8 =

- 0,7898

W= +4,98070 

— = — 0,200775 
W

Paweł D
ulian
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Kolejność obliczenia

I. Najpierw wpisujemy gotowe współczynniki z tablicy dla układu 
centralnego złożonego z sześciu trójkątów, przy wyrównywaniu kątów. 
A więc dla przekątni z wyjątkiem ostatniego wyrazu mamy wartość 
—0,36111, dla ostatniego wyrazu przekątni mamy —0,25000, dla ostat
niego wiersza, jak również dla ostatniej kolumny z wyjątkiem ostatniego 
wyrazu mamy +0,08333, a dla pozostałych wyrazów wielkość —0,02778.

2. Następnie obliczamy wartości dla wszystkich A'k, przy czym ostat
nie Ak jest zawsze równe +1. Mamy

Akt = [[ ] • A] 

^2 = [| ] • B]

Ak3 = [[ ] • c]

Ak7 = [[ ] - G]

Ak8 — + 1 , 

czyli

Akj — ( + 0,65 - 0,36111) +
+ (-0,74 - 0,02778) +
+ (-0,42 -> 0,02778) +
+ (-0,28 - 0,02778) +
+ (+0,51 - 0,02778) +
+ (+0,27- 0,02778) +
+ ( o + 0,08333)

= — 0,21639

Ak2= (+0,65-0,02778}+ 
+ (-0,74 -0,36111)+ 
+ (-0,42 -0,02778)+ 
+ (-0,28 -0,02778)+ 
+( + 0,51-0,02778) + 
+ ( + 0,27-0,02778) + 
+ ( 0 +0,08333) 

= -j-0,24694

Ak, = ( + 0,65 + 0,08333) + 
+ (-0,74+0,08333) + 
+ (-0,42 + 0,08333) + 
+ (-0,28+0,08333) + 
+ (+0,51+0,08333) + 
+ (+0,27+0,08333) + 
+ ( 0 -0,25000)

= -0,00083
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3. W dalszej kolejności obliczamy W z wzoru

W = [[ ] • Ak]
W =(+0,65-0,21639) + (-0,74 + 0,24694)+ (-0,42 + 0,14028) + 
+ (-0,28 + 0,09361) + (+0,51 - 0,16972) + (+0,27 -0,08972) + 

+ (0 -0,00083) + (5,50) + 1 = + 4,98070
l

- w = - 0,200775.

4. Następnie obliczamy A H z wzorów

I 
aHj = — ■ Akt

1
A H2 = — w • A k2

1 
aH8 = — w • Ak8,

czyli

AHj = (-0,200775) (-0,21639) = + 0,04345
AH2 = (-0,200775) (+0,24694) = - 0,04958

aH8 = (—0,200775) + 1 = - 0,20078.

5. Teraz obliczamy

AAi=Akj • aHj ABj=Ak2 ■ aHj ĄGi=Ak7 • aHj

AA2=Akj • aH3 AB2=Ak2 • aH2 AG2=Ak7 • aH2

AA8=Ak] • aH8 AB8=Ak2 • aH8 AG8=Ak7 AH8,

czyli

AAt = —0,21639 4-0,04345 Al^ = 4-0,24694 -0,02778
AA2 = -0,21639 - 0,04958 AB2 = 4-0,24694 -0,36111

AA8 = -0,21639 - 0,20078 aB8 = 4-0,24694 -0,20078
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6. I ostatecznie obliczamy wartości na wszystkie korelaty jako funkcję 
wyrazów wolnych

ki—■ {Ai+^AJ w^-{A2+aA2} w2+• • • —|—{o-|—aA8} w8 

k2 — {B2+aB2} w2+ • • • +{o+aB8}w8

kg =kHi) Wj—|-{aH2} w2 —.............................. + w8,

czyli

+=(-0,36111 —0,00940) - 0,300+ 
+(- 0,02778-^0,01073) + 0,300+

k2=(— 0,02778+0,01073) -0,300 + 
+ (-0,36111 - 0,01224) +0,300+

+(+0,04345) + 3,920 
= +0,7709

+(-0,04958) + 3,920 
= +0,2050

ks = (+0,04345) - 0,300 + 
+ (-0,04958) + 0,300 -j- 

+ (-0,20078) + 3,920 
= - 0,7898

Z powyższego przykładu widzimy, że obliczenie korelat dla równań 
normalnych układu centralnego złożonego z trójkątów przy użyciu po
wyżej przytoczonych tablic, sprowadzić można do rozwiązania jednego 
równania normalnego przekształconego metodą Krovaka. Upraszcza to 
dość znacznie samo rozwiązanie i w wyniku otrzymujemy wartości kore
lat jako funkcję liniowe wyrazów wolnych, a więc w postaci bardzo ko
rzystnej, pozwalającej na obliczenie współczynników 'bez znajomości wy
razów wolnych, jak również na powtórzenie wyrównania dowolną ilość 
razy przy użyciu zmienionych wyrazów wolnych.

Wobec takiego uproszczenia i zmechanizowania procesu obliczeniowe
go przy wyrównywaniu układów centralnych nic nie stoi na przeszkodzie, 
aby zastosować tego rodzaju wyrównania, jako wyrównania stacyjne 
w sieciach powierzchniowych z obserwowanymi kątami w celu znalezie
nia najprawdopodobniejszej wartości dla kątów obserwowanych w środ
ku układu centralnego. Kąty otrzymane w ten sposób, tj. przez wyrów
nanie układu centralnego oddzielnie dla każdej stacji, mogłyby służyć 
jako kąty wyrównane na stacji do dalszego wyrównania lub też — przez 
zastosowanie dalszych przybliżeń — jako wartości ostateczne z przybli
żonego wyrównania całej sieci.
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PE31OME

CTaTtH MMeeT cBoeił nejibio ynpomeHne n MexaHH3aqnio BbiHHCJieHnił npn ypas- 
HMBaHMM H63aBMCHMbIX IjeHTpajIbHbIX TpHaHryjI5IU;M0HHbIX CMCT6M. TaKMe CMCTCMbl 
BCTpenaioTCH na tojibko b MecTHbix TpnaHryjiHipiOHHbix c6thx, ho h npn ypaBHMBa- 
HHH CTaHqHH B 3aH0JIHK)LIJ,HX C6THX C yrjlOBbIMH HaÓJHOfleHHHMH.

ynpomeHMe flocrnrHyTO nyTCM npMMeHCHMH MCTOfla nocTeneHHbix peflyKąMM no 
cnocoóy KlKOBaKa H HCHOJIbSOBaHHH CHMeTpHHeCKOH $OpMbI CHCTeMbl H0pM3JIbHbIX 
ypaBHeHHił, pemaeMbix npn homohi,h Ta6;nm, noMemeHHbix b CTaTbe. B 3thx TaójiH- 
pax flanw KoacjJcjjHijHeHTbi peAyn,HpoBaHHbix (h-1) HopMajibHbix ypaBHeHHił. TaKHM 
o6pa3OM BbiHMCjieHMe KoppejiaT npnBOfliiTCH k pemennio oflnoro npeo6pa3OBaHHoro- 
HopMajibHoro ypaBHeHHH. IIpn 3tom KoppejiaTbi BbiCTynaiOT b (JiopMe jiHHeiiHbix 4>yHK- 
iihm M3BecTHbix hjichob ypaBHeHHił, b cbopwe onenb BbiroflHOM, Gjiaroflapa KOTopoił. 
ypaBHHBaHHe moikho noBTopaTb CKojibKo yro^Ho pa3, He noBTopsa Bcex BbiHHCJieHHH..

RESUME

Le but de cet article est de simplifier et de mecaniser, autant que possible, le cal— 
cul de compensation des systemes independants centraux, composes de triangles. On 
rencontre de tels systemes non seulement dans les reseaux locaux de tri.angulation, 
mais aussi dans le procede de compensation des reseaux en groupes separes, ou 
bien dans celui de compensations de stations dans les reseaux superficiaires a la 
base des angles mesures.

Cette simplification a ete realisee par 1‘application de la methode de reductions 
successives, qui est la methode de Krovak, et en utilisant le systeme d‘equations. 
normales qui permet de se servir des tableaux contenus dans le texte. Ces tableaux 
contiennent des coefficients permettant de former les equations normales reduites 
(n-1). De cette faęon le calcul des correlations est amene a la solution d’une equa- 
tion normale ainsi transformee. Outre cela, les correlations paraissent comrne fon- 
ctions lineaires des termes libres, ce qui veut dire en formę tres avantageuse, puls- 
qu‘elle permet, a volonte, la repetition des compensations sans exiger, a nouveau^ 
1’ensemble du calcul.
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Jerzy Gomoliszetuski

Geodezyjne metody pomiaru zabytkom architektonicznych

1. Cel pomiaru zabytków

Zanalizowane w artykule metody są oparte na doświadczeniach włas
nych z pomiaru 4 budowli architektury zabytkowej, wykonanego w okre
sie od r. 1946 do 1950.

Doświadczenia powyższe wykazały wyraźnie celowość stosowania w tej 
dziedzinie ścisłych metod pomiaru.

Zabytki architektoniczne, oprócz wartości historycznej, przedstawiają 
wysoką wartość artystyczną. Jako arcydzieła sztuki monumentalnej, któ
re przetrwały krytykę wieków, wnoszą obfity i cenny materiał doświad
czalny w dziedzinę kompozycji architektonicznej, zarówno z punktu wi
dzenia naukowego, jak i praktycznego (wykonawstwo).

W związku z tym wyłania się szereg problemów, które wymagają ści- 
słych i szczegółowych pomiarów, a mianowicie:

1) Konserwacja. Zabytki, jako wysokowartościowe dzieła sztuki naro
dowej, otaczamy zawsze opieką chroniąc je przed zniszczeniem, a w wy
padku częściowego lub całkowitego zniszczenia odnawiamy je lub wzno
simy na nowo. Wiele przykładów daje nam pod tym względem odbudowa 
Warszawy.

2) Rekonstrukcja. Niejednokrotnie spotykamy się z zabytkami obarczo
nymi naleciałościami późniejszych wieków i przywracamy im stan pierwo
tny (oryginalny). Przykłady: zamek w Pieskowej Skale, gdzie przywraca 
się stan z epoki renesansu, zamek w Wiśniczu, Niedzicy itp.

3) Badania historyczne. Aktualne są one w tych wypadkach, gdy chodzi 
o stwierdzenie rozwoju historycznego danego zabytku lub też grupy za
bytków w poszczególnych epokach.

4) Inwentaryzacja zabytków. Zadaniem jej jest katalogowanie zabyt
ków przez połączenie planów i opisów historycznych.
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5) Problemy kompołzycyjn/o-naukowe. Obejmują one formę i konstruk
cję zabytku w szczegółowym ujęciu, a mianowicie: układ w przekrojach, 
poziomych, pionowych, rozwiązanie elewacji i wnętrza, konstrukcja mu
rów z nadwieszkami i odsadzkami, kształty poszczególnych elementów 
architektonicznych (kształt sklepień, łęków, kolumn, głowic, profili gzym
sowych, kopuł, hełmów wieżowych, otworów okiennych, pinakli, portali 
itp. elementów położonych niejednokrotnie bardzo wysoko i niedostęp
nych dla bezpośredniego pomiaru), wzajemne ich proporcje oraz — jak 
wykazały wspomniane na początku doświadczenia badawcze — celowe 
odkształcenia formy, czyli korekty kompozycyjno-perspektywiczne, ma
jące na celu wywołanie odpowiednich, decydujących wrażeń w przy
stosowaniu do perspektywicznego widzenia w naturze; jednym słowem 
wszystko to, co stanowi istotę wartości kompozycyjno-artystycznej, a za
razem monumentalnej w architekturze zabytkowej.

We wszystkich tych wypadkach potrzebne nam są plany sporządzone 
na podstawie pomiaru.

Aby plany były pełnowartościowe w zastosowaniu do wyżej wymienio
nych problemów, muszą być szczegółowe i wiernie odtwarzać stan rze
czywisty. a więc opierać się na odpowiednio ścisłym pomiarze — w prze
ciwnym bowiem razie będą miały wartość tylko poglądową lub frag
mentaryczną i nie spełnią należycie swego zadania ani przy rekonstruk
cji, ani przy odnowieniu części lub całkowitej odbudowie zniszczonego 
zabytku, nie dostarczą odpowiednich argumentów przy badaniach histo
rycznych i nie oświetlą dostatecznie bardzo ważnych z naukowego 
i praktycznego punktu widzenia problemów kompozycyjno-architekto- 
nicznych.

W inwentaryzacji zabytków, gdzie chodzi o przyspieszenie od dawna 
już aktualnego, lecz długiego i kosztownego^ problemu, muszą z koniecz
ności wystarczać mało dokładne i choćby fragmentaryczne pomiary 
i plany — w zasadzie jako prowizorium.

Niejednokrotnie w braku innych możliwości wykorzystujemy także 
we wszystkich innych wymienionych wyżej problemach plany poglądo
we (mało dokładne), jakkolwiek bardzo często z poważnym uszczerbkiem 
dla sztuki architektonicznej, narażając się na możliwości tzw. „eklektyz- 
mu“, aktualnego w XIX w. (nieudane naśladownictwo).

Należałoby tu, traktując sprawę ogólnie, wyodrębnić pewną grupę za
bytków, bądź to mniej skomplikowanych pod względem konstrukcji i for
my, bądź mniej ciekawych i ważnych z punktu widzenia sztuki archi
tektonicznej (drugoplanowe), dla których mało dokładne plany o charak
terze poglądowym mogą całkowicie wystarczyć, ewentualnie takich za
bytków, które możemy pomierzyć najprostszymi metodami uzyskując 



Geodezyjne pomiary zabytków 89

dostateczną dla danych warunków dokładność i oczywiście wystarczającą 
przydatność (przykład: niektóre zabytki budownictwa mieszkaniowego 
lub tp.).

II. Analiza metod pomiaru

Dotychczas były stosowane w tej dziedzinie następujące metody:
1) najczęściej stosowana metoda pomiarów bezpośrednich, taśmowych,
2) metoda fotogrametrii jednoobrazowej,
3) metoda stolikowa,
4) metoda stereofotogrametryczna.
Zalety i wady wymienionych metod:
Ad 1). Metodę pomiaru taśmą (z użyciem pionu i ewentualnie pryzmatu) 

można stosować przy odcinkach dostępnych dla bezpośredniego pomiaru. 
Nie ulega wątpliwości, że bezpośredni pomiar odcinka może być bardzo 
dokładny, lecz w zabytku ilość takich odcinków (zarówno w płaszczyźnie 
poziomej, jak i pionowej) jest mocno ograniczona. Tą metodą możemy 
w zasadzie pomierzyć tylko niektóre fragmenty zabytku lub też w spo
radycznych wypadkach cały zabytek o bardzo prostej, regularnej, nie
skomplikowanej formie. Jeśli chodzi o zabytek skomplikowany, zwłaszcza 
architektury monumentalnej (a takich mamy wiele), przedstawiający bu
dowlę o różnych nieregularnościach, stanowiących jego istotną cechę, to 
w żadnym wypadku nie zmontujemy tą metodą całości (bez użycia instru
mentu) w sensie dokładnego i właściwego ujęcia. W tych więc wypadkach 
plany, które otrzymamy w wyniku pomiaru metodą bezpośrednią (taśmo
wą) będą miały wartość tylko fragmentaryczną, a w stosunku do całości 
budowli —■ poglądową.

Ad 2). Metoda fotogrametrii jednoobrazowej polega na przejściu gra
ficznym od rzutu perspektywicznego do przekroju poziomego (tzw „rzu
tu") lub pionowego (jest to odwrotność perspektywy). Może ona oddać 
duże usługi przy opracowaniu fragmentów elewacji lub wnętrza, lecz do 
przekrojów poziomych lub pionowych nie nadaje się. Dokładność jej, jako 
metody graficznej, jest niewielka, zwłaszcza w wypadkach odtwarzania 
pozycji punktów na podstawie przecięć linii prostych pod bardzo ostrymi 
kątami (a takich będzie dużo). Przy budowlach nieskomplikowanych 
pod względem formy może być przydatna. W zasadzie ma charakter 
metody nadającej się do celów fragmentarycznych, w stosunku zaś do 
całości skomplikowanej budowli (zabytku) ma charakter metody dającej 
wynik poglądowy. Stosowana jest rzadko. Duże usługi odda nam nato
miast zwykła fotografia przy kompletowaniu albumów z widokami pers
pektywicznymi i sztuką plastyczną w zabytku (dekoracje, rzeźby, freski, 
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malowidła itp. szczegóły), a równocześnie jako dobry materiał orientacyj- 
no-pomocniczy przy opracowywaniu plansz technicznych (architektonicz
nych). Album zdjęć fotograficznych, jako bardzo pożądany dodatek do 
plansz technicznych, sporządzonych za pomocą metod geodezyjnych, po
danych dalej, da nam możność wyczerpującego i plastycznego objaśnienia 
kompozycji zabytku.

Ad 3). Metoda stolikowa może być stosowana do sporządzenia przekroju 
poziomego dolnych kondygnacji (przyziemia) oraz do elewacji, a w nie
których wypadkach nawet do obrysu zewnętrznego górnych kondygnacji. 
W przekrojach pionowych jest ona w zasadzie nieużyteczna. Metoda ta 
z jednej strony nie pozwala na całkowite rozwiązanie problemu, z dru
giej zaś strony, jako metoda graficzna, daje małą dokładność. Może cał
kowicie wystarczyć tylko, w prostszych budowlach lub tam, gdzie nie 
potrzeba większej dokładności (do celów poglądowych).

Ad 4). Metoda stereofotogrametryczna w zastosowaniu do pomiaru za
bytków jest metodą dokładną (dokładność wg danych z prospektów 
Zeissa — około 1 cm) i najszybszą, bezkonkurencyjną w opracowywaniu 
elewacji i fragmentów wnętrza (kształty kopuł, łęków, sklepień itp.), daje 
olbrzymie bogactwo szczegółów odtwarzanych prawie z jednakową do
kładnością (co jest tu momentem bardzo ważnym). Natomiast metoda ta 
przy opracowaniu przekrojów pionowych i obrysu wewnętrznego jest bar
dzo trudna i w tych wypadkach może być tylko częściowo wykorzystana.

Muszę tu nadmienić, że interesując się tym problemem szukałem 
w różnych dostępnych mi źródłach i spotkałem się tylko z opracowaniem 
fragmentów (np. prospekty Zeissa podają tylko elewacje lub frag
menty), lecz opracowania całego zabytku tą metodą (zwłaszcza prze
krojów pionowych lub obrysów wnętrza) nie spotkałem.

Żadna więc z podanych wyżej i stosowanych dotychczas metod nie daje 
możliwości wykonania całkowitego (pełnego), a jednocześnie dokładnego 
pomiaru w skomplikowanych, przeważnie zabytkach architektury monu
mentalnej.

Geodezyjne metody pomiaru zabytków architektonicznych (metody in
strumentalne), które podaję w następnych rozdziałach, pozwoliły mi nie 
tylko na dostarczenie wyczerpującego materiału w postaci ścisłych da
nych geodezyjnych i planów skomplikowanego pod względem formy za
bytku architektury barokowej z pełnym zastosowaniem do wszystkich 
wymienionych na początku problemów, lecz także na dokonanie (na pod
stawie tych danych geodezyjnych) bardzo ciekawych odkryć dotyczących 
kompozycji architektury zabytkowej.
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Metody powyższe pozwalają wprawdzie na wszechstronne wyczerpanie 
problemów, związanych z architekturą zabytkową, pochłaniają jednak du
żo czasu na pomiary i wyliczenia; przy większym doświadczeniu i odpo
wiedniej organizacji można by tu jeszcze wiele zyskać na czasie, ale na
wet i wtedy lepiej jest, o ile możności, stosować metodę stereofctograme- 
tryczną.

Dlatego więc za najwłaściwsze rozwiązanie tej sprawy na przyszłość 
uważam zastosowanie metod geodezyjnych (instrumentalnych) w po
łączeniu z metodą stereofotogrametryczną. Wówczas w tych częściach za
bytku, gdzie jest korzystne zastosowanie metody stereofotogrametrycz- 
nej, metody geodezyjne instrumentalne ograniczyłyby się tylko do nie
zbędnej ilości punktów, koniecznych w każdym razie jako podkład geo
dezyjny. Ze względów organizacyjnych opłacalność takiego rozwiązania 
zwiększyłaby się przy pomiarze obejmującym większą ilość zabytków 
(grupę).

III. Ogólne zasady sporządzania planów architektonicznych
Pomiar zabytku powinien być tak wykonany, aby zawierał wszystkie 

dane potrzebne do ujęcia całej jego konstrukcji i formy. Jest to więc po
miar przestrzenny, mający dostarczyć 3 współrzędne (x, y, i z) dla danego 
punktu. Wyniki jego uwidaczniamy na planach, które obejmują: przekro
je poziome, przekroje pionowe (podłużne i poprzeczne), elewacje, szczegóły 
w skali zwiększęnej, czyli drobne elementy, które w skali przyjętej dla 
przekrojów lub elewacji nie dadzą się dokładnie uwidocznić (np. profile 
gzymsów, portale, okna, głowice itp.) oraz dodatkowe wykresy odkształ
ceń formy lub proporcji (z danymi geodezyjnymi) mających charakter 
artystycznego wykonawstwa i stanowiących jego istotne cechy.

Komplet taki wraz z danymi geodezyjnymi dotyczącymi wszystkich naj
istotniejszych cech kompozycyjnych da nam pełny obraz rzeczywistości 
i pozwoli na wyprowadzenie odpowiednich wniosków oraz na wyczerpu
jące rozwiązanie tego ważnego z punktu widzenia naukowego i potrzeb 
praktycznych zagadnienia kompozycji architektury zabytkowej.

Przekrój poziomy (zwany potocznie „rzutem11) lub pionowy jest to 
obrys zewnętrzny i wewnętrzny części murowanej lub drewnianej budo
wli otrzymany w wyniku przecięcia jej płaszczyzną poziomą lub pio
nową.

Elewacja jest to rzut prostokątny zewnętrznej części budynku na płasz
czyznę pionową, z reguły równoległą do ściany.

W celu uwidocznienia wzajemnego układu niższych i wyższych pozio
mów, przy sporządzaniu przekroju poziomego podaje się jednocześnie rzu
ty prostokątne (na płaszczyznę przekroju) tych elementów, które widzi
my w dół od płaszczyzny przekroju, np. krając mur na pozio
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mie nad cokołami, podaje się rzuty niżej leżących cokołów, schodów itp., 
krajać nad poziomem gzymsów podaje się rzuty gzymsów itp. W niektó
rych wypadkach wkreślamy na płaszczyznę przekroju poziomego rzuty 
elementów położonych nad płaszczyzną przekroju (np. układy gurt lub 
żeber sklepiennych itp.).

Analogicznie w przekrojach pionowych podajemy rzuty prostokątne 
(na płaszczyznę przekroju) elementów leżących po lewej lub po prawej 
stronie przekroju; wszelkie charakterystyczne różnice pomiędzy elementa
mi znajdującymi się po lewej i prawej stronie przekroju pionowego należy 
wykazać na oddzielnych wykresach.

Obrysy części murowanych (lub drewnianych) otrzymane w wyniku 
przekroju budynku płaszczyzną poziomą lub pionową znaczy się linią 
grubą na planie, elementy zrzutowane zaś — linią cienką; jeśli na da
nym przekroju poziomym lub pionowym chcemy zaznaczyć rzuty ele
mentów niewidocznych z płaszczyzny przekroju (np. znajdujących się za 
ścianą, pod murem czy też nad murem itp.), znaczymy je linią kres
kowaną.

Ilość przekrojów (poziomych i pionowych) zależna jest od konstrukcji 
i formy zabytku; musimy je poprowadzić tak, aby zobrazować całość.

Przekroje poziome (których w monumentalnych zabytkach będzie z re
guły kilka) wszystkich kondygnacji należy podać w jednym układzie 
współrzędnych, w celu ustalenia wzajemnego położenia kondygnacji 
(zmiany grubości murów, odsadzki, nadwieszki itp.). Wówczas dla odróż
nienia poszczególnych poziomów różnicujemy je na pierworysie odpo
wiednimi kolorami (ew. liniami różnej grubości). W celu sporządzenia 
odbitek ozalidowych, wykreśla się odrysowane z pierworysów matryce 
oddzielnie dla każdego przekroju (poziomego), ale należy wówczas na od
dzielnych wykresach podać geodezyjnie charakterystyczne różnice w ukła
dzie górnych kondygnacji w stosunku do przyziemia.

Przekroje pionowe wykreśla się każdy oddzielnie. W wielu wypad
kach (analogicznie jak w przekrojach poziomych) będzie potrzebne spo
rządzenie dodatkowych wykresów porównawczych (z danymi geo
dezyjnymi) dla wykazania charakterystycznych różnic w poszczególnych 
elementach lub układach dotyczących jednego przekroju w stosunku 
do drugiego, jednej elewacji w stosunku do drugiej albo też na odcinku 
danego przekroju lub ewelacji.

Płaszczyzna przekrojowa danego przekroju poziomego może zmieniać 
swój poziom w przystosowaniu do każdej części zabytku ze względu na 
różne układy wysokościowe w poszczególnych częściach (np. różne pozio
my okien jednej części w stosunku do drugiej lub tp.).
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Analogicznie płaszczyzna przekrojowa danego przekroju pionowego 
może zmieniać swoje położenie w poszczególnych częściach budynku, 
w zależności od potrzeb korzystniejszego zobrazowania przekroju.

Niezależnie od opisanych wyżej planów i wykresów potrzebny jest 
plan sytuacyjno-wysokościowy podający położenie budowli zabytkowej 
oraz jego otoczenie, jak: przyległe budynki, ulice, drogi, wody, użytki,, 
grupy drzew, nawet pojedyncze drzewa itp. oraz układ wysokościowy. 
W miarę możności należy sporządzić plan sytuacyjny z okresu budowy 
zabytku na podstawie materiałów historycznych.

IV. Skala, w jakiej należy sporządzać plany zabytków
Plany sytuacyjno-wysokościowe: 1 : 5 000, 1 : 4 000, 1 : 2 000, 1 : 1 000, 

1 : 500, 1 : 400, 1 : 200.
Plany przekrojów poziomych, pionowych i elewacji: 1:200, 1:100, 1:50 

(najkorzystniejsza skala jest 1:50).
Szczegóły: 1:50, 1:20, 1:10, 1:5, 1:2, 1:1.
Wykresy odkształceń konstrukcji i formy, zmian proporcji i innych 

charakterystycznych cech kompozycji zabytku sporządzane dla celów 
naukowych mogą być podane w skali dowolnej, zależnie od charakteru 
fragmentu, a często nawet wskazane jest przyjęcie innej skali poziomej 
i innej wysokościowej, w celu lepszego zobrazowania danego odkształcenia 
(podobnie jak przy profilu niwelacyjnym).

V. Uzasadnienie dokładności pomiaru zabytków
Do stwierdzenia, jak ważną rolę odgrywają w architekturze drobne, 

nawet centymetrowe zmiany kształtu oraz do uzasadnienia w związku 
z tym dokładności, z jaką należy wykonywać pomiary zabytków dla ce
lów naukowych, mogą posłużyć wyniki dociekań z XIX w., kiedy 
wznoszono szereg budowli wzorowanych na świątyniach starożytnej 
Grecji (neoklasycyzm). Budowle te nie odpowiadały oryginałom, np. 
kolumny robiły wrażenie pochyłych, gzymsy wydawały się wklęsłe 
itp. Jak stwierdzono później, przyczyną tego było pominięcie drobnych 
odchyleń (od pionu, lub poziomu) stosowanych w architekturze greckiej.

Załączone 3 rysunki dotyczące odkryć z XIX w., podane w wyda
niu ZSRR „Wsieobszczaja istorija architiektury11, t. II, Moskwa 1949, ilu
strują powyższy problem. Rysunek 1 wskazuje, jak miała wyglądać świą
tynia grecka; rysunek 2 — jak wyglądała taka świątynia, gdy ją zbudo
wano bez uwzględnienia odchyleń; rysunek 3 — jak budowali Grecy, aby 
osiągnąć wynik podany na rysunku 1.

Odchylenia te, nazwane „korektami optycznymi11, które tak uchwyt
nie wpływały na formę, były wielkościami małymi, centymetrowymi, 
niemniej jednak spełniały swoje zadanie.
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Jak wynika ze wspomnianego poprzednio dzieła radzieckiego, korekty 
te miały na celu bądź to skorygowanie optycznych wypaczeń oka ludzkie
go bądź też uniknięcie sztywności geometrycznej oraz nużącej jedno- 

stajności i nadanie budowli charakteru 
naturalności żyjącego organizmu; problem 
ten, dotyczący architektury starożytnej 
Grecji, nie został dostatecznie jasno zba
dany i matematycznie zanalizowany — 
znamy go tylko w ogólnym zarysie.

Pomiar, który wykonałem na przykła
dzie jednego z zabytków architektury ba
rokowej w Krakowie, stwierdził, że ów
czesny architekt Tylman Gamereński 
(XVII' — XVIII w.) biorąc pod uwagę 
miejsce, w którym budynek ten został 
postawiony, i jego otoczenie, zastosował 
cały szereg głęboko przemyślanych i im
ponujących korekt kompozycyjnych w za
kresie daleko szerszym niż te, które znamy 
w architekturze greckiej (korekty optycz
ne, przeciwperspektywiczne, równowagi 
kompozycyjnej w oknach elewacji, oświe
tleniowe itp. Ze względu na ograni
czony zakres artykułu, nie podaj ę szczegó
łowych wyników tego pomiaru. Gwaran
cją istnienia korekt we wspomnianym za
bytku jest fakt, że z chwilą, gdy dowia
dujemy się o nich w wyniku pomiaru ści
słego, znaczną ich część możemy potwier
dzić okiem. Nie wiedząc zaś o nich nie 

jesteśmy w stanie nie tylko dostrzec, ale nawet podejrzewać ich istnie
nia — i na tym między innymi polega ich artyzm.

Wspomniane korekty kompozycyjne w tym zabytku wahają się w gra
nicach od około 2 do 20 cm.

Powyższe dane pozwalają na wyprowadzenie konkretnych wniosków 
co do dokładności pomiaru zabytków dla celów naukowo-badawczych, 
a mianowicie: pomiar taki powinien dać gwarancję, że położenie mierzo
nego punktu, zarówno w płaszczyźnie poziomej (współrzędne x, y), jak 
i w pionowej jest określone z błędem nie przekraczającym + 1 cm (jako 
błąd graniczny), czyli ze średnim błędem + 0,33 cm — dla budowli mu
rowanych lub kamiennych.
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Dokładność tę należy uważać za zasadniczą, z tym, że w poszcze
gólnych wypadkach, zależnie od charakteru zabytku lub jego elementów, 
można ją obniżyć bez szkody dla prac naukowo-badawczych, np. przy bu
dowlach drewnianych lub mniej ważnych elementach konstrukcji muro
wanej — do wielkości + 1 cm jako błąd średni.

Przy pomiarze zabytków specjalną uwagę należy zwracać na mniej
sze elementy, gdyż niedokładność pomiaru w tych wypadkach ma 
o wiele większy wpływ na ich proporcję niż w elementach dużych; tak 
np. będzie rzeczą obojętną, czy wysokość zabytku wynosi 30,00 m, czy 
30,10 m, ale nie będzie obojętny błąd 2 cm lub 3 cm popełniony w profilu 
gzymsowym, wysokości kilkucentymetrowej, zniekształcający całość pro
porcji danego gzymsu, jak również nie będzie obojętny fakt, że pilaster 
wysokości kilku metrów ma u dołu głębokość 28 cm, a u góry — 23 cm, 
albo jeśli zamiast łuku, po którym biegnie ściana lub gzyms (jako istotnej 
cechy kompozycyjnej) przyjmiemy linię prostą. Poza tym bardzo ważne 
ze względów konstrukcyjnych są niektóre drobne elementy, jak np. gru
bości sklepień, murów, filarów, wielkości nadwieszek itp.

VI. Instrumentalne metody pomiaru zabytków

Mamy tu z reguły do czynienia z pomiarem pośrednim, trygonome
trycznym, opartym na instrumencie uniwersalnym, przy zastosowaniu 
krótkich celowych. W problemie tym wchodzą w grę pomiary poziome 
(dla przekrojów poziomych) oraz pomiary wysokościowe (dla przekro
jów pionowych i elewacji).

A. Pomiar przekrojów poziomych

Pomiar przekrojów poziomych skomplikowanego budynku musimy 
oprzeć na ciągach poligonowych (zewnętrznych i wewnętrznych).

Niejednokrotnie zachodzi potrzeba prowadzenia ciągów poligonowych 
na kilku kondygnacjach i wówczas wszystkie ciągi muszą być ściśle 
z sobą powiązane, czyli założone w jednym układzie współrzędnych.

Powiązanie ciągów poligonowych górnych kondygnacji z ciągami przy
ziemia w zasadzie powinno być wykonane sposobem trygonometrycznym 
(boki nawiązujące niedostępne dla bezpośredniego pomiaru).

Podstawą pomiaru poszczególnych dostępnych punktów danego prze
kroju powinny być boki ciągów poligonowych lub założone na nich linie 
pomiarowe. Stosujemy wówczas jeden z następujących sposobów, w zależ
ności od warunków lokalnych, a przede wszystkim od żądanej dokładności 
pomiaru:
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1) metodę wcięcia kątowego z odpowiednio przygotowanych baz;
2) metodę biegunową przy odległościach nie przekraczających 10 m;
3) metodę ortogonalną z użyciem węgielnicy podwójnej przy krótkich 

rzędnych (do 10 m). Przy pomiarach zabytków murowanych dla celów 
naukowych metoda ta, ze względu na niższą dokładność, ma ograniczo
ne zastosowanie i nadaje się raczej dla budynków drewnianych.

Bardzo ważną i kardynalną zasadą przy wszelkiego rodzaju pomiarach, 
zwłaszcza gdy chodzi o dużą dokładność, jak również o gwaran
cję pomiaru, jest stosowanie kontroli, a więc przy zdjęciu punktów me
todą ortogonalną lub biegunową albo nawet metodą wcięcia, o ile to, 
możliwe, należy bezwarunkowo pomierzyć miary czołowe.

Często przy pomiarach budowli musimy wykonać także pomiar pod
ziemia (dla sporządzenia przekroju podziemia).

Pomiar taki musi być również oparty na ciągu poligonowym, wyrażonym 
w tym samym układzie.

Powiązanie takiego ciągu z ciągiem przyziemia może być wykonane:
1) albo przez zwykłe poligonowe nawiązanie, przy krótkiej, pochyłej 

celowej,
2) albo według zasad orientacji pomiarów kopalnianych — przez od

rzutowanie krótkiej bazy.
W tych wypadkach dokładność może być trochę mniejsza, lecz do da

nego celu wystarczająca.
Ze względu na krótkie boki ciągów poligonowych przy pomiarze bu

dynków, zwłaszcza we wnętrzu, należy zwracać specjalną uwagę na ści
słe centrowanie instrumentu i odpowiednie celowanie, jak również na 
odpowiednią stabilizację.

Pomiar niedostępnych punktów przyziemia, ew. punktów do
stępnych, lecz oddalonych znacznie od bazy, oraz pomiar wszystkich nie- 
dostępnych punktów górnych kondygnacji (gdy nie mamy możliwości 
oparcia się na dodatkowym ciągu poligonowym), opieramy wyłącznie na 
wcięciu kątowym z odpowiednio przygotowanych baz, z reguły krótkich 
(przeciętnie 20—30 m).

Bazami tymi będą bądź odcinki boków poligonowych, bądź linie pomia
rowe lub ich odcinki.

Punkty bazowe na bokach poligonowych lub na liniach pomiarowych 
wytycza się za pomocą instrumentu.

Bazy te należy mierzyć zależnie od dokładności, jaką chcemy uzyskać, za 
pomocą skomparowanej taśmy stalowej albo łat długości od 3 do 5 m.
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Najbardziej wskazane do pomiaru zabytków murowanych ze względu 
na uzyskanie większej dokładności — są łaty (zarówno przy pomiarze 
boków poligonowych, jak i baz).

Przy zabytkach drewnianych wystarczy taśma.
Aby określić położenie punktu metodą wcięcia kątowego ze średnim 

błędem + 0,33 cm dla zabytków murowanych lub + 1 cm dla zabytków 
drewnianych, należy — jak to wynika z podanej dalej analizy wcięcia:

1) bazy oraz boki poligonowe pomierzyć, w pierwszym wypadku ze śre
dnim błędem + 0,1 cm, w drugim wypadku ze średnim błędem + 0,33 cm;

2) do pomiaru kątów użyć instrumentu, który nam pozwoli zmierzyć 
kąt poziomy (przy 2 noniuszach i w 2 położeniach lunety) w pierwszym 
wypadku ze średnim błędem + 10", w drugim wypadku ze średnim błę
dem +30" (można przyjąć — jakkolwiek niezupełnie ściśle, lecz z wy
starczającą tutaj dokładnością •— że zadanie t0 spełni nam w pierwszym 
wypadku instrument o dokładności odczytu 20" w drugim wypadku — 
jednominutowy).

Uzyskanie podanej dokładności dla boków i baz nie będzie przedsta
wiało specjalnych trudności, ze względu na niewielkie długości ciągów po
ligonowych i baz przy pomiarze zabytku (jako przeciętną długość ciągu 
obwodowego można przyjąć 300 m).

We wnętrzu mierzonego budynku lub na zewnątrz może czasem, 
w braku innych możliwości, zajść potrzeba założenia instrumentalnie pod 
pewnym kątem linii pomiarowej (na której będą oparte domiary), a na
wet linii bazowej, ew. potrzeba założenia krótkiego ciągu otwartego (tzw. 
ciągu ślepego).

Wówczas pomiar ciągu musi być oczywiście wykonany w taki sposób, 
który pozwoliłby na kontrolę, rugując możliwość popełniania błędów nie
dopuszczalnych.

Tego rodzaju okoliczności mogą najczęściej występować przy pomiarze 
podziemia budowli oraz górnych kondygnacji (poddasze), gdzie dokładność 
pomiaru może być nawet trochę obniżona bez szkodliwego wpływu na 
wynik pracy.

Przy pomiarze przyziemia okoliczności takie zdarzają się rzadziej, za
bytki bowiem mają z reguły 2 wejścia.

Użycie do pomiaru kątów instrumentów dokładniejszych, jak np. 
Wilda typu T2 (lub innych podobnych) z punktu widzenia dokładności 
pomiaru kąta jest zbędne, gdyż z jednej strony — dokładność + 10" 
zupełnie wystarcza, a z drugiej strony — przy krótkich celowych powsta- 
je większy błąd celu, niż dokładność odczytu. Ze względów jednak prak
tycznych wskazane jest używanie podanych typów dla ścisłego pomiaru 
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zabytków, ponieważ zyskujemy: 1) na ścisłym centrowaniu przez użycie 
pionownika optycznego, 2) na dokładności poziomowania dzięki czulszej 
libeli w tych instrumentach, 3) na czasie z uwagi na znaczną wygodę 
i szybkość odczytów. Jeśli przy pomiarze korzystamy z tych typów, wy
starczy zaokrąglać odczyty do 10".

Przy pomiarze kątów poziomych metodą wcięcia, w wypadku gdy 
wcinane punkty znajdują się w wyższych poziomach, należy instrument 
dokładnie poziomować ze względu na to. że wpływ błędu niepionowości 
osi obrotu instrumentu na kąt poziomy przy celu na punkty wysoko poło
żone jest dość znaczny.

Przy celowaniu na punkt leżący pod kątem 50° do poziomu wpływ 
błędu niepionowości osi obrotu instrumentu na kąt może osiągnąć wiel
kość 2,4 e (gdzie e jest to kąt odchylenia osi instrumentu od pionu).

1. Za pomocą rzędnych i odciętych
na podstawie prostych wzorów:

W celu wyeliminowania ewen
tualnych błędów kolimacji i in
klinacji, a jednocześnie dla kon
troli i’ większej dokładności po
miar wszystkich kątów przy po
miarze zabytków należy bez
względnie wykonywać w 2 poło
żeniach lunety.

Naniesienie na plan • punktów 
pomierzonych metodą wcięcia 
może być wykonane:

wyliczonych w stosunku do bazy

sin a „k = a • cos 8 = —:---- • c • cosp, sin y
, 7 sin fil = b ■ cos a = ------- • c ■ cos a;sin y

jako sprawdzenie wyliczenia mamy: k + l = c (długość bazy),

, .. o sina . _zaś h = a • sin 8 = —----  • c • sin psiny

albo h — b • sin a = —---- • c ■ sin asin y

Licząc w sposób powyższy wielkości: h oraz k i l otrzymujemy kon
trolę rachunku, ponieważ wielkości h muszą być identyczne w obu wy
liczeniach, suma zaś wielkości k + l musi się równać wielkości c.
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Obliczenie i naniesienie w podany wyżej sposób punktów wciętych nie 
je,st połączone z dużą stratą czasu, jakby się to na pozór wydawało, po
nieważ w większości wypadków punkty wcinane muszą mieć także po
mierzone wysokości potrzebne do wykreślenia przekrojów pionowych 
i elewacji. Wobec tegoi wielkość a oraz b będą wykorzystane do wzoru 
na obliczenie wysokości (jak to wynika z dalsżych rozważań, dotyczących 
pomiaru wysokości).

Jeśli baza, z której wci
namy punkty niedostępne 
mie mieści się na arkuszu, 
na który nanosimy te 
punkty (co często się 
zdarza). należy bazę 
przesunąć równolegle do 
jej właściwego położenia 
o odpowiednią ilość me
trów i po przeliczeniu 
w ten sposób przesunię
tej bazy i naniesieniu jej 
na arkusz można nano
sić wcinane punkty (za 
pomocą rzędnych i odcię
tych) zmniejszając ich 
rzędne o odległości równe 
przesunięciu bazy.

Rys. 5

A — B — baza leżąca poza arkuszem; Ai — Bi — 
baza przerzutowana.

Zastosowanie tego sposobu jest opłacalne wówczas, gdy z jednej bazy 
lub boku poligonowego pomierzono wcięciem większą ilość punktów.

2. Za pomocą współrzędnych, wyliczonych w układzie przyjętym dla 
ciągu poligonowego (a nie w stosunku do bazy), w tych wypadkach, gdy 
.odległości od punktów wcinanych są duże i graficzne wystawienie kąta 
prostego mogłoby spowodować znaczne błędy (np. wystawienie na planie 
prostopadłej długości 30 lub 40 cm daje dużą niedokładność).

3. Za pomocą przenośnika, jako wcięcie graficzne, przy krótkich odleg
łościach (np. do 5 cm na planie); sposób ten, jako mniej dokładny, stosu
jemy rzadziej.

Przy obieraniu baz do wcięcia kątowego powinno się dążyć do tego, 
aby były one, choćby w przybliżeniu, równoległe do mierzonych elewacji; 
ułatwi to nam wydatnie prace naukowo-badawcze (przy wykrywaniu róż- 
jnych kompozycyjnych deformacji).



100 Jerzy Gomoliszewski

Analiza błędów wcięcia

Jeżeli we wzorach na h i l (rys. 4) zamiast y podstawimy 180° — 
— [a + /3] , to otrzymamy:

_  sina • sin(8_________________ _  sin/ł • cos a 
sin [a —|— /?] C sin [a -|- /?]

Powyższe funkcje są funkcjami trzech zmiennych: c, a i
Średni błąd określenia położenia wcinanego punktu będzie:

m ~ = m 2 -p m

Biorąc zgodnie z wzorem na średni błąd funkcji pochodne cząstkowe' 
względem zmiennych c, a i fi, oraz przyjmując, że kąty a i fi mierzy
my jednym instrumentem, a więc z jednakową dokładnością, (czyli 
ma = = m) wyrazimy średni błąd dla punktu P następującym
wzorem:

1 c2 • m?mr = - • sin2/? ■ m -4- . 2 r . (sin2a-|-sin2d)...................... I
p sin2 [a+£] [ c sm [«+£]

przy czym ma=m^=m, wyrażone jest w mierze analitycznej.

Z powyższego wzoru wynika, że wpływ błędów kątowych na dokład
ność określenia punktu P jest między innymi zależny od długości bazy,, 
a więc gdy zachodzi wypadek, że jakiś punkt mielibyśmy wciąć z dużej 
i odległej od niego bazy b, to chcąc zwiększyć dokładność przy tych sa
mych wcinających kątach a i fi, oraz przy tej samej wielkości m, mu- 
simy obrać nową bazę b}, mniejszą i bliższą danego punktu (lys. 6).

Ponadto warunkiem wspólnym dla wszystkich powyższych wzorów jest,, 
aby

sin [a -|- j6] 0, a-|-/5 0, a -1- fi 180° .

Ponieważ długość bazy jest z reguły nie
wielka i pomiar jej jest na ogół łatwy (tro- 
tuary, chodniki na zewnątrz zabytku lub> 
posadzka we wnętrzu), błąd średni po
miaru bazy mc, jako wielkość małą rzędu 

wyższego, możemy dla ułatwienia dyskusji odrzucić, tym bardziej, że jak 
wynika z wzoru — również współczynnik przy mc jest wielkością małą. 
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rzędu wyższego niż współczynnik przy m, a wobec tego wzór m przyj- 
mie postać:

„ c2 • m2
777 i --------------

p sin4 [«+P] sin2 a + sin2/8 , czyli:

. C • 771• —ł— _________
— sin2 [a+0]

|/ sin2 a -|- sin2 fi.

Ze wzoru tego widzimy, że dokładność określenia punktu wcinane
go P jest wprost proporcjonalna do długości bazy i dokładności instru
mentu.

Najmniejsza wartość mp , jak wynika z samego wzoru, będzie wte
dy, gdy sin2 a = sin2 czyli gdy kąt a = fi , a więc w trójkącie 
równoramiennym.

Wówczas będzie:

m = c-m . -./r^ = ______ sm_____ . 
pmin sin2 2a r /2 • sin 2 a • cos a

Najmniejsza wartość dla znpinin zachodzi, gdy pierwsza pochodna jest 
równa 0, a to ma miejsce, gdy tg a — 2 ctg 2 a, czyli ctg2 a = 2, a więc 
przy a = fi — 35° 16' (w zaokrągleniu).

Kąt na punkcie wcinanym P będzie wówczas równy 109°28'.
Konkretnie otrzymamy:

mPmin = i 0’92 m c, co przy średnim błędzie pomiaru kąta = + 0'.5 
(osiągalne przy teodolicie o dokładności odczytu z noniusza = 1') i przy 
przeciętnej długości bazy = 30 m, wyniesie 0,4 cm.

Przyjmując przeciętną długość bazy = 30 m, średni błąd po
miaru kąta poziomego + 0'.5 (dla teodolitu o jednominutowej dokład
ności) i średni błąd pomiaru bazy + 0,33 cm i podstawiając do wzoru 
na mp charakterystyczne wartości kątów a i f), otrzymamy odpowied
nie orientacyjne wartości błędów ujęte w tablicy 1.

Jak widać z podanej tablicy 1, najłatwiej nam będzie określić poło
żenie wcinanego punktu P w stosunku do punktów bazy (przy warun
ku, że błąd określenia tego punktu nie może przekroczyć założonej gra
nicy) za pomocą kąta y z tym, że w niektórych wypadkach będą miały 
na to wpływ wielkości kątów a i fi.
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Tablica 1

Kąt T Kąt a Kąt p

Średni 
błąd 

mp
Kąt T Kąt a Kąt P

Średni 
błąd 

mp

170W 5°00' 5°00' 1,8 cm 45W 45°00' 90"00' 1,2 cm
160 00. 2 00 18 00 12 45 00 67 30 67 30 1.2
160 00 6 00 14 00 1,0 40 00 10 00 130 00 0,9
160 00 10 00 1000 0,93 40 00 20 00 120 00 1,0
155 00 15 00 10 00 0,77 40 00 40 00 100 00 1.3

150 00 10 00 20 00 0,7 40 00 50 00 90 00 1.4
109 30 35 15 35 15 0.4 40 00 70 00 70 00 1,5
90 00 30 00 60 00 0,5 35 00 15 00 130 00 1,1
90 00 45 00 45 00 0,5 35 00 35 00 110 00 1,5
60 00 10 00 110 00 0,63 30 00 1 00 149 00 0,93

60 00 30 00 90 00 0.73 30 00 30 00 120 00 1,8
60 00 60 00 60 00 0,77 20 00 20 00 140 00 2,77
52 00 25 00 103 00 0.77 20 00 40 00 120 00 4,1
51 00 64 30 64 30 0.93 13 00 41 00 126 00 9,2
50 00 30 00 100 00 0,93 10 00 10 00 160 00 5,3

45 00 20 00 115 00 0.87 10 00 35 00 135 00 13.4
45 00 30 00 105 00 0,97 10 00 85 00 85 00 20,5

Jeżeli postawimy warunek, aby średni błąd m nie przekroczył wiel
kości + 1 cm (to na padstawie takiej tablicy, przy podanych założe
niach, możemy ustalić praktycznie wystarczającą granicę dla kąta y, 
a mianowicie:

155° > y > 50°, w każdym wypadku, niezależnie od wielkości ką
tów a i 0. Rozpiętość tej granicy może być w niektórych warunkach 
zwiększona, a mianowicie:

1) górna granica kąta y, może być zwiększona do 160°, jeżeli kąt a 
lub będzie wynosić od 5° do' 10°;

2) dolna granica kąta y może być zmniejszona do 45°, jeżeli kąt a 
lub fi będzie zawarty w granicach od 0° do 35°;

3) dolna granica kąta y może być zmniejszona do 40°, jeżeli kąt a 
lub będzie zawarty w granicach od 0° do 20°;

4) dolna granica kąta y może dochodzić do 35°, jeżeli kąt a lub bę
dzie zawarty w granicach od 0° do 10°.

Gdy przy pomiarze punktu metodą wcięcia mamy niekorzystne wa
runki terenowe, ze względu na nieodpowiedni kąt y (nie ma możliwo
ści wybrania odpowiedniej bazy), wówczas w celu zwiększenia dokład
ności wyniku, należy albo wykonać dwukrotny niezależny pomiar i przy
jąć średnią z 2 wyników albo użyć do pomiaru kątów dokładniejszego 
instrumentu.
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Jeśli przyjmiemy taką samą długość bazy = 30 m, średni błąd pomia
ru kąta poziomego + 10" i średni błąd pomiaru bazy + 1 mm (co bez 
specjalnych trudności można osiągnąć), to błąd mp będzie 3 razy mniej
szy niż przy założeniu poprzednim (ponieważ we wzorze na mp oba 
składniki zmniejszyły się 3 razy), a więc w podanej poprzednio tablicy 
wielkości z ostatniej kolumny będą 3 razy mniejsze; błędy zatem poda
ne w tablicy 1 będą dla ostatnich założeń błędami granicznymi.

Granice rozpiętości kąta y (lub a i fi) dla mierzonych metodą wcię
cia punktów, możemy ustalić jeszcze innym sposobem, mianowicie za
kładamy, że mp ma się równać żądanej wielkości, np. m p=± 1 cm.

Wótnczas mamy + 1 cm c2 • m2
sin4 [a+/3]

sin2 a + sin2/8

Rozwijając i przekształcając na podstawie wzorów trygonometrycz
nych do postaci tangensowej oraz przyjmując założone wielkości na 
długość bazy i średni błąd kąta, otrzyma
my równanie czwartego stopnia typu 
ar4 + ór3 + cr2 + dr + e = 0, gdzie 
współczynniki a, b, c, d, e będą funkcjami 
kąta a, niewiadoma zaś x = tg /?■ Pod
stawiając dla a kolej no wielkości, na 
przykład co 10°, rozwiążemy to równanie 
z praktycznie wystarczającą dokładnoś
cią, sposobem graficznym, metodą Lille’a, 
a w wyniku otrzymamy elipsę błędów, 
(jaknarysunku 7), która nam wykaże gra
nice dla kątowa, fi (lub y ), przy których 
możemy wcinać punkt P, aby nie prze 
kroczyć założonego błędu.

Rys. 7

B. Pomiary wysokościowe dla przekrojów 
pionowych i e1e w a c j i

Za pomocą niwelacji geometrycznej określamy z bezpośrednich od
czytów na łacie wysokości wszystkich dostępnych dla tej metody punk
tów danej kondygnacji. W sporadycznych wypadkach określamy wyso
kość punktu sposobem pośrednim, na podstawie zniwelowanych pozio
mów nawiązujących, od których odmierzamy łatą dostępne odcinki pio
nowe, np. mając zniwelowany poziom cokołu (gzymsu, posadz
ki lub tp.) odmierzamy od niego odległość pionową do punktu niższego 
lub wyższego. Ten ostatni sposób, jakkolwiek mniej dokładny od niwe
lacji bezpośredniej, w poszczególnych wypadkach może wystarczyć. 
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W zasadzie należy go ograniczyć do takich warunków, gdy nie może
my wykonać odczytów bezpośrednich z łaty lub gdy takie obniżenie do
kładności nie wpłynie szkodliwie na wynik.

Pomiar niwelacyjny w wielu wypadkach opiera się na odczytach 
z łaty odwróconej trzymanej stopką na punkcie, którego wysokość okre
ślamy. Rozpiętość w różnicy wysokości między punktami niwelowanymi 
z jednego stanowiska będzie w wyniku tego znacznie zwiększona (łata 
w dół i w górę od osi celowej). Przy pomiarze zabytków wskazane jest 
skonstruowanie dłuższej ławy wysuwanej, przynajmniej 6-metrowej, przy 
której jeszcze bardziej zwiększymy zasięg wysokościowy; niewielkie obni
żenie dokładności nie będzie w tym wypadku szkodliwe.

Dowiązanie wysokościowe pośrednich poziomów poszczególnych kon
dygnacji (np. poziom poddasza lub podziemia z przyziemiem itp.) 
można wykonać z wystarczającą dla tych celów dokładnością za pomocą 
metody niwelacyjnej, w której będziemy posługiwać się zwieszoną pio
nowo i odpowiednio naciągniętą taśmą stalową — zamiast łaty. Sposób 
ten jest aktualny w wypadkach:

1) gdy warunki pozwalają na przeciągnięcie pionowe taśmy przez jed
ną lub więcej kondygnacji wewnątrz budynku;

2) gdy stojąc wewnątrz z niwelatorem możemy przez otwory w ścia
nach, (np. przez okno) wykonać odczyt na taśmie zawieszonej przy 
ścianie zewnętrznej budynku.

Wszystkie wysokości punktów, których nie możemy określić za pomocą 
niwelacji geometrycznej (z ewentualną pomocą miar bezpośrednich), na

leży pomierzyć metodami 
pomiaru trygonometrycz
nego.

Trygonometryczny po
miar wysokości wykonu
jemy jednym z trzech 
sposobów:

1. Określenie różnicy 
wysokości -między dworna 
punktami (lub między 
większą ilością punktów) 
leżącymi w jednej linii 
pionowej (wysokość ścia
ny — od posadzki do 

gzymsu lub tp.). W tym wypadku musimy zmierzyć: odległość 
poziomą od punktu, nad którym stoi instrument, do linii pio
nowej, na której leżą mierzone wysokościowe punkty (rys. 8 — 

Rys. 8
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odległość ,,d“), odpowiednie kąty pochylenia dla każdego punktu (ką
ty: cp, <plt cp2, cp3 ............ ) oraz wspólny dla wszystkich punktów kąt

Różnica wysokości AE = d [tg <p3 + tgjest funkcją trzech zmien
nych: d, cp, y>.

Przechodząc do średnich błędów otrzymamy

[ । 12 » , d3 • m2 m p2 • m2!)
— I kgTh ~I- tg V I ' . —H----- t  4~ ------——"L AE L I dl cos4 y

Ponieważ wysokość instrumentu jest niewielka w stosunku do odleg
łości d, przeto kąt jest mały, wobec czego tgy jako wielkość małą, 
można w niniejszym rozumowaniu pominąć; z drugiej zaś strony cos4 ip 
przy kącie y; można uważać jako równe jedności. Prócz tego m cp 
= mip = m ze względu na pomiar kątów jednym instrumentem. W wy
niku tego będzie

tg2 • m\ + d2 • m2 + 1 ]

gdzie:

md = błąd pomiaru bazy; d = długość bazy, 
m = błąd pciriaru kąta pionowego.
Przebieg zmiany błędu w zależności od zmiany kąta tp , przedstawia 

podany wykres (rys. 9).
Wykres sporządzony dla dłu

gości bazy = 23,0 m. (ze 
względu na uproszczenie ra
chunku) oraz dla błędu pomiaru 
kąta pionowego m = + 0’5 
(jako błąd graniczny) i dla błę
du pomiaru bazy = + 1 cm 
(jako błąd graniczny).

Z wykresu wynika, że błąd 
graniczny możemy otrzymać 
mniejszy od + 1 cm wtedy, 
gdy kąt cp jest mniejszy od 37° 
i gdy punkty, których różnicę 
wysokości w ten sposób okre
ślamy, leżą (choćby z niewiel
kim odchyleniem) w jednej li
nii pionowej, zgodnie z począt
kowym założeniem, 
sce i wówczas otrzymamy

W rzeczywistości nie zawsze to będzie miało miej- 
niewłaściwą długość bazy, czyli znaczny

błąd md, a więc błędny wynik.
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A zatem metoda ta w ujęciu ramowym ma niewielkie zastosowanie przy 
pomiarach dokładnych. Duże natomiast korzyści daje przy określa
niu różnicy wysokości mniejszych odcinków, np.ED . Wówczas mamy

ED = d [tg^ - tgę>2];

[i2 r 1 i itg^ - tg^J ■ + d* ■ m2 [—3-- + —--J.

Dla niewielkiej różnicy kątów: ę?8 i <p2, . współczynnik przy m2 jest 
niewielki, a więc nawet większe wychylenie ściany lub krawędzi z pio
nu, czyli większy błąd m d — nie odegra tu roli. Tak więc np. jeśli założy
my : <p3 = 40°, <p2 = 35°, d = długość bazy = 23,0 m, m=+0'5 oraz 
błąd pomiaru bazy md— ± 5 cm (co jest równoznaczne z wychyleniem 
ściany z pionu), to błąd mFD nie przekroczy ± 1 cm (błąd graniczny). 
W danym wypadku (<p3 = 40°, <p2 = 35° oraz d = 23,0 m), odległość mię
dzy punktami E i D wyniesie 3,2 m, a zatem odcinki 3-metrowej długo
ści, a tym bardziej mniejsze, możemy w takich warunkach pomierzyć 

z błędem nie przekraczającym

Rys. 10

mentu w punktach A i B

+ 1 cm. Ma to zastosowa
nie przy pomiarze profilów 
gzymsowych (niedostępnych do 
bezpośredniego pomiaru).

2. Określenie różnicy wyso
kości między punktami leżący
mi w jednej płaszczyźnie pio
nowej .

Obieramy dwa stanowiska 
instrumentu A i B w ten spo-
sób, aby leżały one w jednej 
płaszczyźnie pionowej prze
chodzącej przez punkt o mie
rzonej wysokości (rys. 10).

Mierzymy bazę AB= d, kąty pochylenia <p i yj oraz wysokości instru—

Oznaczając: wysokość punktu A.........................................................H.
” B............................ hb

„ „ C........................................................... Hc
,, instrumentu w punkcie A............................. i x
„ „ „ B.............................i2

rzut poziomy odcinka AB................................................. d
„ ,, ,, AC.................................................x 
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mamy zależności:

Hc = Ha + h +
Hc = Hb + ż2 -|- (d + x) • tgy) 

stąd x = i • ‘sy + g« - g. + ^ - i. , 
tgy - tgy>

zaś Hc = 3.^ 1----- j |d • sinysiny-J-ig] cosy siny— siny

Wielkości: H + ż,, HB + i2 można określić dwoma sposobami:
l. HĄ i HB określamy z niwelacji, Ą, i2 zaś mierzymy bezpośrednio, 

z tym, że chcąc uzyskać dokładny rezultat musimy uwzględnić skosy 
taśmy na krótkich odcinkach (taśma nie ułoży się pionowo na odcinku od 
osi obrotu lunety do punktu, nad którym stoi instrument).

2. Określamy bezpośrednio poziom osi obrotu lunety za pomocą niwe
lacji trygonometrycznej, przy użyciu łaty ustawionej na reperze w nie-

Rys. 11

wielkiej odległości od instru
mentu (5 — 10 m). Nastawiamy 
nitkę poziomą (środkową) przy 
dwóch położeniach lunety na 
całkowity odczyt centymetro
wy na łacie, blisko poziomu 
osi. obrofu (w granicach kil
ku centymetrów w dół lub- 
w górę) i' określamy kąt po
chylenia (rys. 11). Mając po
mierzoną odległość do łaty, kąt 
pochylenia do punktu, na któ

ry celowaliśmy oraz odczyt z łaty wskazujący wysokość naszej celo
wej — możemy dokładnie określić poziom osi obrotu -lunety (prak
tycznie można go będzie uważać za bezbłędny). Sposób ten jest 
właściwszy od poprzedniego ze względu na większą dokładność.

Poziom osi obrotu lunety obliczamy ze wzoru
Ho = + ls + d • tg tp,

gdzie Hr — jest to poziom reperu, 
ls — odczyt pełnego centymetra, 
d — odległość do łaty na reperze, 

cp — kąt pochylenia.
Błąd określenia poziomu osi obrotu lunety powyższą metodą sprowadza 

się do błędu wielkości d ■ tg <p, gdyż odczyt na łacie ls (jako całkowity od
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czyt centymetrowy) możemy uważać praktycznie za bezbłędny. Biorąc 
cząstkowe pochodne względem zmiennych d i <p otrzymamy wzór na błąd 
wysokości

d2t 2 2 i---------“
h s w d -r 4 • m2

f

Jeśli weźmiemy np. <p = l°,d = 10 m, md= + 1 cm, — + 10" 
to otrzymamy wówczas mb = + 0,5 mm, a więc bardzo niewielki.

Oznaczmy we wzorze na Hc:
poziom osi obrotu lunety w punkcie B: + i2 — A,
poziom osi obrotu lunety w punkcie A: HA + Ą — B;

wówczas

Wc = ।----- j |^dsinę> siny+A cosy> sin 99—B COS99 sin

Funkcja Hc jest funkcją zmiennych: d, A, B, <p i Biorąc cząstkowe 
pochodne względem poszczególnych zmiennych otrzymamy średni błąd 
wielkości Hc ze wzoru 

2 
m H 

c
1

sin2 [99 — yj sin3 rp sin2 y> m2A- cos3 <p sin3 ip m 2 + sin2 99 cos2y> m2

sin2y> 
sin4 [99—^] d sin^ + dcos^ sin2 ę? 

sin4 [99— y] d sin 99+ A cos <p
2

m2,

gdzie: md = średni błąd pomiaru bazy
A = A — B = różnica poziomów osi obrotu lunety na poszczególnych 

stanowiskach,
m = średni błąd poziomu osi obrotu lunety w punkcie A lub B, który 

sprowadza się do średniego błędu instrumentu lub i2 ze 
względu na to, że wielkości H A i Hb uważamy za bezbłędne. 

m = — średni błąd pomiaru kątów <p i y mierzonych jednym
instrumentem.

Ustalenie dopuszczalnej granicy dla kątów 99 i 9) — z założeniem że średni 
błąd nie może przekroczyć wielkości + 1 cm, może nastąpić analogicznie 
jak dla problemu wcięć: albo przez rozwiązanie równania czwartego stop
nia przy warunku, aby błąd średni nie był większy od + 1 cm,, albo za 
pomocą tablicy przez podstawienie do wzorów charakterystycznych war
tości kątów.

Jeśli założymy: długość bazy d = 32,5 m (dla uproszczenia rachunku), 
m = 0'.5, mA= + 0,33 cm (osiągalny bez specjalnego wysiłku),
m. = + 0,33 cm, poza tym wielkość A = 0, ze względu na to, że różnica 
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poziomów między instrumentami iprzy tego rodzaju pomiarach jest z re
guły niewielka, ponieważ metodę tę stosujemy zazwyczaj przy pomiarze 
wysokości we wnętrzu zabytku, gdzie poziom posadzki jest dość równy — 
to otrzymamy

m 2 _ 0»m
Hc sin2 [ę?- y;]

0 222• 9 i 9’9 Ism^+cos^sin^ + —4^ sin4 y) + sin4 tp .

Przyjmując różne wielkości dla kątów <p i y> do powyższego wzoru 
otrzymamy orientacyjne wielkości średnich błędów podane w tablicy 2.

Tablica 2

Kąt ó Kąt ®

Kmadrat 
średniego błędu Kąt ó Kąt ?

Kmadrat 
średniego błędu

m H

IOW 20° 00’ 3,11 cm
33 CO 1,00 30° 00’ 40° 00’ 58,88
40 GO 0,79 75 00 1,03
45 05 0,69 80 00 0,83
60 CO 0,53 120 00 0,23

120 00 0,24 150 00 0,11

150 00 0,17 160 00 0,11

20W 30° 00’ 18,33 cm 40° 00’ 50° 00' 128,33 cm
45 00 2 08 80 00 1.74
60 CO 0,96 89 00 0,99

110 OO 0,28 120 00 0 27
150 00 0,11 140 00 0,16
160 00 0,09 150 00 0,14

160 00 0,14

50W 60° 00’ 225,11 cm 70’ 00’ 90° 00’ 29,78 cm
100 00 1,01 120 00 1,04
130 00 0,26 130 00 0,58
150 00 0,13 160 00 0,28
160 00 0,19

80° 00’ 90° 00’ 481,67 cm
60W 70° 00’ 333,67 cm 130 00 1 01

110 00 1,06 140 00 0,58
120 00 0.58 160 00 0 34
140 00 0,27
150 00 0,23 1

160 00 0,24
90° 00’ 135° 00’ 1,33 cm

140 00 0.94
150 00 0,57
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Jeśli będziemy chcieli, aby błąd określenia wysokości nie przekroczył 
wielkości + 1 cm, żądanie nasze będzie spełnione w następujących ukła
dach dla kątów ę? i

Tablica 3

Dla kąta 'k Rozpiętość kąta f

10° od 33° do 180°
20° „ 60° „ 180°
30° „ 77° „ 180°
40° „ 89° „ 180°
50° „ 100° ., 180°
60° „ 110° „ 180°
70° „ 120° „ 180°
80° „ 130° ., 180°
90° „ 140° „ 180°

Zestawienie niniejsze daje nam oriehtację co do możliwości stosowania, 
tej metody; wartości pośrednie można łatwo ustalić z tablicy.

Z powyższego zestawienia wynika, że korzystne warunki pomiaru wy
sokości tą metodą są w wielu wypadkach związane z dużymi kątami po
chylenia, co wymaga stosowania pryzmatu okularowego lub instrumentu 
z łamaną lunetą.

Tablica została ułożona przy założeniu, że długość bazy wynosi 32,5 m. 
Przy bazie mniejszej błąd ten będzie mniejszy, przy większej powiększy 
się, dlatego rozpiętość ta może ulegać pewnym wahaniom.

Jeśli przy tej samej długości bazy (32,5 m) przyjmiemy jako błędy śre
dnie: m = + 10", md = mi = + 1 mm, to wielkości średnich błędów (mH) 
będą 3 razy mniejsze niż przy założeniu poprzednim, gdyż we wzorze na

m~H oba składniki zmniejszyły się 
9 razy. Wówczas błędy średnie1 
z tablicy 2 będą przy tych założe
niach błędami granicznymi.

Metoda ta daje kontrolę ra
chunku, nie mamy natomiast 
kontroli pomiaru. Przy popełnio
nym błędzie w kątach cp lub ip 
otrzymamy zgodne wyniki na Hc

R 12 choć nie odpowiadające rzeczy
wistości. Przez pomiar w dwóch 

położeniach lunety prawdopodobieństwo pojawienia się błędów jest 
znacznie zmniejszone. Przy pomiarze wysokości sklepień zabytków 
(rys. 12) w większości wypadków jest to metoda jedyna poza tym ma 
mniejsze zastosowanie.
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3. Określenie różnicy wysokości między dwoma (lub więcej) punkta
mi leżącymi w różnych pionowych płaszczyznach.

Obieramy dwa stanowiska instrumentu nie leżące w jednej płasz
czyźnie pionowej z punktem, którego wysokość określamy (rys. 13). Mie- 

(między kierunkiem na punkt B 
i na punkt C) i kąt piono

rżymy na stanowisku A: kąt poziomy a

Rys. 13

Analogicznie otrzymamy trójkąt poziomy

wy^, a na stanowisku B-, 
kąt poziomy /i (między kie
runkiem na punkt 71 i na 
punkt C) i kąt pionowy y. 
Ponadto mierzymy odległość- 
między punktami A i B (ba
zę c).

Jeżeli przez oś obrotu lu
nety na stanowisku A popro
wadzimy płaszczyznę pozio
mą i zrzutujemy na nią pun
kty A, B i C, otrzymamy 
poziomy trójkąt A} C, B2. 
A2 C2 B^ identyczny z po

przednim, prowadząc płaszczyznę poziomą przez oś obrotu lunety na 
stanowisku B i rzutując na nią punkty A, B i C . Na rysunku 13 trójkąty 
ite są pokazane w widoku perspektywicznym;

Oznaczamy: CC, = h}, CC2 = h2.

Rozwiązując którykolwiek z tych trójkątów otrzymamy odpowiednie 
odległości a i b , a następnie mnożąc odpowiednio przez tangensy kątów 
pochylenia, otrzymamy różnicę wysokości między poziomami osi obrotu 
lunety na stanowiskach A i B a punktem szukanym C.

Oznaczając wysokość punktu A ..........................................................H
" B ..........................  hb

„ „ C ................................................................. Hc
„ instrumentu w punkcie A.......................................... i,
,, ,, ,, B • • ............................. i2

(Otrzymamy wysokość punktu C:

~ Ha + i, -f- hr = Ha —|— ź, + & • tg <p wyliczone z punktu A 
=HB+i2 + h2^HB_|_ i2 + a • tgy wyliczone z punktu B.

Te dwie wielkości powinny się różnić od siebie tylko w granicach błę
dów pomiaru.
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Ostateczna wysokość powinna być średnią ogólną obu tych wyników, 
z uwzględnieniem wag, czyli

„ Hc ■ P^Hc • p2 . . 1Hc = ------ ------------- - , gdzie p = —2.
Px+P2 m

Jednakże — jak wynika z dalszych rozważań — różnice wag są na ogól 
nieduże, przeto dla uproszczenia pracy możemy przyjąć Hc za średnią 
arytmetyczną:

/fc+^c HA +Hg+ń1+/i2 + hH^2

Wielkość (poziom osi obrotu lunety na stanowisku Ą) wyzna
czoną za pomocą niwelacji trygonometrycznej, oznaczamy HA1j wielkość 
zaś Hb + i2 (poziom osi obrotu lunety na stanowisku B', wyznaczoną 
analogicznie, oznaczamy

Wówczas TT Hai +
2

, , sin fi • c
przy czym: h' b sin(a+«

. sina • c
^a.tg^sin(a+w -tg¥.

Błąd wysokości Hc wyrazi się wzorem

„ m„ + m2 + m? + m2 + m? + m2 m2 Ha । Hb ' ' i2 1 A2.
Hc- 4

Wielkości m„ , , m. , m. możemy pominąć, jako bardzo małe, jeśli
"A hB ‘1 *2

poziom osi obrotu lunety ustalimy za pomocą niwelacji trygonometrycznej.

Wobec tego

i i [mk+ "‘J
czyli m«c ± 7 ym2h+m^.
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Wysokość hx jest funkcją czterech zmiennych: c, a, fi’ <p, wysokość zaś 
h2 — funkcją czterech zmiennych: c, a, fi, y>.

Średnie błędy wielkości hx i h2 wyrażą się wzorami:

= sinM«+^) [Sin^ + c2sin2^ct§2 +

c2 sin2a 2 c2 sin2/? 21
sin2 (a+ fi) cos2 99 sin2 9?

2 tg2y> r • 2 2 I c2 sin2/3
— ■ 2/1 m Sln a mc + • 2 /--- ioT ’ mh2 sin2 (a+fi) L c sin2 (a+0)

. 2-2 * 2 ' , rn 2 1 c~ sin2 a 2*1+ msm2actg2 a+ftiM H------- 5---- 7-y • md , cos2 y> simy) J

gdzie: c = długość bazy, mc = błąd pomiaru bazy,

ma = = błąd pomiaru kąta poziomego
= my = błąd pomiaru kąta pionowego, przy czym: 

ma =

Załóżmy wielkość bazy = 30 m, średni błąd pomiaru kątów poziomych 
ma—m^ =+0',5, średni błąd pomiaru kątów pionowych m?==mąr= ±0',5 
średni błąd pomiaru bazy mc = + 0,33 cm, maksymalny kąt pochylenia 
y) =52°, poza tym weźmy pod uwagę zależność między kątem 99 i y>, mia
nowicie:

sin a 
tg? = ----- - tgsin fi

(ponieważ baza w większości wypadków ma niewielki spadek).

Podstawiając przy tych założeniach różne wielkości kątów a i fi otrzy
mamy tablicę:
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Tablica 4

Kąt

7

Kąt

a

Kąt

0

Kąt

V

Kąt
mhl 771, h2 mHc ~ ± 2

(błąd średni)

170° 00’ 5° 00’ 5° 00' 52" 00’ 52° 00’ 2,3 cm 2,5 cm 1,65 cm
160 00 10 00 10 00 52 00 52 00 1,3 15 0,90
160 00 5 00 15 00 25 00 52 00 0,6 1,3 075
155 00 7 00 18 00 27 00 52 00 0,6 1,1 0,60
155 00 10 00 15 00 40 50 ■ 52 00 0,7 1,0 0,90
150 00 10 00 20 00 55 00 52 00 0,6 0,9 0,55
109 30 35 15 55 15 52 00 52 00 0,8 0,8 0,60
90 00 15 00 75 00 19 00 52 00 0,5 0,6 0,40
90 00 45 00 45 00 52 00 52 00 0,7 0,7 0,50
60 00 10 00 110 00 15 00 52 00 0,7 0,7 0,45
60 00 60 00 60 00 52 00 52 00 1,4 1,4 1,00
50 00 40 00 90 00 59 50 52 00 0,9 1,3 0,77
45 00 35 00 100 00 57 00 52 00 1,2 1,5 0,97
45 00 45 00 90 00 42 00 52 00 1,4 1,7 1,10
40 00 20 00 120 00 27 00 52 00 0,9 1,4 0,80
40 00 40 00 100 00 40 00 52 00 1,5 1,9 1,20
35 00 15 00 150 00 25 30 52 00 0,8 1,4 0,85
35 00 35 00 110 00 58 00 52 00 1,6 1,8 1,20
50 00 10 00 140 00 19 00 52 00 0,7 1,5 0,83
30 00 30 00 120 00 56 50 52 00 1,7 2,5 1,50
20 00 5 00 155 00 15 00 52 00 0,7 2,1 1,10

Z tablicy tej wynika, że błędy wysokości nie przekroczą (na ogół) błę
dów wcięcia, a nawet będą od nich mniejsze i 2) że z metody tej możemy 
korzystać przy analogicznych warunkach dla kąta y lub kątów a i p.

Mamy potwierdzenie podanej poprzednio uwagi, że różnice średnich 
błędów (mhA i mA 2) są na ogół niewielkie i dlatego niewiele się pomylimy, 
biorąc średnią arytmetyczną wysokości zamiast średniej ogólnej, zwłasz
cza, że wyniki średnich błędów w powyższej tablicy oparte są na wpro
wadzeniu dużego kąta cp = 52°.

Jeśli przy tej samej długości bazy (30 m) założymy jako błędy średnie: 
ma = ma = = mą- = + 10" i md = ± 1 mm, to błąd określenia wy
sokości będzie 3 razy mniejszy niż poprzednio, gdyż wszystkie składni
ki we wzorze zmniejszą się 3 razy, a zatem wielkości błędów mIIc w ta
blicy 4 będą dla takich założeń błędami granicznymi.

Analizę błędów wysokości wynikających z powyższej metody można 
również przeprowadzić w sposób analogiczny jak przy metodzie wcięć, 
mianowicie przez rozwiązanie równania czwartego stopnia.

Metoda powyższa jest najczęściej stosowana zarówno przy pomiarze 
wnętrza, jak i elewacji; daje nam kontrolę pomiarów i wyliczenia wTyso- 



Geodezyjne pomiary zabytków 115

kości, oraz pośrednio — wcięcia, czyli kontrolę pomierzonych wielkości: 
a, <p, 7). Ponieważ każdy punkt, którego wysokość określamy, jest je
dnocześnie punktem wciętym ze względu na zmierzone kąty a i fl, czyli 
punktem, którego rzut zawsze można określić (współrzędne: a: i y) przeto 
pomiar wysokości tym sposobem daje podwójną korzyść, zwłaszcza jeżeli 
chodzi o punkty niedostępne w przyziemiu i wszystkie punkty górnych 
kondygnacji.

Przy wszelkich pomiarach kątów pochylenia należy zwracać specjalną 
uwagę na libelę koła pionowego (kolimacyjną).

Przy pomiarach naukowo-badawczych dotyczących zabytków należy 
m. in. mieć na uwadze wychylenia z pionu ścian lub filarów czy też pila- 
strów. Stwierdzenie takich odchyleń może być wykonane — zależnie od 
warunków:

1) za pomocą wcięcia,
2) za pomocą odpionowania instrumentem przy ustawieniu się prosto

padle do płaszczyzny ewentualnego wychylenia.
Ten drugi sposób jest bez porównania szybszy od pierwszego i dlatego 

należy go stosować wszędzie tam, gdzie to jest tylko możliwe.
Trzeba oczywiście mieć tu na uwadze wpływ błędu kolimacji i inklina

cji. Przy pomiarach wysokości wnętrza bardzo pomocne są poziomy po
średnie (chóry, różne ubikacje w górnych kondygnacjach, balkony, kruż
ganki, szerokie i dostępne do pomiarów gzymsy itp.), z których należy 
zawsze korzystać w celu ułatwienia pracy. Niekiedy korzystamy z przy
ległych do zabytku budynków, jako poziomów pośrednich.

Poziomy pośrednie obniżają dokładność z natury rzeczy, wskutek na
rastania błędów, jednocześnie zaś zwiększają ją ze względu na mniejsze 
kąty pochylenia i w większości wypadków ułatwiają pracę. Problem ten 
jest aktualny także przy pomiarze współrzędnych z i y metodą wcięcia.

Reasumując powyższe stwierdzimy, co następuje: dokładność określe
nia położenia punktu w przestrzeni (zarówno współrzędnych r, y, jak 
i współrzędnej z), jaką powyższymi metodami można bezsprzecznie uzy
skać w praktycznym zastosowaniu, wynosi: + 1 cm jako błąd graniczny, 
oczywiście przy skrupulatnym zachowaniu wyżej podanych warunków, 
jak: dokładny pomiar baz, ścisłe centrowanie, poziomowanie, odpowied
nio dokładny pomiar kątów poziomych i pionowych oraz warunków, 
wypływających z teorii błędów — polegających na tym, aby nie przekro
czyć odpowiedniej granicy wielkości mierzonych kątów.

VII. Lokalne trudności pomiaru

Jeśli chodzi o pomiary ścisłe i szczegółowe zabytków architektonicznych, 
to należą one do kategorii pomiarów bardzo mozolnych, wymagających 
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wielkiej cierpliwości i systematyczności, a nawet pedanterii, ze wzglę
du na:

1) skomplikowaną formę i olbrzymią ilość szczegółów,
2) ograniczony dostęp z zewnątrz, zwłaszcza, jeśli chodzi o znaczną część 

zabytków w mieście: wąskie ulice i zabudowania dokoła zabytku,
3) brak odpowiedniego światła oraz szczupłość miejsca wewnątrz,
4) trudności identyfikacji punktów, na które musimy celować przy 

dwóch położeniach lunety i z obu końców bazy — ze względu na różno
rodność kształtu fragmentów, wśród których znajdują się mierzone 
punkty (tło),

5) znaczną ilość pracy, przy której z natury rzeczy łatwo o pomyłkę 
(mnóstwo elementów powiązanych z sobą niejednokrotnie w sposób skom
plikowany).

Dlatego też bez systematyczności i pedanterii nie otrzymamy żądanych 
wyników.

Pomiar wnętrza zabytków jest z reguły znacznie trudniejszy od pomiaru 
elewacji: brak światła utrudnia znalezienie odpowiednich baz, to zaś 
zmusza nas do stosowania większych kątów pochylenia oraz zwiększenia 
ilości baz; stąd większa strata czasu przy uzyskaniu żądanej dokładności. 
Brak światła jest często spowodowany nieodpowiednią pogodą (zachmu
rzenie, które silnie odbija się we wnętrzu budowli), o czym należy przy 
pomiarze wnętrza pamiętać; w niektórych wypadkach możemy sobie przy 
takiej sytuacji poradzić za pomocą sztucznego oświetlenia. Przy odczy
tach instrumentalnych z reguły korzystamy z lampki elektrycznej, kar- 
bidówki lub instrumentu z elektryczną instalacją.

Dla uniknięcia błędów, mogących powstać wskutek złej identyfikacji 
punktów, na które celujemy przy dwóch położeniach lunety i z dwóch 
końców bazy, należy prowadzić dokładne szkice z odpowiednio oznaczo
nymi punktami (na które celujemy), położonymi na tle różnorodnych fra
gmentów, oraz unikać pomiaru większej ilości punktów objętych jedną 
serią z danego stanowiska (bądź to punktów wcinanych, bądź też mierzo
nych dla uzyskania położenia wysokościowego), ponieważ większa ilość 
mierzonych punktów objętych jedną serią znacznie utrudnia nam 
orientację. Ma to również na celu uniknięcie ewentualnej straty czasu 
w wypadkach poruszenia (przypadkowego) instrumentu, gdyż wówczas 
pomiar danej serii musielibyśmy zaczynać od początku (mimo bacznej 
uwagi, przy ciągłym wypatrywaniu i szukaniu oraz wprowadzaniu w po
le widzenia mierzonych punktów niejednokrotnie narażeni jesteśmy na 
taką ewentualność). Z tego względu za maksymalną ilość punktów, które 
mierzymy w jednej serii przy dwóch położeniach lunety i z dwóch koń
ców bazy, należy przyjąć 10 punktów.
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Szkice połowę przy pomiarze zabytków odgrywają bardzo ważną rolę, 
ułatwiają bowiem wspomnianą wyżej identyfikację i stanowią podsta
wowy materiał przy sporządzaniu planów budowli, dlatego należy do nich 
przywiązywać szczególną wagę i prowadzić je w sposób bardzo przejrzy
sty i pedantyczny (w dużej skali, wyraźne rysunki).

VIII. Stabilizacja punktów

Punkty ciągów poligonowych i linii pomiarowych oraz baz. i ciągów 
bazowych — ze względu na potrzebę korzystania z nich przez cały okres 
pomiaru, trwający przy ścisłych pomiarach kilka miesięcy — należy 
w odpowiedni sposób ustabilizować.

Najbardziej nadają się do tego celu specjalne gwoździe lub paliki 
z gwoździami (zależnie od terenu).

Wymiary gwoździ będą zależały od warunków lokalnych: ciągi obwo- 
•dowe należy ustabilizować gwoździami dłuższymi, wciskanymi między 
płyty w trotuarze lub osadzanymi w bruku, natomiast ciągi wewnętrz
ne — cienkimi i krótkimi gwoździkami, które z łatwością osadzi się 
w szczelinach między płytami posadzki, bez, szkody dla zabytku.

Równie dobrym sposobem utrwalenia punktu na okres pomiaru będzie 
wyrysowanie krzyżyka dłutkiem na płycie kamiennej lub betonowej.

W mniejszych miasteczkach lub ośrodkach wiejskich do ciągów obwo
dowych często przydają się paliki z gwoździami.

Na bokach ciągów poligonowych (zarówno obwodowych, jak i związko
wych) oraz bazowych należy zawczasu ustalić i ustabilizować dość gęsto 
punkty bazowe (np. co kilka metrów), by potem nie tracić czasu na dodat
kowe ustawianie instrumentu dla ustalania nowych punktów bazowych 
w toku pracy (względy organizacyjne).

Mając gęsto ustalone i ustabilizowane punkty możemy w toku pracy 
z łatwością dobierać sobie odpowiednie bazy (może być kilkanaście baz 
na jednym boku poligonowym lub bazowym).

IX. Wnioski ogólne
Ścisły i szczegółowy pomiar na przykładzie jednego z zabytków archi

tektury barokowej w Krakowie, wykonany wg podanych metod pozwolił 
.mi na odkrycie korekt kompozycyjnych zastosowanych po mistrzowsku 
w tym zabytku.

Ten przykład imponującego rozwiązania kompozycyjnego w ograniczo
nych warunkach przestrzeniowych, w jakich się zabytek znajdował, jak
kolwiek wnosi bardzo dużo światła do kompozycji barokowej, nie wyczer
puje sprawy całkowicie.

Dla ustalenia zasad kompozycji architektonicznej dotyczących tych 
•artystycznych problemów, stosunkowo niewielkich, lecz znacznie wpły
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wających na całość (uzewnętrznionych w korektach i opartych na wielo
wiekowych doświadczeniach, a okrytych dziś mrokiem czasu) i dla wy
dania ostatecznego sądu o tej czy innej epoce architektonicznej lub o jej 
mistrzach, jak również dla odpowiedniego wyciągnięcia konkretnych 
wniosków z ówczesnych bogatych doświadczeń — należałoby objąć pew
ną grupę zabytków pomiarem ścisłym, który jest czynnikiem decydują
cym przy odkrywaniu tego rodzaju tajemnic.

Wspomniany problem korekt o charakterze wykonawstwa artystycz
nego znamy w architekturze greckiej pod nazwą „korekt optycznych  ̂
tylko w ogólnym zarysie. Bogate jego rozwinięcie stwierdzone na poda
nym przykładzie pozwala z dużym prawdopodobieństwem wnioskować, 
że był on powszechny w epoce baroku. Ważność jego w architekturze 
monumentalnej, zarówno z punktu widzenia naukowego, jak i praktycz
nego, wydaje się niewątpliwa. Trudno bowiem zaprzeczyć konieczności 
poznawania i pogłębiania tego problemu (na podstawie dalszych pomiarów) 
w szerszym jeszcze zakresie, niż to nam daje wspomniany przykład oraz 
uwzględniania go przy konserwacji lub rekonstrukcji zabytków celem 
ewentualnego uniknięcia eklektyzmu. Również trudno negować możliwo
ści wykorzystania tych zasad przy realizowaniu projektów budowli mo
numentalnych w odpowiedniej formie, na podstawie badań i doświadczeń..

PE3IOME

CTaTbH COflepiKHT:
IIpaBHJia cocTaBJieHHH nnanoB apxHTeKTypHbix coopyHceHHił npn noMom,n reone- 

3HaecKHx HaSjuofleHnft fljiH HaynHO-HccnenoBaTejibCKHk ąejieft.
OóocHOBaHHe tohhocth, Koropyio Heo6xo«HMO npiiMeHHTb no oTnomeHmo k M3Me- 

peHHHM naMHTUHKOB apxHTeKTypbi.
Anajins MeronoB H3MepeHHił npHMeHaeMbix no chx nop.
Merona reone3nqecKnx HSMepenHH.
łlccjienoBaniie tohhocth nHCTpyMeiiTajibHbix HadjuonenHH b npHMeHeHHH k chhmkg- 

tfipOHTOHOB 3naiIHII, a TaKHte ropH30HTajIbHbIX H BepTHKajIbIlbIX CeneHHH.
O6ocnoBanne ąejiecooópasHOCTH npHMeneHHH reone3HaecKnx n3MepeHnft naMHTHH- 

kob apxHT6KTypbi n-in HaynHO-HCCJienoBaTejibCKHX ąejieft na ocnoBannu onbiTa h hc- 
cjienoBaHnił aBTopa.
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Les principes qui permettent de lever, dans le but de recherches ,scientifiques,. 

les plans des monuments d‘architecture, en se basant sur des donnees geodesiques.
La justification de l‘exactitude necessaire pour lever les plans des batiments de 

1‘architecture monumentale.
L‘analyse des methodes servant a lever les monuments d‘architecture employees 

jusqu‘ici.
Les methodes des mesures ,geodesiques.
I‘analyse de l‘exactitude des observations instrumentales se rapportant aux 

sections verticales, horizontales et a celles d‘elevation.
La .justification de 1‘emploi des methodes geodesiques de mesures de 1‘architec

ture monumentale employees et des recherches de 1‘auteur.
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Jerzy Kuśmierczyk

Luneta do przybliżonego uiyznaczania azymutu przez orientację 
według torów gwiazd okołobiegunowych

Wyznaczanie azymutu dla potrzeb geodezji niższej sprowadza się 
przeważnie do tzw. wyznaczenia przybliżonego z dokładnością kilku czy 
kilkudziesięciu sekund. Duże znaczenie praktyczne tego zagadnienia 
przyczyniło się do powstania szeregu pomocy, umożliwiających szybkie 
wyznaczanie azymutu przez uproszczenie czynności obserwacyjnych lub 
rachunkowych (np. .nasadka południkowa firmy Wild, tablice Smirnowa). 
Na szczególną uwagę zasługuje zupełnie prosty sposób orientacji wg to
rów gwiazd okołobiegunowych, opracowany przez dr. S. Hausbrandta, po
zwalający na przybliżone wyznaczenie azymutu w krótkim czasie i bez 
stosowania skomplikowanych obliczeń. Na podstawie założeń tej metody 
oraz celem jej praktycznego zastosowania został opracowany i skon
struowany prototyp lunety. Dla zrozumienia konstrukcji samej lunety 
należy pokrótce zapoznać się z metodą orientacji ,wg torów gwiazd oko
łobiegunowych .

Istotą metody*)  jest zastąpienie obserwacji obrazów gwiazd w od
niesieniu do układu prostych (krzyż celowniczy) i związanych z tym ra

*) Opis metody został podany przez dr- S- Hausbrandta w broszurce wydanej 
na wystawie, która została zorganizowana w r. 1950 z okazji I Konferencji Nauko
wo - Technicznej Związku Mierniczych RP.

chunków trygonometrycznych — przez obser
wację obrazów gwiazd w odniesieniu do układu 
współśrodkowych okręgów, co uwalnia nas od 
tych rachunków. W tym celu w płaszczyźnie 
obrazowej lunety należy umieścić diagram (rys. 
1), będący obrazem torów ruchu pozornego 
kilku gwiazd okołobiegunowych. Różnice re
frakcji w otoczeniu bieguna zaniedbujemy tzn. 
wykreślony diagram jest układem współśrod

Rys. 1kowych okręgów, których promienie widoczne 
są pod kątami równymi odległościom polarnym gwiazd w dniu obserwa



120 Jerzy Kuśmierczyk

cji. Wielkości promieni okręgów ustalamy z równania 
r = f • tgp

gdzie f — ogniskowa obiektywu
p — odległość polarna gwiazdy (uzyskana z Rocznika Astrono

micznego).

Jeśli oś celową lunety wzniesiemy od poziomu pod kątem równym ką
towi widoczności bieguna w miejscu obserwacji (szerokość geograficzna 
plus kąt refrakcji) i ruchem koła poziomego „wprowadzimy gwiazdy na 
ich tory“ (uzyskując efekt ukazania się obrazów gwiazd na okręgach kół 
diagramu), wówczas oś celowa lunety znajdzie się w płaszczyźnie połud
nika. Tablica I podaj e wartości odległości polarnych dziesięciu gwiazd 
okołobiegunowych z dokładnością +.1” opracowane na r. 1952 przez Ra
dziecki Rocznik Astronomiczny (Astronomiczeskij Jeżegodnik SSSR)..

Czynności obserwacyjne przy wyznaczaniu azymutu kierunku ziem
skiego AB sprowadzają się do ustawienia teodolitu (zaopatrzonego w lu
netę z diagramem) w punkcie A, starannego spoziomowania, skierowa
nia lunety na punkt B i odczytania koła poziomego. Następnie wznosimy 
lunetę od poziomu pod kątem widoczności hieguna. Potrzebną do 
określenia tego kąta szerokość geograficzną bierzemy z mapy, przy czym 
wprowadzamy poprawkę refrakcji, której szczegóły omawia tablica II.. 
Po ustaleniu kąta widoczności bieguna (ruchem koła poziomego wprowa
dzamy łatwą do odszukania Gwiazdę Polarną w pole widzenia lunety.. 
Kilka ruchów leniwką koła poziomego wystarczy dla „wprowadzenia 
gwiazd na ich tory“, czyli zorientowania lunety. Po opisanym zoriento
waniu odczyt koła poziomego będzie tzw. odczytem północy N. Azymut, 
kierunku ziemskiego AB otrzymujemy wykonując działanie

AB = B — Ń,
gdzie B — odczyt na kole poziomym teodolitu przy celowaniu na punkt B.. 
Dla wyeliminowania błędów osiowych teodolitu oraz błędu niewspół- 
środkowego ustawienia diagramu, należy powtórzyć wyznaczenie azy
mutu przy drugim położeniu lunety po ponownym starannym spoziomo
waniu instrumentu. Ponieważ szerokość geograficzna miejsca obserwa
cji przeważnie nie jest ściśle znana, może nie nastąpić pokrycie wszyst
kich obrazów gwiazd, co powoduje konieczność korekty orientacji, prze
prowadzanej za pomocą śrub leniwych obu kół. Najpierw korygujemy 
koło pionowe sprowadzając na swe tory obrazy tych gwiazd, które 
w chwili obserwacji znajdują się ,w pobliżu górowania i dołowania. Na
stępnie przeprowadzamy korektę koła poziomego wprowadzając na tory 
obrazy tych gwiazd, które w chwili obserwowania ich znajdują się w po
bliżu elongacji. Po przeprowadzeniu obu korekt odczytujemy ostatecz
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nie na kole poziomym odczyt północy oraz na kole pionowym kąt widocz
ności bieguna (p + p , skąd po odjęciu poprawki refrakcyjnej p moż
na otrzymać ściślejszą wartość szerokości geograficznej. Na rys. 2 widzi

my mapkę okolic bie
guna (w odwzorowa
niu azymutalnym 
równoległościowym) 
przedstawiającą gwia 
zdy, które mogą 
wchodzić w rachubę 
przy pracy opisaną 
metodą. Jeśli pole 
widzenia lunety jest 
niewielkie (ca 2°), 
można poprzestać na 
torach dwóch jasnych 
najbliższych bieguna 
gwiazd a U. Min, i 
X U. Min. Wzajem
ne położenie tych 
gwiazd jest dość ko
rzystne, gdyż przejś
cie przez południk 
jednej z nich odpo

wiada w przybliżeniu elongacji drugiej. Lepiej jednak stosować obiektyw 
o większym polu widzenia i korzystać też z dalszych od bieguna gwiazd, 
spośród których wyróżniają się jasnością <5 U. Min, i 43 H. Cep.

Przystępując do opracowania prototypu lunety (rys. 3) wzięto pod 
uwagę kilka warunków wynikających z wyżej podanej metody. Zasad
niczym warunkiem jest łatwa i szybka (nie wymagająca rozkręcania ja
kichkolwiek elementów lunety) możliwość wymiany diagramów, umiesz
czanych w płaszczyźnie obrazowej lunety. Zastosowanie tego warunku 
wprowadziło pewną cechę konstrukcyjną, odróżniającą zaprojektowaną 
lunetę od innych dotychczas stosowanych normalnych lunet teodolitów. 
Pozostałe warunki to: 1) możność usunięcia paralaksy (dokładne zognis
kowanie obiektywu w płaszczyźnie diagramu), 2) możliwie duże pole wi
dzenia lunety, 3) możność przerzucania lunety przez zenit (dla wyelimi
nowania błędów osiowych instrumentu i błędu niewspółśrodkowegó osa
dzenia diagramu), 4) ewentualna możliwość oświetlania diagramu. Prze
krój skonstruowanej lunety przedstawia rys. 4. Aby umożliwić łatwą 
wymianę diagramów wykonanych na krążkach szklanych lub celuloido-
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TABLICA 1

D a t a Odległości polarne gmiazd p=90°—o

U y. Mi. 1 U. Mi. 51H. Cep. 39 H. Cep. 8 0. Mi. Grb. 642 43 H. Cep. 161 Gam. GrL1B5B 32 H. Cep.
1952 rok 57’ 57’ 2°52’ 2°57’ 3°23’ 3°29’ 3°59’ 4°06’ 4°09’ 4°07’
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TABLICA 2

Obliczanie kąta refrakcji p przy wyznaczaniu azymutu 
z torów gwiazd okolobiegunowych

Szerokość geograficzna miejsca obserwacji
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Tablica służy do określania kąta refrakcji p, który należy dodać do szero
kości geograficznej miejsca obserwacji w celu otrzymania kąta widoczności 
bieguna (tzn. kąta, pod którym należałoby pochylić do poziomu lunetę dla 
zobaczenia gwiazdy znajdującej się ściśle w biegunie).

Przykład

Obserwujemy pod szerokością geograficzną <p = 53°10’20” przy temperaturze 
t = 20°C i ciśnieniu B = 730. W kolumnie o liczbie nagłówkowej <p = 53° 
znajdujemy

naprzeciw temperatury 20° 42"
naprzeciw ciśnienia 730 —2"

razem refrakcja p 40"
Dodając szerokość geograficzną 53°10'20"

otrzymamy kąt widoczności bieguna 53°ll/00"
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wych przylegających do szkła, luneta zaopatrzona jest w oprawkę — na- 
z wij my ją oprawką płytki ogniskowej. Oprawkę wraz . z włożonym 
w nią diagramem (płytka ogniskowa), po odciągnięciu sprężynowego za
trzasku, wsuwamy w wycięcie lunety aż do oporu. Następnie zwalniamy 
zatrzask, który za pomocą pierścienia, poruszanego przez cztery syme
trycznie rozmieszczone sprężynki, dociska równomiernie na obwodzie

Rys. 3

szklany krążek diagramu do oprawki płytki ogniskowej. Pośrednio usta
la on oprawkę w pierścieniowym prowadzeniu zamocowanym w korpu
sie lunety. Przy wyjmowaniu oprawki płytką ogniskową odciągamy 
zatrzask, cofamy lekko oprawkę w kierunku odciągniętego zatrzasku, aby 
wyszła z pierścieniowego prowadzenia i swobodnie ją wysuwamy. Rys. 5 
przedstawia fragment lunety obejmujący włożoną oprawkę z płytką og
niskową oraz sposób jej wyjmowania. Wymianę diagramów należy wy
konywać przy lunecie skierowanej obiektywem w dół. Luneta jest do
kładnie zogniskowana na nieskończoność, a oprawka płytki ogniskowej, 
zawsze jest dociskana z jednakową siłą do stałej płaszczyzny oporowej 
pierścienia prowadzącego (prostopadłej do osi celowej lunety). Daje to 
gwarancję ustawienia diagramu w płaszczyźnie obrazowej lunety. Może 
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natomiast zajść wypadek niewspółśrodkowego ustawienia diagramu 
w stosunku do osi celowej lunety, ponieważ szklany krążek z naniesio
nym diagramem wkładany jest swobodnie w cylindryczne ^głębienie 
w oprawce płytki ogniskowej. Ta swoboda uzasadniona jest względami 
praktycznymi (łatwa wymiana krążków diagramu). Umożliwia to, po 
dociśnięciu pierścieniem zatrzasku, dokładne przyleganie krążka diagra-

Rys. 4

mu do płaszczyzny oporu (nie ma obawy zakleszczenia krążka). Maksy
malna niewspółśrodkowość osadzenia diagramu nie może przekroczyć 
wielkości + 0,1 mm i jest absolutnie nieszkodliwa, jeśli pomiar dokony
wany będzie przy dwóch położeniach lunety. Konstrukcja lunety, a szcze
gólnie mechanizmu umożliwiającego wymianę diagramów, jest bardzo 
zwarta, ponieważ dostosowano ją do posiadanego, pozbawionego lunety, 
korpusu teodolitu firmy Hildebrandt. Korpus lunety jest wykonany 
z mosiądzu za pomocą obróbki mechanicznej (toczenia i frezowania), 
a oś obrotu lunety — toczona i szlifowana. Z uwagi na trudności wyko
nania czy nabycia skorygowanego obiektywu lunety o dużym polu wi
dzenia, odpowiedniej średnicy i wystarczającej jasności — przystosowano 
do lunety radziecki obiektyw fotograficzny ,,Industar“ o ogniskowej 
10,5 cm i sile światła 1 : 3,5. Dało to w efekcie wystarczająco duże pole 
widzenia. Okular 9X połączony jest z niezależnie obracającym się pryzma
tem, co pozwala na dogodne wykonywanie obserwacji przy obu położe
niach lunety. Aby uzyskać oświetlenie diagramu (tak jak to jest prak
tykowane w wielu nowszych teodolitach z elektrycznym oświetleniem), 
w jednej stronie osi obrotu lunety przewiercono otwór, przez który pada 
światło żaróweczki na metalowe lusterko, ustawione pod kątem 45°' 
i .skierowane (w polu widzenia lunety) w stronę płytki ogniskowej.

Dla uzupełnienia opisu lunety należy podać sposoby nanoszenia dia
gramów. Jednym z nich jest trasowanie kół metodą kolejnych przybli-
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A

D

Rys. 5
A) Diagram zamocowany: 1 — oprawka płytki ogniskowej (diagramu), 2 — szklany krążek z naniesionym 
diagramem, 3 — segment do odciągania sprężynowego zatrzasku, 4 — pierścieniowe prowadzenie oprawki 
płytki ogniskowej, 5 — pierścień dociskający. B) Zatrzask sprężynowy odciągnięty w kierunku strzałki przy 
pomocy dwóch palców lewej ręki. C) Oprawka diagramu cofnięta przy pomocy prawej ręki. D) Oprawka 
diagramu wysunięta w kierunku strzałki.
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żeń. Polega ono na wykreśleniu (na próbnej płytce celuloidowej), za po
mocą cyrkla, okręgu koła o promieniu obliczonym z zależności r=f • tgp, 
założeniu ,tej płytki do lunety oraz pomiarze' kąta określonego przez sty
czne pionowe (daleki cel) do obu stron okręgu. Jeśli kąt ten okaże się 
większy od podwójnej wartości polarnej odległości gwiazdy, dla której 
trasujemy tor, wówczas przeprowadzić należy korektę polegającą na po
nownym wykreśleniu na drugiej płytce próbnej okręgu koła przy drob
nej zmianie jego promienia.

Po stwierdzeniu w drodze pomiaru kąta, że wielkość promienia jest 
właściwa (następuje to zazwyczaj po trzech przybliżeniach), trasujemy 
okrąg na płytce przeznaczonej do pracy. , Trasowanie należy oczywiście 
wykonać dla toru każdej z obranych gwiazd. Drugi sposób, dokładniej
szy i prostszy, wymaga przyrządu — nazwijmy go mikrocyrklem — do 
precyzyjnego trasowania. Zasadniczym elementem mikrocyrkla jest tar
cza obrotowa osadzona na nieruchomej osi. Na tarczy tej umieszczona 
jest wycechowana śruba mikrametryczna, połączona z ostrzem trasują
cym, za pomocą której można regulować wielkość promienia trasowane
go na płytce zamocowanej w centrum nieruchomej osi. Trasowanie na
stępuje przez obrót tarczy. Elementem trasującym jest ostrze stalowe —- 
przy trasowaniu na celuloidzie, lub diamentowe — przy trasowaniu na 
szkle.

Wykreślenie większej ilości torów gwiazd ponad 
trzy do czterech nie jest celowe, nie wpływa bowiem 
wiele na podniesienie dokładności, a jest powodem 
wątpliwości w czasie „wprowadzania gwiazd na odpo
wiednie tory“. Przy próbach wykonywanych opisaną 
lunetą, trasowano tory trzech najjaśniejszych gwiazd 
w otoczeniu bieguna (stosowany diagram w wielkości 
naturalnej przedstawia rys. 6). Gwiazdy te tworzą cha
rakterystyczny trójkąt rozwartokątny (na rys. 2 zaznaczony przerywa
nymi liniami).

Główną zaletą wyznaczania azymutu za pomocą omawianej lunety 
jest prostota postępowania w samych czynnościach pomiarowych, pozwa
lająca na szybkie opanowanie pracy przez personel bez wyższych kwali
fikacji. Pracownik udający się w teren otrzymuje komplet diagramów, 
który mu wystarczy na dłuższy okres czasu. Przy instrumentach o do
kładność rzędu lc wystarczy w zasadzie przeprowadzić wymianę dia
gramów średnio w okresach ca miesięcznych. Dokładność wyznaczenia 
azymutu uwarunkowana jest oczywiście dokładnością odczytu koła po
ziomego. W badanym instrumencie dokładność koła poziomego wyno
siła lc. Pozwoliło to na wyznaczenie azymutu z dokładnością tego rzę
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du. Przy zastosowaniu koła poziomego o wyższej dokładności odczytu 
i posługiwaniu się diagramem trasowanym za pomocą mikrocyrkla — 
można osiągnąć dokładności dużo większe. Nie znaczy to, abyśmy oma
wianą metodę mogli zaliczać do rzędu metod ścisłych. Wymagałoby to 
bowiem rezygnacji z założenia jednostajności refrakcji w otoczeniu bie
guna i w konsekwencji potrzeby sporządzania diagramów o torach krzy
wych, trudnych do wykreślenia.

Rezultaty przeprowadzonych prób wykazały celowość szerokiego 
zastosowania (dla przybliżonego wyznaczania azymutu) Sposobu orienta
cji według torów gwiazd okołobiegunowych. Ponieważ budowa specjal
nych instrumentów powodowałaby znaczne koszty, a poza tym byłoby 
niewygodne posługiwanie się w terenie normalnym teodolitem i dodatko
wym przy wyznaczaniu azymutu — należy opracować lunetkę nasadkową 
na normalny teodolit lub stosować lunetę wymienną do teodolitu, w któ
rym ta wymiana jest możliwa i łatwa, jak np. teodolit Gerlacha, Heidego. 
Wykonywanie takich lunet jest zupełnie realne, tym bardziej, że obecnie 
produkowane przez PZO obiektywy i okulary w zupełności do tego celu 
się nadają.

PE3IOME

B craTbe onHCbiBaeTCH nocrpoennan aBTopow acrpoHOMiinecKan Tpyfia (c ocoóoii 
.flHarpaMMoft), npuMeHHeMaa npn npnóJiHMteHHOM onpe^ejieHHH aanMyra no cnocoóy 
gp. Xayc6panflTa mstoaom opneHTnpoBKn no TpaeKTopuHM 6jiH3nojnocHbix 3Be3^. 
Tpyóa cnafiąteHa HecjioHtnbiM MexaHH3M0M, c noMonjbio KOToporo mojkho óbicTpo 
MeHHTb snarpaMMM, noMemaeMbie b ujiockocth nsoópajKeHHH Tpyów. FjiaBHbiM ąo- 

ctomhctbom onpeflejieHna asMMyra npn ncnojiŁ3OBaHMn onncbiBaeMoił onTnuecKOił 
Tpyóbl HBJIH6TCH Heo5bIKHOB6HHaH npOCTOTa npOMSBOgCTBa HaGjUOgCHMM M rtOJIHOe 
MCKJuoHeHwe BMHMCJinTejibHbix pa6oT. 3tmm MHCTpyMeHTOM MoryT HaSjnoflaTB Majio- 
onMTHBie HaSjnoflarejin.

RESUME

Cet article decrit une lunette construite par 1’auteur te qui sert a determiner 
approximativement 1’azimut en s’orientant d’apres la position des etoiles circumpo- 
laires dans leurs trajectoires. C’est la methode d’orientation du Dr Hausbrandt.

Cette lunette possede un mecanisme simple, a ressort, qui permet un r.apide 
óchange de diagrammes places dans le plan d’images de la lunette.

Le principal ovantage, en determinal l’azimut a l’aide de cette lunette, consiste 
en la simplicite du procede dans la prise des mesures, ce qui permet a un personnel, 
merne pas hautement qualifie, de maitriser rapidement 1’instrument et de pouvoir 
se passer de n’importe quels. calculs trigonometriques
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