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1. Wstęp

Istnieje wiele klasycznych metod porządkowania liniowego obiektów wieloce- 
chowych, wśród nich metoda TOPSIS (Techniąue for Order Preference by Simila
rity to an Ideał Solution) zaproponowana przez Hwanga i Yoona [1981]. Pozwala 
ona na porządkowanie liniowe obiektów opisywanych przez cechy ilościowe. Jej 
rozszerzeniem jest rozmyta metoda TOPSIS, która umożliwia agregowanie cech 
wśród których występują zarówno cechy ilościowe, jak i jakościowe (porządkowe) 
(zob. [Łuczak, Wysocki 2006, s. 148-158]). Polega ona na wykorzystaniu zmien
nych lingwistycznych do wyrażenia wariantów (poziomów) cech jakościowych, 
ich przekształceniu na trójkątne liczby rozmyte, zastąpieniu wartości cech ilościo
wych trójkątnymi liczbami rozmytymi, znormalizowaniu cech, wyznaczeniu roz
mytego wzorca i antywzorca rozwoju, zagregowaniu rozmytych ocen w każdym 
obiekcie. W przypadku metody rozmytej nie uwzględnia się jednak,kształtu” licz
by rozmytej, tylko jej podstawowe parametry (np. trójkątna liczba rozmyta jest 
reprezentowana przez trzy oceny (a, b, c): pesymistyczną, najbardziej prawdopo
dobną i optymistyczną [Łuczak, Wysocki 2006, s. 148-158]). Proponowana metoda 
pozwala -  dokładniej aniżeli w podejściu klasycznym -  uwzględnić rozkłady war
tości cech poprzez dekompozycję liczb rozmytych na a-poziomy oraz zastosować 
do opisu badanych obiektów różne typy danych: ilościowe (punktowe i przedzia
łowe) oraz jakościowe [Wang, Elhag 2006, s. 309-319].

Celem pracy jest przedstawienie możliwości wykorzystania rozmytej metody 
TOPSIS opartej na zbiorach a-poziomów do porządkowania liniowego obiektów. 
Proponowane podejście zostało zilustrowane przykładem dotyczącym oceny po
ziomu życia ludności w wybranych powiatach województwa wielkopolskiego.
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2. Metodyka badań

W procesie tworzenia cechy syntetycznej za pomocą rozmytej metody TOPSIS 
opartej na a-poziomach1 można wyróżnić dziewięć etapów postępowania (por. 
[Łuczak, Wysocki 2006, s. 148-158]):

Etap 1. Utworzenie struktury hierarchicznej problemu oceny obiektów. Struk
tura jest tworzona poprzez rozłożenie rozważanego problemu na elementy składo
we: główne kryterium oceny (np. poziom życia ludności), kryteria podrzędne, ce
chy proste oraz oceniane obiekty.

Etap 2. Określenie ważności kryteriów i cech prostych poprzez przyporządkowanie im 
współczynników wagowych W = {w„w2, ...,wn), W; =(wy/,wy2, ...,wJk,

(y = 1,2, ...,n; £ = 1,2, ,p\+pi +...+p„ = P -łączna liczba cech). Do określenia
relatywnej ważności kryteriów i cech wykorzystuje się zmienne lingwistyczne, których 
poziomy przekształca się na liczby rozmyte, np. trójkątne (tab. 1 ).

Tabela 1. Poziomy zmiennej lingwistycznej i odpowiadające im liczby rozmyte do określania 
relatywnej ważności cech (kryteriów)

Poziomy zmiennej lingwistycznej Trójkątna liczba rozmyta
Bardzo niski (BN) (0; 0; 0,1)
Niski (N) (0; 0,1; 0,3)
Średni-niższy (ŚN) (0,1; 0,3; 0,5)
Średni(Ś) (0,3; 0,5; 0,7)
Średni-wyższy (ŚW) (0,5; 0,7; 0,9)
Wysoki (W) (0,7; 0,9; 1,0)
Bardzo wysoki (BW) (0,9; 1,0; 1,0)

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Wang, Elhag 2006].

Etap 3. Wyrażenie wartości punktowych i przedziałowych cech ilościowych oraz po
ziomów cech jakościowych (porządkowych) za pomocą liczb rozmytych (np. trójkątnych):

a) cechy ilościowe
-  dane punktowe (xik,i = \,2, ...,m -liczba obiektów,£ = 1,2, ...,P) sprowadza

się do liczb rozmytych, przyjmując xik = {xik,xjk,xlk) = (b, b, b),

dane przedziałowe (xik)L ;(xikf  j sprowadza się do liczb rozmytych,

przyjmując xik = (a, b, c), gdzie a = (xik )L , b = wartość średnia, c = (xjk f

1 a-poziom definiuje się jako: Aa ={x:xe X\ juA(x)>a] , gdzie 0 < a < l . W praktycz
nych zastosowaniach wykorzystuje się symetryczne i niesymetryczne funkcje przynależno
ści pA (x) o dziedzinie określonej w zbiorze liczb rzeczywistych R.
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b) cechy jakościowe -  warianty cech mogą być wyrażone za pomocą pozio
mów zmiennej lingwistycznej, którym odpowiadają trójkątne liczby rozmyte 
xik= (a ,b ,c ) ,  reprezentowane przez trzy oceny: pesymistyczną, najbardziej 
prawdopodobną i optymistyczną (tab. 2 ).

Tabela 2. Zmienna lingwistyczna-jej poziomy i odpowiadające im liczby rozmyte wykorzystywane 
do opisu cech jakościowych -  porządkowych

Poziomy zmiennej lingwistycznej Bardzo niski Niski Średni Wysoki Bardzo wysoki
Trójkątne liczby rozmyte (a, b, c) (0,0,20) (20,30,40) (40,50,60) (60,70,80) (80,100,100)

Źródło: [Chang, Yeh 2004].

Etap 4. Normalizacja trójkątnych liczb rozmytych. Ma ona na celu ujednolice
nie charakteru cech i sprowadzenie ich wartości do porównywalności. W pracy 
zastosowano unitaryzację zerowaną wykonywaną na liczbach rozmytych [Łuczak, 
Wysocki 2006, s. 148-158]. Po normalizacji mamy: zik = (a'ik, b'k, cjk).

Etap 5. Określenie współrzędnych wzorca:

A+ =(m ax(c'),m ax(c'2), ..., max(c,p)j = (c1+,C2 , ..., c j ) 

i antywzorca rozwoju:

A+ = |m in(a'1 ),min(a,2), ..., min(a,^)j = (a f ,a j , .... aj).

Etap 6 . Określenie zbioru różnych a-poziomów i przeprowadzenie dekompo
zycji znormalizowanych wartości cech dla a-poziomów:

(z* )« = ■bik ~ %  - ■ ) '  (1 ■" ■<*); (zik fa = b* + (4 ~ ■bik) ■ O ■- -a) (*' ='!. k = 1.......P)
oraz wag

M La =bk - ( b k - a k) ( \ - a ) ;  (wkfa =bk +(ck - b k) ( \ - a )  (£ = 1 , ...,P). 
Etap 7. Obliczenie dla każdego or-poziomu (a, =0< a2 <...<aN =1; 

N  -  liczba or-poziomów) ważonych rozmytych odległości euklidesowych ocenia
nych obiektów od wzorca:

( < t = ^ Ź { Wt((Z* t - ( Ct)+)) ’ ( O a = jŹ ( W4 M a ~ ( Ĉ +))
i antywzorca rozwoju:

>(d~)ua = j z ( w*((z* ) « - ( a*y ) )  ■v k=\ y k=i
Etap 8 . Obliczenie rozmytych wartości cechy syntetycznej poprzez rozwiązanie 

par modeli programowania nieliniowego dla każdego obiektu i a-poziomu:
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Zadanie I: Zadanie II:

■ = max i = 1 , ...,ml {di f  u (di f
= , \  . .  = ”*■• {* < :,)> . 1  , " 7

K )  +(rfr) K )  + K )

M La ^ wk ^ M a  M a - W* - M Ua k = l,. . . ,P
Etap 9. Uporządkowanie liniowe obiektów według wartości uśrednionych syn

tetycznego miernika rozwoju:
j N f

r c , = — Y
2

/ = !, a, = 0 <a2 <...<aN = 1 .

gdzie: RQ -  wartość syntetycznego miernika rozwoju dla /-obiektu (i = 1,2 ,..., m). 
Im wyższa wartość (RC), tym wyższy poziom rozwoju /-tego obiektu.

3. Ocena poziomu życia ludności w wybranych powiatach 
województwa wielkopolskiego

Proponowana rozmyta metoda TOPSIS oparta na a-poziomach została wykorzystana 
do oceny poziomu życia ludności w trzech wybranych powiatach województwa wielko
polskiego -  poznańskim, tureckim, złotowskim. W pierwszym etapie utworzono strukturę 
hierarchiczną problemu oceny poziomu żyda ludności w powiatach (etap 1 , rys. 1 ).

Tabela 3. Współczynniki wagowe w odniesieniu do kryteriów podrzędnych przy ocenie poziomu 
życia ludności powiatów województwa wielkopolskiego

Kryterium (sytuacja) Poziom zmiennej lingwistycznej Trójkątne liczby rozmyte
Sytuacja w zakresie ochrony środowiska średni-niższy (0,1; 0,3; 0,5)
Sytuacja demograficzna średni-wyższy (0,5; 0,7; 0,9)
Sytuacja ekonomiczno-społeczna wysoki (0,7; 0,9; 1,0)
Źródło: opracowanie własne.

Tabela 4. Rozmyte wartości cech charakteryzujących poziom życia ludności powiatów województwa 
wielkopolskiego w 2005 r.

Lp. Powiat Powierzchnia obszarów prawnie chro
niona wha na 100 ha powierzchni gmin

Podmioty gospodarki narodową zarejestrowane w 
rejestrze REGON wg sekcji PKD na 1000 ludności

1 poznański (0,00; 27,85; 77,20)“’ (75,58; 127,11; 169,38)
2 turecki (0,00; 36,51; 100,00) (37,40; 59,12; 86,03)
3 złotowski (0,00; 32,24; 59,44) (34,54; 61,25; 82,37)

wk (0,1; 0,3; 0,5) (0,7; 0,9; 1,0)
a) Pierwszy parametr liczby rozmytej jest minimalną wartością cechy w zbiorze gmin danego powiatu, 
środkowy -  wartością średnią ostatni -  wartością maksymalną.

Źródło: opracowanie własne na podstawie niepublikowanych danych Urzędu Statystycznego w Po
znaniu oraz Banku Danych Regionalnych [2005],
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Następnie, biorąc pod uwagę poziomy zmiennej lingwistycznej podane w tab. 1, okre
ślono metodą ekspercką współczynniki wagowe w postaci trójkątnych liczb rozmytych (etap 
2, tab. 3). Wartości wszystkich cech zostały przedstawione jako liczby rozmyte (etap 3, tab. 
4). Kolejnym etapem było znormalizowanie rozmytych wartości cech i wyznaczenie wzorca 
i antywzorca rozwoju (etap 4-5, tab. 5). Zastosowano podejście unitaryzacji zerowanej, dla 
którego wzorzec wynosi (1 , 1 , 1 ),..., (1 , 1 , 1 ), a antywzorzec (0 , 0 , 0 ),..., (0 , 0 , 0 ).

POZIOM ŻYCIA LUDNOŚCI

Powierzchnia obszarów 
prawnie chroniona w ha 
na 100 ha powierzchni (S f

Emisja zanieczyszczeń 
pyłowych (t/rok/100 km2)
(D )

SYTUACJA W ZAKRESIE SYTUACJA SYTUACJA
OCHRONY DEMOGRAFICZNA EKONOMICZNO- ►

ŚRODOWISKA -SPOŁECZNA

Zgony ogółem na 1000 
ludności (D)

Napływ migracyjny 
na 1000 ludności (S)

Odpady wytworzone 
*" w ciągu roku w tys. ton 

na 1000 ludności (D)

Odsetek ludności korzystającej 
- z oczyszczalni ścieków w % 

ludności ogółon (S)

Odsetek ludności korzystającej 
z sieci wodociągową (S)

Odsetek ludności korzystającą 
z sieci kanalizacyjną (S)

Zużycie gazu w gospodar
stwach domowych na 100 osób 
wm3(S) ________

-  Ludność na aptekę (D)

_ Wydatki majątkowe gmin 
ogółem na 1 mieszkańca 
fzł/rokHSl___________
Udział dochodów własnych 
w dochodach ogółem (S)

Podmioty gospodarki narodo- 
_ wej zarejestrowane w rejestrze 

REGON wg sekąi PKD na 
1000 ludności (S)________

_ Stopa bezrobocia (D)
1 1 1

POZNAŃSKI TURECKI ZŁOTOWSKI

1

O
0
15:
1«
£

8 -

a) (S) -  stymulanta, (D) -  destymulanta Cechy proste zostały wybrane na podstawie analizy merytoryczną 
i statystycznej (analizy macierzy odwrotnej do macierzy korelacji pomiędzy cechami).

Rys. 1. Struktura hierarchiczna problemu oceny poziomu życia ludności 
w powiatach województwa wielkopolskiego

Źródło: opracowanie własne.
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Tabela 5. Znormalizowane rozmyte wartości cech oraz wzorce i anty wzorce rozwoju w ocenie 
poziomu życia ludności powiatów województwa wielkopolskiego w 2005 r.

1̂ 5. Powiat
Powierzchnia obszarów prawnie 

chroniona w ha na 100 ha 
powierzchni gmin

Podmioty gospodarki narodowej 
zarejestrowane w rqestrze REGON 
według sekcji PKD na 1000 ludności

1 poznański (0,00; 0,28; 0,77) (0,45;0,75; 1,00)
2 turecki (0,00; 0,37; 1,00) (0,22;0,35;0,51)
3 złotowski (0,00;0,32;0,59) (0,20;0,36;0,49)
Wzorzec rozwoju ( U J ) ( U J )
Antywzorzec rozwoju (0,0,0) (0,0,0)

Źródło: obliczenia własne na podstawie tab. 4.

Następnie przeprowadza się dekompozycję znormalizowanych wartości cech. 
Dokonano jej przy uwzględnieniu 11 a-poziomów, dla których obliczono przedzia
ły liczbowe dla każdej wartości cechy (etap 6 , tab. 6 ).

Tabela 6. Dekompozycja wartości cech opisujących poziom życia ludności według wybranych 
a-poziomów i powiatów województwa wielkopolskiego w 2005 r.

Powiaty/
wagi

a-poziomy Powierzchnia obszarów praw
nie chroniona w ha na 100 ha 

powierzchni gmin

Podmioty gospodarki narodowej 
zarejestrowane w rejestrze REGON 

według sekcji PKD na 1000 ludności
((z^o ife r .) ( (Z ^ jz ^ o )

Poznański 0 (0,00; 0,77) (0,45; 1,00)

0,5 (0,15; 0,53) (0,60; 0,88)

1 (0,28; 0,28) (0,75; 0,75)
Turecki 0 (0,00; 1,00) (0,22; 051)

0,5 (0,18; 0,68) (0,28; 0,43)

1 (0,37; 0,37) (0,35; 0,35)
Złotowski 0 (0,00; 0,59) (0,20; 0,49)

0,5 (0,16; 0,46) (0,28; 0,42)

1 (0,32; 0,32) (0,36; 036)

( K  ) £ ; K  fa )

0 (0,10;0,50) (0,70; 1,00)

0,5 (0 ;20; 0 ;40) (0 ;80; 0 ;95)

1 (0 ;30; 0 ;30) (0 ;90; 0 ;90)

Źródło: obliczenia własne na podstawie tab. 5.



343

W etapie 7 utworzono formuły dla ważonych rozmytych odległości euklideso
wych ocenianych powiatów od wzorca i antywzorca rozwoju dla każdego powiatu 
i poziomu a. Na przykład dla powiatu złotowskiego i a  = 0 odległość od wzorca

((^+)o’( < ) o ) wynosi:

[d; £  = ^ /( ^ (o - i) )2+ ...+ (w] 4  (0 , 2 - 1 ) ) 2

K £  = V h (0 ,5 9 - l ) )2+ ... + (w1 4 (0 ,4 9 - l ) ) 2  , 

a od antywzorca | ( ć/3~£ ,(^3 )o j wynosi:

(di  £ = ̂ /(w 1(0 - 0))2+... + (w 14(0,2 - 0))2

(di )UQ ='J{wi (0>59 — O) ) 2  + ... + (w] 4  (0,49-O ) ) 2  .
Następnie sformułowano modele programowania nieliniowego dla każdego powiatu 

i poziomu a. Dla powiatu złotowskiego i a  = 0 otrzymano następujące modele nieli
niowe (etap 8 ):
Zadanie I:

j («i(0,0- 0))2+...+(% (0,2- 0))2
Jq — i i ■ ■—- — imn

>/(Hi (0 ,0 -l) ) 2 +...+(vH4 (0 ,2 - l ) ) 2  +y(vti(0 ,0 - 0 ))2 +...+(v^4 (0 ,2 - 0 ) ) 2  

0 ,1 ^  <0,5; ..., 0,7 < ^ 4 < 1,0.

Zadanie II:

^ (0 ,5 9 -0 )) 2 +...+(»i,(0,49-0 ) ) 1

— , =max
>/(Mi(0,59-l))2 +...+(Mi4 (0,49-l))2 +>/(vM(0,59-0))2 +...+(u{4 (0,49-0) ) 2  

0,1<^<0,5;...;0,7<m{4< 1,0.
Wartości funkcji celu rozwiązania optymalnego powyższych modeli uzyskane 

za pomocą£jtce/ Solver są następujące: (RC3 £  = 0,211 i (RCi £  = 0,678.

Tabela 7 przedstawia wartości syntetycznego miernika poziomu życia ludności 
uzyskane rozmytą metodą TOPSIS dla wybranych a-poziomów i powiatów. Dla 
porównania podano również wartości syntetycznego miernika rozwoju uzyskane 
klasyczną metodą TOPSIS. Należy zauważyć, że proponowana metoda dostarczyła 
mniejszego, aniżeli metoda klasyczna, zakresu zmienności syntetycznego miernika 
poziomu życia ludności. Świadczyć to może o występowaniu w poszczególnych 
powiatach gmin o skrajnych wartościach cech (taką wartością jest np. bardzo wyso-
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ka emisja zanieczyszczeń pyłowych w gminie Turek w powiecie tureckim wyno
sząca 7268,8 ton/rok/100 km, przy średniej dla powiatu -  125,2), które mają wpływ 
na kształtowanie się wartości średniej arytmetycznej dla powiatu. Wówczas średnie 
arytmetyczne obliczone dla powiatów nie dają prawdziwej charakterystyki gmin. 
Proponowana metoda pozwala, poprzez zastosowanie or-poziomów, właściwiej, w 
porównaniu z metodą klasyczną scharakteryzować daną zbiorowość gmin ze 
względu na badane cechy (w przypadku metody klasycznej tylko średnia arytme
tyczna służy do sumarycznej charakterystyki gmin wchodzących w skład powiatu).

Tabela 7. Wartości syntetycznego miernika poziomu życia ludności uzyskane rozmytą metodą 
TOPSIS dla wybranych a-poziomów i powiatów

a-poziomy

Powiaty
poznański turecki złotowski

(*Q )« fa (R ci i (r c2 % (* c 3 )La (RCl fa
0 0,266 0,917 0,187 0,677 0,211 0,678
0.1 0,289 0,887 0,201 0,650 0,228 0,654
0.2 0,313 0,850 0,216 0,619 0,245 0,626
0,3 0,337 0,811 0,232 0,586 0,263 0,596
0,4 0,362 0,769 0,250 0,552 0,281 0,566
0,5 0,388 0,726 0,267 0,517 0,300 0,537
0.6 0,413 0,682 0,286 0,485 0,318 0,509
0,7 0,439 0,639 0,304 0,452 0,337 0,480
0,8 0,464 0,596 0,323 0,421 0,357 0,452
0,9 0,489 0,554 0,342 0,390 0,377 0,424
1 0,515 0,515 0,361 0,361 0,397 0,397

Wartości
uśrednione

Proponowana metoda 0,555 0,395 0,420
Klasyczna metoda TOPSIS 0,716 0,233 0,344

Ranga 1 3 2

Źródło: obliczenia własne.

4. Podsumowanie

Na podstawie przeprowadzonych obliczeń i analiz można sformułować nastę
pujące stwierdzenia i wnioski:

1. Zaproponowana rozmyta metoda porządkowania liniowego TOPSIS może 
być zastosowana do wyznaczenia syntetycznego miernika rozwoju dla różnych 
typów danych: ilościowych (punktowych i przedziałowych) oraz jakościowych. 
Ma przewagę nad klasyczną metodą zwłaszcza wtedy, gdy w zbiorze cech wystę
pują takie, których wartości są określone nieprecyzyjnie lub zbiorowość badanych 
obiektów jest niejednorodna -  czyli skrajne wartości cech.

2. Proponowane podejście pozwala dokładniej aniżeli podejście klasyczne 
uwzględnić rozkłady wartości cech w badanych obiektach. W przypadku podejścia 
klasycznego rozkład reprezentuje jeden parametr (np. średnia arytmetyczna z war
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tości cechy w podobiektach -  gminach), natomiast w proponowanej metodzie wy
korzystuje się dekompozycję wartości cechy na a-poziomy (oznacza to, że liczba 
parametrów uwzględnionych w konstrukcji miernika dla jednego obiektu -  powia
tu wynosi 2  x liczba a-poziomów, w naszym przypadku 2 x 1 1 = 2 2 ).

3. Wyznaczenie wartości syntetycznego miernika rozwoju za pomocą propo
nowanej rozmytej metody TOPSIS opartej na zbiorach a-poziomów jest dosyć 
pracochłonną i numerycznie skomplikowaną procedurą, która wymaga rozwiązania 
dużej liczby zadań programowania nieliniowego (np. jeżeli liczba badanych obiek
tów wynosi 3, a-poziomów -  11, to należy rozwiązać 3 x 11 x 2 = 6 6  zadań).
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APPLICATION OF FUZZY TOPSIS METHOD BASED 
ON a-LEVEL SETS TO LINEAR ORDERING OF OBJECTS

Sum m ary

The aim of this paper is to investigate the applicability of fuzzy TOPSIS method based on a- 
level sets to the construction of synthetic characteristics. The proposed method bases on two types of 
characteristic: qualitative and quantitative. The proposed procedurę was employed to assess the level 
of people life in chosen countries in Wielkopolska province.
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