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METODA TAKSONOMII
OPARTA NA MODELACH MIESZANYCH

1. Wstep

McLachlan i Basford [1988] wykorzystali mieszanke rozktadéw (kombinacjg
wypukla danego zbioru dystrybuant) do konstrukcji modeli mieszanych (mixture
models). W modelach tych zaklada si¢, ze obserwacje pochodza z kilku populacji
»mieszanych” w réznych proporcjach. Modele te zmalazly swoje zastosowanie
m.in. na gruncie taksonomii. Kazda z populacji jest tu odpowiednikiem klasy lub
sztucznej zmiennej modelu, ktorych wagi wyrazaja prawdopodobienstwo przyna-
leznosci obiektéw do poszczegdlnych klas. Kazda z klas (sztucznych zmiennych
modelu) posiada funkcj¢ gestosci o nieznanych parametrach. W praktyce najcze-
Sciej wykorzystywane sa funkcje gesto$ci rozktadu normalnego. Celem taksonomii
jest wige nie tylko rozpoznanie liczby i struktury klas, ale takze oszacowanie pa-
rametrow rozktadu kazdej z tych klas.

Kazda kombinacjg liczby klas w poszczegolnych modelach mieszanych Gaussa
moZemy przypisa¢ innemu modelowi statystycznemu. Problem wyboru najlepszej
z metod klasyfikacji (najlepszego modelu Gaussa) i optymalnej liczby klas spro-
wadza si¢ do wyboru modelu statystycznego o najlepszej jakosci dopasowania.

W artykule przedstawiona zostanie metoda taksonomii oparta na modelach
(MBC — model-based clustering), wykorzystujaca potaczenie hierarchicznej meto-
dy aglomeracyjnej opartej na modelach (model-based hierarchical clustering),
algorytmu EM oraz statystyki BIC. Hierarchiczne metody aglomeracyjne oparte na
modelach dokonuja podzialu zbioru obiektéw na klasy. Podzial ten ma na celu
zainicjowanie algorytmu EM, ktéry daje lepsze wyniki wtedy, gdy znamy wartosci
startowe, kryterium informacyjne BIC za$ pozwala na wybér modelu o najwigkszej
jakosci dopasowania.
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2. Model mieszany

Zaklada sig, Ze kazda wielowymiarowa obserwacja [yl,yz,...,yn] jest realiza-

cja zmiennej losowej o gestosci f(y, |G)) , Za$ zmienne sztuczne modelu mieszane-

go identyfikowane sq z poszczegdlnymi klasami, z ktérych kazda posiada swa wias-
na funkcj¢ gestosei.

G
Y~ 2.0 (1]©)), (1)

gdzie: f; — gestos¢,
®) — parametry k-tej klasy,
7, — warto§¢ prawdopodobienstwa, Ze dana obserwacja nalezy do k-tej klasy

G
(7,20, Y. 1. =)

Problem polega na takim doborze parametréw ®; i podziale obiektéw na klasy,
by maksymalizowaé funkcje wiarygodnoéci:

n G
e = (04,05 V) =[] D 7 /e (71| ©))- ()
i=l k=1

Najczgéciej za f, przyjmujemy funkcje gestosci wielowymiarowego rozkladu
normalnego o $redniej u;, wyznaczajacej Srodek klasy k£ i macierzy kowariancji
X, okreslonej wzorem:

exp{—%()’l ) S - )

Dy, |1, Ep) = 3)
(il By Jaet2ry)
Banfield i Raftery [1993] przedstawili nastgpujacy zapis macierzy kowariancji X,
>, =MDAD], 4)

gdze: D, to macierz ortogonalna wartoci wlasnych, Ay to macierz diagonalna, taka ze
|A ,,| =1 i ktérej elementy diagonaine to uporzadkowane malejaco warto$ci wlasne ma-

cierzy X, A, =|E, |}{’ . A, Ay, Dy traktowane sa jako zbiory niezaleznych parametréw,
ktérych warto$ci moga byé state lub rézme dla poszczeg6lnych klas. Gdy wartoéci para-
metréw poszczegdlnych macierzy przyjmujg warto$¢ stata, klasy posiadajg te same ce-
chy geometryczne. Wartosci parametrow macierzy A, wyznaczaja ksztalt, a wartosci
parametréw macierzy A okre$laja objetosé klasy . Klasy modelu mieszanego moga wige
posiadaé te same lub rézne ksztalty i objetosci. Warto$ci parametréw macierzy D, deter-
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minuja orientacje klas modelu. Wyrézniamy trzy rodziny modeli: sferyczne, diagonalne i
ogdlne. W przypadku modeli modeli sferycznych (EII, VII) méwimy o braku orientacji
klas. Klasy modeli diagonalnych (EEL VEIL, EVI, VVI) cechuje ta sama lub rézna orien-
tacja wzgledem osi uktadu wspdtrzednych. Klasy modeli ogéinych (EEE, EEV, VEV,
VVV) przyjmuja te samg lub rézna orientacj¢ wzgledem siebie. Klasy modeli sferycz-
nych posiadaja ksztalt sferyczny, a klasy modeli ogdlnych ksztalt elipsoidalny. Stosowna
parametryzacja macierzy kowariancji X, okreslonej wzorem (4) pozwala zachowacd
wzajemna spdjnoé¢ klas i umozliwia ich geometryczna interpretacjg.

Na rys. 1 przedstawiono rézne mozliwoséci parametryzacji modeli zawarte w
pakiecie mclust programu R.

Sferyczne
& @& it - XD, AD}
Ogolne
® e
Al D, AD;
Diagonalne
98 g /¢ O
A, DAD’ AD,A, D}
' 4 i/ 0 s Ou

AA A, DA, D"

k

Rys. 1. Parametryzacja macierzy kowariancji I, dostepna w pakiecie Mclust programu statystycznego R
Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie pracy [Fraley, Raftery 2006] .

W pakiecie mclust programu R dostepnych jest 10 modeli mieszanych. Fraley
i Raftery [2006, s. 7] zaproponowali nastgpujace oznaczenia dla poszczegdlnych
modeli: El= A, VII= A, X, EEI = AA, VEI = L, A, EVI=2A,, VVI= A A,,
EEE = ADAD", EEV = AD,AD;, VEV = A, D,AD;, VVV = ), D,A,D] . Wy-
rézmili oni dodatkowo dwa modele dla zmiennych jednowymiarowych - model E
(dla klas o stalej objgtosci) i model V (dla klas o réznej objetosci).

3. Algorytm EM

Algorytm EM jest skuteczng metoda iteracyjnego wyznaczania estymatoréw
najwickszej wiarygodnos$ci parametréw modelu zawierajacego zmienne nieobser-
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wowalne [Dempster i in. 1977]. Zakladajac, ze dane kompletne modelu mieszane-
go okreslone sa jakox, =(y;,2;), gdzie y; to dane obserwowalne, a z dane nieob-
serwowalne, G- wymiarowa wektorowa zmienna okre$lajaca przynalezno$¢é do klas
Z,= [z",. .»Z,c | przyjmuje warto$¢ 1 (gdy x; nalezy do k-tej klasy) lub O (w prze-
ciwnym wypadku). Funkcja wiarygodnosci przybiera wtedy nastgpujaca postac:
n G
KO Tizulx =2, 2 2 loglz fy (1@, )
i=l k=l

gdzie: f,(y,; |G),t) — funkcja ggstosci zmiennej y,
(%, ..T;) — prawdopodobienistwa przynaleznosci obiektéw do poszcze-
goélnych klas.

Algorytm EM sklada si¢ z dwéch krokéw. W kroku E wyznaczane sa wartosci
Z,, dla estymowanych parametréw z kroku M:

TSy (¥, |ﬁk ’ ik )
274,08, E)

Krok M estymuje wartosci parametréw ($redniej u, i prawdopodobienstw 7 )
dla wartosci Z, obliczonych w kroku E:

I

6

. n . XZ.y. & a
fo=—%; g =—"= )y s M = 2 2y - (M
n n, i=1
W kolejnych iteracjach warto$ci parametréw zastgpowane sa tak, by funkcja
wiarygodnosci okre$lona wzorem (5) osiagngta warto$¢ maksymalna,

4. Wybér modelu

W przypadku modeli szacowanych metoda najwigkszej wiarygodnosci staty-
styka pomiaru jakos$ci dopasowania sa kryteria informacyjne. Najbardziej popular-
nym kryterium, obok kryterium informacyjnego Akaike AIC (A4kaike information
criterion), jest bayesowskie kryterium informacyjne Schwarza BIC (Bayesian in-
formation criterion) dane wzorem:

BIC, =2log p(x|6, ,M,) - v, log(n), (8)

gdzie: log p(x @k,M ;) — logarytm funkcji wiarygodnosci dla oszacowanego

wektora parametréw modelu M,
Vi ~ liczba parametréw modelu,
n — liczba obserwacji [Schwarz 1978, s. 461-464].
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Pierwsza cze$¢ rownania (8) odpowiada za wybdr modeli o najwyzszej dobroci
dopasowania, cze$¢ druga za§ odrzuca modele z nadmiemna liczba parametrdw.
Statystyka BIC stosowana jest w celu poréwnania modeli o réznej parametryzacji
oraz modeli o rézmej liczbie klas. Im wyzsza warto$¢ statystyki BIC, tym lepsza
jakos¢ dopasowania danego modelu.

5. Metoda klasyfikacji oparta na modelach
(model-based strategy for clustering)

Podzial zbioru obiektéw uzyskany za pomoca hierarchicznej klasyfikacji aglo-
meracyjnej mozna przeksztalci¢ w wektor przynaleznoéci do klas (selektor)
z,=(z,,...,2,; ] . Wektor ten stanowi prawdopodobienstwo warunkowe w kroku

’M’ i pozwala na zainicjowanie algorytmu EM. Dasgupta i Raftery [1998] w wielu
przyktadach uzyskali bardzo dobre wyniki podziatu, stosujac algorytm EM, ktére-
go wartosci poczatkowe stanowi wynik podzialu modelowej hierarchicznej klasy-
fikacji aglomeracyjnej dla modelu Gaussa o stalym ksztalcie (modelu VEV) w
polaczeniu z statystyka BIC, pozwalajaca okresli¢ wlasciwg liczbe klas modelu. To
podejscie stanowi podstawe dla bardziej uogo6lnionej modelowej metody klasyfika-
cji. Sklada si¢ ona z nastgpujacych krokéw:

1. Okresl maksymalna liczbg klas, M oraz zbior modeli. Liczba klas powinna
by¢ mozliwie jak najmniejsza.

2. Zastosyj algorytm EM dla kazdej parametryzacji modelu i kazdej liczby
Klas2, ..., M.

3. Oblicz statystyke BIC dla kazdego modelu o jednej klasie oraz dla modelu mie-
szanego, wykorzystujac parametry optymaine algorytmu EM dla klas 2, ..., M.

4. Przedstaw na wykresie wartosci statystyki BIC dla kazdego z modeli. Ekstremum
lokalne pozwala wybra¢ wlasciwy model (jego parametryzacje i liczbg klas).

6. Przyklad empiryczny

Celem przeprowadzonego badania jest zastosowanie prezentowanej w artykule me-
tody klasyfikacyjnej. Metoda klasyfikacji oparta na modelach mieszanych zostanie po-
rownana z powszechnie stosowanymi metodami klasyfikacji, tj. metoda hierarchiczng
oraz metoda k-Srednich. W analizowanym przyktadzie wykorzystano zbiér wynikow
diagnozy cukrzycy (diabetes diagnosis) [Reaven, Miller 1979] zlozony z 145 obserwacji
1 3 zmiennych objasniajacych. Rozwazane zmienne to: glukoza, insulina i sspg (stopien

! W metodzie taksonomii opartej na modelach mieszanek rozktadéw normalnych za wartosci po-
czatkowe algorytmu przyjmuje si¢ wynik podziatu hierarchicznej klasyfikacji aglomeracyjnej opartej
na modelach. Hierarchiczng klasyfikacje¢ aglomeracyjng przeprowadza si¢ dla nieograniczonego
modelu Gaussa (modelu VVV) i liczby klas 2, ..., M. Model VVV odpowiada kazdej parametryzacji
modelu Gaussa, dlatego wykorzystywany jest do zainicjowania algorytmu EM.
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odpomoéci na insuling). Zalozenia i tre$¢ przykladu zostaly zaczerpnigte z pracy Fraleya
i Raftery‘ego [1998]. Zbiér dostgpny jest w pakiecie mclust programu R.

Mimo ze dane zawieraja poprawnie sklasyfikowany zbidr obiektow, w bada-
niu pominigto znana przynalezno$¢ obiektéw do poszczegélnych klas. Informacja
ta zostata jedynie wykorzystana w celach poréwnawczych poszczegélnych metod
klasyfikacji do obliczenia miar jakosci klasyfikacji, tj. bledu klasyfikacji (e,) i
skorygowanej miary Randa ( R, ) [Hubert, Arabie 1985, s. 198].

Dla omawianego zbioru dokonano klasyfikacji za pomoca hierarchicznej meto-
dy aglomeracyjnej (metody najblizszego sasiada, metody Warda) oraz metody
k-$rednich (dla liczby klas k = 3 przyjetej a priori). W analizie skupien opartej na
modelach liczba klas k = 3 zostala wyznaczona za pomoca statystyki BIC.

Tabela 1. Wynik klasyfikacji dla 3 klas uzyskany po zastosowaniu metody najblizszego sasiada,
Warda, k-Srednich oraz metody taksonomii opartej na modelach (MBC)

.. Liczba obserwacji w klasach
Metoda Klasyfikacji =0T | Kasa2 | Klasa3 L Riuu &
Najblizszego sasiada 143 1 1 68 1,29% 46,20%
Warda 119 14 12 43 31,8% 29,65%
k-§rednich 115 13 17 40 37,65% 27,59%
MBC 82 33 30 17 71,93% 11,72%

L - liczba obserwacji biednie sklasyfikowanych, R,,, — skorygowana miara Randa, e, — biad klasyfikagji.

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Rys. 2. Kryterium informacyjne BIC dla taksonomii opartej na modelach mieszanych
. dla zbioru wynikéw diagnozy cukrzycy (diabetes diagnosis)
Zrédto: obliczenia wlasne.
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Analiza tab. 1 pozwala na stwierdzenie, ze zaré6wno metoda najblizszego sasia-
da, metoda Warda, jak i metoda k-§rednich nie dajg satysfakcjonujacych wynikow
podzialu. W przypadku metody najblizszego sasiada dwie z rozpoznanych klas
zawieraja obserwacje pojedyncze, wigc prawie wszystkie obserwacje zostaty przy-
pisane do jednej klasy. Dla metody k-§rednich obserwujemy zjawisko braku roz-
tacznos$ci klas. Ponadto oceny podobienistwa wynikéw klasyfikacji dla tych podzia-
16w przyjmuja bardzo niskie wartosci. Z kolei dla metody taksonomii opartej na
modelach otrzymano czterokrotnie nizsza liczbg btednie sklasyfikowanych obser-
wagcji anizeli w metodzie najblizszego sasiada. Skorygowana miara Randa R, i
blad klasyfikacji dla tej metody daly zdecydowanie najlepsze wyniki.

Postegpujac zgodnie z zasadami metody klasyfikacyjnej opartej na modelach
mieszanych zawartymi w cze$ci piatej artykulu, wartoséci statystyki BIC dla po-
szczegblnych modeli przestawiono na rys. 2.

Pierwsze maksimum lokalne (a zarazem globalne) zostalo osiagniete dla nie-
ograniczonego modelu Gaussa (modelu VVV) dla liczby klas k = 3. Model VVV,
dla ktérego jako$é dopasowania modelu wyrazona jest za pomoca statystyki BIC,
dla trzech klas daje wigc najlepszy mozliwy podzial analizowanego zbioru obser-
wacji. Nalezy réwniez zauwazy¢, Ze na wykresie brakuje warto$ci BIC dla modelu
VVYV o liczbie klas k£ > 4. Wynikiem podzialu modelowe;j hierarchicznej klasyfika-
cji aglomeracyjnej modelu VVV dla liczby klas k > 4 sg skupienia o liczbie ele-
mentéw réwnej 3. Poniewaz analizowane dane s3 tréjwymiarowe, minimalna licz-
ba obserwacji w kazdej z klas wynosi 4. W przeciwnym wypadku wyznacznik
macierzy kowariancji 2 bedacy mianownikiem we wzorze (3) wynosi 0, co powo-
duje, Ze nie mozna oszacowaé parametroéw najwickszej wiarygodnosci i zarazem
obliczy¢ wartosci statystyki BIC.

7. Podsumowanie

Przedstawione wyniki badania wykazuja, Ze metoda klasyfikacji oparta na wielo-
wymiarowych normalnych modelach mieszanych daje lepsze efekty anizeli powszechnie
stosowane metody w przypadku, gdy w zbiorze wystgpuja klasy o réznym rozmiarze
oraz réznym ksztalcie. Zastosowana metoda pozwolita na wybér odpowiedniego modelu
(modelu o najlepszej parametryzacji), a zarazem stosownej liczby klas, kt6rej dobér dla
nieparametrycznych metod klasyfikacji nadal nastrecza wiele trudnosci.
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MODEL-BASED CLUSTERING

Summary

In model-based clustering approach, the data are viewed as coming from a mixture of probability
distributions, each representing a different cluster. Models with varying geometric properties are
obtained through Gaussian components with different parameterizations and cross-cluster constraints.
Partitions are determined by the EM algorithm for maximum likelihood, with initial values from
agglomerative hierarchical clustering. Models are compared on the basis of Bayesian Information
Criterion (BIC). The problems of determining the number of clusters and the clustering method are at
the same time solved by choosing the best model.



	METODA TAKSONOMIIOPARTA NA MODELACH MIESZANYCH
	1. Wstęp
	2. Model mieszany
	3. Algorytm EM
	4. Wybór modelu
	5. Metoda klasyfikacji oparta na modelach(jmodel-based strategy for clustering)
	6. Przykład empiryczny
	7. Podsumowanie
	Literatura

