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1. Wstep

Odpowiedni dobdr sktadnikow portfela oraz wyznaczenie ich udziatéw ma istot-
ny wplyw na pdzniejsze wyniki osiagane przez inwestora. Klasyczna metoda wyli-
czania udziatéw poszczeg6lnych sktadnikow w portfelu oparta jest na teorii portfela
wielu spolek, ktorej autorem jest Harry Markowitz. Metoda ta bazuje na nieobciazo-
nych estymatorach wariancji i sredniej. W przypadku odstepstw od rozktadu normal-
nego ocena estymatora wariancji moze przyjmowaé¢ dowolne wartosci, co w konse-
kwencji moze prowadzi¢ do podjecia decyzji niekorzystnych dla inwestora.

W praktyce zatozenie normalnosci rozktadow stop zwrotu czgsto nie jest spel-
nione [Jajuga 2000]. W finansowych szeregach czasowych stop zwrotu obserwuje
sig efekt grubych ogonow rozktadu, co oznacza, ze prawdopodobienstwo wystapie-
nia wielu nietypowych obserwacji jest wigksze niz w przypadku rozktadu normalne-
go. Gdy inwestor tworzy portfel dynamiczny, wtedy wystapienie jednej duzej obser-
wacji nietypowej zmusi go do zmiany udzialéw w portfelu, co wptynie na dodatko-
we koszty transakcji. Zatem pozadane jest, aby metode¢ wyliczania udziatow po-
szczegolnych sktadnikow portfela oprze¢ na bardziej odpornych estymatorach.

Uzycie metod odpornych w konstrukcji portfela pozwala na zwigkszenie jego
stabilno$ci oraz zmniejszenie wptywu obserwacji nietypowych na wyznaczenie
udziatéw poszczegodlnych akceji. Dobrze skonstruowane portfele odporne nie nara-
zaja inwestora na poniesienie dodatkowych kosztéw transakcyjnych w takim stop-
niu jak portfele konstruowane na podstawie estymatoréw wariancji i $redniej.

W artykule porownano portfele o minimalnej wariancji (MVP) wyznaczone
przy uzyciu klasycznej macierzy kowariancji z portfelami wyznaczonymi z zasto-
sowaniem odpornych macierzy kowariancji. Cele pracy to: poréwnanie ryzyka
omoéwionych portfeli oraz uzycie wybranych odpornych macierzy kowariancji do
wyznaczenia portfeli o minimalnej wariancji. Wszystkie tworzone portfele sa port-
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felami zmieniajacymi si¢ w czasie. Badania oparto na danych rzeczywistych po-
chodzacych z Gieldy Papierow Wartosciowych w Warszawie.

2. Portfele o minimalnym ryzyku z klasycznymi estymatorami

W teorii portfela wielu spotek [Markowitz 1952] wyliczenie optymalnych udzia-
16w w portfelu sprowadza si¢ do odpowiedniego wyestymowania parametrow $redniej
i kowariancji. W przypadku portfela o minimalnym ryzyku (minimum variance portfo-
lio) wyznaczenie udziatoéw opiera si¢ na rozwigzaniu nastgpujacego zagadnienia:

minw'Zw, przy ograniczeniach: w'l =1,
w

gdzie: ¥ — klasyczny estymator macierzy kowariancji, w— wektor udziatow.

Wykorzystanie klasycznego estymatora macierzy kowariancji (ktory obarczony
jest bledem estymacji) w odniesieniu do powyzszego zagadnienia moze prowadzi¢
do blednego wyznaczenia wag portfela. Ponadto w razie czgstego przebudowywa-
nia sktadu portfela bardzo niska stabilno$¢ estymatora [DeMiguel, Nogales 2007]
moze spowodowaé duza fluktuacje wag, czego konsekwencja bedzie drastyczne
zwigkszenie kosztow transakcyjnych.

Duza wrazliwo$¢ estymatora macierzy kowariancji wynika z tego, ze jest on
estymatorem najwigkszej wiarygodnosci (NW) dla prob pochodzacych z rozktadu
normalnego. Ponadto estymatory NW dla prob pochodzacych z rozktadu normal-
nego maja najmniejsza asymptotyczna wariancje¢ [Kaszuba 2008], stad dla tych
prob sa one najbardziej efektywnymi estymatorami. Bardzo wysoka efektywnos¢
estymatorow NW skutkuje jednakze duza wrazliwoscia na niewielkie odchylenia
od zatozonego rozktadu normalnego. Reasumujac, estymatory o wysokiej efektyw-
nosci dla prob pochodzacych z rozktadu normalnego niekoniecznie sa estymatora-
mi o wysokiej efektywnosci dla prob pochodzacych z rozktadéw bliskich rozkta-
dowi normalnemu [Huber 2004].

Poniewaz w praktyce dzienne stopy zwrotu nie sa zgodne z rozktadem normalnym
[Jajuga 2000], taki wniosek powinien by¢ brany pod uwage przy wyznaczaniu portfeli
na podstawie teorii Markowitza. Aby zmniejszy¢ ryzyko blgdu estymacji oraz zwigk-
szy¢ odporno$¢ na obserwacje odstajace, niezbedne jest poszukiwanie nowych metod
pozwalajacych na konstrukcje efektywniejszych i bardziej stabilnych portfeli.

W dalszej czesci pracy zaprezentowano alternatywne metody wyznaczania macie-
rzy kowariancji, ktore nie sa oparte na tak mocnych zatozeniach o normalnosci, jak
estymatory NW. Ponadto wymienione estymatory nie wymagaja duzych préb, co w
konsekwencji moze pozwoli¢ na lepsze dopasowanie portfela do sytuacji na rynku.
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3. Metody odpornej estymacji macierzy kowariancji

W tym punkcie przedstawione zostana dwie metody wyznaczania macierzy
kowariancji. Pierwsza jest metoda minimalnego wyznacznika macierzy kowarian-
cji (Minimum Covariance Determinant — MCD) zaproponowana przez Rousse-
euwa [Rousseeuw 1984, s. 877], cechujaca si¢ duza odpornoscia, wysokim punk-
tem zalamania [Ostasiewicz 1998] oraz niska efektywno$cia. Punkt zatamania
(breakdown point) mozna interpretowac jako najmniejszy udziat danych zaktocaja-
cych, dla ktorych estymator moze przyjmowac dowolnie duze wartosci.

Algorytm wykrywania obserwacji odstajacych za pomoca estymatora MCD
sktada si¢ z kilku etapow. W pierwszym etapie w zbiorze wszystkich N obserwacji
(n-wymiarowych) wyznaczany jest podzbior 2 > N/2 obserwacji, dla ktérych wy-
znacznik klasycznego estymatora kowariancji jest najmniejszy. Szczegdlowy algo-
rytm wykrywania tych obserwacji opisany zostal w pracach: [Maronna 2006;
Rousseeuw, van Driessen 1999]. Kolejnym krokiem prowadzacym do wyliczenia
estymatora MCD jest wyliczenie klasycznych estymatorow s$redniej i kowariancji

( ,[t,ﬁ) dla wybranego podzbioru danych. Na podstawie wyliczonych estymatoréw
dla zbioru obserwacji nietypowych szacowane sa odleglosci odporne (robust di-
stance): d, = (x, — [)s! (x, — f1).

Odporne odleglosci sa zmodyfikowanymi odleglosciami Mahalanobisa, w ktorych
macierz kowariancji catlego podzbioru danych zastapiono macierza kowariancji zbioru 4

danych (macierz )y ). Za pomoca odleglosci d; identyfikuje si¢ dane odstajace przez

przyréwnanie do wartosci krytycznych rozktadu chi-kwadrat o »n stopniach swobody
[Rousseeuw, van Driessen 1999; Orwat 2007]. Po odrzuceniu obserwacji odstajacych z
pozostalych obserwacji wyliczana jest ocena klasycznego estymatora kowariancji.

Najwigksza odporno$¢ (najnizszy punkt zatamania) estymatora MCD mozna
uzyska¢ dla # = [(N + n + 1)/2]. Punkt zalamania estymatora MCD wynosi
(N-h)/N. Pomimo wysokiej odpornosci w swojej klasie estymatoréw estymator
MCD ma relatywnie duza efektywno$¢, co wynika z jego asymptotycznej
normalno$ci [Butler, Davies, Jhun 1993]. Jednak w klasie wszystkich estymatorow
odpornych efektywnos¢ tego estymatora moze by¢ zbyt niska, gdy dane nie majq
znacznych odstepstw od rozkladu normalnego.

Inna metoda estymacji macierzy kowariancji jest estymacja zwegzajaca
(shrinkage estimators). Cecha szczegdlna estymatoréow zwegzajacych jest
minimalizacja btgedu $redniokwadratowego kosztem obciazenia estymatora
[Schifer, Strimmer 2005]. Mimo zwigkszenia obcigzenia (klasyczny estymator
kowariancji jest nieobciazony) estymatory zwegzajace minimalizuja wariancjg, co w
konsekwencji pozwala na doktadniejsze oszacowanie kowariancji dla matej liczby
obserwacji n-wymiarowych, gdzie n jest duze.
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Kolejna cecha omawianych estymatorow jest brak zatozen dotyczacych
rozkladu rozwazanych zmiennych. Jedynym zatozeniem jest istnienie kolejnych
momentow tych zmiennych losowych [Schéfer, Strimmer 2005].

Estymatory zwegzajace wykorzystywane sa w biologii do badania zaleznosci
migdzy genami, gdy badana jest mata liczba obserwacji wielowymiarowych. Zatem
proba zastosowania takich estymatoréw w analizie portfelowej jest pozadana,
poniewaz czgste zmiany na rynku wymuszaja na inwestorach analizg coraz mniejszych
szeregdbw czasowych, natomiast potrzeba dywersyfikacji wymusza konstruowanie
portfela z wielu udziatéw. Ponadto wyniki stosowania estymatorow zwezajacych do
konstrukcji portfela wielosktadnikowego (badania np. w [Ledoit, Wolf 2003]) moga
sktania¢ do dalszego rozwoju tych estymatoréw w tym obszarze.

W pracy przedstawiono nowy estymator zwezajacy z klasy estymatorow
zwezajacych podany przez Schiffera i Strimmera [2005], wykorzystujacy lemat Ledoita
i Wolfa [2003], méwiacy o wyborze parametru A, ktory gwarantuje minimalny btad
sredniokwadrtowy estymatora zwezajacego bez zalozenia o rozkladzie zmiennych
losowych. Zaprezentowany estymator kowariancji minimalizuje blad $rednio-
kwadratowy. Metoda wyznaczania omawianego zwegzajacego estymatora macierzy

kowariancji S° 2(8;) jest nastgpujaca: niech x,, bedzie k-ta obserwacja zmiennej

losowej X, oraz w; = (x, — X (X, —x,)i wy =lz wy,; - Wtedy:
" i

. Sii» gdyi=/j,
Si' = * . .
S AN gdyi# J,
oraz
. L gdyi=J,
I/;/ = . A . . (1)
1, min(l,max(0,1-4")), edy i+ j,
Var (r, ) " W, —V_Vi' :
gdzie: 4" = Z =27 oraz Var(r,) = " Z"“( y ~ V)
Z r o (m-1) 8.8
i i jj
s,— wariancja probkowa zmiennej losowej X, , r, — wspotczynnik korela-
cji probkowe;j.

Ze wzoru (1) wynika, ze estymator zwezajacy macierzy kowariancji nie powo-
duje zmiany wariancji probkowej rozwazanych skladnikow, natomiast powoduje
zmniejszenie warto$ci kowariancji probkowej. Gdy wspoétczynnik A wynosi 1,
wtedy rozwazany estymator jest estymatorem najwigkszej wiarygodnosci.
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4. Badania empiryczne

Wszystkie badania opieraty si¢ na notowaniach spotek pochodzacych z Gietdy
Papierow Wartosciowych w Warszawie. W pracy analizowano dzienne stopy
zwrotu dla cen zamknigcia z okresu od 3.07.2000 do 16.08.2008, co daje 2038 stop
zwrotu, rozpatrywano wigc tylko spotki notowane w wymienionym okresie. Do
analizy wybrano spotki wchodzace w sklad segmentow 50 PLUS (spotki, ktorych
kapitalizacja wynosi od 50 do 250 mln euro) i 250 PLUS (spotki, ktorych kapitali-
zacja przekracza 250 mln euro).

Na potrzeby estymatora MCD usunigto spolki, dla ktdrych o$miotygodniowe sze-
regi czasowe, poczawszy od 3.07.2008, posiadaty rozstgp migdzykwartylowy rowny 0.

Po uwzglednieniu oméwionych ograniczen analizie poddano 18 spotek z segmentu
50 PLUS: 04PRO, 14ZACH,ABG, ALMA, BBICAPNFI, BBIDEVNFI, CENS-
TALGD, COMARCH, FORTE, IGROUP, JUTRZENKA, LENTEX, MNI,
MOSTALEXP, NAFTA, STALEXP, SYGNITY, WAWEL, oraz 25 spotek z segmen-
tu 250 PLUS: AGORA, ASSECOPOL, BANKBPH, BRE, BUDIMEX, BZWBK,
CERSANIT, ELBUDOWA, FARMACOL, HANDLOWY, INGBSK, KETY,
KGHM, KOPEX, KREDYTB, KRUSZWICA, MENNICA, MILLENNIUM,
MOSTALWAR, MOSTALZAB, PEKAO, PGF, PKNORLEN, SWIECIE, TPSA.

Stacjonarno$¢ wszystkich wymienionych szeregéw czasowych zbadano za po-
mocg testu Dickeya-Fullera. Wszystkie wyniki byly statystycznie istotne, zatem na
poziomie istotnosci 0,01 analizowane szeregi sa stacjonarne. Zbadano réwniez
normalno$¢ badanych spotek testem Shapiro-Wilka. Na poziomie istotnosci 0,01
odrzucono hipotez¢ o normalnosci stop zwrotu dla wszystkich badanych spotek.

Dla kazdego z analizowanych portfeli wyliczano (wcze$niej omoéwionymi me-
todami) macierz kowariancji (klasyczna macierz kowariancji, macierz MCD, ma-
cierz zwegzajaca), a nastgpnie wyznaczano sklad portfela efektywnego o minimalnej
wariancji. Portfele byly wybierane w nastgpujacy sposob: z kazdego segmentu
wybierano losowo 5 spoltek, ktore wchodzity w sktad portfela, w kazdym segmen-
cie analizowano 102 losowo wybrane portfele. Dla kazdego z portfeli stosowano
nastepujacy algorytm: co 2 tygodnie przebudowywano sktad portfela na podstawie
danych z ostatnich o$miu tygodni. Dla kazdego przebudowanego portfela wylicza-
no jego dwutygodniowa stopg zwrotu na podstawie danych z najblizszych dwoch
tygodni. Z otrzymanych dwutygodniowych stop zwrotu z catego okresu dla danego
portfela wyliczono odchylenie standardowe dwutygodniowych stop zwrotu dla
calego badanego okresu. Ponadto wyliczono odchylenie standardowe dwutygo-
dniowych stop zwrotu po uwzglednieniu kosztow prowizji w wysokosci 0,2% .
Zatem dla kazdego z segmentow otrzymano 3 wektory odchylen standardowych
sktadajace si¢ ze 102 obserwacji:

! Koszty transakcyjne wedtug tabeli optat i prowizji Banku Ochrony Srodowiska — www.bossa.pl.
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1) giwp— wektor odchylen standardowych portfeli sktadajacych si¢ ze spotek
Z i-tego segmentu, z klasycznym estymatorem macierzy kowariancji,

2) )_CLCD— wektor odchylen standardowych portfeli sktadajacych sig¢ ze spotek
z i-tego segmentu, z estymatorem macierzy kowariancji wyliczonym metoda MCD,

3) )_c;H — wektor odchylen standardowych portfeli sktadajacych si¢ ze spotek

Z i-tego segmentu, z estymatorem ,,zwezajacym” macierzy kowariancji,

4) i—segment (dlai =1, 50 PLUS, dlai=2, 250 PLUS).

Nastgpnie zbadano normalno$¢ rozpatrywanych wektorow testem Shapiro-Wilka.
Na poziomie istotnosci o = 0,01 odrzucono hipoteze o normalnosci badanych prob.

Kolejnym krokiem byta ocena wptywu wybranej metody (uzyto testu analizy
wariancji rang Friedmana) na ryzyko portfela mierzone odchyleniem standardo-
wym. Test Friedmana jest nieparametrycznym odpowiednikiem jednoczynnikowej
analizy wariancji dla pomiaréw powtarzanych.

Dodatkowo przeanalizowano wplyw kosztow transakcyjnych na wyniki inwestora.
Roznice migdzy stopami zwrotu bez uwzglgdniania prowizji a stopami zwrotu po
uwzglednieniu prowizji zbadano testem Shapiro-Wilka. Dodatkowo przy uzyciu testu
t-Studenta zbadano, czy dana metoda wptywa na obnizenie kosztow transakcyjnych.

5. Wyniki empiryczne

Wyniki badan przedstawiono osobno dla dwoch segmentow. Dla segmentu
250 PLUS wyniki testu ANOVA Friedmana zamieszczono w tab. 1.

Tabela 1. Wyniki testu ANOVA Friedmana dla segmentu 250 PLUS

Zmienna Srednia ranga Suma rang Srednia Odch. std.
MVP 1,9510 199,0000 0,0242 0,0026
MCD 2,9412 300,0000 0,0263 0,0030
SH 1,1078 113,0000 0,0238 0,0024

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Dla powyzszych danych wartos¢ testu y° ANOVA wyniosta 171,78, a poziom
istotnos$ci byt rowny p = 0,0000, co pozwala odrzuci¢ hipotez¢ zerowa. Zatem na
poziomie istotnosci a = 0,01 mozna wyciagna¢ wniosek, ze istnieje statystyczna
ro6znica pomigdzy odchyleniami standardowymi w zalezno$ci od wybranej metody.
Na podstawie otrzymanych wynikow mozna wnioskowacé, ze estymatory zwezaja-
ce pozwalaja na uzyskanie nizszego ryzyka niz pozostate badane estymatory.

Przeanalizowano réwniez wplyw kosztow transakcyjnych dla portfeli MVP i
SH. Badane roznice srednich zbadano testem Shapiro-Wilka. Otrzymane wyniki
nie byly istotne na poziomie istotnosci a = 0,05, zatem przeanalizowane zmienne
mialy rozktad normalny. Za pomoca testu F nie odrzucono hipotezy o jednorodno-
$ci wariancji na poziomie istotnosci a = 0,05. Nastepnie réznice Srednich zbadano
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testem t-Studenta z ustalonym poziomem istotnosci o = 0,01. Wynik testu pozwala
wyciagna¢ wniosek, ze estymator zwezajacy moze powodowaé istotne obnizenie
kosztow transakcyjnych.

W odniesieniu do segmentu 50 PLUS wyniki testu ANOVA Friedmana za-
mieszczono w tab. 2.

Tabela 2. Wyniki testu ANOVA Friedmana dla segmentu 50 PLUS

Zmienna Srednia ranga Suma rang Srednia Odch. std.
MVP 1,8040 184,0000 0,0312 0,0028
MCD 2,9607 302,0000 0,0351 0,0033
SH 1,2353 126,0000 0,0309 0,0028

Zrodto: opracowanie wlasne.

Dla danych z segmentu 50 PLUS warto$é testu x> ANOVA zmalata w poréwna-
niu z segmentem 250 PLUS 1 wyniosta 157,73, jednak poziom istotnosci znow wy-
nidst p = 0,0000, zatem mozna odrzuci¢ hipotezg zerowa. Na poziomie istotnosci
a = 0,01 mozna réwniez w odniesieniu do tego segmentu wyciagna¢ wniosek, ze
istnieje statystyczna réznica pomigdzy odchyleniami standardowymi w zaleznos$ci od
wybranej metody. Z otrzymanych wynikow mozna wywnioskowaé, ze estymatory
zwezajace pozwalaja na uzyskanie nizszego ryzyka niz pozostate badane estymatory,
jednak w tym przypadku réznice miedzy warto$ciami statystyk byly mniejsze.

Przeanalizowano rowniez wptyw kosztow transakcji. Roznice $rednich zbada-
no testem Shapiro-Wilka. Otrzymane wyniki nie byly istotne na poziomie istotno-
sci a = 0,05, zatem przeanalizowane zmienne miaty rozktad normalny. Za pomoca
testu F nie odrzucono hipotezy o jednorodnosci wariancji na poziomie istotnosci
a = 0,05. Nastgpnie roznice $rednich zbadano testem t-Studenta z ustalonym po-
ziomem istotnosci a = 0,01. Wynik testu pozwala wyciagna¢ wniosek, ze estyma-
tor zwe¢zajacy moze powodowac istotne obnizenie kosztow transakcyjnych.

6. Podsumowanie

Przeprowadzone badania dotyczace notowan spotek z gieldy Papierow WartoScio-
wych w Warszawie daly wynik skfaniajacy do wykorzystywania nowych modeli opar-
tych na estymatorach zwezajacych. Ponadto badania wykazaty, ze w przypadku portfeli z
minimalng wariancja odrzucenie zbyt wielu obserwacji (i uznanie ich za nietypowe)
moze powodowa¢ efekt odwrotny od zamierzonego. Zatem stosowanie estymatorow
odpornych o wysokim punkcie zatamania w tym przypadku nie jest pozadane. Wynik
badan dla estymatoréw zwezajacych sklania jednak do dalszych rozwazan nad estymato-
rami odpornymi majacymi niski punkt zatamania i wysoka efektywnos$¢. W artykule
wykazano roéwniez, ze portfele konstruowane na podstawie estymatoréw minimalizuja-
cych btad sredniokwadratowy pozwalaja na wigksza stabilnos¢ udzialdéw w portfelu, co
w konsekwencji powoduje obnizenie kosztow transakcyjnych.
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ROBUST STATISTICAL METHODS FOR PORTFOLIO CONSTRUCTION

Summary

The article presents a comparison of minimum variance portfolios, determined using the maxi-
mum likelihood estimators of the covariance matrix, with portfolios determined using robust estima-
tors of the covariance matrix. The aim of the dissertation is to compare the risks of the discussed
portfolios, and to designate the minimum variance portfolios by applying select robust estimators of
the covariance matrix. All the created portfolios are portfolios which change with time. The research
is based on real data, coming from the Warsaw Stock Exchange. The article demonstrates usefulness
of methods which apply shrinkage estimators.
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