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1. Wstep

Proponowane w literaturze definicje systemu bonus-malus (SBM) sa na tyle
ogdlne, ze obejmuja takze systemy o konstrukcji nie przystajacej do rzeczywistosci
i nie majace szans funkcjonowania na konkurencyjnym rynku ubezpieczen komu-
nikacyjnych. Przedmiotem artykutu jest system bonus-malus sprawiedliwy w sen-
sie przej$¢ migdzy klasami (SBMSy, ), ktérego definicja eliminuje z rozwazan wy-
mienione, nierealistyczne SBM.

W punktach 2-4 artykutu przedstawiona jest konstrukcja SBMSy, oraz ergo-
dyczny faficuch Markowa, bgdacy modelem tego systemu. W punkcie 5 ukazano
wiasnosci oczekiwanej sktadki w zaleznosci od cech charakteryzujacych ubezpie-
czonego, tzn. czestosci szkdd, klasy z roku poczatkowego i czasu trwania ubezpie-
czenia, a takze od parametréw charakteryzujacych system. W punkcie 6 przedsta-
wione sa cztery ,,skrajne” przypadki SBMSy;, w ktérych obowiazuja ,.skrajne”
reguly przejs¢, a mianowicie reguly maksymalnego/minimalnego awansu oraz
maksymalnego/minimalnego spadku. Te cztery systemy umozliwiaja okreslenie
najnizszej i najwyzszej oczekiwanej skifadki w dowolnym roku ubezpieczenia
w dowolnym systemie typu SBMSy, oraz przedstawienie dowolnego systemu typu
SBMSy, jako modyfikacji przynajmniej jednego z owych czterech systemow —
wyniki te sa zawarte w punkcie 7. Artykul konczy podsumowanie przeprowadzo-
nych rozwazan na temat systeméw typu SBMSy;..
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2. SBM - definicja, oznaczenia, model

Definicja 1. Systemem bonus-malus (SBM) nazywa si¢ system przyporzadko-
wania sktadki kazdemu ubezpieczonemu z portfela, w ktorym:

1) ustalone sg klasy takie, ze w kazdym okresie ubezpieczenia kazdy ubezpie-
czony nalezy do jedne;j z klas,

2) ustalona jest klasa poczatkowa, do ktérej ubezpieczony nalezy w pierwszym
okresie ubezpieczenia,

3) poczawszy od drugiego okresu ubezpieczenia w kazdym okresie przynalez-
no$¢ ubezpieczonego do okreslonej klasy zalezy jedynie od tego, do ktorej klasy
nalezat i ile szkdd zgtosit w okresie poprzednim,

4) ustalona jest liczba szkod taka, ze zgloszenie przez ubezpieczonego w okre-
sie poprzednim wigkszej liczby szkdd nie zmieni jego przynaleznosci do okreslone;j
klasy w okresie nastgpnym,

5) dla kazdej klasy ustalona jest skfadka ubezpieczeniowa o dodatniej wartosci.

Nie zmniejszajac ogdlnosci rozwazan, mozna przyjac, ze okresem ubezpiecze-
nia jest rok, a skfadka dla kazdej klasy jest wyrazona w okreslonych jednostkach
pienigznych lub jako wspotczynnik, przez ktéry mnozona jest sktadka podstawowa
ustalona dla portfela.

W modelu SBM uzyte sg nastgpujace oznaczenia zwiazane z powyzsza defini-
cjal:

e S={1,2,...,5} —zbi6r numerdw klas,

e iy —numer klasy poczatkowej,

o T, = [t,(jk)], k e W — macierz regul przejscia z klasy do klasy po zgtoszeniu
k szkéd w ciagu roku?, gdzie

1, jesli zgloszenie k szk6d w klasie i w roku n
t,g-k) =< powoduje przejscie do klasy j w roku n + 1,
0, w przeciwnym przypadku,

i,jeS,nenNy,
e g — maksymalna liczba szkéd wyréznianych w systemie,
g =max{k e Ny Ty # Ty},

e b; — sktadka w klasie i € S,
e b=(b,b,,...,bs) — kolumnowy wektor skladek.

I Wykaz wszystkich oznaczen znajduje sig w zalaczniku 1.
2 Przyjgto oznaczenie v, = {0) U M|, gdzie ¥ = {1,2,...}.
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Zalozenia modelu SBM

1. Liczba klas SBM jest skonczona, czyli s <.

2. Klasy SBM sg uporzadkowane tak, ze jeli i < j, to b; > bj,i,j€S.

3. Dla kazdego ubezpieczonego z portfela reguty przejscia z klasy do klasy
w dowolnym roku » € %) sa identyczne i dane macierzami Ty, k € V.

4. Kazdy ubezpieczony z portfela charakteryzuje si¢ czestoscig szkod 4 >0,
identyczng w dowolnym roku n € N}. Wartosci A4 charakteryzujace poszczegdl-
nych ubezpieczonych sa realizacjami zmiennej losowej A o rozkiadzie identycz-
nym dla kazdego roku n € V.

5. Liczba szkéd zgloszonych® w dowolnym roku n € A przez ubezpieczonego,

charakteryzujacego sig czestoscia szkod 4, jest zmienna losowa N(4) o rozkiadzie
Poissona z parametrem A, danym prawdopodobienstwami

) - A i
P(N(/l)—k)—pk(l)—k‘e ,keny.

Bez trudu mozna sprawdzi¢, ze macierz M(A1) = [ Pij (/1)], ktorej elementy dane

S wzorem
Py =Y pe (WP i, jes, (1
k=0

jest macierza stochastyczna. Uzywajac macierzy regut przejscia T,, macierz tg
mozna zapisa¢ wzorem

M(A) =D py (AT, )
k=0

a0
aponiewaz Ty =T, dla k > q, atakze p,, (1) = Zpk (), wigc

k=q
gq-1
M(4) = 2 Pk (ATy + pas (DT, 3)
k=0

Wobec zalozen 1-5 modelem SBM dla ubezpieczonego charakteryzujacego sig
czestoscig szkdd A jest skonczony jednorodny tancuch Markowa {K Z(A),neN 0}

o przestrzeni stanéw S i macierzy przejcia M(A). Dla ustalonego n zmienna

3 Pomija si¢ wyst¢gpowanic zjawiska laknienia znizek, przyjmujac, ze wszystkic spowodowane
szkody sa zglaszane do ubezpieczyciela.
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losowa K, (1) oznacza wigc numer klasy, do ktérej ubezpieczony nalezy w roku n.
Rozklad zmiennej K, (1) zapisuje si¢ w postaci wierszowego wektora

d, (1) =[dy;(A)],i €S, nen,. 4)

Gdy model dotyczy ubezpieczonego, ktéry w roku poczatkowym n =0 byt
w klasie j, wowczas poczatkowy rozktad tancucha ma postac

do =[dy;], i €S,
gdzie

l’i j’
dn: = 5
0i {O,i:#j. )

Wartos¢ oczekiwanej skladki (w skrdcie: oczekiwana sktadka) w roku n e &

ubezpieczonego o czgstosci szkdd A, ktéry w roku 0'byt w klasie i, jest oznaczona
przez P;(A,n). Jej wartosc jest dana wzorem

P(A,m)=dogM"(A)b,ieS,nenN;. (6)

Kolumnowym wektorem utworzonym z oczekiwanych skladek F;(4,n), i €S,
jest

P(4,n)=[Pi(4,n)],i €S, neN. (7

Przyjmuje si¢ ponadto, Zze okreslenia awans oraz spadek oznaczaja przejscie
ubezpieczonego w nastgpnym roku do klasy o numerze, odpowiednio, wyzszym
lub nizszym.

3. Dlaczego SBMSk, ?

Analiza konstrukeji rzeczywistych SBM (por. [1; 3]) prowadzi do wniosku, ze
ich modelami sa tancuchy ergodyczne — w tych systemach nie ma bowiem ani klas
powiazanych cyklicznie, pochlaniajacych, ani takich podzbioréw klas, ze przejscie
z jednego podzbioru do innego byloby niemozliwe. Ponadto, konstrukcja rzeczy-
wistych SBM wyklucza takie przejscia ubezpieczonego, jak np. spadek po roku
bezszkodowym czy awans po spowodowaniu szkody. Wprawdzie takie systemy
spetniaja warunki definicji 1, ale nie miatyby szans funkcjonowania na konkuren-
cyjnym rynku ubezpieczen komunikacyjnych.

Pierwsza propozycja eliminujacg z rozwazan systemy o wymienionych, nierea-
listycznych cechach byl sprawiedliwy system bonus-malus (SSBM) [2]. O ile defi-
nicja SSBM opierala si¢ na postulatach dotyczacych skfadek, to podana nizej defi-
nicja systemu sprawiedliwego w sensie przejs¢ miedzy klasami (SBMSg;) — na
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specyfice regut przejscia ubezpieczonego z klasy do klasy. Jak mozna wykaza¢,
kazdy system typu SBMSy; jest systemem typu SSBM, a ponadto modelem kazde-
g0 SBMSy, jest faficuch ergodyczny [5].

4. Jak rozpoznaé SBMSg; ?

Podstawa definicji SBMSy, sa nastgpujace postulaty dotyczace regut przejscia
ubezpieczonego z klasy do klasy.

1. Po zgtoszeniu 0 szkdd ubezpieczony z klasy i=1,2,...,s—1 awansuje do
klasy j >1i, a ubezpieczony z klasy s pozostaje w klasie s.

2. Po zgloszeniu k >1 szkod ubezpieczony z klasy i =2,3,...,s spada do klasy
J <i, aubezpieczony z klasy 1 pozostaje w klasie 1.

3. Jesli ubezpieczony z klasy i €S spada do klasy j; po zgloszeniu k; >1
szkdd, to po zgloszeniu k, > ky szkdéd spada do klasy jjp < ).

4. Jesli po zgloszeniu k20 szkdd ubezpieczeni z klas i) €S oraz iy €S,
ij < i, , przechodza, odpowiednio, do klasy j| oraz j,,to jj < j5.

Postulaty 1 i 2 wyrazaja ide¢ SBM, to znaczy nagradzanie tych ubezpieczo-
nych, ktorzy nie zglaszaja szkod, i karanie tych, ktorzy je zglaszaja. Z postulatu 1
wynika, ze jedynym niezerowym diagonalnym elementem macierzy T jest tg)),
a z postulatu 2, ze jedynym niezerowym diagonalnym elementem macierzy T,
k>1, jest tl({‘). Gdyby ktorykolwiek inny diagonalny element macierzy T, byt
réowny 1, to ubezpieczony nie zglaszajacy szkdéd przez dowolnie wiele lat znajdo-
walby si¢ wciaz w tej samej klasie, nie majac szansy na osiagnigcie kiedykolwiek
klasy s. Analogicznie, gdyby na przekatnej macierzy T,, k=1, wystgpowatl
element 15-;‘) =1, j #1, to ubezpieczony z klasy j, mimo zglaszania przez dowolnie

wiele lat k szkdd rocznie, wciaz nie spadalby do gorszej klasy i nie bytby karany
podwyzszong skladka. Postulat 3 oznacza, ze po zgloszeniu wigkszej liczby szkéd
ubezpieczonego czeka spadek do klasy nie lepszej niz ta, do ktdrej spadiby,
zglaszajac mniej szkdod. Postulat 4 po pierwsze oznacza, ze jesli dwaj ubezpieczeni
z réznych klas nie zglosza zadnej szkody, to ubezpieczony z lepszej klasy awan-
suje do klasy nie gorszej niz ta klasa, do ktérej awansuje ubezpieczony z gorszej
klasy, a po drugie, ze jesli ci ubezpieczeni zglosza identyczng liczbg szkod, to
ubezpieczony z lepszej klasy spadnie do klasy nie gorszej niz ta klasa, do ktorej
spadnie ubezpieczony z gorszej klasy.

Definicja 2. Systemem typu SBMSy, (SBM sprawiedliwy w sensie przejs¢ mie-
dzy klasami) nazywa sig taki SBM, ze dla i,i}, i, j, j|, j2, €S oraz k, ky, ky, € Ny
spetnione sa nast¢pujace warunki:
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1.(:,5.0) =)= (>0, izs,
2.t§g)=l,
3.(e89 =)= (i<i), i#1, k=0,

468 =1, k=0,

k k . .
5. (:él') =z,§.22) =1):>(;2 <j1), 0<ky <ky,

(k) _ (k) _ F <Y i<
6. (tiljl _tiljl = I):>(.,] sz)s n<i.
Z definicji 2 wynikaja dwa wnioski, ktére umozliwiaja szybkie sprawdzenie,
czy okreslony SBM jest SBMSy; .

Whiosek 1. Macierz T jest macierza regul awansowania w systemie typu
SBMSy,; wtedy i tylko wtedy, gdy:

1) jest macierza trjkatna gorna,

2) elementy diagonalne sa réwne tfgg) =1 oraz t&?) =0dla j=#s,

3) gdy rozwaza si¢ dowolne dwa sasiednie wiersze tej macierzy, to element o
wartosci | z gérnego wiersza znajduje si¢ w kolumnie o numerze nie wiekszym niz
numer kolumny, w ktérej znajduje si¢ element o wartosci 1 z dolnego wiersza.

Whiosek 2. Macierze Ty, k € |, sa macierzami regul spadku po k szkodach
w ustalonym systemie typu SBMSy; wtedy i tylko wtedy, gdy:
1) kazda z nich jest macierza trojkatna dolna,

2) elementy diagonalne kazdej z tych macierzy maja wartosci tl({‘) =1 oraz

(0 =0dlaj=1,

3) gdy rozwaza si¢ dowolne dwa sasiednie wiersze kazdej z tych macierzy, to
element o wartosci 1 z gornego wiersza znajduje si¢ w kolumnie o numerze nie
wiekszym niz numer kolumny, w ktdrej znajduje si¢ element o wartosci 1 z doine-
go wiersza,

4) gdy rozwaza si¢ macierze Ty, oraz T, takie, ze k| < k,, to element o war-

tosci 1 z dowolnego wiersza macierzy Ty, znajduje si¢ w kolumnie o numerze nie

mniejszym niz numer kolumny, w ktérej znajduje si¢ element o wartosci 1 z tego
samego wiersza macierzy Ty,
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5. Model SBMSg, — wlasnoS$ci oczekiwanej skladki

Niech P,-(l,n,q,s, TO,T,,...,Tq,b) oznacza oczekiwana skladke ubezpieczo-
nego

- 0 czestosci szkod A,

—wroku n,

— ktory w roku 0 byt w klasie 4,
w modelu SBMS,.

— o maksymalnej liczbie wyréznianych szkdd g,

—o s klasach,

— opisanego macierzami regut przejscia Ty, Ty, ..., T,

b q b
— o0 wektorze skladek b.
Do badania wlasnosci oczekiwanej skiadki zastosowano zasadg ceferis paribus.
O ile nie prowadzi to do nieporozumien, w celu uproszczenia zapisu pominigto te
argumenty funkcji P, ktore w okreslonym kontekscie sa ustalone. W szczeg6lnosci,
oczekiwana skiadka dla ustalonego SBMSy, jest oznaczona przez F;(4,n).

5.1. Klasa w roka n=0

Twierdzenie 1. Oczekiwana skiadka F;(4,n) w roku n € ; ubezpieczonego o
czestosci szkdd A jest nierosnaca funkcja numeru klasy, w ktorej ten ubezpieczony
byt w roku 0, czyli

P, (/1,71)2 Piz (ﬂ.,n),jeéli i] <i2; il,iz es.

h

Dowdd: )
Oczekiwang sktadke w roku n = 1 mozna zapisa¢ wedtug wzoru (6) jako

P(A,1)=doM(A)b,

przy czym, zgodnie z wzorem (2), zachodzi réwnos¢

[c]
M(A)b= D pp(A)T;b.
k=0
Z zalozenia 5 modelu SBM wynika, ze py(4)>0 dla k e ¢. Ponadto, z le-
matu? 1 wynika, ze dla k e ¥ elementy wektora Tyb sa dodatnie i tworza ciag
nierosnacy. Zatem, elementy wektora M(A)b sa dodatnie i tworza ciag nierosnacy,
a to oznacza, ze wektor M(A)b spelnia zatozenie 2 dotyczace wektora skiadek.

4 Lematy sa zamieszczone w Zataczniku 2.
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Dowdd:

Pierwszy wiersz macierzy M(A) oznaczono chwilowo przez m;(A). Ma on
postaé

m;(1)=[p;; (1) 0 ... 0 pp(2) 0 ... 0],

przy czym element py(A) znajduje si¢ w kolumnie j; >2. Oczekiwana sktadka
w roku 1 ubezpieczonego, ktéry w roku 0 byt w klasie 1, wynika ze wzoru (6), czyli

pi(4, 1) =m ()b = p,. (1)b; + po(A)b;;, .

Ze wzgledu na nierosnace elementy wektora skiadek b spetniona jest nierow-
nos¢ P (4,1) <by. Oczekiwana sktadka omawianego ubezpieczonego w roku 2 jest
dana wzorem

Pi(4,2)=m())M(A)b,
a poniewaz M(A)b = P(4,1), zatem
A(4,2)= p1. (D A4, 1) + po(A) P; (4, 1).
Skoro jj 22, wigc na mocy twierdzenia 1 spetniona jest nierdwno$é
Py 4, D<A,
Zatem
P(4,2) = piy (D A4, 1) + po(A) Py (A,1) < A(4,)),
skad, po uwzglednieniu nieréwnosci Py (4, 1) < by, wynika, ze
A(4,2)< B(A, 1) <by.
Przeprowadzenie dowodu indukcyjnego (ktérego opis pominigto) prowadzi do

wniosku, ze teza twierdzenia jest prawdziwa.

Twierdzenie 3. Oczekiwana skladka P.(4,n) ubezpieczonego o czestosci

szkod A, ktéry w roku 0 byt w klasie i = s, jest niemalejaca funkcja czasu n e N;.
Dowéd twierdzenia 3 jest analogiczny do dowodu twierdzenia 2.

Whiosek 3. Réznica migdzy najwigksza i najmniejsza oczekiwana skiadka
ubezpieczonego o czgstosci szkdd A w roku » jest nierosnaca funkcjg czasu n € V1.

Przyklad 2. SBMSy, Warty, 1=10,1011.

Na rysunku 2 pokazane sa oczekiwane skiadki ubezpieczonego w systemach
typu SBMSy,, ktory w roku 0 byt w klasie réznej od 1 i 5. Jak widaé, wartosci tych
sktadek moga by¢ niemonotoniczne wzgledem czasu.
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5.4. Maksymalna liczba wyréznianych szkéd

Twierdzenie 5. Niech P,(1,n,q,) oraz P,(4,n,q;) oznacza oczekiwana skiad-

k¢ w roku n ubezpieczonego o czestosci szkdd A, ktory w roku O byt w klasie i
systemu SBMSy, o maksymalnej liczbie wyréznianych szkéd odpowiednio réwne;j
q; lub g,, przy czym 1<q; <q,, i €S, neN). Jesli w obu systemach wektor
sktadek b jest identyczny, reguty przejscia pierwszego systemu sa opisane macie-
rzami

To, Tps - Ty
a reguly przejscia drugiego systemu opisuja macierze
To, Ths s Tgs Tgia1s - Ty,
to

P(1.n,q1)< B(1,mq,).

Dowdd twierdzenia mozna znalez¢ w pracy [5].

Przyklad 4. SBMS,; Warty, maksymalna liczba wyr6znianych szkéd g = 1, 2, 3,
w roku 0 klasa 4.

Rysunki 4 oraz tab. 1 pozwalaja stwierdzi¢, jak znikomy wplyw na oczekiwana
sktadk¢ ma zwigkszenie parametru q¢ w przypadku ,,dobrego” lub przecigtnego
kierowcy i niewiele wigkszy — w przypadku ,,ztego” kierowcy.

Tabela 1. Oczekiwana skladka w latachn=0, 1, ..., 15dlag=1, 2,3, 1 =0,0762

Rok[o] 1 [ 23 ]af[s]el7[8]ofjwlnunlnr]m3li]is
= 1[100}94,40[85,07[76,29(68,22]60,1958.52[50,20{47,79]47,37144,42[43,69]43 5742, 6642, 44]42,41
=2[100[94,54[85.13[76,36]68.35]60,33[58,70[50,4348,05[47,59144,69(43,99]43.80[42,91]42,70}42,62
= 3]100[94,54[85,13[76,36[68,35]60,33}58,70[50,43[48,05[47,59]44, 7044 00l43,80(42,9242,71]42,63

Zrédlo: opracowanie wlasne.
5.5. Liczba klas, reguly przejscia, skladki

Nie jest mozliwa analiza wiasnosci oczekiwanej skladki w modelu SBMSy;
w zaleznosci od liczby klas bez jednoczesnego uwzglednienia regut przejscia
w systemie. W przypadku usunigcia jednej z dotychczasowych klas konieczna jest
zmiana przynajmniej niektorych regut przejscia, a wprowadzenie nowej klasy wy-
maga ustalenia dla niej nowych regut przejscia oraz odpowiedniej wartoséci sktadki.
Badanie zaleznosci oczekiwanej skiadki od regut przejscia jest w ogélnym przy-
padku bardzo skomplikowane. W nast¢pnym rozdziale proponuje si¢ wyréznienie
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pewnych ,wzorcowych” przypadkéw SBMSy,, ktérych wlasnosci pozwola wnios-
kowa¢ o oczekiwanej skladce pozostatych systeméw tego typu.

6. Klasyfikacja SBMSk,, na podstawie regul przejscia

W przypadku systemow typu SBMSy, lacifiskim okresleniom bonus oraz malus
odpowiadaja polskie terminy awans oraz spadek. W zwiazku z tym proponuje sig
wyréznienie czterech ,skrajnych” systeméw typu SBMSy;, ktore charakteryzuja
si¢ regutami maksymalnego/minimalnego awansu oraz maksymalnego/minimalne-
go spadku w kazdej klasie. W oznaczeniach tych systeméw na pierwszej pozycji
zapisana jest regula awansu, a na drugiej reguta spadku. Schematyczna posta¢ ma-
cierzy przejscia dla tych systemow przedstawiaja si¢ nast¢pujaco:

A. MAX/MIN B. MAX/MAX C. MINMIN D. MIN/MAX
e 00 0 0 pp pe 0000 ps pv po 0 0 0 O p-ps 0 0 0 O
P+ 0 0 0 0 Po P+ 0000 Po DPi+ 0 Po 0 0 0 P+ 0 Po 000
0O pe 0 0 0 po P 0000p, O pu 0 pp 0 0 p. 0 0 pg 0 O
0 0 P+ 0 0 Po P+ 0000 Po 0 0 P+ 0 Po 0 D+ 000 Po 0
0 0 0 ps 0 pp P 0000p, 0 O O py 0 po pvo 0 0 0 O py
0 0 0 0 pupo P 0000p, 0 0 0 O puepo P 0 0 0 0 p

Bez trudu mozna zauwazy¢, ze:

e system A. MAX/MIN jest najtagodniejszym systemem typu SBMSy; w tym
sensie, ze wsréd wszystkich SBMSy; o ustalonej liczbie klas, w takim systemie
ubezpieczony zawsze jest nagradzany najwigkszym mozliwym awansem i karany
najmniejszym mozliwym spadkiem;

e system D. MIN/MAX jest najsurowszym systemem typu SBMSy; w tym
sensie, ze wsrod wszystkich SBMSy; o ustalonej liczbie klas, w takim systemie
ubezpieczony zawsze jest nagradzany najmniejszym mozliwym awansem i karany
najwigkszym mozliwym spadkiem;

e kazdy z czterech powyzszych systemOw wyrdznia maksymalnie jedna
szkodg, czyli dla kazdego z nich g = 1.

Ponadto, dowolny system typu SBMSk, mozna otrzymaé przez modyfikacje
powyzszych systemow, przy czym:

e systemy A oraz B mozna modyfikowa¢ przez zmniejszanie, a systemy C oraz
D przez zwigkszanie awansu w ustalonych klasach,

e systemy A oraz C mozna modyfikowac przez zwigkszanie, a systemy B oraz
D przez zmniejszanie spadku w ustalonych klasach,

e systemy A oraz C mozna modyfikowa¢ przez zwigkszanie g, a w systemach
B oraz D zwigkszenie g jest niemozliwe,

¢ dowolnie zmodyfikowany system B mozna otrzymac¢ jako modyfikacj¢ przy-
najmniej jednego z systeméw A, C lub D.
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Latwo mozna tez zauwazyé, ze skoro macierz przejécia systemu B jest ergo-
dyczna i niezerowe sa tylko pierwsza i ostatnia kolumna tej macierzy, prawdziwy
jest nastepujacy wniosek.

Whiosek 5. W modelu systemu B oczekiwana skiadka dla dowolnego roku
n € W, oraz dowolnej klasy i € S w roku 0 ma stala warto$¢, rowna

B (A) = py, (A)by + po(A)bs.

W dalszej czesci artykutu stosowane sa nastgpujace oznaczenia macierzy
przejs$cia oraz oczekiwanych sktadek systemow A-D:

A.MAX/MIN | B.MAX/MAX | C.MIN/MIN D. MIN/MAX
M(4) A1) B(A) C(A) D(A)
F (A, n) a;(A.n) Po(A) 7i(4,n) d;(A.n)
P(4,n) a(a,n) B(A) 7(4,n) 8(4,n)

7. Zakres zmiennoSci oczekiwanej skladki w SBMSy;.

Pierwsze z dwoch twierdzen przedstawionych w tym punkcie jest podstawa
wnioskowania o relacjach oczekiwanych skladek w systemach A-D, drugie za$
pozwala na przedzialowe okreslenie wartosci oczekiwanych skiadek dla innych
systeméw SBMSy; W dowodzeniu tych twierdzen postuzono si¢ nastepujacymi
macierzami (przez e; oznaczono wersor z jedynka na j-tej pozycji, zas przez J

kolumnowy wektor jedynek):

E, =Je],

Eg =Jel,

R = . .

To = ) exeks1 +egeg,
k=1

~ T oS T

T] =eje| + Zekek_l.

k=2

Powyzsze macierze umozliwily zapisanie macierzy przejscia rozpatrywanych
modeli w nastgpujacej postaci:

A(A) = po(MEg + p, (WT, (8)
B(4) = po(V)E; + pi, (AE,, )
C(A) = po(N) Ty + p1, (AT}, (10)

D(4) = po(M)Ty + py, (A)E,. (11)
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Twierdzenie 6. Dla wektoréw oczekiwanej sktadki w modelach systemow
A-D o identycznej liczbie klas s oraz identycznym wektorze skiadek b spetnione sa
nastgpujace nieréwnosci:

(1) a(A,n) < f(A)<6(A,n), ne Ny,
2) a(A,n)<y(A)<L6(A,n), neN.

Dowdéd:

W celu sprawdzenia kazdej tezy przeprowadzono dowdd indukeyjny. Postaé?
wektoréow oczekiwanych sktadek w roku n =1 dla systeméw A-D otrzymano na
podstawie wniosku 5, wzoréw (8)-(11) oraz wzoréw 8, 9 i 13 z zatacznika 3.

a(l)=Ab= (PoEs +p. Ty )b = pobsI+ p1, ATib =

S
= pobsJ + piy [blel + ) by_rex ]
k=2

BQ) = B= pobsd + pi+byJ,
y()=Cb= (po:f'o + p|+T| )b = poTob + p1+i‘1b =
S-1 S
= po| biey + D _by,je; +bges |+ pii| biey + D by_reg |,
k=1 k=2

5(1)=Db=(pyTy + 1oy b= poTob+ py,byJ =

S-1
= PO[ bk +bsesJ+P1+b|J-
k=1

W celu sprawdzenia nieréwnosci (1) dla n =1 mozna zauwazy¢, ze skoro ele-
menty wektora skladek b stanowig ciag nierosnacy, wigc z powyZzszego wynika, iz

S S
a(l) =p0bSJ+p1+[ble| + Zbk—lekJSPObSJ+ p1+[b]e] + b] ZekJ=
k=2 k=2
=pobsI + prub1J =g

S W celu uproszczenia zapisu pominigto argument A W oznaczeniach: A(4), B(1), C(1), D(4),
a2, n), AA), {A, n), &A, n) oraz py(R) i py,(A).
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!/_/\——
oraz
S-1 S-1
50) = po[Zbk+1ek + bses]+ by J 2 po(bs et "S"SJ thbI=
k=1 k=1
= pobsd + pybJ = 5.
Zatem
a(l) < B<8(D), (12)

co znaczy, ze dla n=1 nierowno$¢ (12) jest prawdziwa. NierOWnos¢ te warto
jeszcze zapisa¢ w postaci

Ab<Bb<Db. (13)
Zalozenie indukcyjne
a(m)< B<E(m),
czyli
A"b<B<D™.

mozna zapisaé przy uzyciu oznaczei b’ = A™b, b” =D"b jako
b'<B<b". (14)

Na mocy twierdzenia 2 elementy wektoréw b’ oraz b” sa dodatnie i tworza
ciag nierosnacy, wiec kazdy z nich mozna traktowaé jako wektor skiadek. Wobec
tego, dodatkowe uwzglednienie nierownosci (13) prowadzi do

Ab’'<Bb'<BB<Bb" <Db",

a poniewaz Ab' = A™b=a(m+1), BB =p oraz Db" =D"*'b = §(m+1), wigc
a(m+1)< f<S(m+1),

co koiczy dowdd indukcyjny tezy (1).
Sprawdzenie tezy (2) dlan =1 mozna zacza¢ od przypomnienia, ze elementy
wektora skiadek b stanowia ciag nierosnacy, zatem

S-1 _ S-1
y(1)= Po(zbknek + bses]+ p1.Tib2 Po[bs e+ bses]“f P Tib=
k=1 k=1

= pobsd + p1, Tib = a(1)
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oraz

S S
}/(l)=p0T0b+p1+[b1el + Zbk_lek)ﬁpo'rob-f-p”[b]el +b1 Zek]z
k=2 k=2 ’

= p0T0b+ p1+b|J = 5(1),
skad wynika, ze

a()<yM)<é(),
czyli
Ab<CB<Db. (15)
Zatozenie indukcyjne
A"b<C"b<D"b,

po przyjeciu oznaczei b'= A™b, b” =C™b, b" = Db, ma posta¢
b'<b”<b". (16)

n

Na mocy twierdzenia 2 elementy kazdego z wektoréw b’, b”, b" sa dodatnie
i tworza ciag nierosnacy, wiec kazdy z nich mozna traktowaé jako wektor skiadek.
Z nieréwnosci (15) i (16) wynika wiec, ze

Ab'<Cb’'<Cb” <Db" <Db",
a skoro Ab' = A" 'b=a(m+1), Cb" =C™'b=y(m+1) oraz Db" = D™ 'p =
=d(m+1), wiec
a(m+1)<y(m+1)<6(m+1),
co konczy dowdd tezy (2).
Whiosek 6. Oczekiwane skiadki w roku n ubezpieczonych, ktérzy w roku 0

byli w klasie i systemoéw A-D o identyczne;j liczbie klas oraz identycznym wekto-
rze skladek, spetniaja nastepujace nierownosci:

1)) a;(A,n)< B.(A)<6;(A,n),dlaieS,neN,
2) a;j(A,n)<y;(A,n)<6;(A,n),dlaieS, nen.

Whiosek 7. Zakresem zmiennosci oczekiwanej sktadki w roku n € V| ubezpie-
czonego o czestosci szkdd A, ktory w roku 0 byl w klasie i €S dowolnego
SBMSy, o liczbie klas s oraz wektorze sktadek b jest przedziat (a; (A, n), 6:(4, n)),

przy czym a,(A, n) oraz §;(A,n) sa dane nastgpujacymi wzorami®:

6 Wyprowadzenie tych wzoréw mozna znalez¢ w pracy [5].
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Tabela 2. Zakres zmienno$ci oczekiwanej skladki ubezpieczonego o czg¢stosci szkéd
A=0,1011, ktéry w roku 0 byt w klasie 4 dowolnego SBMSy o 11 klasach i wekto-
rze skladek b = (200, 150, 125, 100, 90, 80, 70, 60, 50, 50, 40)

Zakres zmiennosci

n A D D-A
1 48,1740 100,5781 52,4041
2 41,8864 97,6240 55,7376
3 41,0950 93,7756 52,6805
4 40,9825 89,2321 48,2496
5 40,9725 85,1256 44,1532
6 40,9716 86,8658 45,8942
7 40,9715 82,9868 42,0153
8 40,9715 83,9345 42,9630
9 40,9715 84,3628 43,3913

10 40,9715 84,7499 43,7784

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Systemy A-D sa ,,skrajnymi” wariantami SBMSy, i trudno byloby je znalez¢
na rynku ubezpieczei komunikacyjnych. Mozna jednak traktowac je jako punkt
odniesienia w analizie oczekiwanych sktadek rzeczywistych SBMSy,, rozpatrywa-
nych jako modyfikacje odpowiednich systeméw A-D.

Oznaczajac oczekiwane skladki zmodyfikowanych systeméw A-D, przyjeto
nastepujace zasady:

e przy modyfikacji polegajacej na zmniejszeniu awansu przynajmniej w jedne)
klasie do oznaczenia wpisuje si¢ awanse, a przy zwigkszeniu awansu — AWANSE,

o szczeg6lnym przypadkiem modyfikacji AWANSE jest krétka pamigé o zwyz-
ce (po jednym roku bez szkody awans z klasy zwyzkowej do klasy startowej) —
KPZ,

e przy modyfikacji polegajacej na zmniejszeniu spadku przynajmniej w jedne;j
klasie do oznaczenia wpisuje si¢ spadki, a przy zwigkszeniu spadku — SPADKI,

e przy modyfikacji polegajacej na zwigkszeniu parametru g (jest to mozliwe
tylko w przypadku systeméw A oraz C) do oznaczenia wpisuje si¢ SPADKI.

Przyklad 6. Pod trzema przykladowymi macierzami przejscia systemu
SBMSk,, o klasie startowej 2 oraz maksymalnej wyr6znianej liczbie szkéd odpo-
wiednio réwnej 1, 1 i 3 podane s3 wybrane modyfikacje systemow A-D, za pomo-
cg ktérych mozna rozpatrywaé odpowiedni SBMSy; .

Tw przypadku g > 1 okreslenie SPADKI jest uzasadnione tym, e przynajmniej w jednej klasie
ubezpieczony zglaszajacy ¢ lub wigcej szkdd jest karany wigkszym spadkiem niz gdyby zglosil liczbg
szk6d mniejsza od g.
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(p1s 0pg 0 0] (p1e Po 0 0 O]
pie 0pp 0 0O pe 0 pp 0 O

M,=|p 0 0 pp 0| My=|pps 0 0 pp O,
pi+ 0 0 0 po 0 psy 0 0 pg
| p1+ 0 0 0 po | 0 0 py, 0 pg
A(awanse, SPADKI) A(awanse, SPADKI)
B(awanse) B(awanse, SPADKI)
D(KPZ) C(SPADKI)

P+ 0 po 0 0]
P+ 0 po 0 0
My=|pyy 21 0 po 0
pyw P2 v 0 po
| 0 p3+ P2 P1 Po

B(awanse, SPADKI)
C(AWANSE, SPADKI)
C(KPZ, SPADKI)

Ponizsze twierdzenia 7 i 8 podane sa bez dowodéw —mozna je znalez¢ w pracy [5].

Twierdzenie 7. Dla oczekiwanych skladek zmodyfikowanych systeméw A, B
oraz D o identycznej liczbie klas s oraz identycznym wektorze skiadek b spetnione
sa nastgpujace nieréwnosci, i €S, n e Ny:

(D) a;(A,n)<a;(A,n; SPADKI) < f(A) < B;(A,n;awanse) < 6;(4,n),

(2) a;(A,n)<a;(A,n; SPADKI) < B(A) < 6;(A,n; AWANSE) < 6;(A,n),

(3) a;(A,n) < B;(A,n; spadki) < B(A) £ B;(A,n;awanse) < 6;(A, n),

(4) a;(A,n) < B;(A,n; spadki) < B(A) < 8;(A,n; AWANSE) < 5;(4,n).
Twierdzenie 8. Dla oczekiwanych skladek zmodyfikowanych systeméw A, C i

D o identycznej liczbie klas s oraz identycznym wektorze sktadek b spetione sa
nastgpujace nierownosci, i €S, n e Ny:

(M) a;(A,n)<a;(4,n; awanse) <y ;(A,n)<y;(A,n; SPADKI) < §,(4,n),
(2) a;(A,m)sa;(A,n;awanse) <y (A, n) < 0;(A,n; spadki) < 5;(A, n),

3) a;(A,n) <y (A, n; AWANSE) <y ;(A,n) <y (A, n; SPADKI) < 8,(1,n),
(4) a;(A,n)<y;(A,n; AWANSE) <yi(A,n)<8,(A, n; spadki) < 5;(A, n).
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Zalacznik 1. Wykaz oznaczen

S={1,2,..,5}, s <o —zbiér numerdéw klas,

ip — numer klasy poczatkowej,

No = {Otun, M =1{,2,...},

T, = [ti(jk)], k e Wy — macierz regut przejscia z klasy do klasy po k szkodach

w ciagu roku, gdzie

1, jesli zgloszenie k szk6d w klasie i w roku n powoduje przejscie do klasy j
wrokun+1,

0, w przeciwnym przypadku,

i,jeS,neNy,

g — maksymalna liczba szkod wyréznianych, g = max{k e ¥: T, # Ty},

b; — sktadka w klasie i, przy czym jesli i< j, to b; 2 b;,

(k) _
ty =

A > 0 — czestosé szkdd, parametr rozkiadu Poissona,

pij(4) - prawdopodobienstwo przejscia ubezpieczonego o czgstosci szkod A z klasy
i w roku n— 1 do klasy j w roku n,

M(A) = [p,-j(/l)] — macierz prawdopodobienstw przejscia,

d, (1) — wierszowy wektor bezwarunkowego rozktadu tancucha w roku n,

P,(A,n) — oczekiwana sktadka w roku n ubezpieczonego o czgstosci szkéd 4, ktory

w roku 0 byt w klasie i,
P(A,n) = [1}(1, n)] - kolumnowy wektor oczekiwanych sktadek,

A. MAX/MIN - SBMSy, o maksymalnych awansach i minimalnych spadkach,
B. MAX/MAX - SBMSy; o maksymalnych awansach i maksymalnych spadkach,
C. MIN/MIN - SBMSg; o minimalnych awansach i minimalnych spadkach,
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D. MIN/MAX - SBMSy, o minimalnych awansach i maksymalnych spadkach,
A(A), B(A), C(A), D(1) — macierz prawdopodobienstw przejscia systemu, odpo-
wiednio, A, B, C, D,

a;(4,n), Bu(A), y;(A,n), 8;(A,n) — oczekiwana sktadka w roku » ubezpieczone-
go o czestosci szkéd A, ktéry w roku 0 byt w klasie i, systemu, odpowiednio, A, B,
C, D,

e ; — wersor z jedynka na j-tej pozyciji,

J — kolumnowy wektor jedynek.

Zalacznik 2. Lematy

Lemat 1. Niech Ty , T, .- Ty » gdzie ky, ky, ..., k, e Ng, n € N, beda ma-
cierzami regut przejscia w systemie typu SBMSg,, b zas wektorem skladek.
(a) Tkl ,Tkz,...,Tkn,b>0.

(b) Elementy wektora (Tkn Tkz Tkn b) stanowig ciag nierosnacy.
Dowdd:

Skoro wiersze macierzy T, sa wektorami jednostkowymi, a na mocy definicji
1 wektor skfadek b jest dodatni, spetniona jest nierownos¢ T,b > 0. Z zatozenia 2
modelu SBM wynika, ze elementy wektora b tworza ciag nierosnacy, co po
uwzglednieniu warunku 6 definicji 2 prowadzi do wniosku, ze elementy kazdego
z wektorow Tyb, gdzie k € Ny, takze tworzg ciag nierosnacy.

Skoro dowolny wektor T;b, k € Ny, jest dodatni, a jego elementy stanowia
ciag nierosnacy, zatem spefnia on warunki naktadane na wektor sktadek. Przypus¢-
my, ze w rozpatrywanym systemie SBMSg, dotychczasowy wektor skladek b
bedzie zastapiony przez ktorykolwiek z wektorow T, b, a macierze regut przejscia

Ty, k € N, pozostana nie zmienione. Otrzymany w ten sposob ,,nowy” system

nadal spetnia warunki definicji 2, zatem nadal jest systemem typu SBMSy,. Bez
trudu mozna zauwazyé, ze przeprowadzenie dowodu indukcyjnego (ktérego opis
pominigto) prowadzi do wniosku, iz wektor Ty T ...T, b jest dodatni, a jego

elementy stanowia ciag nierosnacy.

Lemat 2. Niech Tkl’ Tk2’ ey Tkn’ Tll’ TIZ’ gdzie ll <[2, kl,kz,...,kn,ll,
I, ey, neNy, beda macierzami regut przejscia w systemie typu SBMSy;.
Spetniona jest nierownos¢

T, T, Ty (T, - T, )b 20.
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Dowdd:

Elementy wektora sktadek b tworza ciag nierosnacy, a dla systemu typu
SBMSy, spetniony jest warunek 5 definicji 2. Wobec tego dla /| </, l},}; e N
prawdziwa jest nierownos¢

T,lb < T,zb,
a w konsekwencji dla ky, k,, ..., k,, € N nierdbwnosé

Ty, Ty, ... T, (T, <T, Jb20.

Zalgcznik 3. Wybrane wlasno$ci macierzy E;, Eg, Ty, Tj

1. E;=Je].
2. E,=Je!.

=~ ST T
3. T = Zekek+1 +ege;.

k=1

- §

4. T =e1e1T + Zeke{_l .
k=2

E? :Ela E? :Es’ neW].
PE, =E,, PEg = Eg (P — dowolna macierz stochastyczna).
E,E =E|, EE,=E,.
Eib=bJ,E{b=bJ, nen,.

s—1

9. Tob=) by s +bge,.

o Now

k=1
s—n-1| T s
DekCint D exel, n<s—1,
10. Tg =4 4= k=s—n
eke}“=JeI=Es, n2s—1
k=1
s—n-1 s
11. Tgb: Zbk+nek+bs Zek, n<s—1,
k=1 k=s—n
bsJ, nzs—1

12. E,T} =E,, nen;.
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N
13. Tb=brer + D bi_rex.
k=2

3
R

s
el + Serelp nes-l
1 k=n+2

ov
S

Il
=~
L1

14.
eke.lr =Je,T =E;, n2s-1

Nl

1
Serr 3
= b; ) e+ by_n€;, n<s-—1,
n —
5. Tib=y "7 k=n+2
le, n>s—1.

16. El'fln =E1, ne.‘N’l.

£
1l

BONUS-MALUS SYSTEM FAIR IN THE SENSE OF TRANSITIONS
BETWEEN CLASSES

Summary

Definitions of bonus-malus system (BMS) proposed in literature are so extensive that they
include also systems whose construction is not applicable in reality and which have no chances in
competitive market of automobile insurance. The subject of this paper is bonus-malus system fair in
the sense of transitions between classes (BMSFc), of whose definition excludes unrealistic BMS
mentioned above.

The paper presents an ergodic Markov chain which is a BMSF¢, model and which allows to
analyze the properties of expected value of insurance premium according to the features
characterizing an insured i.e. claims frequency, class in the initial year and insurance duration, and
besides, parameters characterizing the system.

Furthermore, in the paper four ,extreme” cases of BMSF¢ are presented, in which ,.extreme”
transition rules are valid, i.e. rules of maximum/minimum advance and maximum/minimum drop.
These four systems allow to determine lowest and highest expected premium in any insurance year in

any BMSFc; and an interval of expected values of premiums in real BMSF¢, treated as a
modification of those four systems.
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