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1. Wstep

Modele mieszanek rozktadow (mixture models) naleza do podstawowych typow
modeli wykorzystywanych w podej$ciu opartym na modelach w analizie skupien.
Gltowna idea podejscia modelowego w taksonomii opiera si¢ na spostrzezeniu, ze
obserwacje reprezentujace badane zjawisko sa niejednorodne i generowane przez
rozktady o réznych parametrach [Jajuga 2007]. Najbardziej popularne w literaturze
przedmiotu sa mieszanki rozktadow normalnych (np. [Fraley, Raftery 2002; Witek
2009)).

W przypadku gdy zmienne obserwowane sa dyskretne, a rozktady obserwacji
np. dychotomiczne lub wielomianowe, wowczas mowimy o mieszankach rozktadow
Poissona (mixtures of Poisson regressions) lub mieszankach rozktadow dwumiano-
wych, nazywanych takze modelami klas ukrytych (latent class models). Celem ana-
lizy skupien opartej na modelach jest rozpoznanie wiasciwej struktury klas, a takze
oszacowanie parametrow rozktadow dla kazdej z wyodrgbnionych klas.

Modele uwzgledniajace zmienne towarzyszace, ktore wpltywaja na przynalez-
no$¢ obserwacji do klas, zwane sa modelami regresji klas ukrytych (latent class re-
gression models) [Bak 2009]. Mieszanki rozktadow warunkowych, w ktorych wy-
roéznia si¢ wptyw zmiennych objasniajacych na zmienna objasniang i w ktérych
mozliwe jest uwzglednienie zmiennych towarzyszacych (wptywajacych na przyna-
leznos¢ obiektow do klas), zwane sa mieszankami modeli GLM (Generalized Linear
Mixture Models) [Leish 2004]. Mieszanki rozktadow wykorzystywane w regresji
maja na celu wyodregbnienie kilku podzbioréw oraz oszacowanie parametréw mode-
lu dla kazdej z nich.

Wazna zaleta podejscia modelowego w analizie skupien oraz w regresji jest
mozliwos¢ uwzglednienia w opisie klasyfikowanych obiektoéw zmiennych mierzo-
nych w dowolnych skalach (metrycznych i niemetrycznych) [Bak 2009, s. 411].
W artykule przedstawiono podstawowe charakterystyki podej$cia modelowego w
taksonomii i regresji. Skoncentrowano si¢ jednak gtownie na zmiennych mierzo-
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nych na stabych skalach pomiaru (mieszanki dla tego typu zmiennych wykorzysty-
wane sa w badaniach marketingowych). Zaprezentowano przyklad wykorzystania
mieszanek modeli dwumianowych oraz mieszanek funkcji regresji Poissona w bada-
niach marketingowych, a wyniki badan przedstawiono graficznie.

2. Modele mieszanek w taksonomii

Podejscie modelowe w taksonomii, oparte na modelu prawdopodobienstwa, ja-

kim jest model mieszanek, ma nastgpujace cechy:

— obserwacje sg klasyfikowane na podstawie modelu (przyjmuje si¢ zalozenia
o rozktadach obserwacji, a wigc sa to metody parametryczne),

— podstawa klasyfikacji sa oszacowane prawdopodobienstwa przynaleznosci ob-
serwacji (obiektow) do klas, a kazda klasa jest opisywana przez inny model,

— oprocz zmiennych opisujacych obserwacje (obiekty) mozna uwzgledni¢ w mo-
delu zmienne towarzyszace,

— zmienne wystepujace w modelu moga by¢ ciagte lub dyskretne [Bak 2009].
Funkcje¢ gestosci modelu mieszanki wykorzystywana w taksonomii mozna zapi-

sa¢ jako:

f0le)=3 . 018,) n

gdzie: f, — funkcja gestosci klasy P (s-tego rozktadu sktadowego mieszanki),

y — realizacja zmiennych obserwowanych,

O  — wektor parametrow rozkladu skfadowego P,

® - wektor parametrow mieszanki rozktadow, @ = (7, a, ©),

7, — prawdopodobienstwo a priori — warto$¢ prawdopodobienstwa, ze dana

obserwacja nalezy do podpopulacji P..

W przypadku gdy obiekty opisane sa za pomoca zmiennych ciaglych, najcze-
Sciej stosowane sa mieszanki rozktadéw normalnych. Poniewaz kazdy z rozktadow
sktadowych opisuje klasg, a funkcje gestosci rozktadow normalnych zaleza od
dwoch parametrow (wektora wartosci przecigtnych p, oraz macierzy kowariancji
X ), méwi sig tu o graficznej interpretacji klas (macierz kowariancji ulega dekompo-
zycji [Banfield, Raftery 1993]). Klasy maja state badz rézne ksztalty, wielkosci i
orientacje [Witek 2009]. Na rysunku 1 przedstawiono cechy geometryczne modeli
mieszanek dostgpnych w pakiecie mclust.

Kazdy z modeli pakietu mclust opisany jest przez 3 litery. Pierwsza z nich
odnosi si¢ do wielkos$ci, druga do ksztattu, a trzecia do orientacji klas. Litera E (equ-
al) oznacza, ze dana cecha geometryczna jest taka sama dla wszystkich klas modelu,
a litera V (vary), ze klasy roznia si¢ ze wzgledu na tg cechg. Z kolei litera I (identity)
oznacza ksztalt sferyczny badz tez brak orientacji lub orientacj¢ wzgledem osi ukta-
du wspohrzednych. W przypadku modeli sferycznych (EII, VII) méwimy o braku
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Rys. 1. Modele mieszanek dostgpne w pakiecie mclust

Zrodto: opracowanie wlasne.

orientacji klas. Klasy modeli diagonalnych (EEI, VEI, EVI, VVI) cechuje ta sama
lub rézna orientacja wzgledem osi uktadu wspotrzednych. Klasy modeli elipsoidal-
nych (EEE, EEV, VEV, VVV) przyjmuja t¢ sama lub r6zna orientacj¢ wzgledem
siebie. Klasy modeli sferycznych maja ksztatt sferyczny, a klasy modeli elipsoidal-
nych ksztatt elipsoidalny.

Mieszanki rozktadow dwumianowych czy rozktadow Poissona nie maja cech
geometrycznych (rozktady sktadowe zaleza tylko od jednego parametru). Mieszanki
tych rozkltadow najczesciej znajduja zastosowanie w badaniach marketingowych.
Przyktad zastosowania mieszanek rozktadéw dwumianowych do badania preferen-
cji ré6znych gatunkéw whiskey zostanie przedstawiony w koncowej czesci pracy
(przyktad 1).

3. Modele mieszanek w regresji

Zaklada sig, ze kazda sktadowa modelu mieszanek jest charakteryzowana przez
warunkowy rozktad prawdopodobienstwa (dla danych warto$ci zmiennej x), a zwia-
zek pomigdzy zmienng zalezna i zmiennymi objasniajacymi jest okreslony za pomo-
ca ztozonego modelu, jakim jest uogélniony model liniowy (GLM). Liczba rozkta-
doéw sktadowych mieszanki (components of mixture model) moze by¢ rozumiana
m.in. jako liczba segmentdéw rynku, w ktorych prawdopodobienstwa zakupu w za-
leznos$ci od ceny czy reklamy sa wyraznie rozne dla klientow kazdego z wyodreb-
nionych segmentoéw. Liczba segmentow i parametry modeli GLM wyznaczane sa
rownoczesnie. Zaleznie od tego, na jakiej skali mierzona jest zmienna objasniana,
w$rod modeli wyr6zni¢ mozna mieszanki modeli logitowych oraz mieszanki regre-
sji Poissona. Poniewaz mieszanki rozktadow Poisssona zostang wykorzystane w
przyktadzie empirycznym, ponizej przedstawiono ogolna posta¢ modelu mieszanki
regresji tych rozkladow:



Modele mieszanek w taksonomii i regresji — graficzna prezentacja wynikow

127

gdzie: p O(yl-|/1,-s) — funkcja gestosci s-tego rozktadu Poissona,
y — zmienna zalezna,
(B"Hx, — wektor zmiennych objasniajacych i jej parametrow (f'),

f[x.©)=X 7 Po(y| 4.
s=1

A
Po(y,4,)= S 1OPCA),

i = exp(P'xy),

)

)
4)

Parametry modeli mieszanek szacowane sa najczgsciej za pomoca algorytmu EM
[Dempster, Laird, Rubin 1977], wybor modelu optymalnego za$ dokonywany jest na
podstawie kryteriow informacyjnych BIC, AIC i ICL [Frithwirth-Schnatter 2006].

4. Przyklad I

W badaniu wykorzystano zbior danych zgromadzonych w trakcie badan rynku
przeprowadzonych przez Simmonsa. Zbidr ten zostal szczegdtowo opisany w pracy
Edwardsa i1 Allenby’ego [2003]. Badaniem objete zostaty gospodarstwa domowe,
ktorych cztonkowie proszeni byli o wskazanie tych gatunkéw whiskey, ktére kupo-

Singleton
Knockando

White Horse
Scoresby Rare
Ushers

Macallan

Grant's

Passport

Black & White

Clan MacGregor
Ballantine

Pinch (Haig)

Other brands

Cutty Sark
Glenfiddich
Gilenlivet

J&B

Dewar's White Label
Johnnie Walker Black Label
Johnnie Walker Red Label
Chivas Regal

1 1 1 1

|

|

]

I

||

|

)

.

I

I

I

I

L ]

]

I

| |

I

I

]

]

0.0 0.1 0.2 0.3

Blend
Single Malt

Rys. 2. Graficzna prezentacja zbioru whiskey

Zrodto: opracowanie wlasne.
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wali w ciagu ostatniego roku. Zbior dostgpny jest takze w pakiecie flexmix pro-
gramu R!, gdzie przedstawiony zostal w postaci macierzy danych binarnych (re-
spondenci przypisywali wartos¢ 0 lub 1 dla 21 gatunkéw whiskey). Graficzna
ilustracje zbioru przedstawiono na rys. 2.

Podziatu gospodarstw domowych dokonano za pomoca analizy skupien opartej
na mieszankach rozktadow dwumianowych. Wyboru optymalne;j liczby klas modelu
mieszanek rozktadow dwumianowych dokonano na podstawie kryteriow AIC, BIC
oraz ICL (rys. 3a)).
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Rys. 3. Graficzna ilustracja kryteriow informacyjnych BIC, AIC, ICL

Zrodto: opracowanie wiasne.

Na rysunku 3 a) widac¢, ze kryteria informacyjne nie zawsze daja wyniki jedno-
znaczne (warto$¢ minimalna dla AIC =7, dla BIC =5, dla ICL = 3). Kryterium BIC
w analizie skupien opartej na modelach mieszanek dato bardzo dobre wyniki m.in.
w pracach [Fraley, Raftery 2002; Stanford, Raftery 2000], dlatego w dalszej analizie
za optymalny przyjeto wynik kryterium BIC (dla liczby klas rownej pigc).

Liczba obserwacji w pigciu klasach wynosi odpowiednio: 283, 791, 953, 25,
166, a oszacowane prawdopodobienstwa przynaleznosci obiektow do poszczegol-
nych klas to: 0,142; 0,330; 0,431; 0,011; 0,085.

W gospodarstwach domowych klasy pierwszej (14,25%) najczgsciej kupuje sig
gatunki typu whiskey slodowej (Single-Malt). Klas¢ druga (33%) tworza gospodar-

! Program R oraz pakiet mclust sa bezplatnie dostepne w Internecie na stronie: http://www.r-
project.org/.



Modele mieszanek w taksonomii i regresji — graficzna prezentacja wynikow 129

00 02 04 06 08 10
[ 1 1 1 1 1 1 1
Comp. 2 Comp. 3

=3
=3
=
o
o=
-
=3
>
=3
=)
=Y

|
Comp. 5

1 1
Comp. 1

Comp. 4

Singleton = @ ] | [ ] ] -
Knockando | ] | ] | -
White Horse < 1 1 ] I - -
Scoresby Rare = 1 - | | — - o
Ushers 5 1 u ] I ] F
Macallan - o= -] [ [ ] | -
Grants - @ - [ ] ] [ ] -
Passport 2 - ] I - =
Black & White | 1 | - I - F
Clan MacGregor - 8 - 1 I - =
Ballantine 5 ® u [} ] -_— -
Pinch(Haig)- - | - I ] =
Other brands 1 ——= e | 0 — — -
Cutty Sark < = - ] ] — -
Glenfiddich - EEE— -] -] I ] =
Glenlivet - EE— m m I = F
kB ] ] ] I -
Dewar's White Label = - I | - ] I o
Johnnie Walker Black Label ] I ] ] -
Johnnie Walker Red Label = m ] ] I -
Chivas Regal - ME— ] I I I o

r T 1T 1T T 1T 1T T T 1T T T 1T 1T T 1T T T 1T T T 1T T T T T T T 11

00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10

Blend
Single Malt

Rys. 4. Wynik podziatu zbioru whiskey na 5 klas

Zrodto: opracowanie wiasne.

stwa, w ktorych najczesciej kupuje sie te marki whiskey, ktére nie zostaty objete
badaniem, prawie wcale za$ nie kupuje si¢ gatunku Johnnie Walker Black Label.
W gospodarstwach klasy piatej (8,5%) kupowane sa roznorodne gatunki whiskey,
ale unika si¢ zakupu gatunkow typu Single-Malt. Klienci klasy trzeciej — najwigkszej
(43,1%), kupuja te same gatunki whiskey co klienci klasy piatej, tyle tylko, ze w
mniejszych ilosciach. Klas¢ czwarta (1,1%) tworza gospodarstwa, w ktérych naby-
wa si¢ najwigksza liczbg roznych gatunkéw whiskey, a liczba zakupionych butelek
whiskey dla réznych gatunkow jest bardzo podobna.

5. Przyklad 11

W odréznieniu od przyktadu pierwszego analizowany zbior obserwacji sktada
si¢ z zmiennych zaleznych oraz objasniajacych. Zbidr ,,wizyty na stronie interneto-
wej” zawiera 2728 obserwacji (2728 osob, ktore wzigly udziat w badaniu). Badano
czgstos¢ ponownych wizyt na stronie internetowej odziezowego sklepu internetowe-
go Khaki Chinos, Inc. w ciagu Il potowy 2000 r. Zarzad firmy chciat sprawdzié, czy
na czesto$¢ ponownych wizyt na stronie www.khakichinos.com (y) miaty wplyw
cechy, takie jak: x — dochod; x, — pte¢; x, — wiek; x, — liczba 0sob w gospodarstwie
domowym. Czgsto$¢ wizyt na stronie internetowej przedstawiono na rys. 5.

Za pomoca kryteriow informacyjnych dokonano wyboru optymalnej liczby roz-
ktadow sktadowych. Wartosci kryteriow przedstawione zostaty na wykresie 3b).
Tym razem uzyskano jednoznaczne wyniki — wszystkie kryteria wskazaty optymal-
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Rys. 5. Rozktad czgstosci wizyt na stronie internetowej

Zrédto: opracowanie wiasne.

na liczbg segmentow réwna dwa. Dla kazdego z nich oszacowano funkcje regresji
Poissona za pomoca funkcji stepFlexmix () pakietu flexmix programu R.
Nastgpnie zbadano istotnos¢ parametrow za pomoca testu 7-Studenta. Zmienna x,
okazata si¢ nieistotna. Dlatego parametry mieszanki funkcji regresji Poissona osza-
cowane zostaty po raz kolejny. Wyniki przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Wyniki podziatu na 2 klasy, t, — prawdopodobienstwo przynaleznosci do klasy P,

Klasa T, Liczebnos$¢ Model GLM
I 0,05 150 A, = exp(-0,29x,— 0,25x,+ 0,14x,+ 6,61)
1I 0,95 2578 L, = exp(=0,21x,—~ 0,68x, - 4,78)

Zr6dto: opracowanie wilasne.

Najwigkszy (negatywny) wptyw na liczbg odwiedzajacych strong internetowa w
klasie pierwszej ma dochdd (x,) oraz ple¢. Pozytywny wptyw na liczbg odwiedzaja-
cych strong ma wiek. W klasie drugiej w miar¢ wzrostu dochodu wzrasta liczba od-
wiedzajacych strong. Pte¢ nie wptywa istotnie na przecigtna liczbg odwiedzajacych
www.khakichinos.com, najwigkszy za$§ wptyw na liczbg¢ odwiedzajacych ma wiek.
Prawie wszyscy klienci zostali zaklasyfikowani do klasy II . Sa to osoby, ktore z
wysokim prawdopodobienstwem (rownym 0,7) nie odwiedza strony www.khakichi-
nos.com po raz kolejny. Istnieje niskie prawdopodobienstwo, ze liczba ponownych
wizyt wyniesie 10. To prawdopodobienstwo wynosi zaledwie 0,1 wsrod nielicznej
150-osobowej klienteli grupy II. Wyniki badan wskazuja na do$¢ pesymistyczna



Modele mieszanek w taksonomii i regresji — graficzna prezentacja wynikow 131

~d42 —+ kiasa 1 4 —t Kasa1:K
—2- klasa2 —2— klasa1:M
© —5~ klasa2:K
o 7 © | 4 klasa2:M
o
o <@ o
z ° 2
3 1z
T o« k5
£ § 2
g 8
o « | o
hod o °
= H
S 2 s
. o oo
o o 7
- 11 -1
=7 \ AT yEr R,
A 1 17,2 “ET2-
2 1] DS 3 2322 g
S 11-1°2:9°872-2:2-22-2-2-2-2-2-2-2°373°1 = 12-2°0-2°8°8°F a-a-a-2-3-2-2--3-4°0°374
T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Liczba wizyt na stronie internetowej Liczba wizyt na stronie internetowe]
a) Wykres z podziatem tylko na klasy b) wykres z podzialem na klasy

z uwzglednieniem plci
Rys. 6. Wykres prawdopodobienstw przynaleznosci klientow do klas 11 11

Zrodto: opracowanie wiasne.

prognozg, jednakze nalezy zauwazy¢, ze w drugiej potowie 2000 r. najczgstsza licz-
ba ponownych wizyt wynosita 0 (rys. 5). Z rysunku 6b) mozna odczytaé, ze dla
klasy II zmienna ple¢ jest zmienna nieistotna.

6. Podsumowanie

W artykule przedstawiono przyktad wykorzystania modeli mieszanek w bada-
niach marketingowych. Podej$cie modelowe pozwolito na segmentacjg responden-
tow na podstawie postaw i preferencji wyrazonych w badaniu. Dla danych z przykta-
du 1 (dotyczacych wykorzystania modeli mieszanek w taksonomii) wyodrgbniono
segmenty o podobnych wzorcach zachowan dla klientow kupujacych gatunki whi-
skey. Dla danych z przykladu 2 (dotyczacych wykorzystania modeli mieszanek w
regresji) dokonano wyboru optymalnej liczby grup klientow, oszacowano parametry
funkcji regresji Poissona dla kazdej z nich oraz dokonano oceny wptywu zmiennych
demograficznych na czgsto$¢ wizyt na stronie odziezowego sklepu internetowego.
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MIXTURE MODELS IN CLUSTERING AND REGRESSION
— GRAPHICAL RESULTS

Summary

The paper focuses on finite mixture models and their application in clustering and regression.
These models are often used to capture overdispersion in the data which can occur for example if im-
portant covariates are omitted in the regression. It is then assumed that the influence of these covariates
can be captured by allowing a random distribution for the intercept. The author presents the graphical
results of research.
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