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NIELOSOWE MODELE

NATYCHMIASTOWEJ STOPY PROCENTOWEJ
I ICH ZASTOSOWANIE W KLASYCZNYCH
UBEZPIECZENIACH ZYCIOWYCH

Streszczenie: W artykule podjgto probg zmiany klasycznego podejécia do stopy procento-
wej w ubezpieczeniach poprzez zastosowanie funkcji dyskontowania, ktéra zalezy od czasu,
ale nie jest losowa. Funkcja dyskontujaca utozsamiana jest z cena obligacji zerokuponowe;j,
ktora mozna okresli¢ za pomoca natychmiastowej stopy procentowej. Przedstawiono cztery
modele takiej stopy procentowej, a parametry funkcji oszacowano na danych rzeczywistych
dotyczacych stop zwrotu z obligacji i bonéw skarbowych. Nastgpnie wyznaczone ceny obli-
gacji zerokuponowych zastosowano do obliczania jednorazowych i okresowych sktadek net-
to, jak réwniez drugiego momentu zwyklego zaktualizowanego $wiadczenia ubezpiecze-
niowego w przypadku ubezpieczenia na zycie. Na zakonczenie przedstawiono wnioski.

Stowa kluczowe: klasyczne ubezpieczenia na zycie, sktadki, natychmiastowa stopa procen-
towa, cena obligacji zerokuponowe;j.

1. Wstep

Tradycyjnie stopa procentowa w ubezpieczeniach traktowana jest jako wielkosc,
ktéra nie zmienia si¢ w ciagu catego okresu trwania ubezpieczenia (por. [Bowers 1 in.
1986]). Stopg procentowa ustala si¢ na wyraznie niskim poziomie, aby gwarantowata
wyplacalnos¢ firmy ubezpieczeniowej. Produkty ubezpieczeniowe, a w szczegolno-
$ci terminowe 1 bezterminowe ubezpieczenia na zycie lub dozycie, a takze ubezpie-
czenia mieszane, sg produktami dlugoterminowymi. Zaktadanie statej stopy procen-
towej np. w ciagu 20 lat nie jest realne. Dlatego mniej wigcej od konca lat 80. pro-
wadzone sg badania naukowe zmierzajace do stosowania stochastycznych modeli
stop procentowych do obliczania wielko$ci dotyczacych ubezpieczen (por. np. [Car-
riere 2004; De Pooter 2007; Panjer, Bellhouse 1980]). Obecnie nie sg one stosowane
w praktyce ubezpieczeniowe;.

W artykule przedstawiona jest zmiana klasycznego podejscia do stopy procento-
wej poprzez zastosowanie funkcji dyskontowania, ktora zalezy od czasu, jednak nie
jest losowa. W celu zaprezentowania modeli tej funkcji oméwiono zaréwno zwiazek
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migdzy funkcja dyskontujaca a ceng obligacji zerokuponowej, jak i modele natych-
miastowej stopy procentowej okreslonej za pomoca ceny obligacji zerokuponowej,
estymacj¢ ich parametréw, a takze zastosowanie do klasycznych ubezpieczen zy-
ciowych.

2. Cena obligacji zerokuponowej
i natychmiastowa stopa procentowa

Funkcja dyskontujaca z chwili 7, na chwile ¢ <#, (¢ >0) jest zdefiniowana jako
iloraz kapitatu zainwestowanego w chwili ¢ do kapitalu otrzymanego w chwili ¢,.
Jesli K, oznacza wielko$¢ kapitalu w chwili ¢, to

K,

v e
1, K

)

Obligacja zerokuponowa jest to papier wartosciowy sprzedawany z dyskontem,
czyli po cenie nizszej od nominalnej. Dochdd z tej obligacji to réznica wartosci no-
minalnej i ceny sprzedazy. Umownie przyjmuje si¢, ze cena nominalna jest rOwna
jednej jednostce pienigznej, czyli gwarantuje ona wilascicielowi wyptate 1 j.p.
w chwili 7. Jezeli przez F,; oznaczy sig ceng obligacji zerokuponowej w chwili ¢
o terminie wykupu 7 (0<¢<T),to P, =1.Po skorzystaniu z powyzszego wzoru
otrzymuje sig:

K

t

K, _PBr Ry
Kr PT,T 1

Vir = E T

Stad funkcja dyskontujaca jest traktowana jak cena obligacji zerokuponowe;j.

Za pomoca ceny obligacji zerokuponowej definiuje si¢ chwilowa stopg termino-
wa 1 natychmiastowa stopg procentowa, ktore zastosowane sa do wyznaczenia war-
tosci funkcji dyskontujacej. Chwilowa stopa terminowa, nazywana krétko stopa for-
ward, jest okreslona nastepujacym wzorem (por. [Anderson i in. 1996]):

Ol P, ;

Natychmiastowa stopa procentowa (stopa zwrotu, rentownosc) jest zdefiniowana
nastgpujaco:
InF

R, =——"L 0<t<T, 2
= 0SS 2)

przy czym T — ¢t to dowolnie maly odcinek czasu i jest to czas, jaki pozostat do termi-
nu wykupu obligacji.
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Stopy te reprezentuja oprocentowanie pozyczek zawieranych na pewien przy-
szty okres [¢,T'], dlatego tez zawieraja wigcej informacji niz stopy biezace.

Natychmiastowa stopa procentowa jest to stopa zwrotu do terminu wykupu
przy kapitalizacji ciaglej. Funkcjg R, ; traktuje sig jako funkcje zaleznag od tego
czasu T —t, a jej wykres nazywa si¢ krzywa stopy zwrotu (krzywa rentownosci,
krzywa dochodowosci). Proces ceny obligacji zerokuponowej, krzywa stopy zwro-
tu i proces chwilowej stopy terminowej sa to rtownowazne sposoby opisania struk-
tury terminowej stop procentowych (czyli zalezno$ci stop zwrotu od terminu
wykupu (por. [Weron, Weron 1999]).

Krzywa rentownosci przestawia zalezno$¢ stop zwrotu od terminu wykupu jedy-
nie dla pewnej grupy obligacji, np. dla obligacji skarbowych o tym samym kuponie,
obligacji zerokuponowych lub obligacji o stalym oprocentowaniu. Ze wzoru (2) wy-
nika, ze w celu oszacowania stopy zwrotu, nalezy obserwowaé rzeczywiste ceny
obligacji zerokuponowych. Na rynku polskim wystgpuje jednak niewielka liczba
takich obligacji. Sa to jedynie obligacje dwuletnie'. Na podstawie tak matej liczby
obserwacji trudno wyznaczy¢ krzywa stop zwrotu. Dlatego tez krzywa R, ;. przybli-

7a si¢ na podstawie wszystkich obligacji o stalym oprocentowaniu, a takze na pod-
stawie bonow skarbowych.
Zadanie polega na znalezieniu wzoru analitycznego na funkcj¢ R, ;. Stopg zwro-

tu R, ; mozna okresli¢ ze wzorow (1) 1 (2) za pomocg stopy forward w nastepujacy

Sposob:

R, =exp . 3)

1 T
— ds
T—tjtﬂf”s

Dalsza specyfikacja stopy procentowej R, . polega wigc na specyfikacji stopy

Jir-

3. Modele natychmiastowej stopy procentowej

Z wykresu funkcji f, , mozna odczyta¢ wiele pozytecznych informacji dotyczacych
stop procentowych (por. [Jaworski, Micat 2005; Weron, Weron 1999]). Jezeli np.
Jf,.r jest funkcja malejaca, to jest to informacja, Ze rynek oczekuje spadku stop pro-

centowych, gdy za$ jest ona funkcja rosnaca, to oznacza to, ze rynek oczekuje wzro-

! Na przyktad 12.05.2008 r. notowano na GPW nastepujace obligacje zerokuponowe: OK0709
o terminie wykupu 25.07.2009 r., OK0710 o terminie wykupu 25.07.2010 r., OK0808 o terminie
wykupu 12.08.2008 r., OK1208 o terminie wykupu 12.12.2008 r. (por. [http://bossa.pl/notowa-
nia/o/ciagle/obligacje/]).
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stu stop procentowych w przysztosci. Jezeli funkcja f, ;. jest stata, to mowi sie, ze

rynek jest w rownowadze. Funkcja f, , np. moze posiada¢ jedno maksimum (tzw.

garb), co oznacza, ze rynek oczekuje spadku stop procentowych w dalszej przyszto-
Sci, ale réwnoczesnie jest duzy popyt na papiery krotkoterminowe. Funkcja f, ;
moze mie¢ roznych ksztalt, moze mie¢ wigcej ekstremow. Modele stopy forward
opisane w dalszej czgéci opracowania maja wspoOlczynniki, ktore odpowiadajg za
stopy krétkoterminowe, §rednioterminowe i dtugoterminowe.

Wazniejszymi propozycjami modeli stopy forward fLT sa: model Stoodleya,
model Nelsona-Siegela, model Blissa oraz model Svenssona. Modele te opracowano
na podstawie prac: [De Pooter 2007; Jajuga 2005; James, Webber 2000; Jaworski,
Micat 2005; Weron, Weron 1999].

Model Stoodleya
Stopa forward okreslona jest funkcja o nastgpujacej postaci

N
S = P e

gdzie p,r,s sato parametry, przy czym p,r,s > 0.
Poniewaz Tlirn f, r = p, parametr p jest interpretowany jako dlugoterminowa
—t—o0

stopa  procentowa.  Krétkoterminowa  stopa  procentowa  jest  réwna
s

=p+
fu=pr+7
Po skorzystaniu ze wzoru (3) stopa zwrotu jest okreslona nastgpujaco:

1
R . =p+s— In
T — P T—;

.Funkcja Stoodleya f; . jest Sci$le malejaca funkcja czasu 7 —t.
. :

1+ e

147 @

Model Nelsona-Siegela
Stopa forward jest okreslona nastgpujacym wzorem:

T—t T—t T—t
fz,T =0+ 5 eXP[_—]+/32 eXP[_—],
T T T

gdzie 7>0, 3,>0, 8,+ 03 >0.

Poniewaz lim f . = f3,, parametr 3, oznacza dlugoterminows stopg procen-

T—t—o
towa. Parametr (3, okresla poziom krzywizny. Krotkoterminowa stopa procentowa
jest towna f,, = (3, + 3,. Parametr [, jest wigc réznica migdzy stopa krotko-
1 dlugoterminowa. Parametr ten okresla stopien nachylenia krzywej. Parametr (3,
odpowiada za ksztalt krzywe;.
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—t

Wspotczynnik exp

J stojacy przy (3, jest interpretowany jako sktadnik

krotkoterminowy, ktory startuje z poziomu jeden, a pdézniej wyktadniczo dazy do
zera. Predkos$¢, z jaka ten wspotczynnik dazy do zera, okresla parametr skali 7. Im
mniejsza warto$¢ 7, tym szybciej czynnik krotkoterminowy zbiega do zera.

Wspotezynnik It

T—t . . . .
exp[——] stojacy przy ﬂz jest interpretowany jako
T

czynnik §rednioterminowy. Wspoétczynnik ten startuje z poziomu zerowego, ros$nie
przy $rednim czasie, jaki pozostat do terminu wykupu, i ponownie zbiega do zera.
Parametr 7 okre$la, przy jakim czasie T — ¢ wspotczynnik ten osiaga maksimum.
Im mniejsza warto$¢ parametru 7,tym szybciej czynnik $rednioterminowy osiaga

maksimum i szybciej zbiega do zera.
Funkcja fLT ma ekstremum réwne [, + 3, exp (ﬁlﬁ; ! —1) w  punkcie
T—t:T(l—ﬂzﬂfl>.Dla B, >0 jest to maksimum, dla 3, <0 jest to za$ mini-

mum.
Jesli skorzysta sig ze wzoru (3), to stopa zwrotu jest okreslona nastepujaco:

s

+ﬁzi[lexp[Tt] Ttexp[Tt]].

T T T

-
R, =0, +0——|1—ex
T By ﬂth[ p
(5)

Model Blissa

Stopa forward jest okreslona funkcja o nastgpujacej postaci:
T—t T—t

)

T—t

+ 5, exp

b

fz,T =06 + 6 exp[—

T )

gdzie 7>0, §8,>0, 5, + 3, >0.

Model ten jest modyfikacja modelu Nelsona-Siegela. Rozni sie od niego jedynie
tym, ze wystgpuja dwa parametry skali 7, i 7,. Funkcje stopy forward maja wigc
analogiczne wlasnosci, parametry za$ — analogiczna interpretacje.

Po skorzystaniu ze wzoru (3) stopa zwrotu jest okreslona nastgpujaco:

T T—t
R ; =0y + B, ——|1—exp|— +
T—t Ty
(6)
T— T— T—
—i—ﬁzll—exp— Ll Lexp| ———*
T—t T, T, T,
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Model Svenssona
Stopa forward jest okreslona w nastepujacy sposob:

T—t
f;‘,T - ﬁo +ﬁ| eXp[__ +

T

T—t

)

T—t
+ 5, exp
)

2

T—t T—t
+5, exp[—

T T

gdzie >0, §,>0, G, + 5, >0.

Model Svenssona jest modyfikacja modelu Nelsona-Siegela. Jednak jest wzbo-
gacony o dodatkowe parametry (3, i 7,,co umozliwia wigksza elastyczno$¢ w mo-
delowaniu krzywej (uwzglednienie wigkszej liczby ekstremow). Parametry funkcji

forward w obu modelach maja wigc analogiczng interpretacjg, a funkcje — podobne
wlasnosci.

T—t

T

. . . , . t
Poniewaz w modelu wystepuje dodatkowy wspotczynnik exp

T2
stojacy przy parametrze (3, , to jest on traktowany jako drugi wspotczynnik $rednio-

terminowy. Wspotczynnik ten, podobnie jak wspotczynnik §rednioterminowy stojacy
przy parametrze [3,, startuje z poziomu zerowego, nastgpnie rosnie i ponownie zbie-

ga do zera. Parametr 7, okresla, przy jakim czasie 7' —¢ wspolczynnik ten osiaga
maksimum oraz jak szybko zbiega do zera. Parametr 7, okresla, przy jakim czasie
T —t wspotczynnik $rednioterminowy stojacy przy (3, osiaga maksimum, okresla

takze predkosc jego zbieznosci do zera.
Po skorzystaniu ze wzoru (3) otrzymuje sig:

T T—t
e e e
1
+4, T, 1—exp 7T—t —T_texp 7T—t n )
T—t T T T
+ﬁ3ll—exp Tt —T_texp Tt
T—t T, T, T,

Zaleta wszystkich przedstawionych modeli jest ich jawna postac, co pozwala na
dopasowanie funkcji do danych empirycznych metoda najmniejszych kwadratow.
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4. Estymacja parametrow modeli stopy zwrotu

W celu ilustracji zastosowania tych modeli przyj¢to dane z 26.05.2008 r. Tego dnia
odbyt si¢ przetarg na 13-, 26- i 52-tygodniowe bony skarbowe, na GPW notowano
za$ 5- i 10-letnie obligacje o stalym oprocentowaniu. Dane stop zwrotu z bonow
skarbowych 1 obligacji przedstawione sg w tab. 1.

Tabela 1. Dane stop zwrotu z bonéw skarbowych i obligacji o statym oprocentowaniu z 26.05.2008 .

i Seria T—t R.r i Seria T—t R.r
1 bonl3 0,2493 0,0628 12 SP0310 1,7616 0,0617
2 SP0908 0,2658 0,0748 13 PS0310 1,8274 0,0648
3 bon26 0,4986 0,0636 14 SP0910 2,2658 0,0617
4 DS1109 0,4986 0,0655 15 SP1210 2,5151 0,0669
5 SP1208 0,5151 0,0672 16 PSO0511 2,9945 0,0665
6 SP0309 0,7616 0,0580 17 PS0412 39178 0,0662
7 bon52 0,9973 0,0650 18 PS0413 4,9178 0,0621
8 DS0509 1,0083 0,0637 19 DS1013 5,4164 0,0621
9 SP0909 1,2658 0,0637 20 DS1015 7,4164 0,0606
10 DS1110 1,4986 0,0605 21 DS1017 9,4219 0,0617
11 SP1209 1,5151 0,0631

Zrédto: [http://bossa.pl/notowania/o/ciagle/obligacje/].

Na podstawie tych danych empirycznych parametry funkcji R,y mozna
oszacowa¢ metoda najmniejszych kwadratdéw. Minimalizowana jest suma
21

, 2

Z(R;,T _Rz,r) , gdzie R,r okreSlone jest wzorem (4) w przypadku modelu Sto-

i=1

odleya, wzorem (5) — w modelu Nelsona-Siegela, wzorem (6) — w modelu Blissa,

za$ wzorem (7) — w przypadku modelu Svenssona. Do uzyskania warto$ci parame-

trow wykorzystano, podobnie jak w poprzednim przyktadzie, pakiet Solver stano-

wiacy dodatek do programu Excel. Uzyskano nastgpujace parametry:

e model Stoodleya: p=0,0397, r=1,458, s=0,0621,

e model Nelsona-Siegela: fo=0,0639, B, =0,0066, p,=-0,0117, 7=0,4979,
Po=0,0623, £, =0,0048, f,=—0,0118,

e model Blissa: 7, =0,7064, 7, =1,3982,

e model Svenssona: B, =0,0544, 3, =0,0209, 3, =—0,058,

B, =0,0606, 7, =0,7, T, =1,3473.
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Na wykresie na rys. 1 przedstawione sa aproksymujace krzywe stop zwrotu dla
modeli Stoodleya (M.St), Nelsona-Siegela (M.N-S), Blissa (M.B) i Svenssona
(M. Sv), atakze dane stop zwrotu.

Ro.t O dane
0,077 — - —-M.St.
"""""""""""""" M.N-S
------ M.B
0,072
— B.Sv

0,067

0,062

0,057

czas do wykupu [t]

Rys. 1. Wykres krzywej rentownosci dla danych z tab. 1

Zrodto: opracowanie wlasne.

Na wykresie na rys. 1 wida¢, ze najlepiej dopasowana jest funkcja Svenssona.
Minimalizowana suma kwadratow odleglosci w tym przypadku jest najmniejsza
i wynosi 0,000148. Funkcja ta ma dwa ekstrema. Jej wykres przebiega blizej danych
dla roznych termindow wykupu. Funkcja ta wraz ze wzrostem czasu dazy do wartosci
dtugoterminowej stopy procentowej réownej 3, =0,0544. W przypadku modelu

Nelsona-Siegela i Blissa suma kwadratow odleglosci jest wigksza niz w modelu
Svenssona. Dla modelu Nelsona-Siegela wynosi ona 0,000175, a dla modelu Blissa
— 0,000205. Wartosci, jakie przyjmuje funkcja Nelsona-Siegela, najpierw maleja,
a pozniej rosng w kierunku wartosci dtugoterminowe;j stopy procentowej, ktora jest
rowna (3, =0,0639. Funkcja Blissa to funkcja malejaca, a wraz ze wzrostem czasu

staje si¢ bardziej zblizona do warto$ci dlugoterminowej stopy procentowej roéwnej
B, =0,0623. Najgorzej dopasowana jest funkcja Stodleya (funkcja nie ma ekstre-

méw). Suma kwadratéw odleglosci w przypadku tego modelu wynosi 0,000202.
Wartos¢ ta jest nieco nizsza od warto$ci sumy kwadratow odleglosci w przypadku
modelu Blissa. Funkcja Stoodleya maleje w kierunku wartosci dlugoterminowe;j
stopy procentowej, rownej p = 0,034, czyli o ponad 2% nizszej od najnizszej warto-
$ci zaobserwowanej danej.
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W kolejnym punkcie wyznaczone krzywe stop zwrotu zastosowano do oblicza-
nia sktadek w przypadku terminowego ubezpieczenia na zycie.

5. Jednorazowa i okresowa skladka netto
na przykladzie ubezpieczenie na zycie

Okresowe ubezpieczenie na zycie jest zawierane na n lat. Kazdy rok, w ktérym zy-
cie ubezpieczonego objete jest ochrona, dzielony jest na m > 1 (m € N) podokresow
o rownej dtugosci® (potrocza, kwartaly, miesiace, tygodnie itd.). Swiadczenie w wy-
sokosci 1 jednostki pienigznej wyptacane jest na koniec m — tej czgsci roku, w ktorej
nastapi $mier¢ ubezpieczonego. Jezeli m =1, to §wiadczenie jest ptatne na koniec
roku $mierci ubezpieczonego (klasyczne ubezpieczenie na wypadek $mierci). Gdy
rok jest dzielony na m czgéci, wowczas przez K/i'") oznacza si¢ zmienna losowa
okreslajaca dalszy czas trwania zycia osoby w wieku x mierzony w podokresach
roku, czyli K)(Cm) {01, ..., m-n,..}.

Zaktualizowana wielkos$¢ $wiadczenia zalezna od funkcji dyskontujacej 1 zmien-
nej losowej K im) ma nastegpujaca postac (por. [Marciniuk 2004]):
dia K™ =0,1,..., mn—1,

Yok *

Z — 0,K5
0 dla K£m>:m-n,m-n+1,...
Jesli skorzysta si¢ z wlasno$ci warunkowej wartos$ci oczekiwanej postaci
E(X)=FE(E(X|Y)),to otrzymuje si¢ k-ty moment zwykly zmiennej losowej Z
W nastepujacej postaci:

m-n—1 m-n—1

E(z")= v, Pk = t) =3 F -P(Kfc’”) - z),
t=1 t=1

przy czym ostatnia rownos$¢ wynika z zaleznosci v, , = F, ,.
Prawdopodobienstwo P(K )(Cm) = t) oznacza, ze osoba w wieku x przezyje

t podokreséw iumrze w ciagu kolejnego podokresu roku. Prawdopodobienstwa
tego nie mozna odczyta¢ bezposrednio z tablic trwania zycia, gdyz sa one konstru-
owane dla catkowitego wieku. Znane sa reguty przyblizania prawdopodobienstwa
utamkowego czesci roku (np. rozktad $Smierci w ciagu roku jest jednostajny (por.
[Bowers i in. 1986])). Prawdopodobienstwo to w ogdlnym przypadku okreslone
jest wzorem (por. [Marciniuk 2004]):

2 Podzial na réwne czesci jest umowny, gdyz np. podzial na 12 czesci oznacza, ze rok jest po-
dzielony na miesiace, ktore sa jednak rownej dtugosci.
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P (Kﬁ"” :f): [t/m] Px( (e2m) Pesfoim] ~ (czm)+(m) Prtferm] )

gdzie [t/ m| oznacza calkowita liczbg lat, (¢ +m) za§ — utamkowa cze$¢ roku.

Jesli rozktad $mierci w ciagu roku jest jednostajny, to wzor ten ma postac:

P(K)(cM) :t):% [t/m]Px " Dx+[t/m]-

W dalszej czesci artykutu przyjmuje sig, ze rozklad $mierci w ciagu roku jest
jednostajny.
Jednorazowa sktadka netto A4 1"

x:n|

z zasady réwnowaznosci jest rowna E(Z),
czyli

1 m-n—1

A4 Nm :E<Z): ZPO,t'[t/m] P btftim)- ®)
=1

x:7t| Z
Drugi moment zwykly zaktualizowanej wielkoSci $wiadczenia 2Ax%("”) jest
okreslony nastgpujaco (por. [Bowers 1986]):

m-n—1

1
2 4 W(m) _ 2\ _ E : 2
Ax:ﬁ| - E(Z ) - m PO,t ’ [t/m] Dy 'Qer[t/m] : (9)
t=1

Okresowa sktadke netto wyznacza si¢ z zasady rOwnowaznosci mowiacej o tym,
ze w chwili zerowej przecigtne sktadki ptacone przez caty okres ubezpieczenia lub
do momentu $§mierci rownowaza przeci¢tng wielkos¢ $wiadczenia, jaka bedzie mu-
siat pokry¢ ubezpieczyciel w przysztosci. Ogoélnie sktadka P wyznaczana jest w na-
stepujacy sposob:

_DE(Z)
~E(Y)

B

gdzie wielkos¢ E(Z) oznacza jednorazowa sktadke netto za ubezpieczenie, zgodnie
z ktorym wyplacane jest §wiadczenie w wysokosci b, E(Y), jest to za§ warto$¢ aktu-
arialna renty platnej z gory.

Jezeli rozktad $mierci w ciagu roku jest jednostajny, to wartos¢ aktuarialna renty

platnej z gory m razy w roku w wysokosci 1 jest okreslona nastepujaco (por. [Mar-
m
ciniuk 2004]):

(m) _i l — _ .
i = E(Y) = m + m ;PO’; [t/m) Px (1 (- m)qx+[t/m])' (10)
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(m,ml)
x:n|

Sktadka platna przez n lat m; razy w roku w wysokosci za n-letnie

ubezpieczenie na wypadek $mierci ze $§wiadczeniem ptatnym w wysokosci 1 j.p. na
koniec m-tej czgsci roku, w ktorej umiera ubezpieczony, jest obliczana ze wzoru o
postaci (por. [Bowers i in. 1986]):

R”—l’ V= . (11)
: ii(m])

x:n|

W dalszej czesci tekstu przedstawione sa przyklady ilustrujace zastosowanie
modeli natychmiastowej stopy procentowej z wykresu na rys. 1 w celu wyznacze-
nia jednorazowej i okresowej sktadki netto.

0.6 o« M.St
0. -===-)M.B

M.Sv
0,4 /'

0,3 y'/ y.
0,2 .

0,1

roznice w skladce netto

czas trwania ubezpieczenia [7]

Rys. 2. Réznice w wysokosci jednorazowe sktadki netto w stosunku do sktadki
w przypadku modelu Nelsona-Siegela

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tlustracja dotyczy obliczenia wartos$ci sktadki netto, a takze odchylenia standar-
dowego zaktualizowanej wielkosci $wiadczenia w n-letnim ubezpieczeniu na zycie
dla 30-letniej kobiety. Swiadczenie wyptacane jest w wysokosci 10 000 zt na koniec

roku $mierci.  Skltadka Ax%(‘l) obliczona jest ze wzoru (8) dla m = 1 oraz

n=1, 2, ..., 10, gdyz parametry dla wszystkich modeli otrzymane sa dla danych

o najdluzszym terminie wykupu réwnym 9,42. Prawdopodobienstwa , p_ okreslane
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sa na podstawie tablic trwania zycia dla kobiet ogdtem z 2000 r. (por. [Ostasiewicz
2003]). Réznice w wysokosci sktadek sa jednak niewielkie, rzedu kilku groszy, przy
sumie ubezpieczenia 10 000 zt, dlatego tez na wykresie na rys. 2 przedstawione sa
roznice w wysokosci sktadek w stosunku do modelu Neslona-Siegela. Wartosci
ujemne wskazuja, ze sktadka w przypadku modelu Nelsona-Siegela jest wigksza, za$
wartoséci dodatnie, Ze jest ona mniejsza.

Do danych najlepiej dopasowana jest funkcja Svenssona. W tym przypadku
sktadka jest najnizsza (dla n < 7). Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze w ko-
lejnych latach warto$ci sktadki zaczynaja si¢ rozbiega¢, cho¢ w modelu Blissa warto-
$ci sa porownywalne z warto$ciami sktadki w przypadku modelu Nelsona-Siegela.
Sktadki w przypadku modelu Svenssona i Stoodleya sa poréwnywalnej wysokosci,
jednak sa one o kilkanascie ztotych wyzsze od pozostatych. Dla n = 10 réznice
w wysokosci sktadek sa rzedu 0,55 gr. Dla wigkszych n najnizsza jest sktadka
w modelu Nelsona-Siegela, co spowodowane jest tym, ze w przypadku tego modelu
warto$¢ dtugoterminowej stopy procentowej jest najwyzsza i rowna 6,39% (sktadki
obliczane przy wyzszej stopie procentowej sa nizsze).

Odchylenie standardowe zmiennej losowej Z jest obliczane ze wzoru:

U<Z> - \/Vari(z) - \/ZAX:%(\I) o (szz%?l) )2 )

wyznaczone jest ze wzoru (9). Roznice w wysokosci (T(Z ) nie sa

przy czym *4 1"

x:7|
znaczace, dlatego tez warto$ci odchylenia standardowego zmiennej Z nie sa prezen-
towane na wykresie. Wnioski sa analogiczne jak dla E(Z)= 4,".

x:7|
W tabeli 2 przedstawiono jednorazowe sktadki w przypadku modelu Stoodleya,
gdy $wiadczenie ubezpieczeniowe wyptacane jest na koniec roku (m = 1), na ko-

niec potrocza (m = 2), na koniec kwartatu (m = 4), na koniec miesigca (m = 12)
lub na koniec dnia (m = 365), w ktorym umiera ubezpieczony. W przypadku po-

zostalych modeli wyniki sg analogiczne.

Wartosci sktadki sa najmniejsze dla m = 1, ale im wigksze m, tym roznice po-
migdzy wartosciami dla poprzedniego m sa mniejsze. Wraz ze wzrostem dtugosci
trwania ubezpieczenia réznice te maleja. Roznice migdzy skladka dla m = 12
i m = 36 sa mniejsze niz w przypadku m = 1 i m = 365. Na przyktad, gdy §wiadcze-
nie wyptacane jest na koniec dnia, sktadka jest jedynie o ok. 0,24-0,26% wyzsza od
sktadki ptaconej za ubezpieczenie z wyplata na koniec miesiaca oraz o 3-3,2% wyz-
sza od sktadki ptaconej za ubezpieczenie z wyplata na koniec roku. Sktadki, gdy
swiadczenie wyplacane jest wezesniej niz na koniec roku, w ktérym umiera ubezpie-
czony, nie sg znacznie wyzsze od sktadek ptaconych za ubezpieczenie z wypftata
$wiadczenia na koniec roku.

Z praktycznego punktu widzenia dla ubezpieczyciela wygodniej jest, gdy
swiadczenie wyptacane jest najwczesniej na koniec miesigca, w ktérym umiera
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ubezpieczony. Rowniez uposazony nie zawsze jest w stanie dostarczy¢ niezbedne
dokumenty w dniu, w ktorym umiera ubezpieczony.

Tabela 2. Sktadka netto w ubezpieczeniu na zycie na n lat ze $wiadczeniem ptatnym
na koniec m-tej czgéci roku w przypadku modelu Stoodleya dla danych z tabeli

n m=1 m=2 m=4 m=12 m =365
1 4,2814 4,3513 4,3866 4,4102 4,4217
2 8,6564 8,7966 8,8674 8,9149 8,9379
3 13,0173 13,2266 13,3324 13,4032 13,4376
4 17,5112 17,7908 17,9320 18,0266 18,0725
5 22,1849 22,5364 22,7139 22,8329 22,8906
6 27,0753 27,5011 27,7160 27,8601 27,9300
7 32,2116 32,7142 32,9679 33,1379 33,2204
8 37,6778 38,2610 38,5555 38,7528 38,8485
9 43,5420 44,2106 44,5480 44,7742 44,8839
10 49,8029 50,5612 50,9440 51,2005 51,3249

Zrodto: opracowanie wlasne.

W tabeli 3 wyznaczone sa sktadki okresowe: roczne, pétroczne, kwartalne, mie-
sigczne 1 dzienne dla kobiety w wieku 30 lat w przypadku ubezpieczenia na zycie
na n lata ze §wiadczeniem platnym na koniec roku, w ktorym ubezpieczona umrze,
réwniez dla modelu Stoodleya. Sktadki obliczone sa ze wzoru (11), przy czym war-
tosci aktuarialne renty zyciowej — ze wzoru (10). Ze wzgledu na niewielkie réznice
migdzy warto$ciami aktuarialnym renty platnej raz w roku badz czgséciej wielkosci te
nie sg prezentowane. Natomiast wnioski sa analogiczne, jak w przypadku sktadek
jednorazowych i rocznych.

Tabela 3. Wysokos¢ rocznej sktadki netto ptatnej z géry przez n lat m razy w roku
w tej samej wysokosci w przypadku modelu Stoodleya

n m=1 m=2 m=4 m=12 m=2365
1 9371,39 9524,02 9601,45 9653,49 9678,78
2 4537,62 4611,04 4648,29 4673,32 4685,48
3 2930,22 2977,33 3001,22 3017,28 3025,08
4 2129,24 2163,26 2180,51 2192,10 2197,73
5 1650,72 1676,94 1690,23 1699,17 1703,50
6 1333,36 1354,41 1365,09 1372,26 1375,74
7 1108,01 1125,40 1134,23 1140,15 1143,03
8 940,10 954,78 962,22 967,22 969,65
9 810,42 823,02 829,40 833,69 835,77
10 707,47 718,41 723,96 727,68 729,49

Zrodto: opracowanie wlasne.
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W tabeli 4 przedstawiono warto$ci skladek dla wszystkich modeli dla dwoch
okreséw ubezpieczenia, mianowiciedla n =4in =8.

Tabela 4. Wysokos¢ rocznej sktadki netto platnej z gory przezn =4 in = 8§ lat m razy w roku
w tej samej wysokos$ci

Model m=1 m=2 m=4 m=12 m =365
n=4
Stoodleya 2129,24 2163,26 2180,51 2192,10 2197,73
Nelsona-Siegela 2125,26 2159,31 2176,58 2188,18 2193,81
Blissa 2131,55 2165,40 2182,56 2194,08 2199,67
Svenssona 2118,08 2152,69 2170,237 2181,99 2187,70
n=28
Stoodleya 940,10 954,78 962,22 967,22 969,65
Nelsona-Siegela 925,15 940,03 947,59 952,66 955,13
Blissa 932,14 946,88 954,35 959,38 961,82
Svenssona 943,08 957,86 965,35 970,37 972,80

Zrodto: opracowanie wlasne.

Dla n = 4 najnizsza jest sktadka w przypadku modelu Svenssona, najwyzsza zas
— w przypadku modelu Blissa. Gdy n = 8, wowczas najnizsza jest sktadka w przy-
padku modelu Nelsona-Siegela, a najwyzsza — w przypadku modelu Svenssona.
Roéznice miedzy sktadkami nie sa duze. Roznice migdzy najwyzsza sktadka (model
Blissa) a najnizsza (model Svenssona) wynosi ok. 0,55% dla n = 4, za$ migdzy naj-
wyzsza sktadka dla n = 8 (model Svenssona) a najnizsza (model Nelsona-Siegela)
wynosi ok. 1,85% dla m = 365. Poniewaz w przypadku modelu Nelsona-Siegela
dlugoterminowa stopa procentowa dla rozpatrywanych danych jest najwyzsza, dla
wzrastajacego n skladka jest najnizsza.

6. Podsumowanie i wnioski

W artykule zastosowano cen¢ obligacji zerokuponowej do wyznaczania sktadek
netto na przyktadzie ubezpieczenia na zycie. Cena obligacji zerokuponowej okreslo-
na jest za pomoca natychmiastowej stopy procentowej. Przedstawione sa cztery mo-
dele takiej stopy procentowej, tj. model Stoodleya, Nelsona-Siegela, Blissa
i Svenssona. W celu ilustracji zastosowan omowionych modeli metoda najmniej-
szych kwadratow oszacowano parametry funkcji stopy procentowej na podstawie
rzeczywistych danych stopy zwrotu z cen 5- i 10-letnich obligacji o stalym oprocen-
towaniu oraz bondéw skarbowych 13-, 26- i 52-tygodniowych. Najlepiej do danych
dopasowany jest model Svenssona, a najgorzej — model Stoodleya.
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Z przedstawionych przyktadow wynika, ze sktadki w pierwszych 10 latach (taki
jest maksymalny termin wykupu obligacji) maja podobng wysokos¢. Skladka w
pierwszych siedmiu latach przyjmuje najmniejsza warto$¢ w przypadku modelu
Svenssona, a w kolejnych latach — w modelu Nelsona-Siegela. Najwyzsza sktadka
jest w przypadku modelu Stoodleya. Wraz ze wzrostem okresu ubezpieczenia war-
to$¢ sktadki staje sig zblizona do wartosci sktadki obliczonej przy zalozeniu stalej
stopy procentowej rownej dlugoterminowej stopie procentowej. Dilugoterminowa
stopa procentowa dla przedstawionych danych jest najwyzsza w odniesieniu do mo-
delu Nelsona-Siegela, dlatego tez sktadka w tym przypadku jest najnizsza. Wnioski
te sq analogiczne do odchylenia standardowego zaktualizowanej wielkosci $wiad-
czenia. Dla ubezpieczen dlugoterminowych (np. na 30 lat), gdy danych jest mato
1 dotycza one jedynie krotkich terminéw (np. do 10 lat), wielko$ci aktuarialne (tj.
sktadki, odchylenie standardowe zaktualizowanych wielkosci $wiadczen, renty, re-
zerwy) powinny by¢ wyznaczane przy stalej stopie procentowej réwnej wartosci
dlugoterminowej stopy procentowej, a wynikajacej z modelu natychmiastowej sto-
Py procentowe;.

W modelu, w ktoérym skladka jest najnizsza, najnizsze jest tez odchylenie stan-
dardowe zaktualizowane]j wielkosci §wiadczenia. Teoretycznie firma ubezpieczenio-
wa mogtaby wybra¢ model, w ktorym sktadka jest wysoka, jednak w takiej sytuacji
firma musi sig liczy¢ z tym, Ze ryzyko straty jest wigksze, gdyz oprocz sktadki wigk-
sze jest odchylenie standardowe zaktualizowanej wielkosci §wiadczenia. Roznice
w wysokosci sktadki i odchylenia standardowego zaktualizowanej wielkosci §wiad-
czenia dla poszczegdlnych modeli natychmiastowej stopy procentowej nie sa zna-
czace. Kazdy z tych modeli moze by¢ zastosowany do obliczen wartosci aktuarial-
nych, jednak najlepiej do zaprezentowanych danych dopasowany jest model Svens-
sona (jest to model najbardziej elastyczny i czgsto stosowany).

Z przedstawionych ilustracji wynika rowniez, ze przy podziale roku na wigcej
niz 12 czesci (czyli miesigcy) wartosci sktadek nie roznig sig istotnie od wartosci
sktadek otrzymanych przy podziale roku na miesiace. Z praktycznego punktu widze-
nia sktadka powinna by¢ pobierana, a renta wyptacana maksymalnie 12 razy w roku.
Swiadczenie ubezpieczeniowe z kolei moze byé wyptacane uposazonemu najwczes-
niej na koniec miesiaca, w ktorym umiera ubezpieczony. Nie ma sensu zbyt czeste
dokonywanie wptat i wyplat.
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NONRANDOM MODELS
OF INSTANTANEOUS INTEREST RATE
AND THEIR APPLICATION IN CLASSICAL LIFE INSURANCE

Summary: In the article a discounting function, which is not random but which depends on
time is applied to the net premiums’ calculation in the case of classical life insurance. The
discounting function is treated as a price of a zero-coupon bond which is defined using the
yield to maturity. Four models of such an interest rate are presented, the parameters of
which are estimated on the basis of the treasury bonds’ and treasury bills’ yield to maturity.
Then the calculated prices of the zero-coupon bonds are applied to calculate single and an-
nual net premiums, as well as the second moment of the present value of the benefit. At the
end the summary and the results are presented.
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