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A KLASYFIKACJA SPEKTRALNA 

Streszczenie: W artykule zaproponowano modyfikację metody klasyfikacji spektralnej 
umożliwiającą jej zastosowanie w klasyfikacji danych porządkowych. W tym celu w proce-
durze tej metody przy wyznaczaniu macierzy podobieństwa (affinity matrix) w konstrukcji 
estymatora jądrowego zastosowano odległość GDM dla danych porządkowych (odległość 
GDM2). Ponadto zaproponowano metodę ustalania parametru σ  (szerokość pasma – kernel 
width) mającego zasadnicze znaczenie w klasyfikacji spektralnej. W części empirycznej ar-
tykułu pokazano zastosowanie klasyfikacji spektralnej w odniesieniu do wybranych struktur 
danych porządkowych. 

Słowa kluczowe: klasyfikacja spektralna, dane porządkowe, odległość GDM2. 

1. Wstęp 

Od końca XX w. w literaturze poświęconej analizie danych rozwija się analiza sku-
pień bazująca na dekompozycji spektralnej (spectral clustering). W artykule zapro-
ponowano modyfikację metody klasyfikacji spektralnej umożliwiającą jej zastoso-
wanie w klasyfikacji danych porządkowych. W tym celu w procedurze tej metody 
przy wyznaczaniu macierzy podobieństwa (affinity matrix) w konstrukcji estymatora 
jądrowego zastosowano odległość GDM dla danych porządkowych (odległość 
GDM2). Zaproponowano również metodę ustalania parametru σ  (szerokość pasma 
– kernel width) mającego duże znaczenie w klasyfikacji spektralnej. W części empi-
rycznej tekstu ukazano zastosowanie klasyfikacji spektralnej wybranych struktur 
danych porządkowych. 

2. Analiza skupień dla danych porządkowych 

W teorii pomiaru rozróżnia się cztery podstawowe skale pomiaru, tj. nominalną, 
porządkową (rangową), przedziałową (interwałową), ilorazową (stosunkową). Skale 
przedziałową i ilorazową zalicza się do skal metrycznych, natomiast nominalną 
i porządkową − do niemetrycznych. Skale pomiaru są uporządkowane od najsłabszej 
(nominalna) do najmocniejszej (ilorazowa). Z typem skali wiąże się grupa prze-
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kształceń, ze względu na które skala zachowuje swe własności. Na skali porządko-
wej dozwolonym przekształceniem matematycznym dla obserwacji jest dowolna 
ściśle monotonicznie rosnąca funkcja, która nie zmienia dopuszczalnych relacji, tj. 
równości, różności, większości i mniejszości. 

Zasób informacji skali porządkowej jest nieporównanie mniejszy niż skal me-
trycznych. Jedyną dopuszczalną operacją empiryczną na skali porządkowej jest zli-
czanie zdarzeń (tzn. wyznaczanie liczby relacji większości, mniejszości i równości). 
Szczegółową charakterystykę skal pomiaru zawierają m.in. prace: [Walesiak 1996, 
s. 19-24; Walesiak 2006, s. 12-15]. 

Typowa procedura analizy skupień w odniesieniu do danych porządkowych 
obejmuje następujące etapy (por. [Milligan 1996, s. 342-343; Walesiak 2005; Wa-
lesiak 2009]): wybór obiektów i zmiennych, wybór miary odległości, wybór meto-
dy klasyfikacji, ustalenie liczby klas, ocenę wyników klasyfikacji, opis (interpreta-
cję) i profilowanie klas.  

W stosunku do procedury analizy skupień dla danych metrycznych nie wystę-
puje tutaj etap normalizacji wartości zmiennych. Normalizacja polega na pozba-
wieniu wartości zmiennych mian i ujednoliceniu rzędów wielkości w celu dopro-
wadzenia ich do porównywalności. W odniesieniu do danych porządkowych nie 
zachodzi potrzeba normalizacji, ponieważ są one niemianowane. Ponadto rząd 
wielkości obserwacji zmiennej porządkowej nie ma znaczenia, gdyż między ob-
serwacjami wyznacza się tylko relacje równości, różności, większości i mniejszo-
ści. Miara odległości (zob. etap 2 procedury analizy skupień) dla obiektów opisa-
nych zmiennymi porządkowymi może wykorzystywać w swojej konstrukcji tylko 
wymienione uprzednio relacje. To ograniczenie powoduje, że musi być ona miarą 
kontekstową, która wykorzystuje informacje o relacjach, w jakich pozostają po-
równywane obiekty w stosunku do pozostałych obiektów z badanego zbioru obiek-
tów. Taką miarą odległości dla danych porządkowych jest miara GDM zapropo-
nowana przez Walesiaka [Walesiak 1993, s. 44-45]: 
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W literaturze z zakresu statystycznej analizy wielowymiarowej nie zapropono-
wano dotychczas innych miar odległości dla zmiennych porządkowych. Miara odleg-
łości Kendalla [Kendall 1966, s. 181], odległość Gordona [Gordon1999, s. 19] czy 
odległość Podaniego [Podani 1999] nie są typowymi miarami dla zmiennych po-
rządkowych, ponieważ przy ich stosowaniu zakłada się, że odległości między są-
siednimi obserwacjami na skali porządkowej są sobie równe (na skali porządkowej 
odległości między dowolnymi dwiema obserwacjami nie są znane). Zastosowanie 
tych miar odległości wymaga uprzedniego porangowania obserwacji. Przyjmuje się 
wtedy upraszczające założenie, że rangi są mierzone co najmniej na skali przedzia-
łowej (wtedy dopuszcza się wyznaczanie różnic między wartościami skali). 

W przedstawionej procedurze analizy skupień dla danych porządkowych wśród 
metod klasyfikacji można wykorzystać tylko te bazujące na macierzy odległości: 
metodę k-medoidów, metody klasyfikacji hierarchicznej (pojedynczego połączenia, 
kompletnego połączenia, średniej klasowej, ważonej średniej klasowej, Warda, środ-
ka ciężkości, medianowa), hierarchiczną metodę deglomeracyjną Macnaughtona- 
-Smitha i in. [Macnaughton-Smith i in. 1964]. Nie jest możliwe zastosowanie tutaj 
metod bezpośrednio bazujących na macierzy danych ze względu na ich porządkowy 
charakter. 

3. Procedura klasyfikacji spektralnej 

W klasyfikacji spektralnej pierwotne dane z przestrzeni m-wymiarowej przekształ-
cone zostają, poprzez wyznaczenie wektorów własnych macierzy Laplace’a, w zbiór 
danych o liczbie wymiarów odpowiadających liczbie klas. 

Typowa procedura klasyfikacji spektralnej obejmuje takie kroki, jak (por. [Ng, 
Jordan, Weiss 2002]): 

1. Konstrukcja macierzy danych [ ]ijx=X  o wymiarach n m×  (  – 
numer obiektu, 

1, ,i n= …
1, ...,j m=  – numer zmiennej). Dla danych metrycznych należy 

przeprowadzić normalizację wartości zmiennych. 
2. Zastosowanie estymatora jądrowego do obliczenia macierzy podobieństw 

 (affinity matrix) między obiektami. Macierz podobieństw  ma 
następujące właściwości [Perona, Freeman 1998, s. 3]: 

[ ikA=A ] [ ]ikA=A
[0;1],

, iki k
A∀ ∈   

 W prezentowanym algorytmie elementy z głównej przekątnej macierzy 
 zastąpiono zerami ( 0

1,=iiA

.ik kiA A=
[ ikA=A ] ).iiA =  

3. Obliczenie diagonalnej macierzy wag D (na głównej przekątnej znajdują się 
sumy każdego wiersza z macierzy [ ],ikA=A  a poza główną przekątną są zera). 

4. Konstrukcja znormalizowanej macierzy Laplace’a W rze-
czywistości znormalizowana macierz Laplace’a przyjmuje postać:  I – L. Własności 

1/2 1/2 .− −=L D AD
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tej macierzy przedstawiono m.in. w pracy [von Luxburg 2006, s. 5]. W algorytmie 
w celu uproszczenia analizy pominięto macierz jednostkową I. 

5. Obliczenie wartości własnych i odpowiadających im wektorów własnych 
(o długości równej jeden) dla macierzy  Uporządkowanie wektorów własnych 
według malejących wartości własnych. Pierwsze u wektorów własnych (u – liczba 
klas) tworzy macierz 

.L

[ ]ije=E  o wymiarach .n u×  
6. Przeprowadza się normalizację tej macierzy zgodnie ze wzorem 

2

1

u

ij ij ij
j

y e e
=

= ∑  ( 1, ,i n= …  – numer obiektu, 1, ,j u= …  – numer zmiennej, 

u – liczba klas). Dzięki tej normalizacji długość każdego wektora wierszowego ma-
cierzy  jest równa jeden. [ ]ijy=Y

7. Macierz Y stanowi punkt wyjścia zastosowania klasycznych metod analizy 
skupień (proponuje się tutaj wykorzystanie metody k-średnich). 

Istnieją odmiany analizy spektralnej różniące się: 
• Typem estymatora jądrowego w kroku 2. Zwykle wykorzystuje się tutaj esty-

mator gaussowski bazujący na kwadracie odległości euklidesowej (zob. [Karat-
zoglou 2006, s. 26)]: 

  2exp( ),ik ikA dσ= − ⋅ , 1, ,i k n= … , (2) 

gdzie:  – odległość euklidesowa między obiektami i oraz k, σ – parametr skali 
(szerokość pasma – kernel width). 

ikd

Inne estymatory jądrowe stosowane w klasyfikacji spektralnej zawarte są m.in. 
w pracach: [Karatzoglou 2006, s. 13-14; Poland, Zeugmann 2006].  
• Formułą konstrukcji macierzy Laplace’a w kroku 4 (zob. np. [Verma, Meila 

2003; von Luxburg 2006]). W tym przypadku procedura klasyfikacji spektral-
nej jest też inna (zob. [Shortreed 2006, s. 41-47]). 
Zasadnicze znaczenie w klasyfikacji spektralnej mają dwa parametry: σ – sze-

rokość pasma (kernel width) oraz u oznaczający liczbę skupień.  
Parametr σ ma fundamentalne znaczenie w klasyfikacji spektralnej. W literaturze 

zaproponowano wiele heurystycznych sposobów wyznaczania wartości tego parame-
tru (zob. np. prace: [Zelnik-Manor, Perona 2004; Fischer, Poland 2004; Poland, Ze-
ugmann 2006]). W metodach heurystycznych wyznacza się wartość σ na podstawie 
pewnych statystyk opisowych macierzy odległości  Lepszy sposób wyznacza-
nia parametru σ zaproponował Karatzoglou [Karatzoglou 2006]. Polega ona na po-
szukiwaniu takiej wartości parametru σ, która minimalizuje wewnątrzklasową sumę 
kwadratów odległości przy zadanej liczbie klas u. Jest to heurystyczna metoda po-
szukiwania minimum lokalnego.  

[ ].ikd

Zbliżony koncepcyjnie algorytm znajdowania optymalnego parametru σ propo-
nowany jest w niniejszym artykule. Z macierzy danych  X (ze znormalizowanej ma-
cierzy danych – dla danych metrycznych) wybierana jest próba bootstrapowa  X′
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składającą się z n′  obiektów opisanych wszystkimi m zmiennymi. Wartość  jest 

najczęściej tak dobierana, aby 

n′
1 3 .
2 4

n n n′≤ ≤  

Początkowy przedział przeszukiwania optymalnej wartości parametru σ ustala-
ny jest jako  (gdzie D oznacza sumę odległości  w macierzy odległo-
ści). Dalsza procedura iteracyjna jest następująca: 

0 ][0;S = D ikd

Krok 1. Przedział  (gdzie k oznacza numer iteracji; na początku ) 

dzielony jest na R przedziałów jednakowej długości 
kS 0kS S=

[ ;k k
r r ]k

rp p p= ,  
(np. R = 10). 

1,…,r R=

Krok 2. Dla każdego przedziału  obliczamy jego środek: k
rp 2

k
rp pk

rσ
+= .

k
r  

Dla wszystkich wartości  przeprowadzania jest klasyfikacja spektralna zbio-
ru  na ustaloną liczbę klas u. 

k
rσ

X′
Krok 3. Wybierane jest takie , dla którego suma odległości wewnątrzkla-

sowych jest minimalna. 

k
rσ

kσKrok 4. Jeśli dla wybranego  zachodzi nierówność r
k
rp φ≤  (domyślnie 

przyjęto  to algorytm kończy działanie. W przeciwnym razie przechodzi 
się z wybranym przedziałem do kroku 1 i kontynuuje się procedurę. 

3 ),10φ −=

Podobnie jak w przypadku klasycznych metod klasyfikacji zachodzi potrzeba 
ustalenia optymalnej liczby klas. Algorytm wyznaczenia optymalnej liczby klas 
zaproponował Girolami [Girolami 2002]. 

Macierz podobieństw (affinity matrix) [ ]ikA=A  poddawana jest dekompozycji 
gdzie U jest macierzą wektorów własnych macierzy A składającą się 

z wektorów  a  jest macierzą diagonalną zawierającą wartości 
własne 

,T=A U Λ U

1 2, ,
1 2, ,u u

, n

, ,nu…
.

Λ
λ λ λ…  

Obliczany jest wektor 1 2( , , ,k k ),nk=K …  gdzie  (  – wektor 
o wymiarach 1 × n zawierający wartości  1/n). Wektor K jest porządkowany male-
jąco, a liczba jego dominujących elementów (wyznaczona np. poprzez kryterium 
osypiska) wyznacza optymalną liczbę skupień u, na którą algorytm klasyfikacji 
spektralnej powinien podzielić zbiór badanych obiektów. 

2{ }n i1 uT
i ik λ=

wego zastosowano 

T
n1

4. Propozycja procedury klasyfikacji spektralnej 
dla danych porządkowych 

W artykule proponowana jest modyfikacja metody klasyfikacji spektralnej umożli-
wiająca jej zastosowanie w klasyfikacji danych porządkowych. W tym celu w kroku 
2 procedury cji estymatora jądro odległość GDM dla 
danych porzą ch: 

 w konstruk
dkowy
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 exp( ),ik ikA dσ= − ⋅  (3) 

σ – parametr skali gdzie: ), ikd  – odległość GDM 
mi i oraz k. 

(szerokość pasma – kernel width
dla danych porządkowych (1) między obiekta

w kon e klasyfikacji spek-
tral

Zaletą takiego podejścia jest to, że w wyniku zastosowania odległości GDM 
strukcji estymatora jądrowego możliwe jest zastosowani

nej w analizie danych porządkowych. Dane pierwotne [ ]ijx=X  mierzone są na 
skali porządkowej. W wyniku zastosowania estymatora jądrowego o postaci (3) 
podobieństwa w macierzy [ ]ikA=A  mierzone są na skali p owej. Ostatecz-
nie w kroku 6 otrzymuje się metryczną macierz danych Y o wymiarach .n u×  Po-
zwala to na zastosowanie w acji dowolnych metod analizy skupień (w tym 
metody k-średnich). 

5. Przykłady klas

rzedział

 klasyfik

yfikacji spektralnej 
wybranych struktur danych porządkowych 

Pr stano model 3 funk-
cji cluster.Gen clusterSim dek 2009]). Za 

zykład 1. Do wygenerowania danych porządkowych wykorzy
 z pakietu  (zob. [Walesiak, Du

pomocą dwuwymiarowej zmiennej losowej o rozkładzie normalnym wygenerowano 
po 40 obserwacji dla dwóch skupień o wydłużonym kształcie. Przyjęto następujące 
wektory wartości oczekiwanych dla skupień (0; 0), (1; 5) oraz identyczne macierze 
kowariancji Σ ( 1,jjσ = 0,9).jhσ = − Następnie przeprowadzono proces dyskretyzacji. 
Po zastosowaniu tej procedury otrzymuje się graficzną prezentację wygenerowanych 
danych porządk dwóch klas w przestrzeni dwuwymiarowej (zob. 
rys. 1a).  

Do klasyfikacji zbioru 80 obiektów opisanych dwiema zmiennymi mierzonymi 
na skali porządkowej zastosowano metodę klasyfikacji spektralnej dla danych po-
rząd

owych w układzie 

kowych, wyznaczając w kroku 2 macierz podobieństwa zgodnie ze wzorem (3). 
Rysunki 1b i 1c prezentują odpowiednio obiekty z macierzy  E o wymiarach  80 × 2 
(krok 5) oraz obiekty ze znormalizowanej macierzy [ ]ijy=Y  o wymiarach 80 × 2  
(krok 6). W przypadku dobrze separowalnych skupień współrzędne obiektów z tych 
samych skupień w macierzy Y  (krok 6) są takie same. 

Rysunek 1d prezentuje uporządkowane składowe wektora K w metodzie Giro-
lamiego służącej do ustalenia optymalnej liczby klas. Rysunek ten wskazuje dwa 
dominujące elementy tego wektora, więc zbiór obiektów należy podzielić na dwie 
klasy. 

Macierz Y stanowi punkt wyjścia zastosowania metody k-średnich do podziału 
zbioru 80 obiektów na dwie klasy. Następnie obliczono skorygowany indeks Ran-
da między wynikiem podziału zbioru obiektów metodą klasyfikacji spektralnej 
a znaną strukturą klas, który wynosi w tym przypadku 1.  
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Rys. 1. ej dla przykł
wygen uster.

Źródło: opracowa

u 2 
alowych na 

ruchomości opisanych 6 zmiennymi (zob. tab. 1). Nieru-
chomość 1 jest wyceniana, natomiast nieruchomości od 2 do 27 to nieruchomości 
porównywalne, dla których znane są ceny transakcyjne. 

 Wybrane etapy k yfikacji spektraln
erowanego z wykorzystaniem funkcji cl

nie własne. 

las adowego zbioru da ch porządkowych 
Gen z pakietu clusterSim 

ny

Przykład 2. Przeprowadzono klasyfikację spektralną, wyznaczając w krok
macierz podobieństwa zgodnie ze wzorem (3), 27 nieruchomości lok
jeleniogórskim rynku nie
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Tabela 1. Macierz danych (27 nieruchomości opisanych 6 zmiennymi) 

Nr nieruchomości x1 x2 x3 x4 x5 x6 

1 1 2 3 3 1 3 

2 3 2 1 3 2 2 
3 1 1 1 4 1 1 
4 4 2 3 3 2 3 

5 1 1 2 4 1 2 
6 2 2 2 3 1 3 

7 3 1 1 3 2 2 

8 2 1 1 4 1 1 
9 1 2 2 4 1 2 

10 2 3 3 3 1 3 

11 1 1 1 4 1 1 
12 2 2 3 4 1 2 

13 2 1 1 3 1 1 

14 2 1 1 3 2 3 
15 1 1 2 3 2 1 
16 3 2 2 3 1 1 

17 2 3 3 3 2 3 
18 2 4 2 4 1 2 

19 3 2 2 3 2 1 

20 3 3 3 3 1 3 

21 2 2 2 3 1 1 
22 1 2 2 4 1 2 
23 1 1 1 4 1 2 

24 2 3 2 3 1 2 

25 3 3 3 2 2 3 

26 3 2 3 1 2 3 

27 4 2 3 1 2 3 

Źródło: [Pawlukowicz 2006 38]. 

Mieszkalne nieruchomośc okalo  zos y opisane takimi zmiennymi, jak 
(zob. [Pawlukowicz 2006, s. 238]): 

1. Lokalizacja środowiskowa nieruchomo  grun wej, z którą związany jest 
– dobra, 3 – dostateczna, 4 – nieodpowied-

, s. 2

i l we tał

ści to
lokal mieszkalny (1 – bardzo dobra, 2 
nia, 5 – zła). 
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2. Standard użytkowy lokalu mieszkalnego (1 – wysoki, 2 – średni, 3 – niski, 
4 – zły). 

3. Warunki bytowe występujące na nieruchomości gruntowej, z którą związany 
jest lokal mieszkalny (1 – dobre, 2 – przeciętne, 3 – złe). 

4. Położenie nieruchomości gruntowej, z którą związany jest lokal mieszkalny, 
w s

 wspólnoty mieszkaniowej (1 – mała, 2 – duża). 

 

ch 
6 z

asy. 

trefie miasta (1 – centralna, 2 – śródmiejska, 3 – pośrednia, 4 – peryferyjna). 
5. Typ
6. Powierzchnia nieruchomości gruntowej, z którą związany jest lokal miesz-

kalny (1 – korzystna, 2 – akceptowana, 3 – niekorzystna).
Na podstawie danych z tab. 1 przeprowadzono klasyfikację spektralną 27 

nieruchomości lokalowych na jeleniogórskim rynku nieruchomości opisany
miennymi. 
Rysunek 2 wskazuje trzy dominujące elementy tego wektora K w metodzie Gi-

rolamiego, więc zbiór obiektów należy podzielić na trzy kl

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

ki

0,
00

0
0,

00
5

0,
01

0
0,

01
5

 

kowane składowe wektora K w metodzie Girolamiego służącej Rys. 2. Uporząd
do ustalenia optymalnej liczby klas 

Źródło: opracowanie własne z wykorzystaniem programu R. 

Ostatecznie otrzymano podział zbioru 27 nieruchomości na trzy klasy: 
ości Klasa Lp. Nr nieruchomości Klasa Lp. Nr nieruchom

1 1 1 19 3 3 
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2 4 1 20 5 3 
3 10 1 21 8 3 
4 17 1 22 9 3 
5 20 1 23 11 3 
6 25 1 24 12 3 
7 2 13 6 1 25 3 
8 27 1 26 22 3 
9 2 2 27 23 3 

10 6 2 
11 7 2 
12 14 2 
13 15 2 
14 16 2 
15 18 2 
16 19 2 
17 21 2 
18 24 2 

W celu ułatwienia interpretacji wyników klasyfikacji spektralnej dla zmien-
ny  poszczegó ch klas obliczono dominanty: 

a Zmienna 

ch z lny

Klas x1 x2 x3 x4 x5 x6 
1 3 NA 3 3 2 3 
2 2 2 2 3 NA NA 
3 1 1 1 4 1 2 

Nierucho ść wy iana z zej klasie, zatem do jej wyceny 
nale  wyko tać dane z pozostałych nieruchomości w tej klasie (są to nieru-
cho ści o numerach: 4, 10, 17 0, 25, , 27).
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GDM DISTANCE FOR ORDINAL DATA 

posal of spectral clustering method for ordinal data, bas
and Weiss [2002], is presented. In the construction of a
function with GDM distance for ordinal data.

presented at the end of article based on two types of data (simulated and real). 
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