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WPLYW BAZOWEJ STOPY PROCENTOWEJ
NA ROZKLEAD PROCESU ZAGREGOWANEJ
WYPLATY W UBEZPIECZENIACH NA ZYCIE

Streszczenie: Dziatalno§¢ ubezpieczeniowa zwiazana jest z wystgpowaniem ryzyka i obej-
muje m.in. wyceng portfela i analizg¢ jego szkodowos$ci. Firma ubezpieczeniowa dokonuje
wyceny ubezpieczen przy tzw. bazowej stopie oprocentowania. Podstawa prawidtowej wyce-
ny jest zbadanie procesu zagregowanej wyplaty, ktory obejmuje wszystkie swiadczenia wy-
nikajace z zawartych uméw. W pracy zbadano wplyw stopy procentowej na rozktad procesu
wyplat. Aby ten cel osiagna¢, w artykule okreslono rozktad skumulowanych §wiadczen w in-
dywidualnym ubezpieczeniu i przedstawiono posta¢ rekurencyjna dystrybuanty procesu sku-
mulowanych $wiadczen (zagregowanej wyptaty). Znajomosc¢ rozktadu zagregowanej wyptaty
z portfela pozwala ubezpieczycielowi dokona¢ poprawnej wyceny ubezpieczenia i oceny jego
ryzykownosci w zalezno$ci od przyjgtej stopy procentowe;.

Slowa kluczowe: ubezpieczenia na zycie, wycena ubezpieczen, rozktad skumulowanych
Swiadczen w ubezpieczeniu indywidualnym.

1. Wstep

Dziatalno$¢ ubezpieczeniowa jest zwiazana z wystgpowaniem ryzyka i obejmuje
m.in. wyceng portfela i analizg jego szkodowosci. Firma ubezpieczeniowa dokonu-
je wyceny ubezpieczen przy tak zwanej bazowej stopie oprocentowania. Podstawa
prawidtowej wyceny jest zbadanie procesu zagregowanej wyptaty (skumulowanych
roszczen) obejmujacego wszystkie §wiadczenia wynikajace z zawartych umow.
Istotny krok w kierunku urealniania modeli stanowi analiza proceséw, w ktérych
uwzglednia sig rowniez oddzialywanie czynnikdw makroekonomicznych, takich jak
np. stopy procentowe. W pracy okreslono dystrybuantg zagregowanej wyplaty oraz
zbadano wplyw stopy procentowej na rozktad procesu zagregowanej wyptaty. Zna-
jomos¢ rozktadu zagregowanej wyptaty z portfela pozwoli ubezpieczycielowi doko-
na¢ poprawnej wyceny ubezpieczenia i oceny jego ,,ryzykownosci” w zaleznosci od
przyjetej stopy procentowe;.
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2. Rozklad procesu skumulowanej wyplaty
w indywidualnym ubezpieczeniu

W pracy analiza obj¢to ubezpieczenia na zycie z wykupionymi opcjami dodatkowy-
mi, tzw. ubezpieczenia wieloopcyjne. Do opisu tego typu ubezpieczen wykorzystano
model opisujacy dynamiczny charakter aktywizacji mozliwych opcji polisy oparty
na procesach Markowa (por. [Bowers i in. 1986; Habermann, Pitaco 1999; Hoem
1972]). Zatem do opisu zmian aktywnych opcji ubezpieczenia (stanow) wykorzy-
stywany jest proces stochastyczny {X(¢); t € T} bedacy procesem Markowa i przyj-
mujacy warto$ci ze skonczonej przestrzeni stanow S.

Procesy reprezentujace wielkosci wyptaconych §wiadczen w tego typu ubez-
pieczeniu oznaczono jako: {C(t)} {D (?)} oraz {C k(t)} Sa to odpowiednio: C(T)
— wyplacane w okresie Trenty, D (T) - Jednorazowe swiadczenia wyptacane z ty-
tutu dozycia okreslonego w1eku C k(T) — jednorazowe $wiadczenia wyptacane
przez ubezpieczyciela z tytutu zaj$cia okreslonego zdarzenia losowego w okresie
czasu 7.

Wyceny strumienia finansowego B(T), czyli funkcja zaktualizowanych (na mo-
ment ¢) warto$ci strumienia platnosci dokonanych w okresie 7, okreslona jest naste-
pujacym wzorem (por. [Hoem, Aalen 1978]):

28,(1)= 7 forerasc) (1)
Wedhug wzoru (1) wycenia si¢ poszczegdlne strumienie finansowe zwigzane
z ubezpieczeniem. Innymi stowy, wyznacza si¢ zaktualizowana warto$¢ wyplaca-
nych rent Cj(T), a takze jednorazowych $wiadczen wyptacanych z tytutu dozycia
okreslonego wieku D(T) i z tytutu zaj$cia okreslonego zdarzenia losowego C, (D).
Stanowia one podstawe wyceny strumienia finansowego skumulowanych §wiadczen
(D).
Zaktualizowana warto$¢ skumulowanych §wiadczen zgodnie ze wzorem (1) jest
procesem losowym o nastgpujacej postaci:

zw,(T)= MalW( 7)=

v(r)

U(T) (T) _

—Z umcmwu)z e (DN ;. (7) = 3)
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Swiadczenia zwiqzane ze stanem j Swiadczenia zwiqzane z przejsciem ze stanu j do k

gdZiC I_,- )= 1{X(t)=j}‘
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Problem rozktadu przeplywoéw pienigznych w ubezpieczeniach podejmowato
wielu autorow (por. [Hoem, Aalen 1978; Norberg 1996; Norberg 1995]). Adaptujac
uzyskane przez nich wyniki, w pracy okreslono rozktad skumulowanych $wiadczen
w indywidualnym ubezpieczeniu i przedstawiono posta¢ rekurencyjna dystrybuanty
procesu skumulowanych $wiadczen. Dystrybuanta rozktadu przysztych skumulowa-
nych $wiadczen w indywidualnym ubezpieczeniu zdefiniowana jest nastgpujaco:

Fy )= PV (t,u) = Plzw, (tymy<u| X(0)= j]=

4
P{ ;[Z((T))dW(r)<u|X(t) 11 “)

Jesli przedstawia si¢ zaktualizowana warto$¢ skumulowanych $wiadczen okre-
slona wzorem (3), to wzor (4) przyjmuje postac:

PW(t,u)z
[[Z IU(T)I ()aw, (r)+zz IU(T)Czk(T)d k(T)]<”|X(f) J] ©

To, jakie $wiadczenia ubezpieczyciel wyptaci w przysztosci, determinuje okre-
$lona realizacja procesu {X (t),t = 0} Wiadomo, ze moga wystapi¢ dwie sytuacje:
w dowolnym momencie s > ¢ nastapi przej$cie procesu {X ),t= O} do innego sta-
nu, wowczas przyszte przeptywy pieni¢zne do chwili s zwigzane sa ze stanem j
i w chwili s wyptacane jest jednorazowe Swiadczenie w wysokosci ¢, (s) lub proces
pozostanie w stanie j do konca trwania ubezpieczenia i wowczas przyszle swiadcze-
nia zwiazane sa tylko z aktywna j-ta opcja ubezpieczenia. Po wykorzystaniu wzoru
na prawdopodobienstwo catkowite dystrybuanta okreslona wzorem (5) przyjmuje
postac:

Pl ()= [, pL,- s (s)ds-

k#j ¢

prawe dopodoblensmo przejseia
ze stanu j do stanu k

PKIU(T) aw (o) + U(S) (s )+JU(T)dW(r)j<u|X(S) k}

(t) o) (t) (6)
i U(T)
L {J ()dW(r)ﬂ

prawdopodobienstwo pozostania
w stanie j do konca ubezpieczenia

Po dokonaniu przeksztatcen algebraicznych pierwszego czynnika we wzorze (6)
otrzymuje sig:
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Al TP g ()4 29 0 gy ]< X k}
H o) ()+(),k()+ o) () |[Su|X(s)=
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_ W U(t) U(T)
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Woweczas wzor (6) wyrazajacy dystrybuantg skumulowanych przysztych swiad-
czen w indywidualnym ubezpieczeniu przyjmuje nastgpujaca rekurencyjna postac
(por. [Norberg 1996]):

o) Jogs)

P =3 [ splh s ) Pk[ 20, j”(’)dW (0~ c,k(s)}m
(7)
+,,_,p£;,-1{ 2O gy, <r><u]

k#j ¢

v(s)

Na podstawie wzoru (7) wyznaczono doktadna posta¢ dystrybuanty skumulo-
wanych $wiadczen w indywidualnym ubezpieczeniu sktadajacym si¢ na portfel przy
roznej bazowej stopie procentowej przyjetej przez ubezpieczyciela do wyceny da-
nego ubezpieczenia.

3. Przyklad — indywidualne ubezpieczenie na zycie

Najprostszym przyktadem ubezpieczen z grupy ubezpieczen na zycie sa tradycyjne
ubezpieczenia na zycie. Ubezpieczenia te obejmuja ubezpieczenie na zycie (UZ),
czyste ubezpieczenie na dozycie (UD) oraz ubezpieczenie na zZycie i dozycie
(UZD). Przedmiotem takich ubezpieczen jest zycie ubezpieczonego.

Procesami reprezentujacymi wielko$ci roszczen w tego typu ubezpieczeniu wie-
loopeyjnym sa {D(7)} oraz {C,(1)}. Rodzaj Swiadczenia zalezy od zawartej umowy
ubezpieczenia. W ubezpleczemu na zycie (UZ) wyptata sumy ubezpieczenia w wy-
sokosci ¢ jednostek pienigznych nastgpuje w przypadku zgonu ubezpieczonego
w okresie trwania ubezpieczenia. W ubezpieczeniu na dozycie (UD) $wiadczenie
w wysokosci d jednostek pienigznych wyptacane jest wowczas, gdy ubezpieczo-
ny dozyl konca okresu ubezpieczenia. Natomiast ubezpieczenie na zycie i dozycie
(UZD) obejmuje obie te sytuacje. Dla tych ubezpieczeh wystepuja nastepujace stru-
mienie ptatnosci:

¢ dla 0<t<n d dat=n
’ H()_

)=
eno(t) {0 dla t>n

|0 dla t#n poza tym’
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Rozpatrujac model kapitalizacji ciaglej, zauwaza sig, ze dystrybuanta catkowi-
tych skumulowanych swiadczen w przypadku takiego ubezpieczenia zgodnie z (7)
okreslona jest nastepujaco:

n

Py (0.u)= [, p" - payp(5)- B (s,ef“u — [e 2 am, <r>—cHD<s>]ds+
0

0

+,p .l{je_‘“dWH(r) Su}.

0

Jesli si¢ uwzgledni strumienie platnosci charakterystyczne dla ubezpieczenia
UZ, to wzor ten przyjmuje postac:

Py (O,u) = Ispr Ay (8)- P (s,ea.su —CHD(S))dS + .
0
b A[u0].

Prawdopodobienstwo Py (S,eg'su —Cyp (S)) wystepujace w pierwszym sktadni-

ku sumy mozna zapisa¢ nastgpujaco:

P (s,e“u — € (s)) = P[}]‘e_g'(’"s)dW(‘r) <e®u—c,,(s)| X(s)= DJ.

s

Oznacza to, ze momentem $mieci ubezpieczonego jest chwila s zdefiniowana
jako zmienna losowa. Niech wigec Tx oznacza przyszly czas zycia osoby w wieku x
lat, wowczas dystrybuanta catkowitych skumulowanych §wiadczen w ubezpiecze-
niu UZ dana jest wzorem:

0 dla u<0

P(T, >n)= ,p™ dla 0<u<c-e™

F(u)=P" (0,u) = ©)

P Tx>%ln(£J =.p" dla c-e”<u<c’
u

%,—/
h

1 dla u>c

Dystrybuanta dana wzorem (9) zalezy od dwdch parametréw zwigzanych z zwie-
ranym ubezpieczeniem: od wieku ubezpieczonego (x) i od okresu trwania ubezpie-
czenia (n), dlatego tez przyjeto oznaczenie dla ubezpieczenia UZ(x, n). Na rys. 1-3
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przedstawiono wykresy dystrybuant skumulowanych $wiadczen dla 20-letniego
ubezpieczenia UZ zawartego z ubezpieczonymi odpowiednio w wieku 30, 40 i 50
lat przy réznych stopach procentowych. Jako intensywnos¢ zgonu przyjeto funk-
cj¢ stosowana przez dunskie towarzystwa ubezpieczeniowe' o postaci (por. [Hoem,
Aalen 1978]): Hyp (1) = u(x +1)=0,0004+0,0000034674 -10%°*"

Wykresy na rys. 1-3 sa graficzna prezentacja dystrybuant catkowitych skumu-
lowanych $wiadczen w ubezpieczeniu UZ, ktorych posta¢ analityczna okreslona
jest wzorem (9). Na podstawie przedstawionych dystrybuant mozna zaobserwowac,
ze przyjeta przez ubezpieczyciela bazowa stopa procentowa wptywa na asymetrig
rozktadu skumulowanych $§wiadczen. We wszystkich przypadkach obserwuje sig ta-
kie same tendencje wskazujace na coraz silniejsza asymetri¢ rozktadu. W zwiazku
z tym ubezpieczyciel, ustalajac bazowa stopg procentowa stanowiaca dla niego pod-
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Rys. 1. Dystrybuanta catkowitych skumulowanych §wiadczen w ubezpieczeniu UZ(30,20)

Zrodto: opracowanie wiasne.

! Polskie firmy ubezpieczeniowe nie udostgpniaja informacji dotyczacych stosowanych funkcji
intensywnosci, nie udostgpniaja rowniez danych umozliwiajacych ich aproksymacje.
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Rys. 2. Dystrybuanta catkowitych skumulowanych $wiadczen w ubezpieczeniu UZ(40,20)

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Rys. 3. Dystrybuanta catkowitych skumulowanych $wiadczen w ubezpieczeniu UZ(50,20)

Zrédto: opracowanie wlasne.
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stawe wyceny przeplywow pieni¢znych zwiazanych z ubezpieczeniem, powinien
uwzglednia¢ zmiany asymetrii rozktadu wynikajace z przyjetej statej stopy procen-
towej. Tym samym minimalizowalby ryzyko finansowe wynikajace ze zmiany stopy
procentowej w okresie trwania ubezpieczenia.

Nastgpnie zbadano zmiany asymetrii rozktadu zagregowanej wyptaty w przy-
padku ubezpieczen o ré6znym okresie ubezpieczenia. Na rysunkach 4-6 przedsta-
wiono wykresy dystrybuanty zagregowanej wyplaty dla ubezpieczenia UZ zawar-
tego z 30-latkiem.

Wykresy na rys. 4-6 potwierdzaja wplyw przyjetej przez ubezpieczyciela stopy
bazowej na rozktad zagregowanej wyptaty. Ponadto potwierdzaja, ze wzrasta kurto-
za (wspotczynnik skupienia), co oznacza, ze charakteryzuje si¢ wigksza koncentra-
cja wokot wartosci oczekiwanej. Dlatego tez, aby zminimalizowac ryzyko zwiazane
z prawidlowa wycena, ubezpieczyciel, ustalajac bazowa stopg procentowa, powi-
nien uwzglednia¢ jej wptyw na rozktad.

W analogiczny sposob wyznacza si¢ dystrybuantg rozktadu skumulowanych
catkowitych $wiadczen w ubezpieczeniu na dozycie (UD), a takze na zycie i do-
zycie (UZD), uwzgledniajac charakterystyczne dla tych ubezpieczen strumienie
platnosci.
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Rys. 4. Dystrybuanta catkowitych skumulowanych $wiadczen w ubezpieczeniu UZ(30,30)

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 5. Dystrybuanta catkowitych skumulowanych §wiadczen w ubezpieczeniu UZ(30,40)

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 6. Dystrybuanta catkowitych skumulowanych §wiadczef w ubezpieczeniu UZ(30,50)

Zrédto: opracowanie wilasne.
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4. Whnioski

Procesami losowymi badanymi w ubezpieczeniach tradycyjnych sa m.in. wielkosé
roszczen 1 strata ubezpieczyciela. Aspekt finansowy ryzyka zwiazanego z dziatal-
no$cia ubezpieczyciela dotyczy kalkulacji sktadek ubezpieczeniowych, tworzenia
rezerw matematycznych czy analizy zagregowanej wyplaty i procesu ryzyka. W mo-
delach aktuarialnych klasyczny proces ryzyka (por. [Bowers i in. 1986]) generowany
jest przez kapitat poczatkowy, intensywnos¢ naptywu sktadki oraz proces skumulo-
wanych roszczen (zagregowanej wyptaty). W literaturze formutowanych jest wie-
le dodatkowych zatozen dotyczacych procesu naptywu sktadki i skumulowanych
roszczen. Oslabienie nie zawsze zgodnych z rzeczywisto$cia zatozen dotyczacych
klasycznego modelu ryzyka prowadzi do jego uogolnien. Ponadto w klasycznym
modelu ryzyka zaniedbane sa kwestie zmiennosci wartosci pieniadza w czasie, jakie
nalezy uwzglednic¢ przy badaniu procesu ryzyka, w szczegolnosci dla ubezpieczen
na zycie. Istotny krok w kierunku urealniania modeli ryzyka stanowi analiza pro-
cesow, w ktorych uwzglednia si¢ rowniez oddziatywanie czynnikow makroekono-
micznych, takich jak np. stopy procentowe.

W pracy okres$lono proces zagregowanej wyptaty z uwzglednieniem czynnikow
makroekonomicznych, a zastosowanie procesOw Markowa do aktywizacji opcji
pozwolito unikna¢ dodatkowych zatozen. Nastepnie wyznaczono rozklad procesu
skumulowanych zaktualizowanych §wiadczen stanowiacy istotny miernik dziatal-
nosci finansowej ubezpieczyciela. Przedstawienie doktadnej analitycznej postaci
dystrybuanty pozwolito zbada¢ wplyw bazowej stopy procentowej (przyjmowane;j
przez ubezpieczyciela) na rozklad skumulowanej wyptaty. Przedstawione wyniki
wskazuja, ze niezaleznie od wieku ubezpieczonego czy okresu trwania ubezpiecze-
nia obserwuje si¢ takie same tendencje wskazujace na coraz silniejsza asymetri¢
rozktadu. W zwiazku z tym ubezpieczyciel, ustalajac bazowa stope procentowa,
przy ktorej dokonuje wyceny przeptywow pienigznych zwigzanych z ubezpiecze-
niem i ustala wysoko$¢ naleznej sktadki netto, powinien uwzglednia¢ zmiany asy-
metrii rozktadu wynikajace z przyjetej statej stopy procentowej. W ten sposob mi-
nimalizuje ryzyko finansowe wynikajace ze zmiany stopy procentowej w okresie
trwania ubezpieczenia.

Do gtownych walorow proponowanej analizy nalezy wzgledna prostota i mozli-
wos¢ tatwego przeniesienia osiagnigtych wynikow w inne sfery zastosowan.
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DISTRIBUTION FUNCTION OF TOTAL ACCUMULATED
PAYMENTS IN LIFE INSURANCE DEPENDING
ON INTEREST RATE

Summary: Insurance activity are connected with finance risk including among other things:
valuation of payments stream and analysis of “riskness”. Insurer assumes some interest rate
and must to value total payments stream and accumulated expenses connected with insurance
and calculate the net insurance premium. Therefore the essence of my work is the discussion
on distribution of total accumulated payments and depending on interest rate. Knowledge
of this permits to describe and estimate the “riskness” of insurance contract and minimize
financial risk connected with change of interest rate. This is also the basis for further analysis
of the insurance portfolio.
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