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STATYSTYKI POZYCYJNE 
– SZACOWANIE ROZKŁADU MAKSYMALNYCH STRAT 
NA PRZYKŁADZIE WARSZAWSKIEJ GIEŁDY 
PAPIERÓW WARTOŚCIOWYCH

Streszczenie: W artykule opisano historię teorii wartości ekstremalnych wraz z jej matema-
tycznymi podstawami i praktycznymi zastosowaniami. Zaprezentowano również wyniki em-
pirycznego badania możliwości wykorzystania teorii do modelowania poziomu maksymal-
nych strat na warszawskiej Giełdzie Papierów Wartościowych na podstawie danych czterech 
najważniejszych indeksów GPW.

Słowa kluczowe: teoria wartości ekstremalnych, zarządzanie ryzykiem, giełda papierów war-
tościowych, modele rozkładu maksymalnej straty.

1. Wstęp

Teoria wartości ekstremalnych (Extreme Values Theory – EVT) jest gałęzią staty-
styki zajmującą się analizą niezwykle dużych odchyleń od wartości przeciętnych 
rozkładu prawdopodobieństwa. Nie jest to temat nowy, lecz jego znaczenie i popu-
larność rośnie szczególnie dziś – w czasach dużych wahań na rynkach finansowych 
i niepewności co do najbliższej przyszłości w światowej gospodarce.

Celem niniejszej pracy jest prezentacja dotychczasowych dokonań na polu ba-
dań nad statystykami ekstremalnymi oraz pokazanie, w jaki sposób teorię wartości 
ekstremalnych zastosować można do prognozowania ekstremalnych stóp zwrotu 
z akcji notowanych na warszawskiej Giełdzie Papierów Wartościowych.

W punkcie 2. pokrótce opisano trwającą, jak dotąd, niecałe stulecie historię ba-
dań nad wartościami ekstremalnymi oraz praktyczne zastosowania teorii wartości 
ekstremalnych ze szczególnym uwzględnieniem zastosowań EVT na rynkach finan-
sowych. Punkt  3. przedstawia omawiane modele od strony teoretycznej, 4 − przy-
kładowe zastosowanie EVT dla czterech  najważniejszych indeksów GPW, 5. zaś 
zawiera podsumowanie omawianych zagadnień i wnioski końcowe.
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2. Historia i zastosowania teorii wartości ekstremalnych

Pierwszą istotną pracę dotyczącą statystyk ekstremalnych opublikował Dodd [Dodd 
1932]. Opisał w niej rezultaty swoich badań nad asymptotycznymi przedziałami 
zmienności pewnych klas rozkładów prawdopodobieństwa. Następnie w dość krót-
kich odstępach czasu powstały publikacje Frécheta [Fréchet 1927], Fishera i Tippet-
ta [Fishera, Tippett 1928] oraz de Finettiego [de Finetti 1930], przy czym największy 
wkład w ukształtowanie się teorii wartości ekstremalnych miała druga z wymienio-
nych pozycji. Jej autorzy sformułowali fundamentalne twierdzenie EVT, w którym 
zdefiniowali postać rozkładów granicznych maksimum (rozkładów wartości ekstre-
malnych). Podkreślili również bardzo powolną zbieżność maksimum rozkładu nor-
malnego do swojego rozkładu granicznego. Gnedenko [Gnedenko 1943] przedstawił 
warunki konieczne i wystarczające dla zbieżności maksimum ciągu zmiennych loso-
wych do rozkładów wartości ekstremalnych. Dotychczasowe osiągnięcia na polu ba-
dań nad wartościami ekstremalnymi zebrał i podsumował Gumbel [Gumbel 1958]. 
Ważną publikacją w historii teorii była praca de Haana [de Haan 1970], w której 
wprowadził on regularną zmienność (regular variation) jako narzędzie analitycz-
ne. Do tego czasu rozkłady statystyk ekstremalnych opisywano za pomocą modeli 
parametrycznych, jednakże wyniki badań Hilla [Hill 1975] i Pickandsa [Pickands 
1975], a także wprowadzenie estymatora momentów przez Dekkersa i de Haana 
[Dekkers, de Haan 1989] skierowały uwagę badaczy w stronę modeli półparame-
trycznych (semiparametric models). Równocześnie zaproponowano [Balkeema, de 
Haan 174; Singpurwalla 1972] alternatywne podejście do modelowania ekstremów 
– rozkład przekroczeń wysokiego progu, który zbiega do uogólnionego rozkładu 
Pareto (Generalized Pareto Distribution – GPD). Najbardziej znana metodologia 
estymacji parametrów rozkładu GPD (metodą największej wiarygodności) – peaks 
over threshold (POT) − przedstawiona została w pracach Smitha [Smith 1987] oraz 
Davisona i Smitha [Davison, Smith 1990]. Dress, Ferreira i de Haan [Dress, Fer-
reira, de Haan 2004] dowiedli asymptotycznej normalności estymatora największej 
wiarygodności, tzw. indeksu wartości ekstremalnych (Extreme Value Index − EVI) 
– najważniejszego parametru rozkładu wartości ekstremalnych. 

Obszerny przegląd praktycznych zastosowań teorii wartości ekstremalnych moż-
na znaleźć w pracy Pactwa [Pactwa 2001]. Za prekursora na tym polu uchodzi Gum-
bel. W swojej pierwszej głośnej pracy [Gumbel 1935] wykorzystuje EVT w rozwa-
żaniach dotyczących maksymalnego czasu trwania życia, a następnie [Gumbel 1941] 
wskazuje również zastosowanie teorii w statystycznym modelowaniu ekstremalnych 
poziomów rzek. Gross i inni [Gross i in. 1995] proponują zastosowanie uogólnione-
go rozkładu Pareto do prognozowania ponadprzeciętnej prędkości wiatru jako alter-
natywy wobec stosowanego do tej pory modelowania klasycznym rozkładem GEV 
[Gumbel 1958; Zwiers 1987]. EVT znajduje również zastosowanie w przewidywa-
niu siły trzęsień ziemi [Lavenda, Cipollone 2000] oraz ekstremalnych temperatur 
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[Ferro, Segers 2003; Leadbetter, Lindgren, Rootzén 1983]. Wartości ekstremalne 
wykorzystywane są także w badaniach nad problemem zanieczyszczeń powietrza 
[Horowitz 1980; Singpurwalla1972;  Smith 1989]. Jednakże najbardziej popular-
nym praktycznym wykorzystaniem teorii wartości ekstremalnych do modelowania 
zjawisk naturalnych jest problem prognozowania wysokości fal morskich w celu 
konstrukcji odpowiednio wysokich grobli [Dijk, de Haan  1992; de Haan  1990; de 
Haan  1998; de Haan  1999]. EVT z powodzeniem stosowana jest także w proble-
mach niezwiązanych ze zjawiskami meteorologicznymi. Na przykład Weibull [We-
ibull 1938], Leadbetter i inni [Leadbetter, Lindgren, Rootzén 1983] oraz Lindgren 
i Rootzén [Lindgren, Rootzén 1987] dyskutują zastosowania teorii wartości ekstre-
malnych do badania wytrzymałości materiałów. EVT pojawia się również w analizie 
rezultatów osiąganych przez sportowców [Gomes 2008; Strand, Boes 1998].

Spośród wszystkich dotychczas odkrytych zastosowań teorii wartości ekstremal-
nych pierwsza pozycja bezsprzecznie należy się jednak modelowaniu ryzyka ponie-
sienia znacznych strat finansowych. Straty te dotyczą przede wszystkich inwestycji 
na rynkach kapitałowych oraz działalności firm ubezpieczeniowych (ryzyko strat 
katastroficznych).

Podczas modelowania stopy zwrotu z inwestycji finansowych kluczowe założe-
nie, jakie musi przyjąć badacz, dotyczy postaci rozkładu owych stóp zwrotu. Najczę-
ściej zakłada się normalność lub log-normalność stóp zwrotu ze względu na wiele 
wygodnych własności tych rozkładów statystycznych. O ile jednak rozkłady takie 
mogą w miarę wiarygodnie przybliżać rzeczywistość w normalnych warunkach ryn-
kowych, o tyle  w przypadkach ekstremalnych zawodzą, gdyż ich ogony zanikające 
w tempie wykładniczym nie są na tyle grube, aby można było za ich pomocą odpo-
wiednio oszacować rozmiary ponadprzeciętnych zysków lub strat.

Na początku lat 90. ubiegłego stulecia pojawiło się sporo publikacji zawierają-
cych propozycje wykorzystania rozkładów wartości ekstremalnych w celu wiary-
godnego oszacowania rozkładu stóp zwrotu. Hols i de Vries [Hols, de Vries 1991] 
modelują w ten sposób zmienność kursów walutowych, estymując metodami pół-
parametrycznymi indeks ogona oraz szacując przedział ufności dla prognozy. Pro-
blematyką zastosowania EVT w prognozowaniu zmian kursów walut zajmują się 
później także de Vries [de Vries 1998] oraz Danielsson i de Vries [Danielsson, de 
Vries 1997].

Dogłębnej analizy ekstremalnych stóp zwrotu z amerykańskich akcji w bar-
dzo szerokim przedziale czasowym (1885-1990) dokonuje za pomocą EVT Longin 
[Longin 1996]. Za najodpowiedniejszy rozkład ekstremalny dla stóp zwrotu uznaje 
rozkład Frécheta. Przekonuje również o skończoności wartości oczekiwanej i wa-
riancji, pozostawiając jednocześnie tę kwestię nierozstrzygniętą dla momentów 
wyższych rzędów. Zauważa także znaczną stabilność parametrów rozkładu w czasie 
(z naciskiem na stałość kształtu ogona) oraz ze względu na sposób agregacji (stopy 
dzienne, tygodniowe, miesięczne itd.). Podobny pogląd dotyczący istnienia czterech 
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pierwszych momentów mają Jansen i de Vries [Jansen, de Vries 1991]. Do nieco 
odmiennych wniosków dochodzą Loretan i Phillips [Loretan i Phillips 1994], odrzu-
cając zarówno hipotezę o skończoności kurtozy, jak i wariancji. Czekała [Czekała 
2001] proponuje wykorzystanie EVT w celu weryfikacji założeń modelu Blacka- 
-Scholesa, następnie dokonuje takiej weryfikacji w odniesieniu do wybranych spó-
łek z GPW, dochodząc do wniosku, iż generalnie założenia te nie są spełnione. 
Przedstawia też procedurę dalszego postępowania w takich przypadkach – zastoso-
wanie rozkładów stabilnych.

Wykorzystanie teorii wartości ekstremalnych w problematyce ubezpieczenio-
wej opisują Klüppelberg i Mikosch [Klüppelberg, Mikosch 1996] oraz Mikosch i 
Nagaev [Mikosch, Nagaev 1998], analizując duże odchylenia sum zmiennych loso-
wych o grubych ogonach.

3. Teoretyczne podstawy rozkładów wartości ekstremalnych

Załóżmy, że ciąg X1, X2,…, Xn jest ciągiem niezależnych zmiennych losowych o ta-
kim samym rozkładzie, którego funkcję dystrybuanty oznaczymy jako F. Ponadto 
niech Mn = max (X1, X2,…, Xn), gdzie n > 2.

W takim razie prawdopodobieństwo tego, że maksimum Mn nie przekroczy pew-
nej wartości x wyraża się wzorem: 

gdzie R∈x oraz N∈n .

Do postaci granicznych rozkładów zmiennej Mn prowadzi fundamentalne dla 
teorii wartości ekstremalnych twierdzenie Fishera-Tippetta: jeżeli istnieją pewne 
stałe normujące 0>nc i R∈nd oraz pewna niezdegenerowana funkcja dystrybu-
anty H, taka że:

to H może mieć wyłącznie postać jednego z trzech rozkładów wartości ekstremal-
nych. W takim razie mówimy, że zmienna losowa X (i jej rozkład o dystrybuan-
cie F) należy do obszaru przyciągania maksimum rozkładu wartości ekstremal-
nych H, co oznaczamy jako X ∈ MDA(H) (F ∈ MDA(H)) [Fisher, Tippett 1928].

Powyższy wywód łatwo przeprowadzić również dla minimów. Wystarczy bo-
wiem zauważyć, że  [Leadbetter, Lindgren, 
Rootzén 1983].

Wspomniane trzy możliwe rozkłady graniczne znormalizowanych ekstremów 
to rozkłady:
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Rozkład Gumbela jest asymptotycznym rozkładem ekstremów zmiennych lo-
sowych o cienkich ogonach (np. normalny, log-normalny). Cechą odróżniającą go 
od pozostałych dwóch typów rozkładów ekstremalnych jest jego nieograniczoność 
zarówno z góry, jak i z dołu. Rozkład Frécheta jest ograniczonym z dołu rozkładem 
granicznym dla ekstremów zmiennych losowych o grubych ogonach (np. t-Studenta, 
Pareto, Cauchy’ego), natomiast rozkład Weibulla to odbicie lustrzane rozkładu 
Frécheta. Z powodu braku ogona nadaje się on do modelowania zjawisk, których 
wielkość jest ograniczona z góry. Ponieważ rozkłady stóp zwrotu z inwestycji finan-
sowych mają grube ogony, a ponadto najczęściej nie posiadają górnych ograniczeń, 
najbardziej odpowiednim do ich modelowania wydaje się rozkład Frécheta.

Jenkinson [Jenkinson 1955] połączył trzy typy rozkładów wartości ekstremal-
nych w jedną zunifikowaną formę zwaną uogólnionym rozkładem wartości ekstre-
malnych (Generalized Extreme Value Distribution – GEV):

gdzie ξ jest parametrem kształtu (będącego odwrotnością indeksu ogona α, EVI), 
a μ i β są odpowiednio parametrami położenia i skali. Dodatkowo x jest ograniczone 
wyrażeniem (μ+ β/ ξ) z góry dla ξ dodatniego oraz z dołu dla ξ ujemnego. Warto 
zauważyć, iż dla ξ = 0, H jest po prostu dystrybuantą rozkładu Gumbela.

Podstawowym zadaniem w analizie wartości ekstremalnych jest dopasowanie 
do danych odpowiedniego rozkładu H, a więc estymacja parametrów ξ, μ i β. Klu-
czowy problem stanowi oszacowanie parametru kształtu ξ, który w największym 
stopniu decyduje o kształcie rozkładu i grubości ogona. Podejście tradycyjne opi-
sywane przez Smitha [Smith 1987] polega na estymacji parametru ξ metodą naj-
większej wiarygodności. Wymaga ono pogrupowania surowych obserwacji w bloki 
(gdzie 1 blok to np. 1 miesiąc lub 1 rok) i wyznaczenia nowego szeregu czasowego 
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– maksimów poszczególnych bloków. Zakłada się przy tym, że maksima blokowe są 
zmiennymi losowymi pochodzącymi z jednego z trzech rozkładów ekstremalnych. 
Jest to dosyć silne założenie, dlatego prowadzone są również badania (np. [de Haan 
1990; Pictet, Dacorogna, Müller 1998]) nad mniej rygorystycznymi estymatorami 
momentów.

Jeśli znane są oszacowania lub wartości parametrów ξ, μ i β, można łatwo wy-
znaczyć wartość oczekiwaną i wariancję danego rozkładu wartości ekstremalnych, 
korzystając ze wzorów:

4. Zastosowanie teorii wartości ekstremalnych 
na przykładzie zachowania wybranych indeksów GPW

Możliwości zastosowania technik teorii wartości ekstremalnych zostały zbadane na 
bazie historycznych poziomów wybranych indeksów warszawskiej Giełdy Papierów 
Wartościowych. Do analizy wybrano następujące indeksy: WIG, WIG20, MWIG40 
(dawniej MIDWIG) oraz SWIG80 (dawniej WIRR). Najważniejsze informacje do-
tyczące omawianego zbioru danych zamieszczono w tab. 1. 

Tabela 1. Podstawowe charakterystyki analizowanego zbioru danych

Nazwa indeksu WIG WIG20 MWIG40 SWIG80
Częstotliwość dzienne dzienne dzienne dzienne
Początek okresu 1991-04-16 1994-04-14 1997-12-31 1994-12-29
Koniec okresu 2008-12-19 2008-12-19 2008-12-19 2008-12-19
Liczba obserwacji 3975 3643 2752 3500

Źródło: opracowanie własne na postawie [Dom Maklerski…].

Ponieważ zarządzanie ryzykiem skupia się przede wszystkim na zabezpieczeniu 
portfela inwestycyjnego przed narażeniem na duże straty, a dopiero później rozwa-
żana jest możliwość realizacji nadzwyczajnych zysków, w niniejszej analizie skon-
centrowano się na dolnym ogonie rozkładu stóp zwrotu. W tym celu obliczone zosta-
ły wartości przeciwne do dziennych logarytmicznych stóp zwrotu ze wzoru:

gdzie pt oznacza poziom danego indeksu na koniec sesji giełdowej o numerze t. Dla 
uproszczenia wyrażenie –rlnt będziemy nazywać dalej po prostu logarytmicznymi 
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stopami zwrotu. Statystyki danych otrzymanych na podstawie omówionego prze-
kształcenia umieszczono w tab. 2. Dla każdego indeksu skośność jest dodatnia, co 
wskazuje na prawostronną asymetrię każdego z empirycznych rozkładów. Ponadto 
dodatnia jest również kurtoza (w każdym przypadku jej wartość przekracza 4), co 
oznacza, iż rozkład logarytmicznych stóp zwrotu jest bardzo skoncentrowany wokół 
wartości przeciętnej i ma grube ogony (leptokurtyczny). Odbiega więc mocno od 
rozkładu normalnego – symetrycznego i mającego kurtozę równą zeru (mezokur-
tycznego). 

Histogramy logarytmicznych stóp zwrotu indeksów GPW przedstawiono na 
rys. 1. Łatwo zaobserwować można, jak bardzo wysmukłe są rozkłady logarytmicz-
nych stóp zwrotu, a także (choć być może nie na pierwszy rzut oka), iż zarysowuje 
się lekka dodatnia asymetria. 

Histogramy modelowanych statystyk – maksimów blokowych logarytmicznych 
stóp zwrotu − przedstawiono na rys. 2. Wielkość bloku ustalono na poziomie 30 
kolejnych sesji giełdowych. Otrzymane histogramy jednoznacznie wskazują na roz-
kład silnie prawostronnie asymetryczny i ograniczony z dołu. Jak już wspomniano 
w punkcie 3., spośród rozkładów statystyk ekstremalnych takimi właściwościami 
charakteryzuje się rozkład Frécheta.

Tabela 2. Statystyki opisowe logarytmicznych stóp zwrotu z analizowanych indeksów GPW

Nazwa indeksu WIG WIG20 MWIG40 SWIG80

Średnia –0,0008314133 –0,0001579989 –0,0001557777 –0,0005526668

Mediana –0,000702638 –5,0792e–05 –0,000621562 –0,00110925

Odchylenie stand. 0,02093908 0,02037120 0,01339899 0,01634773

Wariancja 0,0004384449 0,000414986 0,0001795328 0,0002672482

Skośność 0,05204826 0,1455248 0,6529106 0,3457633

Kurtoza 5,58016 4,401608 5,429549 4,096976

Minimum –0,147831 –0,148356 –0,0705117 –0,0917552

Maksimum 0,113443 0,141608 0,0994172 0,1027110

Rozstęp 0,261274 0,289964 0,1699289 0,1944662

Źródło: opracowanie własne na postawie obliczeń w pakiecie statystycznym R.

Za pomocą funkcji dostępnych w bibliotece QRM pakietu statystycznego R do 
analizowanych danych metodą największej wiarygodności dopasowano modele 
GEV. Rezultaty estymacji zamieszczono w tab. 3-5. Stopień dopasowania modelu do 
danych empirycznych zbadano następnie za pomocą testu Andersona-Darlinga (sta-
tystyka A2) i jego modyfikacji (zaproponowanej w [Zempléni 2004]) koncentrującej
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Rys. 1. Histogramy logarytmicznych stóp zwrotu z analizowanych indeksów GPW

Źródło: opracowanie własne na postawie obliczeń w pakiecie statystycznym R.

się w większym stopniu na prawym ogonie rozkładu1 (statystyka B2) oraz za pomo-
cą współczynnika korelacji liniowej r między linią regresji punktów na wykresie 
kwantylowym i linią 45 stopni. W celach porównawczych badanie przeprowadzono 
dla maksimów blokowych o 30, 60 i 90 obserwacjach w każdym segmencie. Wyniki 

1 Istotnym problemem przy stosowaniu testu Andersona-Darlinga i jego zmodyfikowanej wersji 
jest brak stablicowanych wartości krytycznych dla rozkładu GEV. W przeprowadzonym badaniu posłu-
żono się przybliżonymi wartościami krytycznymi (lub ich przedziałami) wyznaczonymi symulacyjnie 
przez Zempléni [Zempléni 2004].
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testów zgodności (na poziomie istotności α = 0,01) opierających się na statystykach 
A2 i B2 zamieszczono w tab. 6-7. W tabeli 8. przedstawiono wartości współczynni-
ków korelacji liniowej Pearsona (r).
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Rys. 2. Histogramy 30-sesyjnych maksimów blokowych z logarytmicznych stóp zwrotu 
z analizowanych indeksów GPW

Źródło: opracowanie własne na postawie obliczeń w pakiecie statystycznym R z wykorzystaniem bib-
lioteki QRM [McNeil, Frey, Embrechts 2009].
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Tabela 3. Estymatory parametrów kształtu (ξ) rozkładu GEV dopasowanego do empirycznych 
rozkładów analizowanych indeksów GPW przy różnych rozmiarach bloku (m). 
W nawiasach podano oceny błędu estymacji parametru

Indeks m = 30 m = 60 m = 90

WIG 0,398
(0, 094)

0,322
(0, 122)

0,295
(0, 137)

WIG20 0,275
(0, 088)

0,209
(0, 107)

0,310
(0, 162)

SWIG80 0,259
(0, 102)

0,177
(0, 167)

0,141
(0, 240)

MWIG40 0,306
(0, 100)

0,307
(0, 162)

0,376
(0, 247)

Źródło: opracowanie własne na postawie obliczeń w pakiecie statystycznym R z wykorzystaniem bi-
blioteki QRM [McNeil, Frey, Embrechts 2005].

Tabela 4. Estymatory parametrów położenia (μ) rozkładu GEV dopasowanego do empirycznych 
rozkładów analizowanych indeksów GPW przy różnych rozmiarach bloku (m). 
W nawiasach podano oceny błędu estymacji parametru

Indeks m = 30 m = 60 m = 90

WIG 0,024
(0, 001)

0,030
(0, 002)

0,034
(0, 002)

WIG20 0,027
(0, 001)

0,035
(0, 002)

0,039
(0, 002)

SWIG80 0,022
(0, 001)

0,029
(0, 002)

0,034
(0, 003)

MWIG40 0,018
(0, 001)

0,023
(0, 002)

0,026
(0, 003)

Źródło: opracowanie własne na postawie obliczeń w pakiecie statystycznym R z wykorzystaniem 
biblioteki QRM [McNeil, Frey, Embrechts 2005].

Tabela 5. Estymatory parametrów skali (β) rozkładu GEV dopasowanego do empirycznych 
rozkładów analizowanych indeksów GPW przy różnych rozmiarach bloku (m). 
W nawiasach podano oceny błędu estymacji parametru

Indeks m = 30 m = 60 m = 90

WIG 0,012
(0,001)

0, 014
(0, 002)

0, 015
(0, 002)

WIG20 0, 012
(0, 001)

0, 014
(0, 002)

0, 014
(0, 002)

SWIG80 0, 012
(0, 001)

0, 015
(0, 002)

0, 017
(0, 003)

MWIG40 0, 010
(0, 001)

0, 013
(0, 002)

0, 014
(0, 003)

Źródło: opracowanie własne na postawie obliczeń w pakiecie statystycznym R z wykorzystaniem bib-
lioteki QRM [McNeil, Frey, Embrechts 2005].
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Tabela 6. Podsumowanie wyników testu zgodności Andersona-Darlinga (statystyka A2) rozkładu 
empirycznego blokowych maksimów stóp zwrotu z wybranych indeksów GPW z dopasowanym 
rozkładem GEV przy różnych rozmiarach bloku (m) dla poziomu istotności α = 0,01

Indeks m = 30 m = 60 m = 90
WIG zgodność zgodność zgodność
WIG20 zgodność zgodność zgodność
SWIG80 zgodność zgodność zgodność
MWIG40 zgodność zgodność zgodność

Źródło: opracowanie własne na postawie obliczeń w pakiecie statystycznym R z wykorzystaniem bib-
lioteki QRM [McNeil, Frey, Embrechts 2005].

Tabela 7. Podsumowanie wyników zmodyfikowanego testu zgodności Andersona-Darlinga (statystyka 
B2) rozkładu empirycznego blokowych maksimów stóp zwrotu z wybranych indeksów GPW 
z dopasowanym rozkładem GEV przy różnych rozmiarach bloku (m) dla poziomu istotności α = 0,01

Indeks m = 30 m = 60 m = 90
WIG zgodność zgodność zgodność
WIG20 zgodność brak zgodności zgodność
SWIG80 zgodność zgodność zgodność
MWIG40 zgodność zgodność zgodność

Źródło: opracowanie własne na postawie obliczeń w pakiecie statystycznym R z wykorzystaniem bib-
lioteki QRM [McNeil, Frey, Embrechts 2005].

Tabela 8. Współczynniki korelacji liniowej Pearsona (r) pomiędzy linią regresji punktów na wykresie 
kwantylowym dla rozkładu GEV dopasowanego do empirycznych rozkładów analizowanych indeksów 
GPW i linią 45-stopni przy różnych rozmiarach bloku (m)

Indeks m = 30 m = 60 m = 90
WIG 0,943 0,959 0,955
WIG20 0,980 0,987 0,976
SWIG80 0,987 0,975 0,962
MWIG40 0,971 0,976 0,974

Źródło: opracowanie własne na postawie obliczeń w pakiecie statystycznym R z wykorzystaniem 
biblioteki QRM [McNeil, Frey, Embrechts 2005].

Tabela 9. Prawdopodobieństwo poniesienia maksymalnej dziennej straty na analizowanych indeksach 
GPW w wysokości przekraczającej 10% przy różnych rozmiarach bloku (m)

Indeks m = 30 m = 60 m = 90
WIG 0,0403 0,0476 0,0594
WIG20 0,0286 0,0407 0,0627
SWIG80 0,0242 0,0341 0,0435
MWIG40 0,0166 0,0311 0,0512

Źródło: opracowanie własne na postawie obliczeń w pakiecie statystycznym R z wykorzystaniem bib-
lioteki QRM [McNeil, Frey, Embrechts 2005].
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Dla zadanego poziomu istotności we wszystkich rozpatrywanych przypadkach 
nie było podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o zgodności empirycznego roz-
kładu maksimów blokowych z dopasowanym rozkładem wartości ekstremalnych 
dla testu Andersona-Darlinga. W przypadku zmodyfikowanej wersji testu hipoteza 
zerowa została odrzucona wyłącznie dla danych WIG20 przy bloku składającym 
się z 60. obserwacji. W pozostałych przypadkach wykazano zgodność rozkładów. 
W każdym z analizowanych wariantów współczynnik korelacji liniowej r między li-
nią regresji punktów na wykresie kwantylowym i linią 45. stopni był bardzo wysoki 
(0,943-0,987). 

Jeśli parametry rozkładu GEV zostały wyestymowane, można oszacować, z ja-
kim prawdopodobieństwem maksymalna dzienna strata przekroczy pewną określoną 
wartość. Na przykład dla m = 30 maksymalna dzienna strata przekroczy 10% z praw-
dopodobieństwem 4,0% dla indeksu WIG, 2,9% dla WIG20, 2,4% dla SWIG80 oraz 
ok. 1,7% dla SWIG80. Analogiczne oszacowania dla wszystkich rozpatrywanych 
wartości bloku m przedstawiono w tab. 9.

5. Wnioski

Wyniki przeprowadzonego badania pozwalają stwierdzić, iż teoria wartości ekstre-
malnych jest dobrym narzędziem do modelowania maksymalnych strat dla GPW. 
Zyskuje ona na znaczeniu szczególnie w okresach niestabilności na rynkach finan-
sowych – takich jak obserwowane w rozpatrywanym okresie. Wystarczy zauważyć, 
iż w ciągu ostatnich 90. dni każdy z analizowanych indeksów poniósł co najmniej 
jedną dzienną stratę wysokości 7,5% lub więcej. Rysunki 1 i 2 pokazują, iż każda 
taka obserwacja bezsprzecznie należy do ogona rozkładu.

Pewnym mankamentem zastosowanych metod jest trudne do zweryfikowania 
w praktyce założenie o niezależności i takim samym rozkładzie logarytmicznych 
stóp zwrotu z indeksów giełdowych. Ewentualna zależność ciągu zmiennych lo-
sowych nie stanowi jednak problemu przy spełnieniu przez nie warunków D(un) 
i D’(un) Leadbettera (asymptotyczna niezależność) [Leadbetter, Lindgren, Rootzén 
1983]. W takiej sytuacji rozpatrywany rozkład wartości ekstremalnych jest rozkła-
dem granicznym także dla maksimum z takiego ciągu zmiennych losowych.

Problem, który wciąż stanowi przedmiot badań, ilustrują tab. 3-5. O ile dla pa-
rametrów położenia i skali względny błąd oceny parametrów jest dość niski, o tyle  
wariancja estymatora parametru kształtu znajduje się na bardzo wysokim poziomie. 
W skrajnych przypadkach można nawet podać w wątpliwość, czy parametr ten rze-
czywiście jest dodatni (a co za tym idzie, czy na pewno mamy do czynienia z postu-
lowanym wcześniej rozkładem Frécheta). Dlatego też najnowsze prace dotyczące 
EVT koncentrują się przede wszystkim na badaniu alternatywnych metod estymacji 
parametru kształtu rozkładu wartości ekstremalnych mających zapewnić znacznie 
mniejszą jego wariancję przy niewielkim obciążeniu. W ciągu ostatnich kilku lat 
pojawiło się kilka nowych propozycji estymatorów. Araújo Santos i inni [Araújo 
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Santos, Fraga Alves, Gomes 2006] opisali klasę estymatorów PORT (peaks over 
random threshold), Gomes i Pestana [Gomes,  Pestana 2007a] wprowadzili ważony 
estymator Hilla (weighted Hill estimator), a Fraga Alves i inni [Fraga Alves 2007] − 
mieszany estymator momentów (mixed moment estimator). Efektem tych badań są 
estymatory o asymptotycznej wariancji zbliżonej do klasycznego estymatora Hilla, 
ale zarazem o mniejszym asymptotycznym obciążeniu [Gomes, Pestana 2007b].
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ORDER STATISTICS – ESTIMATION OF THE DISTRIBUTION 
OF THE MAXIMAL LOSSES ON AN EMPIRICAL EXAMPLE 
THE WARSAW STOCK EXCHANGE

Summary: The article reviews the history of the Extreme Values Theory (EVT) with its math-
ematical background and empirical applications. There are also presented the results of an 
empirical study of the possibility of modeling the maximal stock market loss  on the Warsaw 
Stock Exchange based on the data of its four most important indices.
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