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Wstep

Juz dawno w réznych dziedzinach zycia zwrécono uwage na mozliwosc
wystapienia  obserwacji  nietypowych.  Stosowano rdzne sposoby uniknigcia
niekorzystnych skutkéw spowodowanych przez te obserwacje. Najczesciej eliminowano
obserwacje nietypowe ze zbioru obserwacji. Na przyktad w dyscyplinach sportowych, w
ktorych ocena zawodnika jest srednia ocen zaproponowanych przez kilku sedziow
wprowadzono odpomny estymator sredniej. Aby unikna¢ ewentualnego wplywu
nietypowych obserwacji (np. tendencyjnych ocen niektorych sedzidbw) na ostateczna
oceng, przy obliczaniu $redniej nie uwzglednia si¢ ocen skrajnych: najmniejsze) 1
najwigksze), czyli stosuje si¢ p-uciety estymator sredniej (por. rozdziat 3). Wyznaczenie
obserwacji nietypowych nie zawsze jest jednak tatwe (tak jak w podanym przyktadzie).

Takze w regres)i limowe), od samego poczatku jej stosowania, zdawano sobie
sprawg z istnienia obserwacji nietypowych 1 w rézny sposoéb probowano poradzi¢ sobie z
ich wystepowaniem. W 1805 roku w swej pierwszej publikacji dotyczace) metody
najmniejszych kwadratoéw w odniesieniu do regresji liniowej A. N. Legendre [75] pisat:
"Jesh wsrod tych reszt miektore sa zbyt duze, aby mogty byé uznane za dopuszczalne,
wowczas obserwacje, ktéore odpowiadaja tym resztom powinny by¢ odrzucone, jako
pochodzace z eksperymentow obciazonych duzymi bledami; a nieznane wartosci beda
okreslone na podstawie pozostatych obserwacj, ktore w efekcie dadza o wiele mniejsze
reszty".

Wystepowanie obserwacji nietypowych zmienia 1 wypacza ksztalt zaleznosci
migdzy zjawiskami. Ma to ogromne negatywne znaczenie przy podejmowaniu decyzji czv

prognozowaniu na podstawie takich zaleznosci.
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W szeregach czasowych informacja o pojawieniu si¢ obserwacji nietypowych na
koncu szeregu jest szczegOlnie wazna. Jest to sygnal, ze zmienia si¢ tendencja.
Obserwacja nietypowa jest wtedy punktem zwrotnym w badanym zjawisku.

Nietypowo$¢ obserwacji moze wynika¢ z réznych przyczyn, m. in. z blednego
pomiaru, bledow przy wprowadzaniu danych, czy tez meprecyzyjnego zdefiniowania
badanej zbiorowosci.

Podstawa oceny obserwac) pod katem ich nietypowosci jest analiza merytoryczna.
Zazwycza) pozwala ona wylapa¢ obserwacje mietypowe. Jesh jednak analiza
merytoryczna nie daje rezultatdw, nalezy wtedy =zastosowa¢ analize formalng
(statystyczna).

Praca ta poswiecona jest problemom wystepowania obserwacji nietypowych w
regresji liniowe). Przedstawiono obecny stan wiedzy na ten temat.

Zakres pracy obejmuje dwa rézne metodologicznie podejscia w przezwyci¢zaniu
niekorzystnego efektu dziatania obserwacji nietypowych w analizie regresji. Pierwszy
sposob polega na analizie ex post wyznaczone) regresji. Po oszacowaniu regresji, stosuje
sie metody diagnostyk: obserwacji nietypowych w celu wykrycia tych obserwacji;
nastgpnie usuwa si¢ te obserwacje ze zbioru danych 1 jeszcze raz szacuje si¢ linig regresji
bez wykrytych obserwacji nietypowych.

Drugi sposob polega na wykorzystaniu do szacowania regresji estymatorow
odpornych. Maja one za cel jednoczesnie odnalezienie obserwacji nietypowych 1
oszacowanie regres)i w taki sposob, aby obserwacje nietypowe nie miaty znaczacego
wplywu na estymacje.

W rozdziale 1 uporzadkowatem definicje obserwacji nietypowych. Przedstawilem
znane z literatury 1 zaproponowatem wiasne okreslenie obserwacji nietypowych.

Rozdziat 2 poswiecony jest formalnym metodom diagnostyki obserwac)i
nietypowych. Opisane s3 proste metody diagnostyki (analiza wykresu korelacyjnego,

analiza poszczegblnych zmiennych regresyjnych, klasyfikacja wielowymiarowa 1 analiza
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reszt). Nie spelniaja one nalezycie swego zadania. Dlatego tez przedstawiono metode
oparta na resztach r-normalizowanych. Zaproponowatem tutaj algorytm postgpowania
przy wykrywaniu obserwacj nietypowych za pomoca reszt -normalizowanych.

W kolejnym rozdziale zaprezentowane sa znane z literatury trzy klasy estymatorow
odpomych: M-, L- i R-estymatory. Wszystkie te estymatory opieraja si¢ na wartosciach
reszt. Poniewaz stosowanie reszt w analizie obserwac)i nietypowych nie jest najlepsze,
zaproponowawatem modyfikacje tych estymatoréw 1 przedstawitem wiasng propozycje
estymatora odpornego: estymator L, ktory (Jak si¢ okaze w nastgpnych rozdziatach)
charakteryzuje si¢ dobrymi wynikami.

W celu poréwnania omawianych estymatorow odpornych (znanych z literatury 1
zaproponowanych  przeze mnie) przeprowadzilem  szereg  eksperymentow
komputerowych. Rozdziat 4 zawiera opis tych badan. Wyniki zostaty zamieszczone w
dodatku B. Eksperymenty symulacyjne zostaly wykonane przeze mnie za pomoca
samodzielnie opracowanych 1 oprogramowanych algorytmoéw. Réwniez program, ktory
postuzyt do analizy przyktadow empirycznych zostat opracowany samodzielnie.

Ostatni rozdzial poswigcony jest zastosowaniom opisanych wczesniej metod
diagnostyki  obserwacji nietypowych 1 estymatorow odpornych w naukach
ekonomicznych. Przedstawiono przykiad zastosowania estymatorow odpornych w teoni

portfela papierow wartosciowych.



Rozdzial 1

Obserwacje nietypowe w regresji liniowe;j
i ich wptyw na oceny najmniejszych kwadratow

1.1. WPROWADZENIE.
PODEJSCIE OPISOWE | STOCHASTYCZNE W STATYSTYCE

Na wstepie nalezy zaznaczy¢, ze w kazdym badaniu statystycznym, a zatem
rowniez w regresji mozna przyjqé jedno z dwoch podejsc. Sa to: podejscie stochastyczne
1 podejscie opisowe.

W podejsciu stochastycznym zaklada sie, ze zbior badanych obiektow stanowi
probe losowa pobrang z pewnego znacznie wigkszego zbioru obiektow, zwanego
populacja. Przy tym w podejsciu stochastycznym populacja moze by¢ zbiorem
nieskonczonym lub skonczonym, ale o duzej liczebnosci. Zbior badanych obiektow (czyli
proba) reprezentuje populacje. W podejsciu stochastycznym rozpatrywane zmienne sg
zmiennymi losowymi. Podejscie to moze wynikaé z nieograniczonosci populacji lub z je)
bardzo duzej liczebnosci, duzo wigkszej niz liczebnos¢ proby losowe.

W drugim przedstawianym podejsciu, opisowym, o losowosci proby nic si¢ nie
zaklada. Rozpatrywane zmienne nie s3 losowe, lecz sa zmiennymi w zwykiym sensie.
Innymi stowy, w podejsciu opisowym badacza nie interesuja ewentualne wiasciwosci
stochastyczne zbioru obserwacji. Dla badacza jest to po prostu zbior danych, ktorego

wiasciwosci analizuje, nie wchodzac w nature powstama tych danych.



Jednym z waznych czynnikow rzutujacych na przyjecie przez badacza okreslonego
podejscia w badaniu statystycznym jest sposob otrzymywania danych. W praktyce istnieja
dwa ogolne sposoby otrzymywania danych. Po pierwsze, moga one byc¢ rezultatem
eksperymentu zaplanowanego 1 wykonanego przez cziowieka. Po drugie, zrodiem
danych moze by¢ sprawozdawczos¢ statystyczna, gdzie dane sa rezultatem dziatania
niezaleznego od badacza.

Pierwszy sposob otrzymywania obserwacji spotyka si¢ przede wszystkim w
naukach doswiadczalnych, np. w biologi, fizyce, naukach rolniczych. Wtedy istnieje
mozliwos¢ powtorzenia eksperymentu w dokladnie takich samych warunkach. Nie ma
natomiast mozliwosci powtdrzenia eksperymentu przy stosowaniu drugiego sposobu
otrzymywania obserwacji, polegajacego na korzystaniu z istniejacych danych
statystycznych. Ten drugi sposob jest spotykany przede wszystkim w analizie zjawisk
spoteczno-ekonomicznych.

Podejscie stochastyczne wolno przyjaé przede wszystkim w przypadku badan
eksperymentalnych, tzn. gdy istnieje mozliwo$¢ powtorzenia badania w takich samych
warunkach. Wtedy zbior obserwacji moze by¢ traktowany jako proba losowa, pobrana z
populacji liczace) nieskonczenie wiele obserwacji.

Podejscie opisowe przyjmuje sie z reguty wtedy, gdy mamy do czynienia z drugim
z wymienionych wyzej sposobow otrzymywania obserwacji, tzn. gdy ich zroditem jest
sprawozdawczosc statystyczna.

W przypadku przyjecia podejscia opisowego badacza interesujg przede wszystkim
podstawowe charakterystyki opisujace badany zbior obserwacj, na przykiad wektor
srednich, macierz korelacji, funkcja regresji. Maja one zazwycza) przejrzysta interpretacje
geometryczna.

Nalezy wyraznie podkreslic, ze traktowanie zmiennych jako losowe jest
uzasadnione tylko wtedy, gdy badany zbior obiektow jest proba losowa. Czgsto jednak w

badaniach empirycznych, a zwtaszcza ekonomicznych, rozpatrywany zbior obiektow jest
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jednoczesnie cata populacja. Wtedy populacja jest skonczona, proba jest rowna populacji,
czyll badanie jest wyczerpujace. W takiej sytuacji bardziej uzasadnione jest przyjecie

podejscia opisowego.

W pracy bedziemy zajmowac si¢ regresja liniowa postaci

y=Xa+eg, (1.1)

gdzie:

Y- L oL :
y=|" " | - wektor obserwac)i zmiennej objasniane;,

L Vn
[1 Xi2 X1k
id 1 x2” x’k . . . c e
X= . “ | - macierz obserwacji zmiennych objasniajacych (mamy m
1 xn: xnk

= k-1 zmiennych objasniajacych 1 wyraz wolny),

a,

a=| * |- wektor parametrow regresji,
e=| |- wektor btedow (odchylen).
Po wyznaczeniu regresji (1.1) metoda najmniejszych kwadratow (MNK)

otrzymujemy rownanie:

(1.2)

>
Il

2
1]

gdzie:



y =|” " |- wektor wartosci teoretycznych zmiennej objasnianej modelu (1.1),

a = (X"X)'Xy - wektor ocen parametréw modelu (1.1).
Roznice miedzy wartosciami empirycznymi a teoretycznymi zmiennej objasniane)
sa nazywane resztami, czyli
ei:)“:_)’}: (13)
jest i-ta reszta, gdziei=1,2, ..., n.
Przez i-ta obserwacje uwaza si¢ w pracy wektor
(vi %) = [yi 1 %2 .. x;] (1.4)
skladajacy sie z i-te) obserwacji zmiennej objasnianej oraz i-tych obserwacji zmiennych

objasniajacych.

1.2. OKRESLENIE OBSERWACJI NIETYPOWEJ W REGRESJI

W literaturze statystycznej (por. np. D. S. Moore, G. P. McCabe [81]) przez

obserwacje nietypowa (ang. outlier) rozumie si¢ indywidualng obserwacje, ktoéra nie

pasuje do konfiguracji catego zbioru obserwacji (podejscie opisowe). Inacze; zas jest

okreslona obserwacja nietypowa w regresji. Przez obserwacj¢ nietypowa w regresji (ang.

outlier in the regression) rozumie sie taka obserwacje, dla ktorej otrzymujemy duza
reszte (D. S. Moore, G. P. McCabe [81] s. 185). Tak okreslona obserwacje nietypowa w
regres)i z jedna zmienng objasniajaca przedstawiono w przykiadzie pierwszym!
zobrazowanym na rys. 1.1. Dla obserwacji oznaczonej symbolem 0O otrzymamy duza
reszt¢ (stosujac do estymac)i metode najmniejszych kwadratow) w stosunku do reszt dla

pozostatych obserwaci.

IDane do tego przyktadu jak i do nastepnych znajduja sie¢ w dodatku A.
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W regresji wyrdznia sie jeszcze inny rodzaj obserwacji, ktore zwane sg
obserwacjami wptywowymi (ang. influential obsewatioris). W literaturze (np. D. S.
Moore. G. P. McCabe [81], P. J. Rousseeuw, A. M. Leroy [92]) nie sg one uwazane za
obserwacje nietypowe. Obserwacje uwaza sie za wptywowag jesli w wyniku nieznacznej
zmiany jej wartosci (przesuwania jej) lub usuniecia z danych znacznie zmienia sie

potozenie linii regresji (D. S. Moore, G. P. McCabe [81] s. 185).

Rys. 1.1

3 - m Obserwacje typowe

D Obserwacja nietypowa

[FRY

[FRY
[FRY

W przykiadzie drugim?2 przedstawiono obserwacje wptywowg w regresji z jedng
zmienng objasniajacg (patrz rys. 1.2). Linia regresji oszacowana dla wszystkich
obserwacji (oznaczona na rys. 1.2 linig ciggtg) jest nastepujaca:

y =-0.046x +2.232. (1.5)

Gdy usuniemy z danych obserwacje oznaczong symbolem O, linia regresji réwniez
oszacowana metoda najmniejszych kwadratdéw (oznaczona na rys. 1.2 linig przerywang)

zmienia radykalnie swoje potozenie ijest nastepujaca:

2Dane do przyktadu sg zamieszczone w tab. A.3 w dodatku A.
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y = 2.784x- 0.921. (1.6)

Okreslenie obserwacji nietypowej w regresji nie jest zgodne z o0gdlng definicja
obserwacji nietypowej. Moze bowiem wystepowaé obserwacja, ktéra nie pasuje do
liniowej konfiguracji pozostatych obserwacji a jednoczesnie nie powoduje to powstania
duzej reszty. llustracja takiej sytuacji jest omawiany wczesniej przyktad drugi (rys. 1.2).
Obserwacja oznaczona symbolem O na pewno nie przystaje do pozostatych lecz reszta
(otrzymana po oszacowaniu metoda najmniejszych kwadratéw) dla tej obserwacji jest
mniejsza od reszt otrzymanych dla niektdérych pozostatych obserwacji.

Przyjecie za$ definicji obserwacji wptywowej jako nietypowej tez budzi powazne
watpliwosci. Definicja obserwacji wptywowej jest wzgledna, gdyz zalezy od metody
estymacji. Zastosowanie metody odpornej do estymacji regresji (patrz rozdziat 4)
powoduje, ze obserwacja, ktéra byta wptywowa przy estymacji np. metoda najmniejszych
kwadratéw, przestaje by¢ obserwacjg wptywowa, poniewaz jej wartos¢ nie wptywa (lub
wptywa w bardzo matym stopniu) na wyniki estymacji linii regresji.

W zwigzku z powyzszymi uwagami proponuje nastepujace okreslenie obserwacji
nietypowej, przy czym uwzgledniam tutaj dwa podejScia w analizie danych

statystycznych.



Okreslenie obserwacji nietypowej ze wzgledu na rozktad (wielowymiarowy)

- podejscie stochastyczne:

Obserwacje nazywamy nietypowg, wtedy gdy pochodzi z innej populacji (0 mnym
rozktadzie) niz reszta obserwacji.

- podejscie opisowe:

Obserwacje nazywamy nietypowa, wtedy gdy nie pasuje ona do konfiguracji catego
zbioru obserwacji, nie miesci sie w wypuklym otoczeniu3 pozostatych obserwacji.

Zilustrowano to na rys. 1.3.

Rys. 1.3

Okreslenie obserwacji nietypowej w regresji liniowej

- podejscie stochastyczne:

Obserwacje nazywamy nietypowg w regresji, wtedy gdy nalezy do populacji o
innym warunkowym rozktadzie V wzgledem X. Nietypowos$¢ ze wzgledu na regresje to
szczegOlny porzypadek nietypowosci ze wzgledu na rozktad (w podejsciu

stochastycznym).

3Wypukte otoczenia obiektoéw tworzymy faczac hiperodcinkami wszystkie obiekty.
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- podejscie opisowe:

Obserwacje nazywamy nietypowg w regresji, wtedy gdy nie pasuje ona do linii
regresji. To meprzystawanie do linii regresji pokazano na rys. 1.4. Obserwacje nietypowe
nie mieszcza sie¢ w pewnym otoczeniu linii regresji. Sposob okreslenia tego otoczenia

zostanie przedstawiony w rozdziale 2.

Rys. 14

Obserwacje uznamy za typowa, wtedy gdy nie jest ona obserwacjg nietypowa.

Zgodnie z okresSleniem obserwacji nietypowej (w sensie podejscia opisowego)
zarébwno na rys. 1.1 jak i na rys. 1.2 obserwacje oznaczone symbolem [ sg rozumiane
jako obserwacje nietypowe.

W przyktadzie trzecim4 zilustrowanym na rys. 1.5 przedstawiono sytuacje, w ktorej
jedna z obserwacji oznaczona symbolem 0O jest oddalona od pozostatych. Jest ona

obserwacjg nietypowg ze wzgledu na rozktad wielowymiarowy. Nie jest to jednak

4Dane do przykiadu sg zamieszczone w tab. A.4 w dodatku A.
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obserwacja nietypowa ze wzgledu na regresje, poniewaz lezy na przedtuzeniu linii
regresji.

Natomiast w przyktadzie czwartym5 zilustrowanym na rys. 1.6 przedstawiono
sytuacje, w ktdrej oznaczona symbolem O obserwacja dla kazdej ze zmiennych nie
przyjmuje wartosci odbiegajacych od pozostatych. Jest ona jednak obserwacjg nietypowa
ze wzgledu na regresje, poniewaz odbiega zasadniczo od potozenia linii regresji
wyznaczonej dla pozostatych obserwacji. Jest tez obserwacjg nietypowg ze wzgledu na

rozktad wielowymiarowy.

Rys. 15

5Dane do przykiladu sg zamieszczone w tab. A.5 w dodatku A.
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Rys. 1.6

457

4 - O
35m -

3_

m Obserwacje typowe

D Obserwacja nietypowa

15 -

0.5 -
04

Poréwnujac podane wyzej okreSlenia obserwacji nietypowych ze wzgledu na
rozktad i w regresji mozna wyciggng¢ nastepujace wnioski dotyczace regresji z jedng
zmienng objasniajaca:

- Jesli obserwacja jest typowa ze wzgledu na rozktady brzegowe zmiennych
(objasnianej i objasniajacej), to obserwacja ta moze by¢ zaréwno obserwacjg typowa jak i
nietypowa w regresji (patrz rys. 1.6).

- Jesli obserwacja jest nietypowa ze wzgledu na rozkfad zmiennej objasnianej i
jednocze$nie typowa ze wzgledu na rozktad zmiennej objasniajgcej, to obserwacja ta jest
obserwacjg nietypowa w regresji (patrz rys. 1.1).

- Jesli obserwacja jest nietypowa ze wzgledu na rozktad zmiennej objasniajacej i
jednoczes$nie typowa ze wzgledu na rozklad zmiennej objasnianej, to obserwacja ta jest
obserwacjg nietypowag w regresji (patrz rys. 1.2).

- Jesli obserwacja jest nietypowa ze wzgledu na rozklady brzegowe zmiennych
(objasnianej i objasniajacej), to obserwacja ta moze by¢ zaréwno obserwacjg typowa

(patrz rys. 1.5) jak i nietypowa w regresji (patrz przyktad piaty6 zilustrowany na rys. 1.7).

6Dane do przyktadu sg zamieszczone w tab. A.2 w dodatku A.
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Rys. 1.7

m Obserwacje typowe

D Obserwacja nietypowa

10 12 14

Poréwnujac za$ okreslenia obserwacji nietypowych i wptywowych w regresji z
literatury z podanym przeze mnie okresleniem obserwacji nietypowych w regresji mozna
doj$¢ do wniosku, ze zaproponowane przeze mnie okreslenie obserwacji nietypowych
zawiera zaréwno obserwacje nietypowe jak i wplywowe. Jest wiec rozszerzeniem
literaturowego  pojecia  obserwacji  nietypowych o  obserwacje  wplywowe.
Zaproponowana przeze mnie definicja okreSla obserwacje nietypowag od strony
przyczyny, ktora lezy u podstaw jej zaliczenia do grona obserwacji nietypowych.
Definicje literaturowe okreslajg obserwacje nietypowe i wptywowe od drugiej strony, od
strony skutkéw, ktére one wywotuja.

Obserwacje nietypowe moga zatem powodowaé nastepujgce niekorzystne skutki:

- relatywnie duze reszt}' przy stosowaniu metody najmniejszych kwadratéw
(przyktad pierwszy, patrz rys. 1.1),

- Znaczng zmiane wartosci ocen parametrow linii regresji po usunieciu obserwacji
nietypowej ze zbioru danych (przykiad drugi, patrz rys. 1.2).

Moze zdarzy¢ sie wystgpienie obu tych skutkéw jednocze$nie. Sytuacje taka

zaprezentowano w przyktadzie piatym (patrz rys. 1.7).
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W Iiteraturze statystycznej wystepuje jeszcze jedno okreslente o podobnym

znaczeniu do nietypowosci - niejednorodnos$¢ zbioru obserwacji. Przytoczymy tutaj z

literatury (patrz K. Jajuga [52]) definicje zbioréw jednorodnych dla obu przyjetvch
podejs¢ w badaniu statystycznym 1 porownamy z pojeciem nietypowosci.

Okreslenie jednorodnosci (eliptycznej) zbioru obserwacii ze wzgledu na rozklad

- podejscie stochastyczne:

Zbi6r obserwacji jest (ehptycznie) jednorodny, gdy moze by¢ traktowany jako
proba losowa pochodzaca z jednej populacji (o rozktadzie eliptycznym).

- podejscie opisowe:

Zbior obserwacji jest (eliptycznie) jednorodny, gdy rozpatrywany jako zbior
punktow w przestrzeni wielowymiarowej tworzy w niej zwartg figure (o ksztalcie
zblizonym do hiperelipsoidy) wraz z wnetrzem.

Okreslenie jednorodnosci zbioru obserwaciji w liniowej regresji

- podejscie stochastyczne:

Zbior obserwac) jest jednorodny w sensie liniowe) regresji, gdy moze byc
traktowany jako proba losowa pochodzaca z jednej populac) o rozktadzie, dla ktérego
regresja (tzn. wektor srednich rozktadu warunkowego) jest funkcja liniowa.

- podejscie opisowe:

Zbi6r obserwaci jest jednorodny w sensie liniowej regresji, gdy rozpatrywany jako
zbi6r punktow w przestrzen: wielowymiarowej tworzy w niej zwartg figure o takim
ksztalcie, ze figura ta moze by¢ dobrze aproksymowana m-wymiarowa hiperptaszczyzna
(gdzie m jest liczba zmiennych objasniajacych).

Pojecie jednorodnosci, zwlaszcza w podejsciu opisowym, jest Scisle zwiazane z
pojeciem odlegtosci: jesh zbior jest jednorodny, wowczas odleglosct wszystkich
obserwacji od pewnej charakterystyki zbioru sa niewielkie. W przypadku jednorodnosci
eliptyczne] ta charakterystyka zbioru jest wektor srednich, a stosowana jest odlegiosc

Mahalanobisa. W przypadku jednorodnosci w sensie regresji liniowej ta charakterystvka
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zbioru jest hiperptaszczyzna, zwana hiperptaszczyzna regresji, a stosowana jest dowolna
odlegtos¢ Minkowskiego (np. euklidesowa lub "miejska") obserwacji od te
hiperptaszczyzny, mierzona wzdtuz osi zmiennej objasniane;.

Poréwnujac pojecie obserwac)i nietypowych z okresleniem zbioru niejednorodnego
ze wzgledu na rozklad, nalezy zauwazy¢ ich zbieznos¢. W liniowe) regres)i zas
(zwlaszcza w podejsciu opisowym) pojecie niejednorodnosci jest zgodne z okresleniem
nietypowosci preferowanym w literaturze statystycznej. Jezeli bowiem niejednorodnosc¢
bedziemy mierzy¢ za pomocg odlegtosci od hiperptaszczyzny regresji to obserwacje
nietypowe posiadaja wtedy duze reszty. Pojecie niejednorodnosci nie uwzgledna wiec
obserwacji wptywowych. Zbior obserwacji w regres)i bedzie jednorodny, mimo ze
wystapig obserwacje wpltywowe (przykiad drugi, patrz rys. 1.2).

Waznym problemem zwiazanym z obserwacjami nietypowymi jest okreslenie, ile
moze by¢é obserwacji nietypowych. Samo pojecie nietypowosci kojarzy sie z mala
liczebnoscia. Stownik jezyka polskiego okresla nietypowy jako "rzadko wystepujacy” (M.
Szymczak [100] t. 2, s. 366). Oczywiscie obserwacji nietypowych musi by¢ mniej niz 50
% wszystkich obserwacji. Jesli bowiem mamy wiecej obserwacj nietypowych, to sytuacje
nalezy odwroci¢ 1 te obserwacje uznac za typowe a pozostale za nietypowe. Wieksza
frakcja obserwacj nietypowych moze takze swiadczy¢, ze wystepuja dwie lub wiece) klas
regresji linnowych, tzn. ze obserwacje uznane za nietypowe tworza inne linie regresji. W
takim wypadku najpierw powinno sie przeprowadzi¢ klasyfikacje (ze wzgledu na regresje
linlowa) a dopiero pozniej szacowac dla poszczegolnych klas funkcji regresji 1 dla klas

przeprowadzac badanie pod katem obserwacji nietypowych.

1.3. ANALIZA WRAZLIWOSCI OCEN ESTYMATOROW

W literaturze wymienia si¢ rozne pozadane wiasnosci estymatorow. Przykiadowo J.

Jakubczyc [56] podaje nastepujace wiasnosci "dobrych" estymatorow: nieobcigzonosc.
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efektywnos¢, minimaksowos¢, dopuszczalnosé, niezmienniczos¢, zgodnos¢, odpornosc.
Dobry estymator powinien si¢ charakteryzowa¢ takze mala wrazliwosciq na
wystepowanie w danych obserwacji nietypowych. Oznacza to, ze powinien by¢ stabilny
w sensie wzglednie matych reakcji ocen parametrow na mate zmiany w zbiorze
obserwacji. Do badania tego typu wrazliwosci wykorzystuje sie¢ dwie koncepcje. Jedna z
nich jest okreslona mianem funkcji wptywu. Druga jest oparta o pojecie tzw. punktu

zatamania.

1.3.1. Funkcja wplywu

Koncepcja funkcji wptywu (ang. influence function lub influence curve) zostala

opracowana przez F. R. Hampela [39]. Ideg konstrukcji funkcji wplywu jest mierzenie
skutkow wprowadzania nowych obserwacji na wartos¢ estymatora. Jest ona okreslona w
nastgpujacy sposob:

Niech 7 bedzie estymatorem okreslonym dla zbioru obserwacp Z a F -
empiryczng dystrybuanta Z (7 (F) = T). Woéwczas mozemy analizowaé wiasnosci
estymatora 7 badajac reakcje 7 (F) na zaktocema F. Polega to na oddzieleniu w zbiorze
Z obserwacj1 "ztych" o matym prawdopodobienstwie (frakcji) € 1 dystrybuancie A. od
"dobrych" o frakcji 1 - € 1 dystrybuancie F. W zwiazku z tym konstruuje si¢ mieszanke
dystrybuant F, = (1 - €)F + €A.. Przy powyzszych okresleniach? funkcje wptywu /F
definiuje si¢ w sposob nastepujacy:

IF (T, Z):limw’

£0 £

(1.7)

jezeli ta granica istnieje dla zbioru Z.

TPrecyzyjniej okreslone zatozenia sa podane np. w pracy F. R. Hampela i in. [25].
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Funkcje wptywu dla miar polozenia: sredniej arytmetycznej, p-ucigte) sredniej® i
mediany zostaly pokazane na rys. 1.8.

Funkcje wplywu sa wykorzystywane do badamia asymptotycznych wiasnosci
estymatorow, ich poréwnywania oraz konstruowania odpornych modyfikacji znanych
metod estymacji. Funkcje wplywu /F wykorzystuje ste takze do okreslania kierunku 1 sity
zaleznosci ocen parametrow od pojedynczych obserwacji.

Na podstawie funkcji wptywu definiuje sie tzw. maksymalng wrazliwos¢ (ang.

gross-error-sensitivity) okreslona jako maksimum funkcji wplywu:

: (1.8)

y'(T, F) = max|IF (T, Z)

gdzie:
y*(T, F) - maksymalna wrazliwos¢,

| | - norma.

8Srednia ta jest obliczana w nastepujacy sposob: najmniejsze 1 najwigksze p

obserwacje nie s3 brane pod uwage przy liczeniu sredniej.
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Rys. 1.8
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2 | e

/ p-ucieta Srednia

T / mediana

2

$rednia arytmetycza

W zwiazku z 1degq funkcji wpitywu powstata koncepcja tzw. estymatorow o

ograniczonej wptywowosci (lub inaczej o ograniczonej funkcy wplywu) (ang. bounded -

influence estimators). Estymatory takie posiadaja pozadang odpomos¢ w sensie wartosci
funkcp wptywu. Estymatory takie rozwazali m. in. W. S. Krasker 1 R. E. Welsch [71]
oraz F. R. Hampel [39].

1.4.2. Punkt zatamania

Inng charakterystyka opisujaca wrazliwos¢ estymatora na wystepowanie obserwacji

nietypowych jest tzw. punkt zatamania (ang. breakdown point) zaproponowany rowniez

przez F. R. Hampela [38]. Punkt zalamania estymatora okresla si¢ nastepujaco:
Niech 7 oznacza, tak jak poprzednio, estymator a Z' - zmeksztalcony
(zanieczyszczony) zbior obserwac)i Z powstaly przez zastapienie pewnych / (wektorow)

obserwacji przez wartosci dowolne (tzn. jak najbardziej nietypowe). Wtedy



bias(l;T, Z) = squT(Z) -7(Z )l

, (1.9)

bedzie maksymalnym obciazeniem spowodowanym przez znieksztatcony (zakidcony)
zbi6r obserwacji Z', przy czym supremum jest liczone po wszystkich mozliwych Z'. Jesh
bias(l;, T, Z) jest nieskonczone, to znaczy, ze [/ obserwacji nietypowych moze
powodowac dowolna wartos¢ estymatora 7. Punktem zatamania €*(7, Z) estymatora T

jest wartoscé

e(T,Z)= min{i; bias(l; T, Z) jest nieskor’xczony}. (1.10)

n
Innymi stowy, punkt zatamania jest to najmniejsza frakcja obserwacj nietypowych
w zbiorze wszystkich obserwacj, ktéra powoduje, ze estymator 7 (Z') przyjmuje
wartosci dowolnie dalekie od 7 (Z). Wiasnos¢ odpornosci posiadaja takie estymatory, dla
ktorych punkt zatamania jest wigkszy od zera a mozliwie bliski 0.5. Dla przyktadu srednia
arytmetyczna ma punkt zatamania réwny O, dla p-ucietej Sredniej punkt zatamania wynosi
p/n a dla mediany 0.5. W regresji punkt zatamania dostarcza nam informacji przy jakie)
maksymalne] frakcji obserwac)i nietypowych szacowanie parametrow linii regresji jest
jeszcze uzyteczne, tzn. dobrze opisuje badang strukture.
W regresji (z jedna zmienna objasniajaca) szacowanej metoda najmniejszych
kwadratow wystarczy jedna obserwacja nietypowa aby ocena jednego parametru przyjela
dowolna warto$¢ a dwie obserwacje nietypowe moga spowodowac otrzymanie obu

dowolnych ocen parametréw. Punkt zalamania dla metody najmniejszych kwadratow

WYynosi

. 1
a(T~Z)=,—7 (1.11)

1 dazy do zera wraz ze wzrostem liczby obserwacji do nieskonczonosci. Dlatego tez

punkt zatamania wynosi 0%.



W zwiazku z 1dea punktu zalamania powstata koncepcja estymatorow o jak
najwigkszej wartosci punktu zatamania (jak najblizszej 0.5). Estymatory takie oparte sa
najczescie) na statystykach pozycyjnych, np. na medianie (patrz rozdziat 3).

Roznica miedzy koncepcjami funkcji wptywu 1 punktu zatamania jest zasadnicza
(patrz rys. 1.9). Funkcja wplywu odpowiada na pytanie, jaki wptyw na estymacj¢ bedzie
miata pojedyncza obserwacja nietypowa (¢ — 0). Koncepcja punktu zatamania zas
odpowiada na pytanie, ile maksymalnie moze by¢ obserwacji nietypowych (e — 0.5). aby
estymator nie zatamal sig¢, abysmy otrzymali adekwatne oceny parametréw, co oznacza,
ze obserwacje nietypowe nie maja znaczacego wpltywu na estymacje. Mozna powiedzied,
ze punkt zalamania mierzy globalng niezawodno$¢ estymatora na wystgpowanie
obserwacji nietypowych.

Te dwa podejscia zobrazuymy na przykiadzie uginajacego si¢ mostu: funkcja
wplywu mierzy efekt nieskonczenie matych znieksztalcen mostu, punkt zatamania
informuje jak duze musi byc znieksztatcenie aby most zawalit si¢.

Badanie wilasnosci odpornosci estymatorow za pomoca analizy odpowiadajacych
im funkcji wptywu oraz punktow zatamania stanowi nowy trend w dziedzinie diagnostyki

procedur 1 danych statystycznych.
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Rys. 1.9. Ekstrapolacja estymatora

Istniejg dwa rézne metodologicznie podejScia w przezwyciezaniu niekorzystnego
efektu dziatania obserwacji nietypowych w analizie regresji. Pierwszy sposob polega na
analizie ex post oszacowanej regresji. Po oszacowaniu regresji, stosuje sie metody
diagnostyki obserwacji nietypowych w celu wykrycia tych obserwacji; nastepnie usuwa
sie te obserwacje ze zbioru danych ijeszcze raz szacuje sie linie regresji bez wykrytych
obserwacji nietypowych. Metody diagnostyki obserwacji nietypowych sg omoéwione w
rozdziale 2.

Drugi sposob polega na wykorzystaniu do szacowania regresji estymatorow

odpornych (patrz rozdziat 3).
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Rozdzial 2

Diagnostyka obserwacji nietypowych

2.1. WPROWADZENIE

Diagnostyka obserwacji nietypowych dostarcza nastepujacych informacy (1.
Konarzewska [62]):

- o wiarygodnosci wnioskow, ktére mozna wyciagnaé na podstawie oszacowane]
linn regres;i,

- o celowosci dalszego wnioskowania na podstawie ocen charakteryzujacych si¢
duza niestabilnoscia przy usuwaniu z proby pojedynczych obserwac,

- 0 wystepowaniu w zbiorze obserwacji punktow nietypowych, znacznie odlegtych
od pozostalych, co daje podstawe do okreslema przedzialdéw wartosct zmiennych
objasniajacych modelu, dla ktérych nie nalezy uogolnia¢ wnioskow phynacych z regresji.

Zastosowanie statystycznych metod diagnostyki obserwacji nietypowych powinna
poprzedza¢ analiza merytoryczna pod katem wystepowania obserwacji nietypowych.
Przyktadem niech bedzie model konsumpcji Polski w latach 1961-1985 (omawiany w
pracy I. Konarzewskiej [62]):

y=a, +a,x, +ax,, (2.1)
gdzie:

y - konsumpcja z dochodéw osobistych ludnosci,

X, - dochody ludnosct,
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x3 - przyrost bezwzgledny dochodéw ludnosci w roku biezacym w stosunku do

roku poprzedniego.

Dane do przyktadu s3 zamieszczone w tab. 2.1.

Tabela 2.1
rok y X7 X3
1961 1276.55 1433 .80 74.11
1962 1319.05 1477.09 43.29
1963 1380.55 1549.57 72.48
1964 1441.07 1624.51 74.94
1965 1525.16 1723.13 98.62
1966 1614.45 1846.88 123.75
1967 1692.87 1930.76 83.88
1968 1799.50 2047.53 116.77
1969 1878.27 2134.40 86.87
1970 1952 .49 2197.55 63.15
1971 2089.44 2402.67 205.12
1972 2273.32 2694.10 291.43
1973 2467.15 297234 278.24
1974 2633.85 3183.18 210.84
1975 2938.42 3501.49 318.31
1976 3193.14 3735.95 234.46
1977 3402.53 3971.41 235.46
1978 343539 4023.10 51.69
1979 3547.04 4147.16 124.06
1980 3651.20 4275.89 128.73
1981 3503.70 4455 .30 179.41
1982 2989.50 3684.80 770.50
1983 3176.00 3734.90 50.10
1984 3295.10 3837.80 102.90
1985 3361.00 4031.23 193 .43

Z powodu drastycznego spadku dochodow rok 1982 zdecydowanie odbiega od
pozostatych. W zwiazku z tym juz na podstawie tylko tych informacji nalezy uznaé ten

rok za nietypowy 1 nie bra¢ pod uwage przy analizie konsumpcji Polski.
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2.2. METODY DIAGNOSTYKI OBSERWACJI NIETYPOWYCH
W REGRESJI LINIOWEJ

2.2.1. Proste metody diagnostyki

Najprostszym sposobem wykrywania obserwacji nietypowych (nie tylko w regresji)

jest analiza wykresu rozrzutu obserwacji. Niestety moze ona by¢ stosowana efektywnie

wtedy, gdy w regres)i wystepuje tylko jedna zmienna objasniajaca. W przypadku regresji
wielorakie) stosuje sie wprawdzie wykresy par wszystkich zmiennych wystepujacvch w

modelu, jednak liczba wykreséw rosnie bardzo szybko przy wzroscie liczby zmiennych

(przy m zmiennych bedzie dokladnie (:’):L”;_l_)

-—

wykreséw). Analiza takich

wykresow nie daje pewnosci wykrycia wszystkich obserwacji nietypowych, moze
bowiem wystgpowal obserwacja nietypowa widoczna dopiero w przestrzeni
troywymiarowej lub w jeszcze wigkszym wymiarze.

Prostym sposobem  wykrywania obserwacji nietypowych jest analiza

poszczegdlnych zmiennych wystepujacych w modelu pod katem wystepowania

obserwacji nietypowych. Mozna tatwo stwierdzi¢ czy istnieja obserwacje nietypowe ze
wzgledu na kazda ze zmiennych oddzielnie wystepujacych w modelu (por. np. E. Trybus
[102]). Jednak to, ze obserwacja jest nietypowa dla ktorejs ze zmiennych nie implikuje
tego, ze jest ona nietypowa ze wzgledu na regresje. Taka sytuacja zostata juz pokazana w
przykiadzie trzecim (patrz rozdzial 1, rys. 1.5). Obserwacja oznaczona symbolem 0O jest
nietypowa ze wzgledu na obie zmienne X1 Y. Nie jest to jednak obserwacja nietypowa w
regresji. Sytuacja odwrotna jest rowniez mozliwa. To, ze nie ma obserwacji nietypowych
ze wzgledu na kazda zmienng osobno, nie oznacza, ze nie ma obserwacji nietypowych w

regres|i. Ilustracja tego jest omawiany juz w rozdziale 1 przyktad czwarty (patrz rys. 1.6).
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Obserwacja oznaczona symbolem O nie jest nietypowa ze wzgledu na kazda zmienng z
osobna. Jest jednak obserwacja nietypowa w regresji.
Innym sposobem wykrywania obserwacji nietypowych moze by¢ zastosowanie

metod klasyfikacji wielowymiarowe] (przyktadowo taksonomi wroctawskiej K. Florka 1

innych [30]). Przydziela one do osobnych klas obserwacje nietypowe. Metody
klasyfikacji wielowymiarowej; maja jednak jedng wade. Moga wydzielac w oddzielne
klasy obserwacje, ktore nie sa nietypowe w regresji, bowiem metody te wyodrebniajg
obserwacje nietypowe ze wzgledu na rozktad wielowymiarowy. Przyktad takiej sytuacji
jest zilustrowany na rys. 1.5. Obserwacja oznaczona symbolem O jest obserwacja typowa
w regresji. Moze jednak przez metody klasyfikacji wielowymiarowej zosta¢ wydzielona
do oddzielnej klasy! z powodu oddalenia od pozostatych obserwacji.

Sposobem uniknigcia wad metod klasyfikacji wielowymiarowe) jest dokonanie
podziatu zbioru obserwacji na klasy, a nastepnie wyznaczenie osobnej regresji liniowej

dla kazdej klasy. Mamy wtedy do czynienia réwniez z klasyfikacja wielowymiarowg ale

ze wzgledu na regresje liniowa.

K. Jajuga [S2] przedstawia metode klasyfikacji ze wzgledu na regresje liniowa.
Metoda ta jest naturalnym uogoélnieniem metody najmniejszych kwadratow 1 polega na
minimalizacj wyrazenia:

1
Dy, -Xa) (y,-Xa)), 2.2
J=1

gdzie:

/ - liczba klas,

X - macierz obserwacji zmiennych objasniajacych dla obserwacji nalezacych do j-
te klasy,

¥; - wektor obserwacji zmiennej objasnianej dla obserwacji nalezacych do j-tej

klasy,

1To zalezy od metryki.
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a; - wektor wspotczynnikow regresji dla j-tej klasy obserwacji.

Wektory wspotczynnikow regrespi liniowej dla poszczegolnych klas obserwacji
dane sa wzorem:

a, =(X]X,)"'X]y,. (2.3)

Jak wida¢, wektor wspotczynnikow regres)i j-tej klasy powstaje przez wyznaczenie
regresji metoda najmniejszych kwadratow na podstawie obserwacji nalezacych do tej
klasy. W praktyce oczywiscie klasyfikacja obserwacji jest nieznana, przeto wzor (2.3) nie
moze byc zastosowany w sposob bezposredni. Mozna natomiast zastosowaé nastepujacy
algorytm iteracyjny:

1. Wyznacza si¢ (w dowolny sposob) klasyfikacje poczatkowa zbioru obserwaci.

2. W kazdej 1teracji algorytmu wyznaczane sa kolejno:

- wektory wspotczynnikdw regres)i dla poszczegodlnych klas;

- kwadraty reszt;

- nowg klasyfikacje zbioru obserwacji otrzymang za pomoca nastepujacej reguty: i-
ta obserwacja jest przydzielana do j-tej klasy, gdy kwadrat reszty i-tej obserwacji dla tej
klasy jest najmniejszy w stosunku do innych klas.

3. Procedure iteracyjna kontynuuje sie¢ do momentu, gdy klasyfikacje otrzymane w
dwoch kolejnych iteracjach sa takie same.

Metoda klasyfikacji ze wzgledu na regresje ma jednak powazna wade. Mozna )a
stosowac tylko wtedy gdy wystepuje co najmniej tyle obserwacji nietypowych co
parametrow regresji. Mozna ja stosowac, zwlaszcza wtedy gdy stwierdzimy w inny
sposob, ze wystepuje duzo obserwacji nietypowych.

Czesto stosowanym sposobem wykrywania obserwacji nietypowych jest analiza
reszt modelu. Mozna by si¢ bylo spodziewaé, ze obserwacje o relatywnie wysokich
bezwzglednych wartosciach reszt s nietypowe. Sytuacja taka jest przedstawiona w

przyktadzie pierwszym (patrz rozdzial 1, rys. 1.1). Moze jednak wystepowac obserwacja



nietypowa w regresji, dla ktorej reszta jest mata. Byfa juz o tym mowa w rozdziale 1.
Reszty modelu nie moga wigc by¢ jednoznacznym kryterium uznawania obserwac) za

nietypowe.

2.2.2. Metoda oparta na resztach t-normalizowanych

Istotng przyczyna stosowanmia diagnostyki regresji pod katem wykrywania
obserwacji nietypowych jest fakt, ze nie wszystkie obserwacje w zbiorze wszystkich
obserwacji odgrywaja jednakowg role w okreslaniu wartosci ocen parametrow. W
regres)i liniowe) hiperptaszczyzna regresji moze by¢ okreslona przez kilka obserwacji, a
pozostate obserwacje moga by¢ bardzo mato istotne. Bardzo czgsto wiasnie obserwacje
nietypowe decyduja o potozeniu linui regresji. Przedstawiono to juz w przykiadzie drugim
(patrz rozdziat 1, rys. 1.2). Obserwacja nietypowa istotnie wptyneta tutaj na potozenie
linii regresji. Narzedziem stosowanym do wykrywania takich obserwacji jest macierz
rzutowania (ang. hat matrix).

Macierz rzutowania (wektora y na podprzestrzen rozpieta na kolumnach macierzy

X) okreslona jest w nastepujacy sposob:

H=X(X"X)"X", (2.4)
gdzie:
h, h. h,,
H= R hon | macierz rzutowania.
hohe b,
Poniewaz
y=XX'X)"X"y, (2.5)
zatem
y= Hy, (2.0)
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lub inaczej
V=2 hy,. 2.7
J=1

Z wzoru (2.4) wida¢, ze macierz rzutowania zalezy tylko od wartosci
wystepujacych w macierzy obserwacji zmiennych objasniajacych X.

Elementy diagonalne h;; = h; (i =1, 2, ..., n) tej macierzy odgrywaja wazna rol¢ w
diagnostyce obserwacji nietypowych w regresji. Wielkos¢ i-tego elementu gtowne;
przekatnej macierzy rzutowania (czyh A;) okresla bowiem wplyw i-tej obserwacji na
oceny parametrow regresji.

Dla ilustracji roli elementow diagonalnych macierzy rzutowania na estymacje,
zauwazmy, korzystajac z (2.7), ze jesh dodamy przyrost Ay; do y; przy zalozeni, ze

wszystkie inne sktadowe wektora y nie ulegnga zmianie, czyli

—yl 1707
Yia 0
Vi |*+AY | (2.8)
yi+1 O
LY.l L O]

to przyrost wartosci teoretycznej zmiennej objasniane) dla i-tej obserwacji wynosi:
Aj}r :hiAyi’ (29)
czyli jest wprost proporcjonalny do odpowiedniego elementu z gtownej przekatne;
macierzy H.
Aby przyjrze¢ si¢ lepiej wplywow: danej obserwacji na estymacj¢, usuniemy na

chwile ze zbioru wszystkich obserwacji i-t3 obserwacje. Oznaczmy odpowiednio:

)
(19)



1 x, X\ X,
_ 1 x_, X, ) X, , : .. ‘ .
X(@i) = = - macierz obserwacji zmiennych objasniaja-
] 1+1.2 x,+1.2 '1*1
L l xn2 xnk J L xn a

cych bez i-tej obserwac)i,

a(i) - wektor ocen parametrow regresji oszacowanej dla zbioru obserwacj bez i-tej
obserwacji.

Wykorzystujac formute usuwania kolumn Shermana-Morrisona-Woodbury'ego

(por. C. R. Rao [87]) mozna napisac:
(X'X)"'x7x,(X"X)"

(X7 (OXE)" = (X7X)" + o

(2.10)

Korzystajac z powyzszego wzoru mozemy pokaza¢ (dokiadne obliczenia
zamieszczone s3 w pracy R. G. Millera [78]) jak zmienia si¢ wektor ocen parametréw a
pod wplywem usunigcia i-tej obserwac)i ze zbioru wszystkich obserwacji (oczywiscie,
gdy h; # 1) (D. A. Belsley, E. Kuh, R. E. Welsch [12]:

(X7X)"x]

a(i)=a- -

e, (2.11)

gdzie e; jest i-ta reszta otrzymang metoda najmniejszych kwadratow dla wszystkich
obserwacji (takze z i-t3 obserwacja).
Analogicznie mozna uzyska¢ wzory na réznice miedzy wartosciami teoretycznymi

zmiennej objasnianej spowodowana usuni¢ciem i-te) obserwacji:

X(X™X)"'x] .

Xa(i)=y- , 212
(1) =3 Th e (2.12)
rTwr\-1.7T
- \ R /
x,a(i)=y, _—x,(k X) X, e, =y — i e (2.13)

1-h

1-h ,
Wzor (2.11) mowi, ze usunigta obserwacja (y;, X;) zmienia wartos¢ oceny

estymatora a o wektor proporcjonalny do (X”X)'x]. Stala proporcji jest wyrazenie

‘s
(93]



%. Pozostale dwa wzory (2.12) 1 (2.13) wyrazaja te samg zalezno$¢. Z ostatniego

wzoru mozna wyciagnac jednoczesnie wniosek, ze do okreslenia wplywu i-tej obserwac
na y, wystarczy znac reszte e; 1 element diagonalny h; odpowiadajacy tej obserwacii.
Poniewaz macierz rzutowania jest macierza symetryczng i1 idempotentng, elementy
z gltownej przekatnej h; (gdzie i = 1, ..., n) przyjmuja wartosci z przedziatu [0, 1]. Z
innych wilasnosci macierzy rzutowania (patrz nizej) mozna ograniczy¢ t¢ rozpigtos¢ do

przedziatu l:—, 1}. Im blizsze jednosci sa wartosci h;, tym wigksze mogga by¢ zmiany w
n

estymacji regresji, nawet gdy odpowiednia reszta e; jest mata. Tak wigc usunigcie
obserwacji, dla ktorej h; jest duze, moze znacznie zmieni¢ rezultaty estymacji metoda
najmniejszych kwadratow.

Elementy diagonalne macierzy rzutowania moga byc takze interpretowane jako
odlegtosci migdzy i-ta obserwacja zmiennej objasniajacych x; a wektorem srednich dla
tych zmiennych X . Rozpatrzmy przykiad prostego modelu z jedna zmienng objasniajaca.

Wtedy elementy diagonalne macierzy rzutowania przyjmuja wartosci:

1 n n .-
D (x,-X)
J=1
Wzor ten okredla odleglos¢ migdzy x; a X. Roznica miedzy elementami
diagonalnymi macierzy rzutowania a kwadratem odlegtosci Mahalanobisa jest

nastepujaca:

MD; =(n- 1)(11, —l) (2.15)

n
gdzie MD: jest kwadratem odlegtosci Mahalanobisa.
Elementy gltownej przekatnej macierzy H informuja jak bardzo dana obserwacja

rozni si¢ od sredniej.



Najmniejszg warto$¢ réwng — warto$¢ diagonalna hj moze przyja¢ gdy /-ta
n

obserwacja jest rowna S$redniej. Wielkosci hj bliskie jednosci moga wystapi¢ gdy dana
obserwacja jest bardzo oddalona od S$redniej i jednocze$nie od wszystkich innych
obserwacji. Wida¢ zatem, iz wartosci diagonalne macierzy rzutowania sg szczegOlnie
czute na pojedyncze obserwacje nietypowe. W przypadku wystgpienia dwoch lub wiecej
takich obserwacji wartosci hj nie bedgjuz tak duze.

Wiasno$é te przedstawiono w przykfadzie sz6stym2 zilustrowanym na rys. 2.1. W
przyktadzie tym jest szesnascie obserwacji, z ktdrych dwie: pierwsza i ostatnia (szesnasta)
sg obserwacjami nietypowymi (obserwacje uporzadkowano weditug rosnacej wartosci
zmiennej objasniajacej). Odpowiednie wartosci diagonalne z macierzy rzutowania dla
tych obserwacji wynosza: h\ = 0.485 i *16 = 0.485. Gdy jednak rozpatrywano zbidr
obserwacji tylko z jednag obserwacjg nietypowa uzyskano znacznie wieksze wartosci
diagonalne macierzy rzutowania h\ = 0.736 (gdy usunieto ze zbioru obserwacji ostatnig

obserwacje) i *16 = 0.736 (dla zbioru obserwacji bez pierwszej obserwacji).

Rys. 2.1
8 .
7 - .. .
6 i . . n
Swm O [ | [ |
Y4
3 1 - . m Obserwacje typowe
21 D Obserwacja 1- nietypowa
11 ¢ Obserwacja 16 - nietypowa
+ 1 L b L L 1
€ T F ¢ T - ———- [T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16
X

2Dane do przykitadu znajduja sie w dodatku A w tab. A.6.
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W zwiazku z ta wlasnoscia postgpowanie przy wykrywaniu obserwacji

nietypowych za pomoca macierzy rzutowania powinno by¢ przeprowadzone wediug

schematu zobrazowanego na rys. 2.2.
Rys. 2.2,

Schemat postepowania przy wvkrywaniu obserwacji nietypowych za pomoca macierzy rzutowania

Ustalenie wartosci krvtvcznej h*

Szacowanie linii regresji

Analiza elementow diagonalnych macierzy rzutowania

TAK Usuwanie i-te] obserwacii
o najwi¢gkszym h ;

NIE

(Step)

Najtrudniejszym elementem tego postgpowania jest okreslenie krytvcznego
poziomu A;, ktory informuje o tym, ze i-ta obserwacja jest nietypowa. W literaturze

proponuje si¢ rozne zasady okreslania wartosci krytycznej 4*. Poniewaz przecigtna

wartos¢ h; wynosi ua (gdy mamy m zmiennych objasniajacych w modelu przyv n
n

obserwacjach) D. C. Hoaglin i R. E. Welsch [46] zaproponowali poziom krytyczny h*

wynoszacy ZE, zas P. F. Velleman 1 R. E. Welsch [103] wyzszy poziom rowny trzem
n
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przecietnym wartosciom 32 P J. Huber [49] podzielit mozliwy przedzial wartosci 4; na
n

trzy czesci 1 przyjat

-h; € [l, 0.2:' Jjako bezpieczne,
n

- h; € (0.2, 0.5] jako ryzykowne,

- h; € (0.5, 1] jako niedopuszczalne.

Jesli h; przyjmie wartos¢ 1, wtedy y, jest rowne y; 1 w konsekwencji reszta jest
rowna zeru (e; = 0). Innymi stowy jesli A; = 1, to oszacowana linia regresji przechodzi
przez i-ta obserwacje. Kiedy wigc h; jest duze, bliskie jednosci, wtedy i-ta reszta jest
niemal rowna zeru. Chociaz wiec i-ta reszta otrzymana podczas estymacji metoda
najmniejszych kwadratow jest bliska zeru, nie mozna jednoznacznie stwierdzi¢ czy ta
obserwacja jest nietypowa. Jednoczesnie jesh h; = 1, to, po wyeliminowaniu i-te
obserwacji ze zbioru obserwacji nie jest mozliwe w ogole oszacowanie modelu za
pomocg metody najmniejszych kwadratow (macierz X jest wtedy osobliwa).

Analiza reszt 1 elementéw diagonalnych macierzy rzutowania to metody
diagnostyki obserwacji nietypowych, ktore wykrywaja wszystkie niekorzystne skutki
spowodowane przez obserwacje nietypowe (relatywnie duze reszty 1 znaczne zmiany
potozenia linu regresji po usunigciu obserwacji nietypowej ze zbioru wszystkich
obserwacji). Proponuje si¢ wiec potaczenie dwoch powyzszych sposobow wykrywania
obserwacji nietypowych. W tym celu mozna zastapi¢ reszty otrzymane metoda

najmniejszych kwadratow przez tzw. reszty standaryzowane (ang. standardized

residuals, internally studentized residuals R. D. Cook, S. Weisberg [24]):

el —2 (i=1,2,..,n) (2.16)

gdzie:
e’ - reszta standaryzowana dla i-tej obserwacji,

e, =) —J Jesti-ta reszta otrzymana metoda najmniejszych kwadratow,
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s - odchylenie standardowe reszt, czyli

1 &,
s= e . 217
n—lfZ ' ( )

i=]
Jeszcze lepiej zastapi¢ wielkos¢ normujaca - odchylenie standardowe reszt przez
odchylenie standardowe reszt regresji oszacowanej na podstawie zbioru obserwacji bez i-

te] obserwacji ze wzgledu na to, ze na wielko$¢ odchylenia standardowego moze miec

wplyw obserwacja nietypowa; czyl

s(i) = \/;kZe(i),’ , (2.18)

gdzie:

s(i) - odchylenie standardowe reszt regresji oszacowanej na podstawie zbioru
obserwacj bez i-tej obserwac)i,

I=1, .., i-1,i+l, .., n,

e(i)l - Il-ta reszta regresji obliczona na podstawie zbioru obserwacji bez i-tej

obserwacji.

Otrzymamy wtedy reszty zwane resztami f-normalizowanymi (lub f-resztami,

znormalizowanymi resztami 7-Studenta, resztami studentyzowanymi) (ang. studentized
residuals, externally studentized residuals R. D. Cook, S. Weisberg [24], jackinifed

residuals P. J. Rousseeuw, A. M. Leroy [92], cross-validatory residuals A. C. Atkinson
[5]):

e=—t (i=1,2 .. n) (2.19)

gdzie:

e, - reszta r-normalizowana dla i-tej obserwacji.

Reszty r-normalizowane s3 normalizowane przez odchylenie standardowe reszt s(7)

1 korygowane elementami diagonalnymi macierzy rzutowania. Reszty 7-normalizowane
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zawdzi¢czaja SWO0)3 nazwe temu, ze reszty te maja rozklad r-Studenta o » - k stopniach
swobody?.

Obserwacje majace duze reszty r-normalizowane mozna juz ostatecznie uznaé za
nietypowe w regresji. Istnieje jeszcze tylko problem ustalenia, kiedy reszta -
normalizowana jest duza. Proponuje aby i-ta obserwacj¢ uznac¢ za nietypowa wtedy, gdy
ma co do warto$ci bezwzgledne) najwieksza reszte 1 spetnmia jeden z nastepujacych
warunkow:

e, <g(0,-30), (2.20)

Y, =Y
e, > g(0; +30), (2.21)
gdzie:
O] - pierwszy kwartyl reszt --normalizowanych,
Q5 - trzeci kwartyl reszt -normalizowanych,

O - odchylenie ¢wiartkowe reszt r-normalizowanych obliczane wedtug wzoru:
0= % (2.22)

g - stata (g > 0).

Stata g reguluje nam graniczny poziom reszt 7-normalizowanych. Jesli
spodziewamy si¢ co najwyzej jednej obserwacji nietypowe) ustalamy wysoki poziom tej
state) (np. g = 3). Gdy spodziewamy si¢ wigkszej liczby obserwacji nietypowych (1 > 2),
poziom tej stalej ustalamy na nizszym poziomie (np. g = 1). Jest to spowodowane
wiasnoscig macierzy rzutowania, o ktorej byta mowa wczesniej, a ktéra ma wptyw takze
na wartosci reszt 7-normalizowanych.

Przy okreslaniu obserwac)i nietypowych nalezy postgpowac iteracyjnie. Schemat

tego postgpowania jest przedstawiony na rys. 2.3.

3przy odpowiednich zalozeniach (patrz np. D. A Belsley, E. Kuh, R. E. Welsch



W kazdej iteracji eliminuje si¢ tylko jedng obserwacje nietypowa ze wzgledu na
omawiang wczesnie) wiasnos¢ macierzy rzutowania.
Postepujemy w ten sposob tak diugo, az dla wszystkich obserwacj reszty 1-

normalizowane mieszcza si¢ w przedziale

(8(O) - 30), g(04 +30)]. (

()
19
(V3]
~

Rys. 2.3.
Schemat postgpowania przy wvkrywaniu obserwacji nietvpowych za pomoca reszt studentvzowanvch

Start

Szacowanie linii regres;ji

Analiza i-lej obserwac)i o najwigkszej co do moduhu reszcie t-normalizowane;

Czy
Nie ma ju wiecej NIE e; spelnia
obserwac)i nietypowyvch lt:bar(l’tn’f ‘1")(3 20)

I-ta obserwacja jest Usuwanie

obserwacja metypows 1-tej obserwacji
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Rozdziat 3

Odpoma estymacja regresji

3.1. WPROWADZENIE

Klasyczne metody estymacji regresji stosuje si¢ w odniesieniu do catego zbioru
obserwacji, traktujac je jako pochodzace z jednej populacji. Ignorowany jest wigc
catkowicie fakt wystepowania obserwac)i nietypowych, nie przystajacych do pozostatych,
takich, co do ktorych istniejg przypuszczenia, ze pochodza z innej populacji.

Najczescie) stosowana w analizie regresji metoda najmniejszych kwadratow jest
nieodporna na wystgpowanie obserwacji nietypowych. Gdy wystepuja obserwacje
nietypowe, wyniki otrzymane za pomocg te) metody nie odzwierciedlajg ogolne) liniowe;
zaleznosci wystepujace) migdzy zmiennymi.

Inne podejscie (w odroznieniu do diagnostyki regresji) w przezwyciezaniu
niekorzystnego efektu dziatania obserwacji nietypowych w analizie regresj polega na
zastosowaniu do szacowania regresji estymatorow odpornych (ang. robust estimaiors),
przy czym odpormosc jest tu rozumiana w waskim zakresie jako odpornos¢ tylko na
obserwacje nietypowe!.

Koncepcja estymatorow odpornych opiera si¢ na podziale zbioru obserwac)i na

tzw. rdzen zbioru oraz podzbior obserwacji nietypowych. O istotnych wiasciwosciach

IEstymator odporny w szerszym sensie jest niewrazliwy na odchylenia od zatozen.
przy ktorych zostat uzyskany (H. Theil [85]).
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zbioru obserwacji decyduje przede wszystkim (lub wytacznie) rdzen zbioru. Dlatego tez
w analizie regresyjnej powinny by¢ uwzglednione w pierwszym rzedzie obserwacje
nalezace do rdzenia.

Metod odpornej estymacji powstalo w ostatnim czasie sporo. Ich przeglad
zaprezentowano m. in. w pracach P. J. Rousseeuwa, A. M. Leroy'a [92] 1 D. C. Hoaglina
1 innych [45]. W pracy F. R. Hampela 1 in. [40] wyréznione sg trzy glowne klasy
estymatoréw odpornych w regresji:

1. M-estymatory,

2. L-estymatory,

(%)

. R-estymatory.

Pierwsze litery pochodza odpowiednio od Maksimum wiarygodnosci, Liniowe;
kombinacyi statystyk pozycyjnych oraz Rangowania obserwacji. W dalszej czgsci tego
rozdzialu przedstawimy te rodziny estymatorow.

W literaturze wymienia si¢ jeszcze 4 inne klasy estymatorow: A-estymatory (D. A.
Lax [73]), D-estymatory (wprowadzone przez J. Wolfowitza [108]), P-estymatory (M.
V. Johns [54]) 1 S-estymatory (P. J. Rousseeuw 1 V. Yohai [93]). Pierwsze litery
pochodza odpowiednio od Asymptotycznej wanancji, minimalnego Dystansu,
uogolnienia estymatorow Pitmana 1 Skalowania statystyki. Nie sa one jednak z réznych

powodow jeszcze stosowane. Dlatego tez zostaty pominigte w naszych rozwazaniach.

3.2. M-ESTYMATORY

W 1973 r. P. J. Huber [48] wprowadzil koncepcje M-estymatoréw (oznaczanych

przez oy, w regresjl. Zaklada si¢ w nie, ze poszczegdlnym obserwacjom
przyporzadkowuje si¢ wagi interpretowane jako "stopnie typowosci" obserwacji. W
regresji wagi te skonstruowane s3 w ten sposob, ze obserwacje o resztach bliskich zeru

maja wagl wysokie, natomiast w miare zwigckszania si¢ bezwzglednych wartosci reszt
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wagl maleja do zera.

W M-estymatorach minimalizuje si¢ funkcje
anlp(e,- ), G.1)
gdzie p jest (wypukiq 1 rozniczkowalng) funkcja wagowa. Wobec tego:
Z::p(y,- ~X,@,)= main_i]p(y,- -x,a). (3.2)
Estymator a,, jest rownoczesnie okreslony przez funkcj¢ y bedaca pochodna
funkeji p (v = p'):
Z":y/(y,.—x,.aM)x,’ =0. (3.3)
=1

W tab. 3.1 zaprezentowano 5 czesto stosowanych funkcj p(7). Na rys. 3.1a, 3.1c,
3.1e, 3.1g 1 3.11 przedstawiono wykresy tych funkcji a na rys. 3.1b, 3.1d, 3.1f, 3.1h, 3.1j
wykresy odpowiadajacych im funkcj y/(t).ﬂ

Jesh funkcja p(7) przyjmie postac % (pierwszy punkt w tab. 3.1), to otrzymamy

estymator klasycznej metody najmniejszych kwadratow. Rownania (3.3) po podstawieniu
w() = 1 redukujg sie do rownan normalnych klasyczne) metody najmniejszych

kwadratow:
Z(yi—x,.a)x,.f =0. (3.4)
=1
Drugi punkt z tab. 3.1 odpowiada estymatorowi najmniejszych absolutnych
odchylen « ,, ktorego tworca w obecnym ksztalcie jest R. Edgeworth (1887 r.). Tuta
minimalizuje sie
2lel=2 x| (3.5)
i=1 i=1
Estymator ten, podobnie jak estymator najmniejszych  kwadratow,

przyporzadkowuje wszystkim resztom te same wagi, nie jest wiec Semsu Stricto

estymatorem odpornym. Wspomina si¢ wiec o nim w tym miejscu tylko z tego powodu,



poniewaz jest on bardzie) odporny od estymatora najmniejszych kwadratow. Jest to
spowodowane tym, ze w metodzie najmniejszych absolutnych odchylen duze reszty maja

mniejsze wartosci niz w metodzie najmniejszych kwadratow.

Tabela 3.1
Lp. p(1) w(1r) Zakres 1
’2
1 > ! 7] < oo
2 |1] sgn(?) 1 <00
r ‘ 1 <H
3 2
k:
Hi - — Hsgn({) | >H
42[1-cod £ Asin| —
4 —COos = sin y 7] < m4
242 0 7| > n4
R St ,72
B- 1y 1
= 1-{1-|— 11— —
L@ | )] isn
i 0 7] > B
6

Zrodto: D. C. Hoaglin 11n. [45] s. 293.

Pozostate trzy punkty tab. 3.1 sa juz typowymi M-estymatorami. State H, A, B w

tych przypadkach s czesto nazywane statymi regulujacymi (ang. tuning constans). Kiedy

typ funkcyi y jest okreslony. stata regulujaca okresla wiasnosci towarzyszace

estymatorow1: efektywnosc, funkcje wptywu, wrazliwo$c na duze reszty.
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Rys. 3.1. Funkcje p(9) 1 w(f) ztab. 3.1. Przyjeto H=1, A = 1 1 B=1
/1

Zrodto: D. C. Hoaglin i in. [45] s. 294.
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Trzeci estymator (a wiasciwie rodzina estymatoréw zalezna od parametru k) zostat
wprowadzony przez P. J. Hubera. Ta klasa estymatoréw obejmuje dwa wcze$niejsze
estymatory: gdy k- oc (wtedy y{t) = t) jest to estymator najmniejszych kwadratéw, gdy k
= 0 (wtedy y(t) - sgn(/)) jest to estymator najmniejszych absolutnych odchylen.

Czwarty estymator zostat zaproponowany przez D. F. Andrewsa [2], Ostatni
estymator zwany estymatorem podwojnej wagi (ang. bmeight estimator) zostat
wprowadzony przez J W. Tukey'a [10], Estymatory te nalezg do klasy estymatoréw
opadajacych (ang. redescending estimators), poniewaz funkcje y tych estymatoréw sg
zbiezne do zera gdy warto$¢ bezwzgledna argumentu jest wieksza od zadanej (przez state
A i B) liczby dodatniej. Oznacza to, ze na estymacje nie maja wplywu reszty
przekraczajgce pewien ustalony prog. Dziatanie estymatoréw opadajacych zostato

przedstawione na rys. 3.2.

Reszty (jak juz wspomniano w rozdziale pierwszym) nie sg dobrym wskaZznikiem
nietypowosci obserwacji, poniewaz nie uwzgledniajg obserwacji wptywowych. Dlatego

tez proponuje w M-estymatorach zamiast funkcji wagowej reszt rozpatrywac funkcje
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wagowg przedstawionych w rozdziale 2 reszt standaryzowanych (ze wzgledow
technicznych (obliczeniowych) trudno byloby zastosowaé w M-estymatorach lepsze
reszty r-normalizowane). Zatem w takiej sytuacji w M-estymatorach minimalizuje si¢

funkcje

> e, (3.6)

=]
gdzie e - reszta standaryzowana.
Tak skonstruowany estymator uwzglednia takze obserwacje wptywowe. Wynika to
z wazenia reszt standaryzowanych wartosciami z gloéwne) przekatnej macierzy

rzutowania.
W Iiteraturze (por. np. F. R. Hampel 1 in. [40]) wymienia si¢ rowniez klase W-

estymatorow. Estymatory te s3 jednak tylko alternatywna forma AM-estymatorow.

Zastapmy funkcje w(f) przez tw(f) w rownaniu (3.3). W ten sposob zdefiniujemy funkcje

wag
w(t) = —V/f—’) (3.7)
Oznaczmy: w; = w(y, - x;a). Teraz rownania (3.3) przyyma postad
Z":(y,.—x,.a)w,x,.r =0. (3.8)
=1

Rozwiazanie (nie zawsze jest ono jedno) réwnania (3.8) oznaczane jako o jest
nazywane W-estymatorem. Nazwa tego estymatora pochodzi od Wag, poniewaz
rownanie (3.8) moze by¢ uwazane jako "réwnanie normalne" dla wazonej metody

najmniejszych kwadratow w regresji. Zapiszmy jeszcze rownanie (3.8) w inny sposob:
n n
TN _ T..,
zxi WX, _Z X;wy, . (3.9)
1=1 1=1

Gdy zapiszemy wagi w postaci macierzowe;:
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w0 0
0 w.
W= - s
... 0
0 0 w

wtedy rownanie (3.9) przyjmie postac:
X'WXa=X"Wy. (3.10)
Rozwiazanie dla M- i W-estymatorow )est takie same, poniewaz rownania (3.3) 1
(3.8) s dwoma réznymi formami jednego réwnania.
Zastosowanie M- (czy W-) estymatorow jest trudne, poniewaz rozwiazanie rownan
(3.3) czy (3.8) jest trudne numerycznie. W tym sensie estymator W jest jedng z procedur

numerycznych w rozwiazaniu rownania (3.3) czyl dla M-estymatora.

3.3. L. ESTYMATORY

L-estymatory zostaty wprowadzone do regresji przez przez P. J. Bickela [13].

Estymatory te opierajg sie na zasadzie ucinania (ang. frimming). Zasada ta polega na

odrzuceniu obserwacji, co do ktorych istnieje przypuszczenie, ze sz nietypowe 1
estymowaniu tylko z zastosowaniem pozostatych obserwacji (R. Koenker 1 G. Bassett

[60]).

. . 1 S
Aby okresli¢ te estymatory, dla stalej p € (0, ;) definiuje sie

p-1, gdzie 1 <0 R
(//p(f):{ . (3.11)
p, gdzie 120
1(p-1), gdzie 1<0
=1y (1)= . 3.12
p,(1) =1y (1) {qa gdzie 120 (3.12)

J. F. Claerbout 1 F. Muir [21] interpretuja funkcje p jako p-ty kwantyl. W regresj1 p-

ty kwantyl a(p) jest definiowany jako taka wartos¢ o, ktora jest rozwigzaniem réwnania

> p,(y,—x,@)=min. (3.13)

i=1
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L-estymatory s3 definiowane jako p-uci¢te estymatory najmniejszych kwadratow
(ang. p-trimmed least squares estimators) o (p) w nastgpujacy sposob: usuwamy kazda
obserwacje powyze) kwantyla (1 - p) 1 obliczamy estymator najmniejszych kwadratow
bez usunietych obserwacji.

Przykiad takiego estymatora podaja D. Ruppert 1 R. J. Carroll w pracy [94].
Wprowadzaja oni p-uciety estymator najmniejszych kwadratow a;(p) dla p € (O, %)

ktory porzadkuje obserwacje na podstawie obliczonych reszt z poczatkowym
estymatorem o. Usuwane sa obserwacje o [np] najmniejszych 1 [np] najwigkszych
resztach (symbol [ ] oznaczajg tutaj czgsc catkowita). Estymator o (p) jest estymatorem
najmniejszych kwadratow po usunigciu 2{np] obserwacji.

Zasade dzialania estymatora D. Rupperta 1 R. J. Carrolla pokazemy na przyktadzie

pierwszym? (patrz rozdziat 1, rys. 1.1). Przyjmiemy, ze estymatorem poczatkowym o,

: L 1 . .
jest estymator najmniejszych kwadratéw a p = Te Poniewaz n = 16, zatem odrzucimy

dwie obserwacje: jedna o najmniejszej, a druga o najwieksze)j reszcie. Linia regresji po
0szacowaniu za pomocg estymatora poczatkowego ay jest nastgpujaca:
y=-096591x+1972195 . (3.14)

Reszty sg przedstawione w tab. 3.2.

Odrzucamy obserwacje oznaczone gwiazdka: dwunastg - nietypowa (o najwieksze;
reszcle) oraz szesnasta - typowa (0 najmniejsze) reszcie) 1 jeszcze raz szacujemy linig
regres)i metoda najmniejszych kwadratow. Otrzymujemy nastgpujaca ostateczna linig
regresji:

y=-0211705x +2.145282. (3.15)

Poniewaz reszty nie s3 dobrym wskaznikiem nietypowosci obserwacji, dlatego tez

proponuje w [L-estymatorach zastapi¢ zwykle reszty resztami 7-normalizowanymi

2Dane do przyktadu znajduja sie w dodatku A.
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(omawianymi w rozdziale 2). Zatem w p-uci¢tym estymatorze najmniejszych kwadratow
as(p) D. Rupperta 1 R. J. Carrolla usuwane beda obserwacje o [rp] najmniejszych 1 [np]
najwiekszych resztach r-normalizowanych dla poczatkowego estymatora o (ktory jest

estymatorem najmniejszych kwadratow).

Tabela 3.2

¢

0.12440
0.05337
0.00167
-0.02901
-0.35969
-0.10174
-0.18242
-0.05344
-0.24379
-0.30515
-0.33583
2.92383
-0.36651
-0.22788
-0.40856
* -0.48924

~.
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Porownajmy wyniki otrzymane dla zwyktych 1 7-normalizowanych reszt dla danych
z przyktadu drugiego (patrz rozdziat 1, rys. 2) dla estymatora D. Rupperta 1 R. J.

Carrolla. Podobnie jak poprzednio przyjmiemy, ze estymator poczatkowy oy jest

estymatorem najmniejszych kwadratéw a p = 1 (w przykiadzie jest jedenascie
obserwacji). Linia regresji po oszacowaniu za pomocg estymatora poczatkowego o, jest
nastepujaca:

3 =-0.045822x +2.232370. (3.16)

Reszty (zwyktle 1 7-normalizowane) sa przedstawione w tab. 3.3.

Gdy stosujemy zwykle reszty do diagnostyki odrzucamy obserwacje pierwsza i



dziesiata. Nie odrzucamy wiec obserwacji jedenastej - nietypowej (patrz rys. 1.2).

o)
Gdybysmy nawet przyjell p = ﬁ (odrzucamy wtedy cztery z jedenastu wszystkich

obserwacji: dwie najwigksze 1 dwie najmniejsze) 1 tak obserwacja nietypowa bedzie brana

pod uwage przy ponownym szacowaniu linii regresji.

Tabela 3.3

i e; e

1 *  -1.60488 -1.61718
2 -1.20029 -1.12210
3 -0.69571 -0.61511
4 -0.38655 -0.33320
5 -0.18197 -0.15548
6 0.32262 0.27583
7 0.82720 0.72533
8 0.73178 0.63638
9 1.34095 1.24265
10 | * 1.85011 * 1.89506
11 -1.00326 *  -22.09538

Gdy zastosujemy zas reszty r-normalizowane po wstepnej estymacji eliminujemy
obserwacje dziesiata (typowa) 1 jedenasta (nietypowa). Zatem od razu likwidujemy
wplyw tej obserwacji na dalsza estymacje regres;i.

Poniewaz omawiane wyzej L-estymatory ucinajq zawsze tyle samo obserwacji o
najwigkszych jak 1 o najmniejszych resztach, moze powodowac to eliminowanie
obserwacy typowych (tak jak w podanych przyktadach). Proponuje wiec inny estymator
(L -estymator) ucinajacy tylko obserwacje nietypowe. Algorytm estymacji jest iteracyjny
1 opiera si¢ na wspomnianej w rozdziale poprzednim procedurze wykrywania obserwacj
nietypowych (patrz schemat zaprezentowany na rys. 2.3):

1. Oblicza si¢ estymator poczatkowy oy metoda najmniejszych kwadratow.

2. Na podstawie obliczonych reszt r-normalizowanych dla danego estymatora
sprawdza si¢ warunki (2.20) 1 (2.21) wystepowania obserwacji nietypowych:

Jesh zaden z tych warunkéw nie jest spelniony, oznacza to, ze nie ma juz

51



obserwacji nietypowych. W przeciwnym wypadku usuwana jest obserwacja o najwigksze]
co do wartosci bezwzglednej reszcie 7-normalizowanej e, 1 obliczany jest ponownie
estymator najmniejszych kwadratow bez usunigtej obserwacji. Nastepnie przechodzimy
ponownie do punktu drugiego procedury. Postepujemy w ten sposob tak dtugo, az dla

wszystkich obserwacji reszty -normalizowane mieszcza si¢ w przedziale
(8(Q) - 30), 8(05 + 30)). (3.17)

Lg-estymator jest odporny do momentu gdy liczba obserwacji nietypowych jest

mniejsza od — wszystkich obserwacji. Wynika to z zastosowania kwartyli do okreslania

granicznego poziomu typowosci. L;-estymator ma dodatkowo te zalete, ze jako jedyny
estymator odporny pokazuje, ktére obserwacje s3 nietypowe. Spetnia wiec dodatkowo
funkcje diagnostyczna.

Zasade¢ dziatania L;-estymatora pokazemy na omawianym przyktadzie drugim.

Przyjmiemy, ze estymator poczatkowy o jest estymatorem najmniejszych
kwadratow a g = 3. Lima regresji po oszacowaniu estymatorem poczatkowym o, byta
juz wyznaczana - patrz wzor (3.16). Reszty r-normalizowane tez byly juz obliczane (patrz
tab. 3.3).

Najwigksza co do wartosci bezwzgledne) reszta r-normalizowana odpowiada
jedenastej obserwacji (nietypowe)). Nie miesci sie ona w przedziale (3.17), ktéry dla tych
reszt jest nastepujacy:

[-11.680, 10.489]. (3.18)

Zatem obserwacje¢ jedenasta uznajemy za nietypowa, usuwamy j3 z danych i1 jeszcze
raz szacujemy linie regresji. Teraz jest ona nastgpujaca:

y=2783883x-0921465. (3.19)

W kolejnym kroku obliczamy reszty -normalizowane (patrz tab. 3.4).

Teraz najwigksza co do modutu reszta 7-normalizowana odpowiada siddme)
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obserwacji. Jednak reszta ta miesci si¢ w przedziale (3.17), ktéry dla tych reszt jest
nastepujacy:

[-7.723, 7.118]. (3.20)

Tabela 3.4

ei

-1.17873
-0.18773
1.47196
-0.40009
-0.93920
0.51756
* 2.78039
-0.49828
-0.22583
-0.71922
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Zatem obserwacje si6dmga uznajemy za obserwacja typowa, CO 0znacza, ze nie ma
juz wigcej obserwacj nietypowych.

Tak wigc ostateczna lima regresji dla tego przykfadu, to linia ostatnio szacowana 1
przedstawiona we wzorze (3.19) a jedyna obserwacja nietypowa to obserwacja jedenasta.

Do L-estymatoréw zalicza si¢ takze metody estymacji oparte na medianie. Do
grupy tych estymatoréw nalezy metoda najmniejszej mediany kwadratow (ang. least
median of squares) zaproponowana przez P. J. Rousseeuwa [91]. Jest to jedna z metod
charakteryzujacych si¢ najwieksza odpornoscia na wystepowanie obserwacji
nietypowych. W metodzie tej klasyczne kryterium minimalizacji sumy kwadratow reszt
regres)i zastapiono kryterium minimalizacji mediany kwadratéw reszt regresji, czyli
wyznacza Si¢ minimum nastepujacego wyrazenia:

med e, G.21)

gdzie med oznacza mediang.

W metodzie tej uwolnienie si¢ od wptywu obserwacji nietypowych nast¢puje przez



wziecie mediany kwadratow reszt, tzn. sSrodkowego co do wielkosci kwadratu reszty.
Metoda najmniejsze;} mediany kwadratow jest wiec skrajnym przyktadem L-

estymatora. Bierze si¢ pod uwage tylko jedna, sSrodkowa wartosc.
Metoda ta jest bardzo odporna na obserwacje nietypowe. Punkt zatamania dla
metody najmniejszej mediany kwadratow wynosi

. (n+1)/2
£(T,z):—n—

1 zbliza si¢ do 50% przy liczbie obserwac)i dazacej do nieskonczonosci.

3.4. R-ESTYMATORY

Klasa R-estymatorow zaproponowana przez L. A. Jaeckela [50] minimalizuje sume¢

wazong reszt, w ktorej wagami sa rangi:
D(e)=3 w,(R)e,. (3.23)
i=]

gdzie R; = R(e;) = R(y; - x;a) jest ranga reszty e; w zbiorze wszystkich reszt {e,, ..., e},

a w,, (k) jest niemalejaca funkcja rozng od zera spetniajaca warunek

Zn:w"(k) =0. (3.24)

W efekcie R-estymator w regresji minimalizuje rozproszenie reszt.
Niech () <e)<... < e(,,) oznaczajg reszty uporzadkowane. Wtedy

D(e) = Zw (R)e, -Zu (ke (3.29)

moze by¢ rozpatrywana jako miara rozrzutu reszt. Poniewaz w(k) jest funkcja
niemalejaca 1 spetniajaca rownanie (3.24), dla najwigkszej reszty e, w(r) ma wartosc
dodatnia, podczas gdy dla najmniejsze) reszty ey wartos¢ w(1) jest ujemna. Tak wiec
suma w rownaniu (3.25) zwykle sklada sie z nieujemnych skiadnikéw. Gdy np.

wezniemy wagi F. Wilcoxona [107]
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k 1
) (k =, k=1,...,n,3 3.2
w, (k) 1 2 ( ) (3.26)

mamy w,(k) =-w,(n + 1 - k), tak wiec

[SA

" 327
S, (k)egy = 30, 01+ 1= KY€ty ). (3.27)
k=1 k=1

Zwykle Zw,,(R. Je, jest funkcja reszt wolniej rosnaca niz Zef ale szybciej rosnaca od

P i1
e
=1

Dla danego D, odpowiedni estymator ap, jest to takie o, dla ktérego D(y - Xa) jest
minimalizowana.

Analogicznie do M-estymatorow proponuj¢ w R-estymatorach zastapi¢ zwykle
reszty resztami standaryzowanymi (podobnie jak poprzednio ze wzgledéw technicznych
(obliczeniowych) nie zastosowano reszt r-normalizowanych). W tym wypadku klasa R-

estymatorow minimalizuje sum¢ wazong reszt standaryzowanych:
an (R%)e’, (3.28)
=1

gdzie R’ = R(e’) jest rangg reszty standaryzowanej e’ w zbiorze wszystkich reszt

S

standarvzowanych {ef, oy € }

Tak skonstruowany R-estymator uwzglednia takze obserwacje wplywowe, dla

ktorych zwykle reszty sa mate.

Omawiane klasy estymatorow roznig si¢ dos¢ znacznie migdzy soba. Cecha
wspolng M- 1 R-estymatorow 1 metody najmniejszej mediany kwadratow (L, ~estymator)
s3 trudno$ci numeryczne przy rozwigzywaniu problemu za ich pomoca. Nie ma takich
trudnosci dla pozostatych L-estymatorow. Rozwiazanie za ich pomocg bowiem, to
iteracyjne stosowanie metody najmniejszych kwadratow: dla estymatora D. Rupperta 1 R.

J. Carrolla dwukrotnie stosujemy MNK a dla L;-estymatora iteracji jest ny+1 (gdzie ny

3Przyktadowo dla 19 obserwacji otrzymujemy wagi od -0.45 do 0.45 co 0.05.



oznacza liczbe obserwacji nietypowych).
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Rozdziat 4

Symulacyjne badanie estymatoréw odpormych

4.1. WPROWADZENIE

W ostatnich latach coraz wigkszego znaczenmia w regresji zaczynaja nabierad
badania symulacyjne. Przez symulacje rozumie si¢ "dokonywanie - na podstawie danego
modelu 1 przy uzyciu elektronicznych maszyn cyfrowych - odpowiednich masowych
obliczen, ktére pozwalaja nastgpnie zorientowac si¢ w sprawnosci modelu” (Z.
Pawlowsk: [83] s. 302). Jednym z wazniejszych kierunkéw zastosowan metod
symulacyjnych jest badanie wilasnosci estymatorow odpowiadajacych wyrdznionym
metodom estymacji. Postgpowanie symulacyjne polega wtedy na tym, iz zaklada si¢
pewien model oraz wartosci jego parametrow. Nastepnie wielokrotnie generuje si¢ proby
odpowiadajace temu modelowi 1 na ich podstawie oblicza si¢ wartosci ocen parametrow.
Jezel liczba takich préb jest duza (np. rzedu kilkudziesigciu), to mozna na tej podstawie
oceni¢ rozktad estymatorow parametrow. "Porownujac tak oszacowany rozkiad z
prawdziwa wartoscia parametru mozna wyciaggna¢ wnioski o ewentualnym obciazeniu,
warianci itp." (Z. Pawlowski [83] s. 304). Zwykle rozpatruje si¢ proby o roznej liczbie
obserwacji (np. » = 10, 20, 30, 50, 100), co pozwala stwierdzi¢, jak zmieniajq sie

wlasnosci estymatorow w miare zwiekszania liczebnosci proby.
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Dla weryfikacji przydatnosci empirycznej przedstawionych w poprzednim rozdziale
metod estymacji przeprowadzilem szereg eksperymentow symulacyjnych. Do badania
wybratem rozne estymatory.

Po pierwsze wybratem estymator najmniejszych kwadratow (MNK), jako jedyny
przedstawiciel estymatorow nieodpornych w celu poré6wnania wynikéw z estymatorami
odpornymi.

Z tego powodu do badania nie wybratem estymatora najmniejszych absolutnych
odchylen poniewaz nie jest on estymatorem odpornym.

W nastepne) kolejnosci wybralem przedstawicieli wszystkich klas estymatorow
odpornych. Klas¢ M-estymatorow reprezentuje estymator P. J. Hubera (M~estymator)
oraz zaproponowana przeze mnie jego modyfikacja z resztami standaryzowanymi (M-
estymator).

Klase L-estymatorow reprezentuja az trzy estymatory: D. Rupperta 1 R. J. Carrolla
z resztami 7-normalizowanymi (Lg-estymator), estymator zaproponowany przeze mnie
(Lg-estymator) oraz estymator najmniejsze] mediany kwadratow (L) ~estymator).

Klase R-estymatorow reprezentuje typowy estymator z wagami Wilcoxona (R~
estymator) oraz zaproponowana przeze mnie Jego modyfikacja dla reszt
standaryzowanych (R -estymator).

Tak wiec do eksperymentow symulacyjnych wybratem osiem estymatorow.

4.2. ALGORYTM

Rozwiazanie problemu estymacji za pomocg estymatoréw odpornych zazwycza)
nie jest mozliwe w sposob analityczny!. W naszym przypadku dotyczy to wszystkich A/ 1

R-estymatoréw oraz metody najmniejszej mediany kwadratow. Trzeba wigc dla tych

1To znaczy nie ma rozwiazania danego za pomoca odpowiedniego wzoru

matematycznego.



estymatorow zastosowac algorytm komputerowy, ktory znajduje przyblizone rozwiazanie
problemu. Algorytm ten jest nastepujacy (P. J. Rousseuw, A. M. Leroy [92]):

Dla k obserwacji (w przestrzeni k-wymiarowej) oznaczonych jako J = {7}, ..., i}}
wyznaczamy hiperptaszczyzne? 1 oznaczamy wektor parametrow tej hiperptaszczyzny
jako a;. Kazde rozwiazanie a; nazwiemy probnym estymatorem. Dla kazdego probnego

estymatora a; okreSlimy funkcj¢ odpowiadajaca danemu estymatorowi dla wszystkich

obserwacji. Przykiadowo dla metody najmniejszej mediany kwadratow obliczymy

-

med(y,,—x,.aj) , 4.1)

i=l...n

gdzie med oznacza mediane.

k
Sposréd wszystkich probnych estymatorow (Jy, Jp, ..., J;, gdzie I = ( ))
n

wybieramy ten z najmniejsza wartoscig funkc)i odpowiadajace) danemu estymatorowi
(przyktadowo dla metody najmniejszej mediany kwadratéw szukamy najmniejsza wartos¢
wyrazenia (4.1) dla wszystkich J, czyli Jy, J5, ..., J)).

Ilustracj¢ przestawionej 1dei algorytmu zaprezentowano dla przykiadu w
przestrzeni dwuwymiarowej na rys. 4.1.

Dla tych danych n = 9 1 k = 2. Algorytm rozwaza wszystkie pary punktow. My
ograniczymy objasnienia tylko do trzech kombinacy (f, ), (f, #) 1 (g, /). Rozpoczynamy
od punktow /1 g. Hiperptaszczyzna (tutaj jest to linia) przechodzaca przez punkty f1 g
jest rozwigzaniem uktadu rownan:

_ 0 0
Yy, =a, +a.x, R
o e (4.2)
Yo =a +ax,

gdzie (x yy) 1 (xg, V) sa odpowiednio wspoirzednymi punktow f 1 g. Rezultatem probne;
o

estymacji jest wektor a,o . Nastepnie dla wszystkich 9 punktow sg obliczane wyrazenia

2

2Aby okreslié hiperptaszczyzne w przestrzeni k-wymiarowej potrzeba & punktow

(w przestrzeni dwuwymiarowe) potrzeba dwoch punktow do wyznaczenia prostej).
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odpowiadajace estymatorom (przyktadowo dla metody najmniejszej mediany kwadratow
obliczamy reszty dla tej linu dla wszystkich punktow a nastgpnie obliczamy mediang
kwadratow reszt 1 porownujemy ja z najmniejsza wartoscia znaleziona dla wczesniejszych
punktow). Podobnie postepujemy dla prostych przechodzacych przez punkty /1 h oraz g
1 h. Powtarzajac te procedure dla kazdej pary punktéw otrzymujemy najlepsza czyli

najmniejsza wartos¢ (zadanej) funkcji.

Rys. 4.1

X

k
Algorytm ten jest wprawdzie bardzo pracochionny, rozpatruje bowiem [ )
n

estvmatorow probnych, jednak przy obecnej predkosci dziatania komputerow dla niezbyt
duzych modeli (liczba obserwacji 1 zmiennych) jest mozliwy do zastosowan.

W zwiazku z zastosowaniem omawianego algorytmu w M 1 R-estymatorach oraz
metodzie najmniejsze] mediany kwadratow estymatory te s3 duzo bardziej czasochionne
(zwlaszcza dla duzych przykiadéw) w stosunku do pozostatych estymatorow: MNK 1 L-

estymatorow: L1 L.
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4.3. OPIS BADAN SYMULACYJNYCH

W badaniach przyjeto liczbe obserwacji n = 12, 25, 50, liczb¢ obserwaci
nietypowych ny = 0, 1, 2 (dla wyze; wymienionych wartosci #) oraz 4 (tylko dla 12
obserwacji), 10 (tylko dla 25 obserwacji) 1 20 (tylko dla 50 obserwacj) oraz liczbg
zmiennych objasniajacych rowng 1. Poszczegolne eksperymenty roznily sig:

- sytuacja regresyjna;

- liczebnoscig proby;

- zakiéceniem.

Przez sytuacje regresyjna rozumiem konkretne warto$ci wspoétczynnikdéw regresji
oraz przedzialy zmiennosci zmiennej objasniajacej dla obserwacji typowych oraz liczbg 1
potozenie obserwacj nietypowych. Rozpatrywatem pigtnascie sytuacji regresyjnych:

Sytuacja 1: lima regresji. y=0.5x + 1 + ¢, dlax € [2, 10];

nie ma obserwacji nietypowych (patrz rys. 4.2).

Sytuacja 2: limia regresji: y=0.5x+ 1 +¢, dlax € [2, 10];

oraz jedna obserwacja typowa spoza wyze] wymienionego przydziatu:

(20, 11) (patrz rys. 4.3).
Sytuacja 3: linia regresji: y =0.5x + 1 + ¢, dlax € [2, 10];

jedna obserwacja nietypowa: (3, 5) (patrz rys. 4.4).
Sytuacja 4: linia regresji: y =0.5x+ 1 + ¢, dlax € [2, 10];

jedna obserwacja nietypowa: (3, 8) (patrz rys. 4.5).
Sytuacja S: linia regresji: yy =0.5x+ 1 + ¢, dlax € [2, 10];

jedna obserwacja nietypowa: (3, 12) (patrz rys. 4.6).
Sytuacja 6 linia regresji y =2x + 1 +¢ dlax € [1, 4];

jedna obserwacja nietypowa: (3.5, 3.5) (patrz rys. 4.7).
Sytuacja 7: linia regresji: y=2x+ 1 +¢, dlax € [1, 4];

Jedna obserwacja nietypowa: (6, 3.5) (patrz rys. 4.8).
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Sytuacja 8: linia regresji: y =2x + 1 + ¢, dlax € [1, 4];
jedna obserwacja nietypowa: (9, 3.5) (patrz rys. 4.9).
Sytuacja 9: linia regresji: y =-x + 7 + ¢, dlax € [1, 6];
jedna obserwacja nietypowa: (5, 5) (patrz rys. 4.10).
Sytuacja 10: linia regresji: y = -x + 7 + ¢, dlax € [1, 6];
jedna obserwacja nietypowa: (8, 8) (patrzrys. 4.11).
Sytuacja 11: linia regresji: y=-x+ 7 +¢, dlax € [1, 6];
jedna obserwacja nietypowa: (12, 12) (patrz rys. 4.12).
Sytuacja 12: linia regresji: y = 0.5x + 1 + ¢, dlax € [2, 10];
dwie obserwacje nietypowe: (3, 7), (3.5, 7.5) (patrz rys. 4.13).
Sytuacja 13: limia regresji: y=2x+ 1 + ¢, dlax € [1, 4];
dwie obserwacje nietypowe: (5, 4), (5.5, 4.5) (patrz rys. 4.14).
Sytuacja 14: lima regresji: y=05x+ 1 +¢, dlax € [2, 10],
dwie obserwacje nietypowe: (3, 7), (12, 3) (patrz rys. 4.15).
Sytuacja 15: lima regresji: y =-x+ 7 +¢,dlax € [1, 6];
4 (dla n = 12), 10 (dla » = 25) 1 20 (dla » = 50) obserwacj
nietypowych o przecietnym potozeniu: (8, 8) 1 odchyleniu réwnym
0.1 (patrz rys. 4.16).
Przyjeto nastepujacy poziom statych regulujacych: dla My~ 1 My -estymatora stata
H wynosi 1; dla L;-estymatora przyjgto stata g rowna 3, gdy wystepuje jedna obserwacja
nietypowa (sytuacje 1-11) 1 1 gdy wystepuje wiece) obserwacji nietypowych (sytuacje 12-
15); dla L.-estymatora przyjeto poziom stalej ucinajacej p = % dla opisanych wyzej

, : 2 5 . 10
sytuacji 1-11 1 14, p =— dla sytuacji 12-13 oraz w sytuacji 15 p=i dlan=12, p=—
n n n

: 20
dlan=251 p=—dlan=50.
n
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W dwoch pierwszych sytuacjach regresyjnych nie ma obserwacji nietypowych.
Pozwoli to sprawdzi¢ jak estymatory odpomne dziataja, gdy brak jest obserwacji
nietypowych. Druga sytuacja rézni sie od pierwszej tym, ze dodatkowo jedna obserwacja

typowa wychodzi poza zadany zakres.
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Rys. 4.4

Rys. 4.5
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W kolejnych dziewieciu sytuacjach regresyjnych (sytuacje oznaczone numerami 3-
11) wystepuje jedna obserwacja nietypowa. W pierwszych trzech z tych sytuacji (sytuacje
3-5) obserwacja nietypowa jest oddalona od linii regresji ze wzgigdu na zmienna

objasniana. Sytuacje te roznia si¢ miedzy soba oddaleniem obserwacji nietypowej od linii



regresji od obserwacji bedacej najblizej linu regresji (sytuacja trzecia) do obserwaci

bedacej najdale) (sytuacja piata).
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1

Rys. 4.6

Rys. 4.7
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Rys. 4.8
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Rys. 4.9

1)

W sytuacjach o numerach 6-8 obserwacja nietypowa jest oddalona od linii regresji
ze wzgledu na zmienng objasniajaca. Sytuacje te roznig si¢ migdzy soba oddaleniem
obserwacji nietypowej od linii regresji od obserwacji bedacej najblizej linu regresji

(sytuacja szosta) do obserwacji bedace) najdale) (sytuacja 6sma).

66



Rys. 4.10
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W sytuacjach 9-11 obserwacja nietypowa jest oddalona od lini regresji zarowno ze
wzgledu na zmienng objasniana jak 1 objasniajaca. Sytuacje te roznig sie miedzy soba
oddaleniem obserwacji nietypowej od linn regresji od obserwacji bedacej najblizej linn

regresji (sytuacja dziewiata) do obserwacji bedacej najdalej (sytuacja jedenasta).



Rys. 4.12
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Rys. 4.14
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W sytuacjach 12-14 wystepuja dwie obserwacje nietypowe. Sytuacja dwunasta jest
analogiczna do sytuacji czwartej. Roznica polega na zastapieniu jednej obserwacii
nietypowe) dwoma o podobnym potozeniu. Sytuacja trzynasta jest analogiczna do
sytuacj! siodmej. Roznica, tak jak poprzednio, polega na zastapieniu jednej obserwac

nietypowej dwoma o podobnym potozeniu. W sytuacji czternaste) obserwacje nietypowe
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sg rozdzielone: jedna jest oddalona ze wzgledu na zmienna objasniang, druga - zmienng

objasniajaca.

Rys. 4.16

7 -

W sytuac)i pietnaste) (ostatniej) wystepuje wigksza frakcja obserwacji nietypowych
(ok. 40%). Sytuacja ma podobne pojozenie linii regresji 1 obserwacji nietypowych do
sytuacji dziesiatej. Roznica polega na zastapieniu jednej obserwacji nietypowej piecioma
dla 12 obserwacji, dziesiegcioma dla 25 obserwacji 1 dwudziestoma dla 50 obserwacj o
podobnym potozeniu.

Zaklocenie w  poszczegolnych eksperymentach wynikalo ze sposobu
przeprowadzania eksperymentu. Generowano wartosci typowe zmiennej objasniajace) z
rozkladu jednostajnego na zadanym przedziale zmiennosci. Nastgpnie wyznaczano
wedlug modelu (wynikajacego z sytuacji regresyjnej) teoretyczne wartosci zmiennej
objasniane] 1 dodawano zakiocenie. Wartosci zakiocenia otrzymano z rozkiadu
normalnego o S$redniej O 1 odpowiednim odchyleniu standardowym. W badaniach

stosowano 3 rozne wartosci odchylenia standardowego: 0.1, 0.511.
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W sumie zatem przeprowadzono 15 (liczba sytuacji regresyjnych) x 3 (rézne
liczebnosci proby) x 3 (rozne rozktady zakiocen) = 135 eksperymentéw symulacyjnych.
W kazdym przeprowadzono 50 powtoérzen (L = 50).

W celu weryfikac)i przydatnosci metody wyznaczono nastepujace wielkosci:

- $rednie (w powtorzeniach) wartosct wspotczynnikdéw regresji (tzn. parametru

kierunkowego 1 wyrazu wolnego) wedtug wzoréw:
1 L
a=—> a, (4.3)
L 1=

gdzie:
a - srednia warto$¢ parametru kierunkowego regresji liniowej,
L - liczba powtédrzen (L = 50),

a; - parametr kierunkowy regres)i liniowej w /-tym powtorzeniu (/=1,2, ..., L);
b=—2b, (4.4)

gdzie:
b - srednia warto$¢ wyrazu wolnego regresji liniowe;,
b; - wyraz wolny regresji liniowej w /-tym powtorzeniu (/=1, 2, ..., L),

- bledy sredniokwadratowe (w powtdrzeniach) oszacowan wspéiczynnikow

:%iaq (45)

s(a) - btad parametru kierunkowego regresji liniowej,

regresji wedlug wzorow:

gdzie:

o - teoretyczna wartos¢ parametru kierunkowego;

L

S (B (4.6)

I=1

T

gdzie:

s(b) - biad wyrazu wolnego regresji liniowej,
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B - teoretyczna warto$¢ wyrazu wolnego;
- sredma (w powtorzeniach) liczba Zle sklasyfikowanych obserwac)i nietypowych
(dotyczy tylko Lgs-estymatora ze wzgledu na to, ze tylko on posiada wiasnosci

diagnostyczne) wyznaczana wedtug wzoru:

1
Flo=— [no—m, (4.7)
L 1=1

gdzie:
n, - $rednia liczba zle sklasyfikowanych obserwacji nietypowych,
nq - zadana liczba obserwacji nietypowych,
n; - liczba obserwacji nietypowych w /-tym eksperymencie, czyli liczba obserwacji,

ktore zostaly uznane za nietypowe przez L-estymator.

4.4. WYNIKI BADAN SYMULACYJNYCH

Wyniki badan symulacyjnych przedstawione s3 w dodatku B w tab. B.1-B.135,
przy czym:

- w tab. B.1-B.9 sg wyniki eksperymentow dla pierwszej sytuacji regresyjne;;

- w tab. B.10-B.18 sg wyniki eksperymentow dla drugiej sytuacji regresyjnej,

- wtab. B.19-B.27 s3 wyniki eksperymentow dla trzecie) sytuacji regresyjne;;

- w tab. B.28-B.36 s3 wyniki eksperymentow dla czwartej sytuacji regresyjnej;

- w tab. B.37-B.45 sa wyniki eksperymentow dla piatej sytuacji regresyjnej;

- w tab. B.46-B.54 sa wyniki eksperymentow dla szostej sytuacji regresyjne;

- wtab. B.55-B.63 s3 wyniki eksperymentow dla sibdmej sytuacji regresyjne;;

- w tab. B.64-B.72 sa wyniki eksperymentow dla 6smej sytuacji regresyjnej;

- w tab. B.73-B.81 s3 wyniki eksperymentow dla dziewiatej sytuacji regresyjnej;

- w tab. B.82-B.90 sa wyniki eksperymentow dla dziesiatej sytuacji regresyjnej,

- w tab. B.91-B.99 sa wyniki eksperymentow dla jedenastej sytuacji regresyjnej;
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- w tab. B.100-B.108 s3 wyniki eksperymentow dla dwunastej sytuacji regresyjnej;

- wtab. B.109-B.117 s3 wyniki eksperymentow dla trzynastej sytuacji regresyjne;;

- w tab. B.118-B.126 sg wyniki eksperymentow dla czternastej sytuacji regresyjnej;

- wtab. B.127-B.135 s3 wyniki eksperymentow dla pigtnaste) sytuacji regresyjne.

Po analizie otrzymanych wynikéw nasuwaja si¢ nast¢pujace spostrzezenia:

W sytuacji pierwszej, w ktorej nie wystepowaly obserwacje nietypowe, dla
wszystkich estymatorow uzyskano zblizone wyniki (Srednie wartosci ocen parametrow 1
nieznaczne bledy sredniokwadratowe) do MNK. Tylko w przypadku najwigkszego
zaklocenia (rownego 1) dla Ry~ 1 My -estymatorow Srednie wartosci ocen parametrow
odbiegaja dosc¢ znacznie od wartosci teoretycznych, w zwiazku z tym wystepuja tez duze
bledy. L;-estymator zawsze "zauwazyt", ze nie ma obserwacji nietypowych (srednia
liczba zle sklasyfikowanych obserwacji nietypowych wynosi 0) niezaleznie od wielkosci
zaklocenia.

Podobne wyniki uzyskano dla sytuacji drugiej. Obserwacja typowa oddalona od
pozostatych nie zostata zakwalifikowana do grona obserwacji nietypowych (15 = 0). Na
podstawie tych dwoch sytuacyi mozna wyciagna¢ wniosek, ze estymatory odporne w
regresji dos¢ dobrze radza sobie w sytuacjach, gdy nie wystepuja obserwacje nietypowe.

W sytuacy trzeciej, w ktdre) wystepuje jedna obserwacja nietypowa, otrzymano juz
znaczace roznice w wynikach migdzy MNK a pozostalymi estymatorami (oprocz Rjy-
estymatora), mimo ze obserwacja nietypowa nie jest zbytnio oddalona od pozostatych.
Srednie wartosci ocen parametrow sa znaczaco blizsze wartosciom teoretycznym oraz sg
mniejsze biedy sredniokwadratowe. Wraz ze wzrostem wielkosci zakiocenia wzrasta (od
0 do 1) ilos¢ Zle sklasyfikowanych obserwacji nietypowych w L5-estymatorze.

W sytuacji czwarte), w ktorej obserwacja nietypowa zostata bardziej oddalona od
linu regresji w stosunku do sytuacji trzeciej, otrzymano pogorszenie wynikow MNK 1

Ry -estymatora w stosunku do poprzedniej sytuacji. Pozostate estymatory maja wyniki



na tym samym co poprzednio dobrym poziomie. Zmniejszyl si¢ w stosunku do
poprzedniej sytuacji przedziat zle sklasyfikowanych obserwacji nietypowych [0, 0.74].

W sytuacji piatej, w ktorej jeszcze bardziej oddalono obserwacje nietypowa w
stosunku do poprzednich sytuacji wyniki s3 podobne do sytuacyi czwartej. Tylko dla R~
estymatora mozna zauwazy¢ gorsze wyniki. Liczba zle sklasyfikowanych obserwaci
nietypowych w L-estymatorze wyraznie spadfa: nie przekracza teraz 0.08 (czyli tylko 4
razy z 50 powtorzen zZle zostata zakwalifikowana obserwacja nietypowa).

Sytuacja szosta charakteryzowala si¢ jedna obserwacjg nietypowg ale w zakresie
obu zmiennych (objasnianej 1 objasniajace)). My~ 1 Rjp-estymatory majg Srednie
wartosci ocen parametréw catkowicie rozne od teoretycznych. Najlepsze wyniki
uzyskano dla L) 1 L5-estymatorow (7, € [0, 0.98]), przy czym dla matego zaktocenia
blizszy wartosciom teoretycznym jest L;-estymator, dla wigkszego L, ~estymator.

Sytuacja si6dma roznita sie od poprzedniej oddaleniem obserwacji nietypowej tym
razem jednak po osi x. Wyniki nie odbiegaty jednak bardzo od poprzednich. Najgorsze
zanotowano dla Mpy-estymatora. Ze wzgledu na wigksze oddalenie obserwacy
nietypowe] od linn regresj poprawil sie¢ wskaznik zle sklasyfikowanych obserwacji
nietypowych; w tej sytuacji nie przekracza 0.38.

W sytuacji 6smej jeszcze bardziej oddalono obserwacj¢ nietypowa w stosunku do
poprzedniej sytuacji. Zdecydowanie zie wyniki uzyskano dla My Mye- Ry- 1 Ry
estymatorow przy czym najgorze] z nich wypada Mpy-estymator. Liczba zle
sklasyfikowanych obserwacji dla L;-estymator wzrosta w stosunku do sytuacji siodme;
(1, € [0, 0.48]).

Sytuacja dziewiata charakteryzowata sie jedna obserwacja nietypowgq ale w zakresie
zmiennosci obu zmiennych regresyjnych. Wyniki uzyskane dla tej sytuacji sa dosc dobre
dla wszystkich estymatoréw. Jednak najgorsze wyniki uzyskano dla Ry -estymatora.

Liczba Zle sklasyfikowanych obserwacji miescita sie¢ w przedziale [0, 1].
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W sytuacji dziesigtej oddalono w stosunku do sytuacji poprzednie) obserwacje
nietypowg zar6wno ze wzgledu na zmienng objasniang jak 1 objasniajaca. Pogorszyly si¢
oszacowania MNK 1 polepszyly pozostatych estymatorow, z ktorych znowu najgorze)
wypadt Rjy--estymator. Zmniejszyta si¢ w stosunku do sytuacji dziwiatej Srednia liczba zle
sklasyfikowanych obiektow. Teraz nie przekracza 0.7.

Sytuacja jedenasta byla podobna do poprzedniej. Oddalono tylko jeszcze bardziej
obserwacje nietypowa. Poglebily si¢ tendencje widoczne w sytuacji dziesiatej, tzn. jeszcze
bardzie; pogorszyly si¢ wyniki dla MNK 1 jeszcze bardziej polepszyly sie wyniki dla
pozostatych estymatorow, za wyjatkiem Ry -estymatora, dla ktorego wyniki byly gorsze
nawet od MNK.

Sytuacja dwunasta rozpoczyna sytuacje z dwoma obserwacjami nietypowymi.
Sytuacja ta jest analogiczna do sytuacji czwartej. Zastapiono tylko jedng obserwacje
nietypowa dwoma. Wyniki, ktére uzyskano nie odbiegaja znaczaco od tych z sytuacj
czwarte) oczywiscie za wyjatkiem MNK, dla ktorej wyniki byly zauwazalnie gorsze.
Wzrosta srednia 1los¢ zle sklasyfikowanych obserwacji nietypowych w L-estymatorze.
W tym przypadku waha sie ona w zaleznosci od wielkosci zakidcema jak 1 liczebnosci
obserwacji migdzy 0.46 a 1.42.

Sytuacja trzynasta byfa analogiczna do siodmej. Wyniki tez sa podobne. Najblizsze
teoretycznym warto$ci ocen parametrow uzyskano dla L),estymatora; zdecydowanie
najdalsze dla M-estymatoréw P. J. Hubera zarébwno w wersji ze zwyklymi jak 1
standaryzowanymi resztami. Dla L ;-estymatora 7, zawierata si¢ w przedziale [0.5. 1.92].

W sytuacji czternastej obserwacje nietypowe sa rozdzielone: jedna jest oddalona ze
wzgledu na zmienng objasniana, druga - zmienng objasniajaca. Tylko estymatory z grupy
L (czyli (Lyy Lg- 1 Ls-estymatory) majg zblizone wartosci ocen parametrow do wartosci
teoretycznych. Pozostale estymatory maja wyniki, na ktére wplynely obserwacje

nietypowe.



Sytuacja ostatnia (pietnasta) zawierata wigksza liczb¢ obserwacji nietypowych (ok.
40%). W tej sytuacji najlepsze wyniki uzyskano dla L) ~estymatora; gorsze ale zblizone
uzyskano jednak dla My, 1 Rjy-estymatorow. Gdy liczba obserwacji nietypowych
wynosi 4, liczba Zle sklasyfikowanych obserwacji nietypowych zawiera si¢ w przedziale
(2.2, 3.2]; jesh ny = 10 wtedy 7, jest nie duzo mniejsze od 5; podobnie dla dwudziestu
obserwacji nietypowych.

Wraz ze wzrostem zakidcenia, jak mozna bylo si¢ spodziewaé, pogarszaty sie
wyniki dla wszystkich badanych estymatoréw. Przy zwigkszaniu zas liczby wszystkich
obserwacji w zasadzie (jest kilka wyjatkdw) oceny parametréw s3 blizsze wartosciom
teoretycznym.

Z przeprowadzonych badan mozna wyciagna¢ nastepujace ogodlne wnioski
dotyczace estymatorow:

Najlepsze wyniki lub jedne z najlepszych uzyskiwano zawsze dla L, ~estymatora.

Estymatory z resztami standaryzowanymi (R~ 1 My -estymatory) nie sprawdzaja
si¢ w sytuacjach, w ktorych wystepuje mata frakcja obserwacji nietypowych. Sadze ze
jest to spowodowane gorszymi wiasciwosciami reszt standaryzowanych w stosunku do
reszt 7-normalizowanych. Zastosowanie jednak w Ry~ 1 Mp~estymatorach reszt 1-
normalizowanych znaczaco wydtuzyloby dziatanie 1 tak bardzo pracochionnego
(czasochionnego) algorytmu tych estymatorow.

L -estymator okazat sig dos¢ dobrym estymatorem odpornym. "Odkryt", ze nie ma
obserwacji nietypowych w pierwszych dwoch sytuacjach. W przypadku wystapienia
jednej obserwacji nietypowe] przy matym zakidceniu estymator ten bezbigdnie
"rozpoznaje" obserwacje nietypowa. Dla dwoch obserwacji nietypowych L;-estymator
najlepiej sobie "radzi" przy najwiekszym zakitoceniu. Niekorzystne wyniki otrzymano za
pomoca tego estymatora tylko dla ostatniej sytuac)i, gdzie wystepuje duza frakcja
obserwacji nietypowych (ok. 40%). Jest to jednak zrozumiate. L;-estymator opiera si¢ w

swoje] konstrukcji na kwartylach. Tak wiec frakcja obserwacj nietypowych
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przekraczajaca 25% wszystkich obserwacji powoduje, ze wyniki otrzymane w takie;

sytuacji znaczaco odbiegaja od oczekiwanych.
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Rozdziat 5

Zastosowania ekonomiczne

5.1. WPROWADZENIE

Nalezy podkresli¢, ze obserwacje nietypowe bardzo czg¢sto wystepuja w badaniach
empirycznych w ekonomii. W zasadzie wszedzie tam, gdzie stosuje sie metody
regresyjne, moga wystapi¢ obserwacje nietypowe. W takich przypadkach nalezy wigc
stosowa¢ omowione w rozdziale 2 metody diagnostyki obserwac)i nietypowych lub
omoéwione w rozdziale 3 estymatory odpomne.

Szczegodlnie obecnie w Polsce nasila si¢ wystepowanie obserwac)i nietypowych.
Mozna wymieni¢ dwie gtowne przyczyny tego faktu.

Pierwsza przyczyna jest wptyw czynnikéw politycznych na sytuacje ekonomiczna.
Rzad, parlament lub inne wiadze uchwalaja prawa lub podejmuja decyzje wptywajace na
sytuacje ekonomiczna. Czeste zmiany rzaddéw 1 nowe wybory powoduja czeste zmiany
polityki gospodarczej panstwa. Zazwyczaj powoduje to ustalanie prawa nieoczekiwanie,
bez wczesniejszych zapowiedzi 1 odpowiednich przygotowan. Objawia si¢ to nierzadkimi
przypadkami wystepowania obserwacji nietypowych. Wymienmy kilka przyktadow.

W badaniach marketingowych jednym z wazniejszych elementéw badania jest
analiza popytu. Ten typ badania powinien by¢ prowadzany przez kazda firme¢ sprzedajaca

swoje produkty na rynku. Wprowadzenie S lipca 1993 r. podatku od towaréw 1 ustug,
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tzw. VAT-tu, spowodowalo, iz czerwiec stal si¢ miesiagcem nietypowym pod wzgledem
popytu na wiekszos¢ towarow.

Kazda zmiana taryfy celnej powoduje istotng zmiane sytuacji polskich importerow.
Dotyczy to szczegoélnie firm sprowadzajacych towary z Dalekiego Wschodu. Nowa taryfa
zastaje towary w drodze do Polski. Czesto powoduje nieoptacalno$¢ catego
przedsigwzigcia. Podobne uwagi dotycza dewaluacj ztotego.

Wprowadzenie obowiazku posiadania gasnic w samochodach spowodowato
powstanie ogromnego popytu na gasnice. Zmienito to diametralnie sytuacj¢ czterech
polskich producentow gasnic.

Zmiany w polskiej gospodarce powoduja ogromne zmiany w strukturze plac.
Regresyjne modele ptac musza uwzglednia¢ te zmiany. Dopiero wtedy "budowa tego
rodzaju modeli ma powazne znaczenie poznawcze z punktu widzenia ekonomicznego.
Estymacja modelu daje podstawe do formutowania uzasadnionych sadéw na temat
wptywu poszczegdlnych wyr6znionych czynnikow na poziom zarobkow." (Z. Pawtowski
[82] s. 396).

Druga wazna przyczyna pojawiania si¢ obserwacji nietypowych jest wystgpowanie
nieoczekiwanych wydarzen.

Wszelkiego rodzaju strajki co jaki§ czas nawiedzajace nasz kraj powoduja
dezorganizacje produkcji. Stosujac analize produkcji dla ostatnich kilku lat nalezy brac
ten fakt pod uwage.

Wystgpowanie nieoczekiwanych wydarzen odbija si¢ szczegdlnie mocno na rynku
papierow wartosciowych. Na wartos¢ inwestycji w akcje obracane na gieldzie papierow
wartosciowych szczegoélnie mocno wplywaja nieoczekiwane wydarzenia. Przykiadem
niech bedzie kradziez 5 mld zt przeznaczonych na wyptaty dla pracownikow Swarzedza.
Wiadomos$¢ o tym zdarzeniu spowodowata raptowny spadek kursu akcji Swarzedza na

najblizszej po tym wydarzeniu sesji gietdowe;.
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Nie zawsze jednak fatwo jest zauwazy¢ obserwacje nietypowe. Estymatory odporne
daja mozliwos¢ automatycznego wykrycia obserwacj nietypowych 1 wyeliminowania ich
negatywnego wplywu na szacowana lini¢ regresji.

W dalszej czesci rozdziatu przedstawie przykiad zastosowania estymatorow

odpornych w teoni portfela papierow wartosciowych.

5.2. JEDNOWSKAZNIKOWY MODEL TEORII PORTFELA
PAPIEROW WARTOSCIOWYCH

Tworca klasyczne) teor portfela papieréw wartosciowych jest H. M. Markowitz
[75]. Praktyczne zastosowanie tej teori, np. wyznaczenie zbioru mozliwych portfeli, a w
dalszej kolejnosci portfeli efektywnych przy duzej liczbie akcji, nie jest proste. Fakt ten
powoduje, ze stosowanie teori portfela w klasycznej postaci jest zwykle utrudnione. W
zwiazku z tym zaproponowano modele upraszczajace klasyczng teori¢ portfela akcji.
Jednym z nich jest tzw. model jednowskaznikowy, zaproponowany przez W. Sharpe'a
[95].

Model jednowskaznikowy opiera si¢ na zatozeniu, ze ksztaltowanie si¢ stop zwrotu
akcp zalezy od sytuacji na catym rynku papierow wartosciowych. Sytuacja na rynku
papierow wartosciowych jest najlepiej opisywana za pomoca wskaznika rynku, zwanego
indeksem gieldowym. Indeks gieldy moze byé bowiem traktowany jako pewne
przyblizenie portfela rynkowego, ktorego skiad jest taki jak sktad rynku.

Zaleznos¢ stopy zwrotu akcji od stopy zwrotu indeksu gietdy (portfela rynkowego)

przedstawia si¢ za pomocg nastepujacego liniowego rownania regres;i:
Ri=a;+ fiRs + €, (5.1)
gdzie:
R; — stopa zwrotu i-tej akc,
R - stopa zwrotu indeksu gietdy (wskaznika rynku),
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a;, f; — parametry regresji dla /-tej akcji.
Stopa zwrotu akcji (inaczej zwana stopa zysku, stopa dochodu) w okresie !
okreslona jest nastepujaco:

(£-F.)+D,
P >

=1

R = (5.2)

gdzie:
R, - stopa zwrotu akcji osiagnigta w /-tym okresie,
P, — cena akcji w t-tym okresie,
D, - dywidenda wyptacona w 7-tym okresie.

Roéwnanie regresji (5.1) jest to tzw. linia charakterystyczna papieru wartosciowego

(ang. security characteristic line). W rownaniu tym podstawowa role odgrywa

wspotczynnik f;, w finansach zwany wspoétczynnikiem beta. Wspolczynnik beta akcji

wskazuje, o ile procent w przyblizeniu wzro$nie stopa zwrotu akcji, gdy stopa zwrotu
wskaznika rynku (indeksu gietdy) wzrosnie o 1%. Wynika z tego, ze wspotczynnik beta
akcji wskazuje, w jakim stopniu stopa zwrotu akcji reaguje na zmiany Stopy zwrotu
wskaznika rynku, czyli na zmiany zachodzace na rynku. W tym zatem sensie
wspotczynnik beta traktowany jest jako miara ryzyka rynkowego.

Wspotczynnik beta moze przyymowac rézne wartosci. Wazne sa nastgpujace
przypadki:

1) B; = 0 oznacza, ze stopa zwrotu i-tego papieru wartoSclowego nie reaguje na
zmiany rynku; wobec tego papier wartosciowy wolny jest od ryzyka rynku - takim
papierem jest obligacja emitowana przez rzad, ktorej stopa zwrotu jest roOwna stopie
zwrotu wolnej od ryzyka;

2) 0 < B; < 1 oznacza, ze stopa zwrotu i-tej akcji w matym stopniu reaguje na

zmiany zachodzace na rynku; taka akcja nazywana jest akcja defensywna,
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3) B; = 1 oznacza, ze stopa zwrotu i-tej akcji zmienia si¢ W takim samym stopniu
jak stopa zwrotu rynku; w szczegolnosci, portfel rynkowy ma wspotczynnik beta rowny
L

4) B; > 1 oznacza, ze stopa zwrotu i-tej akcji w duzym stopniu reaguje na zmiany

zachodzace na rynku; taka akcja nazywana jest akcja agresywna.

W krajach rozwinietych wspotczynniki beta wielu akcj analizowane s3 przez
inwestorow. S one publikowane w czasopismach finansowych.

W ponizszym przyktadzie analizowane sa akcje notowane na rynku podstawowym
Gieldy Papierow Wartosciowych (GPW) w Warszawie co najmniej od roku. Sa to: BIG,
BRE, ELEKTRIM, EXBUD, IRENA, KABLE, KROSNO, MOSTOSTAL EXPORT,
MOSTOSTAL WARSZAWA, OKOCIM, POLIFARB CIESZYN, PROCHNIK,
SOKOLOW, SWARZEDZ, TONSIL, UNIVERSAL, VISTULA, WBK, WEDEL,
WOLCZANKA i ZYWIEC.

Pod uwage wzigto kursy akcji z okresu od pierwszego notowania na gietdzie dla
kazdej ze spotek do 10 pazdziernika 1994 roku!.

Ze wzgledu na krotki okres funkcjonowania GPW analizowane byly miesieczne
stopy zwrotu firm. Z tego samego powodu przy wyznaczaniu stopy zwrotu wediug
wzoru (5.2) pominigto warto$¢ dywidendy. Zatem stope zwrotu wyznaczymy wedlug

Wwzoru:
_(P-P.)
] P )

-1

R

gdzie indeks 7 oznacza kolejne miesiace.
Aby unikna¢ przypadkowosci nie rozpatrywano jako reprezentanta tylko ostatniej

sesji gietdowe) w miesiacu ale ostatnie sesje gieldowe w kazdej dekadzie miesiaca®. W

INiektére spotki gietdowe dokonaty podziatu (splitu) akcji. W zwiazku z tym dla
tych spotek dokonano przeliczenia kursu tak, aby byt on poréwnywalny w ciagu catego

czasu notowania na gietdzie.
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celu bardziej precyzyjnego okreslenia stopy zwrotu akcji w danym miesiacu zostata ona
obliczona jako srednia arytmetyczna trzech stop zwrotu, osiaggnietych:

- w okresie migdzy koncem drugiej dekady poprzedniego miesiaca a koncem
drugiej dekady danego miesiaca,

- w okresie miedzy koncem trzeciej dekady poprzedniego miesigca a koncem
trzeciej dekady danego miesiaca,

- w okresie migdzy koncem pierwsze) dekady danego miesiaca a koncem pierwszej
dekady nastgpnego miesiaca, czyl

PR O aled sl e
s\ TR TR

t

(5.4)

gdzie:

R’ - srednia dla miesiaca 7 stopa zwrotu akcji,

P'° - cena akcji na ostatniej sesji w pierwszej dekadzie miesiaca ?,

P® - cena akcji na ostatniej sesji w drugiej dekadzie miesiaca ¢,

P* - cena akcji na ostatniej sesji w miesiacu I.

W ten sposob otrzymano szeregi czasowe stop zwrotu 21 akcji, od maja 1991 do
wrzesnia 1994 o réznej dtugosci od 41 dla pierwsze) piatki GPW: EXBUDU, KABLI,
KROSNA, PROCHNIKA i TONSILU, 38 dla WOLCZANKI i SWARZEDZA, 35 dla
ZYWCA, 33 - WEDLA, 31 - IRENY i OKOCIMIA, 29 - ELEKTRIMU, 27 -
MOSTOSTALU EXPORT, 26 - UNIVERSALU, 25 - BIGU, 23 - BRE, 16 -
POLIFARBU CIESZYN, 14 - WBK, 13 - SOKOLOWA do 11 dla MOSTOSTALU
WARSZAWA 1 VISTULIL W podobny sposéb zostaty obliczone rowniez stopy zwrotu
indeksu GPW, czyli Warszawskiego Indeksu Gietdowego (WIG-u) - sa to wzgledne
przyrosty wartosci indeksu. Obliczone stopy zwrotu sa przedstawione w dodatku C w

tab. C.1 - C.4, przy czym:

2Jesli spotka miata zawieszone notowania na takiej sesji, brano pod uwage ostatnie

notowanie przed tym terminem.
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- w tab. C.1 sa zamieszczone stopy zwrotu WIG-u, BIGU, BRE, ELEKTRIMU,
EXBUDU 1 IRENY;

- w tab. C.2 s3 zamieszczone stopy zwrotu KABLI, KROSNA, MOSTOSTALU
EXPORT 1 WARSZAWA, OKOCIMIA 1 POLIFARBU CIESZYN,;

- w tab. C.3 sa zamieszczone stopy zwrotu PROCHNIKA, SOKOLOWA,
SWARZEDZA, TONSILU, UNIVERSALU 1 VISTULI,

- w tab. C.4 sa zamieszczone stopy zwrotu WBK, WEDLA, WOLCZANK]I i
ZYWCA.

Obliczone na podstawie tych danych linie charakterystyczne papierow
wartosciowych przedstawiono w tab. 5.1 - 521. Ze wzgledu na otrzymane w
poprzednim rozdziale wyniki symulacji komputerowych, zaprezentowano wyniki tylko
dwoch estymatorow odpornych: L3 1Ly, oraz dla porownania MNK.

Wykresy korelacyjne stop zwrotu wszystkich omawianych akcji do WIG-u s3
przedstawione na rys. 5.1 - 5.21. Zaznaczono na nich symbolem o obserwacje nietypowe

wyroznione przez L-estymator (jezeli wystepuja).

3Przyjeto poziom statej regulujacej g rowny 1.
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Rys. 5.1

BIG 06 O

WG

J ® Obserwacje typowe D Obserwacje nietypowe

Tabela 5.1
Estymator | LINIA CHARA];II(;I}'SRYSTYCZNA 0‘:;2“;:2 :t’y‘ﬁ-‘{g‘:;”e
(w nawiasie data)
MNK Ry = -00417 +1086R,,
Ly sestymator R, =—-00656+0.967R,,. 11 (7.93), 12 (8.93),
L-estymator R, =—00771+0633R,,, 17 (1.94), 23 (7.94)

Poréwnujac linie charakterystyczne otrzymane za pomoca estymatorow odpornych
z MNK dla BIGU mozna zauwazy¢, ze zarobwno L), jak 1 L;-estymator zmniejszyty
wplyw obserwacji o najwiekszych stopach zwrotu BIGU, przy czym Lj;-estymator byl
tutaj bardziej radykalny.

L-estymator wyodrebnit 4 obserwacje nietypowe; wszystkie one (i tylko one)
charakteryzuja si¢ stopg zwrotu wieksza od 04. Przyczyna maksymalnych
dopuszczalnych wzrostow w sierpniu 1993 r. (12 obserwacja) byta wiadomos¢ o objgciu

przez BIG akcji z nowej emisji LBR, co oznaczato przejecie tego banku.
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Lipiec 1993 r. 1 styczen 1994 r. sa miesiacami nietypowymi dla co trzeciej spotki
notowane) wtedy na gietdzie. Wszystkie spotki miaty wtedy najwigksze w swoje) historii

wzrosty kursow (nawet podwojenie kursu w ciagu miesiaca).

Rys. 5.2
06 -
05 l . =
04 .
B
03 + ] .
02 b . a
BRE |
01 - ] .
_ a .
e
0.4 a-02" 010 02 0.4 06 0.8
. |
02+
. -0.3 |
WG
Tabela 5.2
LINIA CHARAKTERYSTYCZNA |  Obserwacje nietypowe
Estymator BRE dla L;-estymatora
(w nawiasie data)
MNK Rope = 00157 +0.781R,,;
L, ~estymator Rype = —0.0015+0.443R,,,
L-estymator Rgpe = 00157+0.781R,,, nie wystepuja
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Rys. 5.3

08 %
06 I
04 = .
ELEKTRIM . "t e
02'm m .
- .
. & I:—f - ;
-0.4 02" ®*_ 0¥ = 02 04 0.6 0.8
w02 I
- -0.4
WG
Tabela 5.3
LINIA CHARAKTERYSTYCZNA |  Obserwacje nietypowe
Estymator -
ELEKTRIMU dla L;-estymatora
(w nawiaste data)
MNK Ry, iy = 00121+1017R,,,,
Lyrestymator | Rezomny = —0.0436+0840R,,;
L -estymator Reoermny = 001214+ 1017R . nie wystepuja

Poniewaz Lg;-estymator nie zauwazyl obserwacj nietypowych dla BRE
ELEKTRIMU, linie charakterystyczne dla MNK 1 Ls-estymatora s3 takie same. Ly,
estymator za$ nie brat pod uwage obserwacji o duzych wartosciach stopy zwrotu dla tych
spotek, co spowodowato obnizenie linu charakterystycznych i1 nachylenie ich pod

mniejszym katem w stosunku do os1t WIG-u.

87



Rys. 5.4

0.8 ] 0
06
04 .
LS L
EXBUD 02.% ., "
an E | am » a
-04 -0.2 - ". 0 0..2 04 06 0.8
A m 027 -
- -04 J
WG
. Obserwacje typowe C Obserwacje nietypowe ;
Tabela 5.4
LINIA CHARAKTERYSTYCZNA |  Obserwacje nietypowe
Estymator EXBUDU dla L;-estymatora
(w nawiasie data)
MNK R emop = —0.0012+0842R,, .
L, ~estymator Repyp = —0.0368+0811R,,,
L -estymator Repyp = —0.0041+0.628R,,, 25 (5.93), 33 (1.94)

Dla EXBUDU zaréwno L jak i L;-estymator zmniejszyly wplyw obserwacji o

najwigkszych stopach zwrotu tej spotki, przy czym L,,estymator byt tutaj bardziej

radykalny, co spowodowato glebsze obnizenie linii charakterystycznej 1 nachylenie je

pod mniejszym katem w stosunku do ost WIG-u.

Wyodrebnione przez Lj-estymator obserwacje nietypowe charakteryzuja si¢

najwigkszymi miesiegcznymi stopami zwrotu EXBUDU przekraczajacym: 0.5. W maju

1993 r. (25 obserwacja) prawie przez caly miesiac kurs EXBUDU na kazdej sesj

wzrastal o maksymalne dopuszczalne 10%.
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15
as%

06 - "o .
| ]
IRENA 041 = -
021 ™ =
. e
04 , -02% __gy0a 0.2 0.4 0.6 0.8
[ ) !
-0.4 |
WG
[
| = Obserwacje typowe 5 Obserwacje nietypowe
Tabela 5.5
E LINIA CHARAKTERYSTYCZNA |  Obserwacje nietypowe
stymator RENY dla L;-estymatora
(w nawiasie data)
MNK R pus = 0.0326 +1266R,,,,,
L, ~estymator Rppy, = —01084 +1569R,,
L i-estymator Rippus = =00125+1206R,,5 |16 (6.93), 17 (7.93), 27 (5.94)

Usunigcie obserwacji nietypowych przez Ls-estymator spowodowato obnizenie w
stosunku do MNK potozenia linuii charakterystyczne) IRENY 1 nieznaczne zmniejszenie

kata nachylenia tej linu. Ly,estymator zwigkszyl za$ kat nachylenia linn

charakterystycznej. Swiadczy to o wptywie powyzszych obserwacji na szacowana linig
regresji.
Wyodrebnione przez Ls;-estymator obserwacje nietypowe charakteryzuja si¢

wysoka stopa zwrotu IRENY w stosunku do stopy zwrotu przecietnej akcji na gietdzie.
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W czerwcu 1993 r. (16 obserwacja) prawie przez caly miesiac kurs IRENY na kazde;j

ses)i wzrastat o maksymalne dopuszczalne 10%.

Rys. 5.6
1-
08 o
06 - o
KABLE 04- o 0 . .
0.2 1,
[ ] [
-04 02" g 32 0: 04 06 08
04 -
WG
® Obserwacje typowe O Obserwacje nietypowe
Tabela 5.6
LINIA CHARAKTERYSTYCZNA |  Obserwacje nietypowe
Estymator KABLI dla L;-estymatora
(w nawiasie data)
MNK Repes = —0.0027+1064R,,c |19 (11.92),
L, ~estymator Ryypie = —00446+0728R,,c |21 (1.93), 26 (6.93), 27 (7.93),
L -estymator Riipie =—00451+0.757R 28 (8.93), 33 (1.94), 34 (2.94)

Dla KABLI mozna zauwazy¢ bardzo zblizone do siebie wyniki estymacj linn

charakterystycznych za pomoca obu estymatoréw odpornych. Swiadczy to o podobnym

podejsciu do obserwacji nietypowych.

L-estymator wyodrebmit 7 obserwacji metypowych. W miesiacach letnich

(czerwiec - sierpien) 1993 r. mozna bylo zauwazy¢ brak réwnowagi na rynku tych
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papierow wartosciowych: bylo sporo redukcj kupna, nadwyzek kupna i1 jedna oferta

kupna, ale jednoczesnie 2 oferty sprzedazy, redukcje 1 nadwyzki sprzedazy.
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Tabela 5.7

LINIA CHARAKTERYSTYCZNA Obserwacje nietypowe
Estymator dla L;-estymatora

KROSNA (w nawiasie data)

MNK Rizosio = 00107 +1242R,

~

L, ~estymator Rizosvo = —0.0249 +1412R,,,,

Lo-estymator | Rigosvo = =0.0292+0992R,,c  {19(11.92), 27(7.93), 32(12.93)

Linie charakterystyczne dla KROSNA obliczane za pomoca estymatorow
odpornych réznia si¢ miedzy soba wspéiczynnikiem beta. Na wartos¢ tego
wspoiczynnika obliczonego za pomoca L) ~estymatora mialy wplyw obserwacje uznane
za nietypowe przez L-estymator.

Wszystkie wyodrebnione przez L;-estymator obserwacje nietypowe dla KROSNA
charakteryzuja sie najwigkszymi stopami zwrotu przekraczajacymi 70%. Na poczatku
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listopada 1992 r. spotka podata do publicznej wiadomosci informacje o podpisaniu
kontraktu sprzedazy swoich wyrobéw do USA wartosci 5.5 min $. Spowodowato to na 6
kolejnych sesjach same oferty kupna, a na sesjach 24 1 26 listopada wzrost kursu o ok.
18%. W pozostatych dwoch miesiacach nietypowych (lipiec 1 grudzien 1993 r.) wzrosty
kurséw byty na tyle duze, ze spowodowato to podwojenie kurséw w ciagu kazdego z

tych miesigey.
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Tabela 5.8
LINIA CHARAKTERYSTYCZNA Obserwacje nietypowe
Fetymator MOSTOSTALU EXPORT dla L-estymatora
(w nawiasie data)
MNK AMOSIO.STAL_EXP =0.0383+0.963R,,;

~

Lyrestymator | Ruosrosrar_pe = ~0.0111+0896R,,;

~

L »-estymator Ryjosrostar_exp = 0.0473+0.909R,,; 11 (5.93), 14 (8.93)

Linie charakterystyczne MOSTOSTALU EXPORT liczone za pomocg wszystkich
estymatoréw nie odbiegajg zbytnio od siebie.
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Dla tej spotki L;-estymator wyodrebmit dwa miesiace nietypowe. W maju 1993 r.
przy wysokie) miesi¢cznej stopie zwrotu przecietnej akcji na gietdzie zanotowano
najwieksza miesieczng stope zwrotu MOSTOSTALU EXPORT (na kazde; sesj
notowano maksymalny dopuszczalny wzrost kursu). Inaczej zas ksztaltowata si¢ sytuacja
trzy miesiace poznie]. Przy tez wysokiej stopie zwrotu WIG-u wzrost kursu

MOSTOSTALU EXPORT w ciagu miesiaca byl nieznaczny (niewiele wigkszy od zera).
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Tabela 5.9
E LINIA CHARAKTERYSTYCZNA Obserwacje nietypowe
SO | MOSTOSTALU WARSZAWA dla L-estymatora
(w nawiasie data)
MNK AMO.STO.STAL_WA =0.0890+1113Ry,,

~

L) estymator wostostar_wa = 01583 +1887R,

Le-estymator | Ruosrostar_wa = —0.0192+1016R;¢ 4 (2.94)

Dla MOSTOSTALU WARSZAWA linie charakterystyczne dla estymatorow
odpornych réznig sie dos¢ znacznie zwlaszcza wspotczynnikiem beta. Estymatory oparty

si¢ na innych obserwacjach typowych.
L-estymator zauwazy! tylko jedna obserwacje nietypowa charakteryzujaca si¢

najwigksza stopa zwrotu (przekroczyta ona 0.5).
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Tabela 5.10
Obserwacje nietypowe
Estymator | LINIA CHARAKTERYSTYCZNA T -istyngra
OKOCIMIA o
(w nawiasie data)
MNK Roroens = 00090 +0865R,,
L, ~estymator Roocns = 00117 +1467R,,,
L-estymator Royocn, = 0.0069 +1193R,.. 15 (5.93), 18 (8.93)

Tendencja zmiany hnii charakterystyczney OKOCIMIA estymatoréw odpornych w
stosunku do MNK jest taka sama. L,~estymator jest jednak w tej tendencj bardziej
radykalny.

Obie wyodrebnione przez L;-estymator obserwacje nietypowe charakteryzujg si¢
niskg stopg zwrotu dla tego papieru przy wysokiej stopte zwrotu przeci¢tnej akcj na

gieldzie.

95



Rys. 5.11

0.8
06 =
0.4 1

0.2 1 " ]
POLIFARB = u
Fa )
4 . \"4 ? B i
04 03 402" -01.020 01 02 03 04 05

-0.4
-0.6

WG

! |
. ™ Obserwacje typowe G Obserwacja nietypowa !

Tabela 5.11
LINIA CHARAKTERYSTYCZNA |  Obserwacje nietypowe
Estymator POLIFARBU CIESZYN dla L;-estymatora
(w nawiasie data)
MNK RPOUFARB_C =-00197+1302R,,,

Lyr~estymator | Rpourars_c = —0.0515+0.714R,,¢

L -estymator Reovipars_c = =00297+1191Ry;6 8(1.94)

Dla POLIFARBU CIESZYN Ls-estymator wyodrebnit tylko jedna obserwacje
nietypowa o najwigkszej miesi¢cznej stopie zwrotu (przekraczajace) 70%). Nie wptyneto
to znaczaco na zmiang¢ potozenia linu charakterystycznej. Na L,~estymator nie maja
takze wpltywu pozostale obserwacje o wysokiej stopie zwrotu, co powoduje znaczne

zmniejszenle wartoscl wspotczynnika beta.
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Tabela 5.12
E LINIA CHARAKTERYSTYCZNA |  Obserwacje nietypowe
stymator PROCHNIKA dla L;-estymatora
(w nawiasie data)
MNK Roocrmae = 00003 +1232R,,
Lyrestymator | Repocrmx = —0.0714+0583R,¢
L(;-estymator RPRO'CHNIK =-0.0149+ 1'238RI{7G 19 (1 192)

Dla linii charakterystycznej PROCHNIKA L-estymator tez zauwazyt tylko jedna

obserwacj¢ nietypowa. W listopadzie 1992 r. kurs tego papieru prawie caly czas

zwyzkowal maksymalnie przy rownoczesnie niskiej stopie zwrotu WIG-u. Usunigcie tej

obserwacji nietypowej spowodowato nieznaczne obnizenie linii charakterystyczne)

(zmniejszenie wartosci wyrazu wolnego regresji). Linia charakterystyczna obliczona za

pomocg L) ~estymatora zas ma znaczaco mniejszy wspotczynnik beta. Na wielkos¢ tego

wspolczynnika nie miaty wptywu takze inne obserwacje o wysokiej stopie zwrotu.
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Tabela 5.13
E LINIA CHARAKTERYSTYCZNA |  Obserwacje nietypowe
stymator SOKOLOWA dla L;-estymatora
(w nawiasie data)
MNK Reporon = 0.0031+1017R,,.

Lyestymator | Reororow = —0.0849+0302R,

x>

L-estymator soxoLon = —01194+0.695R,,;; 5(1.94), 6 (2.94), 9 (5.94)

Wszystkie trzy obserwacje nietypowe wyodrebnione przez Lgs-estymator dia
SOKOLOWA charakteryzuja sie najwigkszymi miesigcznymi  stopami  Zwrotu
przekraczajacymi 0.5 (dla pozostalych miesiecy stopa zwrotu nie przekracza 0.2).
Styczen i luty br. to hossa na gietdzie, ktorej poddaty si¢ tez akcje SOKOLOWA. W maju
zas mimo bessy na gietdzie Sokotow zanotowal duzg stope zwrotu. Przyczyna tego byta
informacja o podziale akcji, co spowodowato, ze akcje SOKOLOWA byly nominalnie

najtanszymi akcjami notowanymi na GPW.
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Usuniecie obserwacji nietypowych znaczaco obnizylo wspolczynnik beta. L,
estymator jeszcze bardziej obnizyl jego wartos¢, co $wiadczy, ze na jego wartos¢ nie

miaty wptywu takze obserwacje o najnizszej stopie zwrotu SOKOLOWA.
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Tabela 5.14

LINIA CHARAKTERYSTYCZNA Obserwacje nietypowe

dla L;-estymatora
SWARZEDZA (w nawiasie data)

Estymator

~

MNK Rewarzepz = —0.0084 +1004 R,

A

L) ~estymator Rsyapzep; = 00015+ 0349 R,

Le-estymator | Rswarzepz = —00316+0807Ry;6 23 (6.93), 24 (7.93), 30 (1.94)

L-estymator przy szacowaniu linui charakterystycznej SWARZEDZA usunagt trzy
obserwacje nietypowe o najwiekszych miesiecznych stopach zwrotu. Spowodowato to
zmniejszenie warto$ci wspotczynnika beta. Jeszcze mniejsza wartosé tego wspoétczynnika

uzyskano dla L, ~estymatora.
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Tabela 5.15

LINIA CHARAKTERYSTYCZNA |  Obserwacje nietypowe
dla L;-estymatora
TONSILU (w nawiasie data)

Estymator

MNK Ryonsy = 00059 +1389R,

Ly -estymator Ropnsy = —0.0870+0415R,c  [19(11.92),20 (12.92),25 (5.93),

L ;-estymator Ryonsy = —0.0684+1330R,,; |27 (7.93), 33 (1.94), 39 (7.94)

Dla TONSILU Lj-estymator zauwazyt 6 obserwacji nietypowych. Koniec roku
(lstopad - grudzien) 1992 to prawie same maksymalne wzrosty kursu (3.12.92 r. nawet o
ponad 19%). W lipcu 1993 r. kurs akcji TONSILU prawie potroit sie. Dwa miesiace
wczesnie] zas przy dobrej sytuacji na gietdzie (stopa zwrotu WIG-u wyniosta w maju
prawie 65%) TONSIL zanotowat nieznaczny wzrost.

Mimo usunigcia 6 obserwacji nietypowych linia charakterystyczna tylko
nieznacznie zmienita swoje polozenie. Znacznie mniejszy wspoiczynnik beta uzyskano

zas dla L) ~estymatora.
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Tabela 5.16
LINIA CHARAKTERYSTYCZNA |  Obserwacje nietypowe
Estymator -
UNIVERSALU dla L;-estymatora
(w nawiasie data)
MNK Rpmvemsr = 00822 +1409R,,c |4 (11.92), 5 (12.92), 10 (5.93),

Lyrestymator | Romemsga = —01226+0811R,,c |12 (7.93),13 (8.93),15 (10.93),

Lo-estymator | Rogyemsy = —01242+1064R,,c 19 (2.94), 20 (3.94), 24 (7.94)

Najwigcej obserwacji nietypowych ze wszystkich badanych akcji L;-estymator
wyodrebnit dla UNIVERSALU. Spétka ta bowiem w najwigkszym stopniu reaguje na
zmiany zachodzace na rynku (najwigkszy wspoétczynnik beta dla MNK) 1 jest w zwiazku
z tym uwazana za papier najbardziej spekulacyjny na GPW. Juz w listopadzie 1 grudniu
1992 r. prawie caly czas notowano maksymalne wzrosty kursu. W lipcu 1 sierpniu
nastgpnego roku kurs zwiekszat si¢ 2.5 krotnie na miesigc (tylko 27 lipca ub. r. kurs
wzrost o 20%, 29 lipca o0 28.79% a 19 sierpnia 0 31.46%). Podobnie w pazdzierniku

1993 r. kurs podwoit sie (tylko 21 tego miesiaca zanotowano wzrost kurs o 14.29%). Z
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drugie) strony w maju tego roku przy dobrej sytuacji na gietdzie (przecigtna miesieczna
stopa zwrotu dla WIG-u wynosita wtedy prawie 65%) stopa zwrotu UNIVERSALU jest

ujemna.
Usunigcie obserwacji  mietypowych spowodowalo zmniejszenie  wartosci

wspotczynnika beta. Jeszcze bardziej radykalnie obnizyt ten wspéiczynnik L ~estymator.
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Tabela 5.17

Estymator

LINIA CHARAKTERYSTYCZNA
VISTULI

Obserwacje nietypowe
dla L;-estymatora
(w nawiasie data)

MNK

R, = 00271+ 1148R,,.

L) ~estymator

Rsrons = —0.0988 +0809R,

L -estymator

Ry, = 00271+ 1148R,

nie wystepuja
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Tabela 5.18
LINIA CHARAKTERYSTYCZNA |  Obserwacje nietypowe
Estymator WBK dla L ;-estymatora
(w nawiasie data)
MNK Rype =00163+1293R,
Ly, ~estymator Ry = -00594 +1343R,

L -estymator

~

Rz =00163+1293R,,,

nie wystepuja
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WEDEL

Rys. 5.19
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Tabela 5.19

Estymator

LINIA CHARAKTERYSTYCZNA
WEDLA

Obserwacje nietypowe
dla L;-estymatora
(w nawiasie data)

MNK

Rypps = 00125+ 0886R,,,

L) restymator

Ryppe = —00443 +0669R,,.

L -estymator

-

Ryepg = 0.0125+0886R,,,,

nie wystepuja
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Tabela 5.20
LINIA CHARAKTERYSTYCZNA Obserwacje nietypowe
Estymator -
WOLCZANKI dla L;-estymatora
(w nawiasie data)
MNK Ryorcomms = —00034+1104R,,
Lyrestymator | Ryorcpans = —0.0095+0857R,;
L -estymator Ryorczms = —00034+1104R,,, nie wystepuja

Dla VISTULI, WBK, WEDLA i WOLCZANKI L-estymator nie zauwazyt

obserwacji nietypowych. W zwiazku z tym linie charakterystyczne szacowane za pomoca

tego estymatora sa takie same jak dla MNK. Dla L, ~estymatora linie charakterystyczne

tych spotek sa znaczaco rozne od MNK.
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Tabela 5.21

Estymator

LINIA CHARAKTERYSTYCZNA

ZYWCA

Obserwacje nietypowe
dla L;-estymatora
(w nawiasie data)

MNK

R, e = 00279+ 0840R,,,

L) ~estymator

R, piree = 00243+ 0.909R,,.

L ~-estymator

R, prec = 00241+ 0781R,,,

26 (12.93)

Dla ZYWCA Lg-estymator wyodrebnit tylko jedna obserwacje nietypowa o
najwigkszej w historii notowan ZYWCA miesigcznej stopie zwrotu. Usunigcie tej
obserwacji nietypowe) spowodowato obnizenie wspoiczynnika beta. L) ~estymator ma
za$ wartosc tego wspotczynnika wieksza od tej uzyskanej MNK.

Porownajmy jeszcze wspotczynniki beta uzyskane dla tych trzech estymatorow. W
tab. 522 - 5.24 zamieszczono warto$ci wspoiczynnikéw beta dla badanych w tym

rozdziale estymatoréw uporzadkowane wedtug rosnacej wartosci tego wspotczynnika.
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Tabela 5.22

Lp. SPOLKA WSPOLCZYNNIK BETA
dla MNK

] BRE 0.781
2 ZYWIEC 0.840
3 EXBUD 0.842
4 OKOCIM 0.865
5 WEDEL 0.886
6 MOSTOSTAL EXPORT 0.963
7 SWARZEDZ 1.004
8 ELEKTRIM 1.017
9 SOKOLOW 1.017
10 KABLE 1.064
11 BIG 1.086
12 WOLCZANKA 1.104
13 MOSTOSTAL WARSZAWA 1.113
14 VISTULA 1.148
15 PROCHNIK 1.232
16 KROSNO 1.242
17 IRENA 1.266
18 WBK 1.293
19 POLIFARB CIESZYN 1.302
20 TONSIL 1.389
21 UNIVERSAL 1.409
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Tabela 5.23

Lp. SPOLKA WSPOLCZYNNIK BETA
dla L;-estymatora
] EXBUD 0.628
2 BIG 0.633
3 SOKOLOW 0.695
4 KABLE 0.757
5 BRE 0.781
6 ZYWIEC 0.781
7 SWARZEDZ 0.807
8 WEDEL 0.886
9 MOSTOSTAL EXPORT 0.909
10 KROSNO 0.992
11 MOSTOSTAL WARSZAWA 1.016
12 ELEKTRIM 1.017
13 UNIVERSAL 1.064
14 WOLCZANKA 1.104
15 VISTULA 1.148
16 POLIFARB CIESZYN 1.191
17 OKOCIM 1.193
18 IRENA 1.206
19 PROCHNIK 1.238
20 WBK 1.293
2] TONSIL 1.330
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Tabela 5.24

Lp. SPOLKA WSPOLCZYNNIK BETA
dla L, ~estymatora

] SOKOLOW 0.302
2 SWARZEDZ 0.349
3 TONSIL 0.415
4 BRE 0.443
5 PROCHNIK 0.583
6 WEDEL 0.669
7 POLIFARB CIESZYN 0.714
8 KABLE 0.728
9 VISTULA 0.809
10 EXBUD 0.811
11 UNIVERSAL 0.811
12 ELEKTRIM 0.840
13 WOLCZANKA: 0.857
14 MOSTOSTAL EXPORT 0.896
15 ZYWIEC 0.909
16 BIG 0.967
17 WBK 1.343
18 KROSNO 1.412
19 OKOCIM 1.467
20 IRENA 1.569
2] MOSTOSTAL WARSZAWA 1.887

Jak fatwo zauwazy¢, w zaleznosci od stosowanego estymatora uzyskujemy nie

tylko inne wartosci wspotczynnika beta ale takze inne uporzadkowanie spotek pod

wzgledem ryzyka. Szczegoélnie dotyczy to L,,estymatora. Jest to bardzo istotne, bo

wspolczynnik beta ma znaczenie dla inwestora przy wyborze akcji o0 matym, badz duzym

ryzyku systematycznym. Dla przyktadu TONSIL zajmuje przedostatnie miejsce przy

stosowaniu MNK (akcja bardzo agresywna), ostatnie przy stosowaniu L;-estymatora

(akcja najbardziej agresywna ze wszytkich notowanych na GPW), a 3 dla L, ~estymatora
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(akcja defensywna). Dodatkowo dla L;~estymatora mozna zauwazy¢ znacznie wigkszy

zakres wartosci wspotczynnika beta.

Z powyzszych rozwazan mozna wysnu¢ wniosek, ze L)~estymator jest bardziej
radykalny niz Ls-estymator. Najczesciej ten ostatmi ma bardziej zblizone wartosci do
MNK niz L, ~estymator. Wynika to oczywiscie z konstrukcji Ly ~estymatora, ktory opiera
si¢ na medianie. Sadze jednak, ze gdyby obnizy¢ warto$c statej regulujacej g (np. do 0.8),
wiece) obserwacji nietypowych zostatoby odrzuconych, co spowodowatoby bardziej

zblizone wyniki dla tych estymatorow odpornych. Sadze¢ jednak, ze odrzucanie wigkszej

liczby obserwacji jest juz mocno dyskusyjne. Ls-estymator odrzucal maksymalnie —
J

wszystkich obserwacji (przy statej g rownej 1). Jeshi bowiem jest wigcej obserwac)i
nietypowych nalezy zastanowi¢ si¢ nad sensem stosowania regresji liniowej (moze
stosowac regresje dla segmentow) albo w ogole zastanowié sie nad sensem badania

zaleznosci miedzy takimi zjawiskami.
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Zakonczenie

Praca dotyczy czesto dyskutowanych, o czym s$wiadczy bogata literatura
przedmiotu, probleméw wystepowania obserwacji nietypowych w regresji liniowe).
Wazne jest tutaj okreslenie, co rozumiemy przez obserwacj¢ nietypowa. W rozdziale 1
starano sie uporzadkowac definicje w tym zakresie.

Zakres pracy obejmuje dwa rozne metodologicznie podejscia w przezwyciezaniu
niekorzystnego efektu dziatania obserwacj nietypowych w analizie regresji liniowe).

Pierwszy sposob polega na analizie ex post wyznaczone) regresji za pomocg metod
diagnostyki obserwacji nietypowych w celu -wykrycia obserwacji nietypowych.
Najlepszym sposobem jest tutaj (jak wykazano w rozdziale 2) zastosowanie reszt f-
normalizowanych. Dodatkowo zastosowanie zaproponowanego algorytmu zwigksza
szanse odkrycia obserwacji nietypowych.

Drugi sposob polega na wykorzystaniu do szacowania regresji estymatorow
odpormnych. Mozna stosowac¢ kilka rodzajow tych estymatoréw. Jak wynika z rozdziatu 3
1 4 réznie si¢ one reaguja na wystepowanie obserwacji nietypowych. Najlepszym, to
znaczy najbardzie) odpornym okazal si¢ estymator najmniejszej mediany kwadratow. Ma
on jednak jedng wade. Algorytm obliczeniowy jest czasochlonny zwlaszcza dla duzych
przyktadow (liczba obserwacji 1 zmiennych). Zaproponowany przeze mnie estymator
okazal si¢ rownie dobry (dla frakcji obserwacji nietypowych mniejszej niz 25% - wynika
to z konstrukcji estymatora) jak estymator najmniejszej mediany kwadratow. L;-
estymatora ma dodatkowa zalet¢, ze jest prosty obliczeniowo. Do estymacji stosuje

iteracyjnie metode najmmejszych kwadratow. Oprocz tego jako jedyny estymator
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odporny spetnia role diagnostyczna 1 to dobrze o czym mozna bylo si¢ przekonaé w
rozdziale S.

Zastosowanie metod diagnostyki obserwacji nietypowych 1 estymatorow odpornych
powinno sta¢ si¢ powszechne w praktyce. W zasadzie wszedzie tam, gdzie stosuje si¢
metody regresyjne, moga bowiem wystapi¢ obserwacje nietypowe. W rozdziale 5
pokazano na przykiadzie jednowskaznikowego modelu teori portfela papierow
warto$ciowych, ze stosowanie estymatoréw odpornych 1 metod diagnostycznych jest
mozliwe 1 pozyteczne.

Badanie obserwacji nietypowych wymaga dobrego oprogramowania. Takie
oprogramowanie zostalo opracowane 1 wykorzystane do analizy przyktadow
empirycznych jak 1 do symulacji przez Autora.

Badan nad obserwacjami nietypowymi w regresji nie uwazam za zakonczone - w
pracy poruszanych jest wiele problemow, ktére mogga stanowi¢ punkt wyjscia do dalszych
analiz pod katem diagnostyki obserwacji nietypowych oraz "ulepszania” metod odpomnej
estymacji. Dalszej analizie konieczne jest poddanie regresji wielorakiej. Problemem
prawie w ogole nie poruszanym w pracy a bardzo waznym i specyficznym jest odporna
analiza szeregow czasowych. Inna wazna, a jeszcze malo zbadang pod katem
wystgpowania obserwacji nietypowych, dziedzing jest regresja nielinowa. W tych

kierunkach mozna prowadzi¢ dalsze badania.
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Dodatek A

Dane do przyktadow 1-6

Tabela A.1

Dane do przyktadu 1

1 X; Yi
1 1 2

2 1.3 1.9
3 1.8 1.8
4 2 1.75
S 2.2 1.4
6 2.8 1.6
7 3 1.5
8 33 1.6
9 34 14
10 3.8 1.3
11 4 1.25
12 4.1 4.5
13 4.2 1.2
14 4.6 1.3
15 48 1.1
16 5 1
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Tabela A.2

Dane do przyktadu 5

i X; Yi
1 0.8 4.5
2 1 4
3 1.5 4
4 2 3
5 2 3
6 28 23
7 3 2
8 3.6 1.9
9 4 2.1

10 4.3 1.9

11 4.8 1.19

12 49 0.76

13 5.4 0.51

14 59 0.26

15 6.8 0.16

16 13.8 13.8




Tabela A.3
Dane do przyktadu 2
i Xj Vi
1 0.6 0.6
2 0.7 1
3 0.8 1.5
4 1 1.8
5 1.1 2
6 12 25
7 13 3
8 1.4 29
9 1.6 35
10 1.8 4
11 S 1
Tabela A.5
Dane do przyktadu 4
i X; Yi
1 038 4.2
2 1 4
3 1.5 36
4 2 3
5 22 2.8
6 28 23
7 3 2
8 3.6 1.6
9 4 1
10 4 4
11 4.2 0.8
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Tabela A .4

Dane do przyktadu 3

i Xj Yi
1 1 1
2 2 2
3 2.2 23
4 3 3
5 3.6 3.3
6 3.9 4.1
7 4 4
8 4.1 4.3
9 4.8 4.7

10 5 5

11 10 10

Tabela A.6
Dane do przyktadu 6

i X; Yi
1 1.7 4.8
2 6.8 3
3 7 4
4 7.1 4.7
5 7.3 5.5
6 7.8 3.5
7 8 4.1
8 8.2 5.8
9 8.7 6.8

10 8.8 3.9

11 9 5.8

12 9.2 4.8

13 9.3 7.3

14 10.1 6

15 10.3 7

16 15.1 7.1




Dodatek B

Wyniki badan symulacyjnych

Objasnienia do tab. B.1-B.135:

n - liczba obserwacji;

n - liczba obserwac)i nietypowych;

n, - srednia (w powtorzemach) liczba zle sklasyfikowanych obserwac)
nietypowych (dotyczy tylko L;-estymatora),

a - Srednia (w powtorzeniach) wartos¢ wspotczynnika kierunkowego regresji;

b - srednia (w powtorzeniach) warto$¢ wyrazu wolnego regresji;

s(a), s(b) - bledy sredniokwadratowe (w powtdrzeniach) oszacowan

wspotczynnikodw regres;ji.
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Tabela B. 1

y=05x+1+e¢ n=12 ng=0
zakiocenie: 0.1
a b
Estymator s(a) s(h)
0.50067 0.99435
MNK 0.00017 0.00687
0.50054 1.00136
Las 0.02032 0.13072
0.50163 0.98641
My, 0.01269 0.08552
0.51698 0.80169
My 0.12706 0.92212
0.50116 0.99527
Ry 0.01401 0.10459
0.48812 1.14335
Ry 0.22473 1.76701
0.50180 0.98816
L 0.01346 0.08575
0.50067 0.99435
Lg 0.01292 0.08289
, 0.00000

0.02000

Tabela B.2
y=05x+1+e n=12 ng=0
zaktocenie: 0.5
a b
Estymator s(a) s(b)
0.50998 091162
MNK 0.00337 0.14400
0.51940 0.89500
Lys 0.17229 1.14102
0.51170 0.90270
My, 0.07233 0.45538
0.51597 0.51371
M 0.17442 1.19671
0.51242 0.94645
Ry 0.06382 0.53402
0.53061 1.04966
Ry 0.63934 3.67595
0.50545 0.93918
Ly 0.07175 0.45435
0.50885 091611
Lg 0.05932 0.38003
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Tabela B.3

y=05%x+1+e¢ n=12 np=0
zaklocenie: 1.0
a b

Estymator s(a) s(h)
0.51506 0.91925
MNK 001176 0.42679
0.40818 1.74333
Y, 0.26936 1.89610
0.51417 0.83733
My, 0.11891 0.77867
0.67266 -0.99663
Mg 0.60046 4.15902
0.49870 1.09348
Ry 0.10237 0.98456
-0.40561 9.13579
Ry 3.06285 28.92676
0.49574 1.05410
L 0.12813 0.76141
0.51506 0.91925
L 0.10844 0.65330

m, 0.00000

0.00000

Tabela B.4
y=05x+1+eg n=25 nyg=20
zaktdcenie: 0.1
a b
Estymator s(a) s(b)
0.50211 0.99073
MNK 0.00008 0.00319
0.50395 0.97779
Las 0.01780 0.11527
0.50225 0.98990
My, 0.00978 0.06123
0.50961 0.56259
My 0.62634 3.83918
0.50214 1.01389
Ry 0.00966 0.09680
0.48820 0.42736
Ry 0.94133 6.07279
0.50257 0.98768
Ly 0.00986 0.06073
0.50211 0.99073
Lg 0.00910 0.05646
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Tabela B.5 Tabela B.6
y=05¢+1+e¢ n=25 ny=20 y=05x+1+¢ n=25 np=0
zaktocenie: 0.5 zaklocenie: 1.0
a b a b
Estymator s(a) s(h) Estymator s(a) s(h)
0.49463 1.05139 0.50593 0.92101
MNK 0.00172 0.07905 MNK 001139 037312
0.48295 1.11552 0.46470 1.09584
Ly 0.10308 0.68114 Ly, 0.22510 1.40955
0.49563 1.04149 0.50663 0.82194
My, 0.04255 0.29334 M, 0.12984 0.77161
1.29543 -6.10754 1.41847 -7.83735
Mg 536724 45.64653 My 4.88963 42.05525
0.49426 1.01472 0.50622 1.00738
Ry 0.04144 0.49185 Ry 0.11077 0.95384
0.97521 -0.23662 0.25662 3.17295
Ry 1.85351 4.71344 Ry 1.48463 13.52605
0.49164 1.06822 0.49383 0.98702
L 0.04492 0.30463 L 0.12340 0.69716
0.49463 1.05139 0.50593 0.92101
Lg 0.04144 0.28115 Lg 0.10672 0.61084
n, 0.00000 n, 0.00000
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Tabela B.7

y=05x+1+e¢ n =50 ny=0
zaklacenie: 0.1
a b
Estymator s(a) s(h)
0.49998 1.00311
MNK 0.00004 0.00176
0.50090 0.99293
Lyg 0.01546 0.10379
0.50014 1.00220
My, 0.00646 0.04177
0.35791 1.52622
My 0.82642 3.60335
0.49997 1.00462
Ry 0.00642 0.07915
0.49789 1.02378
Ry, 0.02909 031129
0.50014 1.00206
L 0.00654 0.04285
0.49998 1.00311
Le; 0.00638 0.04199
n, 0.00000

Tabela B.8
y=05x+1+¢ n=>50 ny=0
zaktocenie: 0.5
a b
Estymator s(a) s(b)
0.49349 1.04113
MNK 0.00085 0.03361
0.48150 1.11619
Lps 0.08030 0.51781
0.49407 1.03901
My, 0.03049 0.18735
0.84972 -3.65076
My 3.76521 26.51597
0.49267 1.02652
Ry 0.02915 0.42372
0.50336 0.97897
Ry, 0.29823 2.52819
0.49215 1.04961
Ly 0.03142 0.19660
0.49349 1.04113
Lg 0.02920 0.18334

0.00000
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Tabela B.9

y=05x+1+e n=>50 ng=0
zakifocenie: 1.0
a b

Estymator s(a) s(b)
0.49290 1.04077
MNK 0.00418 0.19755
0.52936 0.80049
Ly 0.12739 0.84991
0.49849 0.91957
My 0.06514 0.44487
-2.30370 11.01584
My 17.96372 68.74673
0.49533 0.99755
Ry 0.06666 1.01314
0.49346 1.18223
Ry 041127 4.21977
0.49502 1.02799
L 0.07168 0.47621
0.49290 1.04077
Lg 0.06464 0.44447

i, 0.00000

Tabela B.10
y=05x+1+e¢ n=12 ng=0
zaklocenie: 0.1
a b
Estymator s(a) s(b)
0.50039 0.99391
MNK 0.00001 0.00163
0.50251 0.97683
Lps 0.01337 0.11351
0.50040 0.99284
My, 0.00274 0.04406
0.50526 0.89476
My 0.00578 0.11566
0.50026 0.99089
Ry 0.00342 0.07131
0.50273 0.94628
Ry 0.01377 0.27860
0.49948 1.00203
Ly 0.00761 0.05910
0.50039 0.99444
L¢ 0.00324 0.04024

0.02000
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Tabela B.11

y=05x"11+eg n=12 ny=0
zaklocente: 0.5
a b
Estymator s(a) s(h)
0.49867 0.99608
MNK 0.00018 0.03339
0.49243 1.03321
Las 0.06805 0.53401
0.50037 0.98392
My, 0.01568 0.22435
0.52575 0.48516
Mjjs 0.03068 0.61353
0.50036 0.99477
Ry 0.01436 0.33767
0.50274 0.93350
Ry, 0.07810 1.57018
0.49946 0.98498
L 0.02953 0.22091
0.49867 0.99608
Lg 0.01323 0.18272
n 0.00000

Tabela B.12
y=05¢+1+¢ n=12 ny=0
zaklocenie: 1.0
a b
Estymator s(a) s(h)
0.49899 1.00377
MNK 0.00119 0.20364
0.47162 1.11437
Lys 0.14821 1.06613
0.50590 0.85188
My, 0.02702 0.51946
0.55221 -0.04424
Mjjs 0.06080 1.21601
0.49843 1.05635
Ry 0.03330 0.72000
0.47676 1.42008
Ry, 0.14363 2.89193
0.49476 1.02992
Ly 0.055061 0.56138
0.49899 1.00377
L 0.03456 0.45127

0.00000




(44!

Tabela B.13

y=05¢+1+e n=25 ny=0
zakiocenie: 0.1
a b

Estymator s(a) s(h)
0.50025 0.99992
MNK 0.00001 0.00114
0.50058 0.99948
Las 0.01612 0.11620
0.50067 0.99755
My 0.00364 0.03480
-2.31061 14.96578
Mg 11.62240 56.03867
0.49998 1.00380
Ry 0.00364 0.07765
0.49838 1.04085
Ry 0.01603 0.32350
0.50057 0.99796
L 0.00500 0.04036
0.50025 0.99992
Lg 0.00387 0.03377

m, 0.00000

0.00000

Tabela B.14
y=05x+1+¢ n=25 np=0
zaktocenie: 0.5
a b

Estymator s(a) s(h)
0.50337 0.99508
MNK 0.00032 0.03063
0.51425 0.88296
Lys 0.09836 0.60798
0.50211 0.99718
My, 0.01544 0.17224
-4.96134 36.23098
My 29.50389 197.70454
0.50338 0.91687
Ry 0.01821 0.39143
0.47342 1.51701
Ry 0.07722 1.60708
0.50228 1.00033
L 0.02109 0.18830
0.50337 0.99508
Lg 0.01798 0.17502




Tabela B 15 Tabela B. 16

y =05y + 1+e n=25 n0=0 = 05v+ 1l+e n =50 n0=0
zaktocenie; 1.0 zaktdcenie: 0.1

a b a b

Estymator s(a) m Estymator s(a) m
0.49824 1.00521 0.49966 1.00649
MNK 0.001 14 0.10434 MNK 0.00001 0.00061
0.46433 1.14197 0.49941 1.00213
Im 0.14588 1.01331 M 0.01019 0.07296
0.50394 0.87815 0.49991 1.00436
Mu 0.03180 0.37456 Mu 0.00291 0.02541
-21.68057 129.61658 -1.79687 12.70397
Mlis 130.63110 766.50327 Mk 5.21223 26.61626
0.49779 0.97921 0.49956 1.00649
Rw 0.02989 0.54338 R\v 0 00262 0.05711
0.50857 0.88441 0.49959 1.04182
K)Vs 0.14953 3.13821 RWS 0.01864 0.36628
0.50152 0.98659 0.49956 1.00707
ks 0.04735 0.39038 4 0.00277 0.02398
0.49824 1.00521 0.49966 1.00649
0.03380 0.32302 0.00281 0.02465

0 0.00000 " 0.00000
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Tabela B. 17

y=05x+1+e¢ n =50 nyg=0
zaktocenie: 0.5
a b

Estymator s(a) s(h)
0.50048 0.99122
MNK 0.00021 0.01332
0.50321 0.98485
Lyy 0.06544 0.41931
0.49963 0.99447
My 0.01328 0.11605
-10.51422 57.00971
Myis 28.23176 141.00344
0.49962 0.96464
Ry 0.01397 0.32201
0.52208 0.52319
Ry 0.10167 2.05017
0.50024 0.99483
L 0.01561 0.13377
0.50048 0.99122
Lg 0.01464 0.11540

mn, 0.00000

Tabela B.18
y=05x+1+¢ n=>50 np=0
zaklocenie: 1.0
a b

Estymator s(a) s(h)
0.50669 0.93445
MNK 0.00134 0.08434
0.50217 0.94037
Ly 0.12461 0.77359
0.50809 0.82303
My, 0.03635 0.33556
-22.29005 124.01493
My 47.14945 259.71984
0.50662 0.86961
Ry 0.03332 0.72485
0.47837 1.18111
Ry 0.21289 3.84089
0.50505 0.94385
L 0.03614 0.29375
0.50669 0.93445
L 0.03655 0.29041

0.00000
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Tabela B.19 Tabela 13.20
y=05x11+¢ n=12 nop=1 y=05x+1+¢ n=12 np=1
zaktdcenie: 0.1 (3,95 zaktocenie: 0.5 (3,5)
a b a b

Estymator s(a) s(h) Estymator s(a) s(b)
0.38606 1.86846 0.38640 1.83742
MNK 0.01469 0.84263 MNK 0.01625 0.79830
0.49846 0.99742 0.45948 1.24974
Lys 0.02220 0.13921 Lyy 0.15179 1.04834
0.44305 1.43910 0.43351 1.45256
My, 0.06668 0.50437 My, 0.09723 0.57153
0.50218 0.97923 0.54253 0.61413
My 0.01429 0.08895 M 0.08498 0.57154
0.49078 1.05989 0.44323 1.32857
Ry 0.01777 0.12506 Ry 0.08376 0.58624
0.28495 3.27764 1.65376 -0.25975
Ry 1.81804 10.67441 Ry 5.09898 15.65456
0.49693 1.02189 0.45999 1.29506
L¢ 0.01393 0.09444 L 0.07770 0.49397
0.50043 0.99499 0.41759 1.59566
Lg 0.01299 0.08166 L 0.11028 0.77681

n, 0.00000 n, 0.66000
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Tabela B.21

y=05x+1+e¢ n=12 ny=1
zaktocenie: 1.0 (3, 5)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.38090 1.86940
MNK 0.02899 1.22756
047217 1.12106
Lys 0.28055 1.83137
0.42296 1.46931
My, 0.17834 1.09594
0.63142 -0.28165
Mijs 0.27838 2.01477
0.39663 1.90218
Ry 0.17569 1.47692
1.06223 0.24465
Ryyrg 2.62589 10.12376
0.43828 1.48987
L 0.16628 1.07753
0.38090 1.86940
Le; 0.17026 1.10795

n, 1.00000

Tabela B.22
y=05x+1+¢ n=25 nyg=1
zaktocenie: 0.1 (3,9
a b
Estymator s(a) s(b)
0.44335 1.44395
MNK 0.00350 0.21200
0.50218 0.99452
Lyy 0.02021 0.13297
0.47526 1.19529
M, 0.02778 0.21263
0.50209 0.98572
M 0.01071 0.06630
0.49608 1.02122
Ry 0.01094 0.09852
1.00850 -0.425006
Ry 1.39371 3.49382
0.49734 1.02329
L 0.01023 0.06885
0.50065 0.99773
Lg 0.00946 0.06073

0.00000
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Tabela B.23

y=05x¢+1+e¢ n=25 np=1
zaktocente: 0.5 3,9)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.45621 1.38059
MNK 0.00356 0.21523
0.51268 0.92782
Lyy 0.11607 0.71375
0.48982 1.11589
M, 0.04665 0.32457
0.55759 0.54112
Mg 0.07989 0.58998
0.4899%4 1.01688
Ry 0.04897 0.46983
0.44266 2.15317
Ry 0.70849 3.15761
0.50199 1.05026
Ly 0.04760 0.31784
0.46947 1.27853
Lg 0.05582 0.42454

i, 0.76000

Tabela B .24
y=05x+1+e¢ n=25 ng=1
zaklocenie: 1.0 (3, 95)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.44112 1.43552
MNK 0.01057 0.42448
0.44494 1.25237
Ly 0.17353 1.08313
0.46408 1.15159
My, 0.10518 0.61161
0.61782 -0.37560
My 041118 2.77024
0.45168 1.43782
Ry 0.10782 1.13686
0.07369 5.60545
Ry 2.25856 17.56667
0.46781 1.26244
L, 0.10393 0.66298
044112 1.43552
Lg 0.10282 0.65152

1.00000
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Tabela B.25

y=05¢+1+e¢ n=>50 np=1
zakiocenie: 0.1 3,95
a b
Estymator s(a) s(h)
047318 1.21009
MNK 0.00075 0.04575
0.49858 1.00805
Lys 0.01204 0.07667
0.48855 1.09186
My 0.01279 0.09899
0.50154 0.99186
My 0.00517 0.03386
0.49749 1.01342
Ry 0.00571 0.06866
0.50119 0.81971
Ry 0.05310 0.58116
0.49801 1.02051
L 0.00568 0.04005
0.49968 1.00649
L 0.00499 0.03294
mn 0.00000

Tabela B.26
y=05x+1+¢ n=150 np=1
zaklocenie: 0.5 (3,5)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.47233 1.20961
MNK 0.00144 0.06964
0.51347 0.90461
Lyy 0.08116 0.50868
0.48784 1.08718
My, 0.03154 0.20832
0.55293 0.49421
My 0.07205 0.59985
0.48871 1.02867
Ry 0.03076 0.41446
0.38235 2.05730
Ry 0.38877 3.96390
0.49856 1.02712
L 0.02907 0.18765
0.47281 1.20587
Lg 0.03760 0.26166

0.98000
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Tabela B.27

y=05¢+1+e¢ n =50 np=1
zaklocenie: 1.0 3,59
a b

Estymator s(a) s(h)
0.48080 1.15824
MNK 0.00486 0.184406
0.49033 1.11297
Las 0.18576 1.14777
0.49935 0.92715
My, 0.07356 0.46988
0.28465 0.79074
Mg 3.12812 14.70629
0.49016 0.88188
Ry 0.07413 0.74247
0.21949 4.63717
Ryps 2.04556 19.89478
0.49648 1.05766
L 0.08504 0.50799
0.48080 1.15824
Lg 0.06969 0.42949

i, 1.00000

Tabela B.28
y=05x+1+e¢ n=12 ng=1
zaktocenie: 0.1 (3, 8)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.24892 291543
MNK 0.07025 4.06698
0.49846 0.99742
Ly 0.02220 0.13921]
0.44305 1.43910
M;, 0.06668 0.50437
0.50099 0.98979
Mg 0.01435 0.08717
0.49078 1.05989
Ry 001777 0.12506
0.15327 4.29585
Ry 2.85001 12.99227
0.49814 1.01268
Ly 0.01395 0.09323
0.50043 0.99499
L 0.01299 0.08166

0.00000
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Tabela B.29

y=05¢+1+¢ n=12 ng=1
zakiocenie: 0.5 (3, 8)
a b

Estymator s(a) s(h)
0.26056 2.80375
MNK 0.06442 3.53154
0.45763 1.26485
Lys 0.18272 1.38240
0.43351 1.45256
My, 0.09723 0.57153
0.51672 0.83276
My 0.07501 0.46942
0.44323 1.32857
Ry 0.08376 0.58624
2.19225 -1.71242
Ry 8.60850 37.68711
045469 131713
L 0.07765 0.49497
0.48011 1.10859
Lg 0.09535 0.63186

1, 0.04000

Tabela B.30
y=05x+1+¢g n=12 ng=1
zaklocenie: 1.0 (3, 8)
a b

Estymator s(a) s(h)
0.24598 2.89083
MNK 0.08172 4.18457
0.47232 1.15147
Ly 0.31065 2.11809
0.42296 1.46931
My, 0.17834 1.09594
0.55652 0.43824
My, 0.16981 1.21082
039124 1.67155
Ry 0.17999 1.23985
0.94911 3.24220
Ry 9.69540 50.87450
0.43729 1.48260
L 0.15704 1.01821
0.35509 2.07227
Lg 0.24578 1.75772

0.56000
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Tabela B.31

y=05x+1+¢ n=25 np=1
zaktocenie: 0.1 (3, 8)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.37457 1.97959
MNK 0.01676 1.01660
0.50218 0.99452
Ly 0.02021 0.13297
0.47526 1.19529
My, 0.02778 0.21263
0.50096 0.99479
My 0.01008 0.06326
0.49608 1.02122
Ry 0.01094 0.09852
0.87139 -0.04242
Ry 1.98673 4.95345
0.49773 1.01991
L 0.00990 0.06611
0.50065 0.99773
Lg 0.00946 0.06073

mn, 0.00000

Tabela B.32
y=05x+1+¢ n=25 ng=1
zaktocenie: 0.5 (3, 8)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.38973 1.89461
MNK 0.01423 0.89275
0.51268 0.92782
Lys 0.11607 0.71375
0.48982 1.11589
My 0.04665 0.32457
0.53517 0.76390
M 0.06067 0.40682
0.48994 1.01688
Ry 0.04897 0.46983
0.46775 2.34848
Ry 1.82980 6.95505
0.49729 1.07546
Lg 0.04636 0.31636
0.51206 0.94921
Lg 0.04433 0.28973

0.00000
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Tabela B.33

y=05¢+1+¢ n=25 ny=1
zakiocenie: 1.0 (3, 8)
a b

Estymator s(a) s(h)
0.37761 1.92814
MNK 0.02242 1.11575
0.44494 1.25237
Lys 0.17353 1.08313
0.46408 1.15159
M, 0.10518 0.61161
0.58950 0.23462
My, 0.13535 0.95968
0.45058 1.39315
Ry 0.10955 1.03636
0.32194 4.89722
Ryys 2.40690 12.17513
0.46819 1.25989
Ly 0.09620 0.60340
0.42056 1.59670
Lg 0.14614 1.01462

mn 0.64000

0.00000

Tabela B.34
y=05x+1+¢ n =50 ny=1
zaklocenie: 0.1 (3, 8)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.44131 1.45498
MNK 0.00352 0.21076
0.49858 1.00805
Lys 0.01204 0.07667
0.48855 1.09186
My, 0.01279 0.09899
0.50087 0.99713
My 0.00523 0.03379
0.49749 1.01342
Ry 0.00571 0.06866
0.50335 0.79743
Ry 0.01017 0.22020
0.49766 1.02206
Ly 0.00558 0.03971
0.49968 1.00649
Lg 0.00499 0.03294
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Tabela B.35

y=05x+1+e¢ n =50 np=1
zaktocenie: 0.5 (3, 8)
a h

Estymator s(a) s(h)
0.43876 1.46994
MNK 0.00456 0.25292
0.51347 0.90461
Lyy 0.08116 0.50868
0.48784 1.08718
My 0.03154 0.20832
0.52418 0.79883
Mg 0.03654 0.26623
0.48871 1.02867
Ry 0.03076 0.41446
0.25919 1.77064
Ry 0.76267 5.20939
0.49485 1.04854
Ly 0.02908 0.18701
0.50036 0.99219
L 0.02571 0.16081

n 0.00000

Tabela B.36
y=05x+1+g n=>50 np=1
zaktocenie: 1.0 (3, 8)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.44764 1.41592
MNK 0.00740 0.33830
0.49570 1.06873
Lys 0.17677 1.05964
0.49935 0.92715
My, 0.07356 0.46988
0.59811 0.10772
My 0.12869 1.03776
0.48989 0.94638
Ry 0.07427 0.81026
-0.04205 5.73169
Ry, 2.07172 20.33499
0.49926 1.04274
L 0.07535 0.45274
0.46285 1.29654
Lg 0.08666 0.57350

0.74000
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Tabela B.37

y=05x+1+eg n=12 ng=1
zaklocenie: 0.1 (3, 12)
a b
Estymator s(a) s(h)
0.06605 431139
MNK 0.20897 12.13021
0.49846 0.99742
Lys 0.02220 0.13921
0.44305 1.43910
My, 0.06668 0.50437
0.50099 0.98979
My, 0.01435 0.08717
0.49078 1.05989
Ry 0.01777 0.12506
-0.35208 6.27543
Ry 420818 17.29011
0.49895 1.00677
L 0.01409 0.09422
0.50043 0.99499
L 0.01299 0.08166
i, 0.00000

Tabela B.38
y=05x+1+e n=12 ng=1
zaktocenie: 0.5 (3, 12)
a b
Estymator s(a) s(h)
0.09276 4.09220
MNK 0.18304 10.32769
0.47539 1.10411
Lyy 0.12725 0.73465
0.43351 1.45256
My, 0.09723 0.57153
0.50971 0.88679
Miis 0.07887 0.49924
0.44323 1.32857
Ry 0.08376 0.58624
1.12957 1.14456
Ry 5.78729 32.78076
0.45736 1.29588
L 0.07834 0.50084
0.49165 1.02638
L 0.05827 0.32856

0.02000
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Tabela B.39

y=05x+1+¢ n=12 ng=1
zakliocenie: 1.0 (3, 12)
a b
Estymator s(a) s(h)
0.06608 4.25273
MNK 0.21390 11.64887
0.48933 0.99957
Lyy 0.27405 1.72852
0.42296 1.46931
My, 0.17834 1.09594
0.52382 0.70996
My, 0.15339 1.01982
0.39124 1.67155
Ry 0.17999 1.23985
2.44262 -1.68010
Ry, 14.68427 51.15322
0.43816 1.45287
Lg 0.15262 0.98316
0.48759 1.05839
L 0.15085 0.93988
m, 0.08000

Tabela B.40
y=05x+1+eg n=25 ng=1
zaklocenie: 0.1 (3, 12)
a b
Estymator s(a) s(b)
0.28287 2.69376
MNK 0.04996 3.02909
0.50218 0.99452
Lyy 0.02021 0.13297
0.47526 1.19529
My 0.02778 0.21263
0.50078 0.99638
My, 0.01013 0.06333
0.49608 1.02122
Ry 0.01094 0.09852
0.50186 0.84181
Ry 0.01296 0.17846
0.49836 1.01495
Ly 0.00962 0.06449
0.500065 0.99773
Lg 0.00946 0.06073

0.00000
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Tabela B .41

y=05x+1+e n=25 ng=1
zaklocenie: 0.5 (3, 12)
a b
Estymator s(a) s(h)
0.30111 2.57995
MNK 0.04279 2.64622
0.51268 0.92782
Lys 0.11607 0.71375
0.48982 1.11589
M, 0.04665 0.32457
0.52438 0.85251
Mg 0.05372 0.35207
0.48994 1.01688
Ry 0.04897 0.46983
0.17607 2.99026
Ry 2.32202 7.88276
0.49650 1.07813
L¢ 0.04603 031617
0.51206 0.94921
Lg 0.04433 0.28973
n, 0.00000

0.00000

Tabela B.42
y=05x+1+¢ n=25 ng=1
zaklocenie: 1.0 (3, 12)
a b

Estymator s(a) s(h)
0.29294 2.58498
MNK 0.05132 2.82843
0.44494 1.25237
Lys 0.17353 1.08313
0.46408 1.15159
My 0.10518 061161
0.54457 0.60927
My 0.11194 0.69917
0.45058 1.39315
Ry 0.10955 1.03636
-0.10112 11.70958
Ryys 5.82393 47.80535
0.46515 1.27759
L 0.09858 0.62093
0.49412 1.02485
Lg 0.08943 0.53859
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Tabela B.43

y=05x+1+e¢ n=>50 ng=1
zaktocenie: 0.1 (3, 12)
a b
Estymator s(a) s(h)
0.39882 1.78150 °
MNK 0.01042 0.61961
0.49858 1.00805
Lys 0.01204 0.07667
0.48855 1.09186
My 0.01279 0.09899
0.50054 0.99953
Mips 0.00499 0.03284
0.49749 1.01342
Ry 0.00571 0.06866
0.50124 0.82168
Ry 0.00770 0.18587
0.49769 1.02147
L 0.00554 0.03958
0.49968 1.00649
Lg 0.00499 0.03294
. 0.00000

Tabela B.44
y=05x+1+e¢ n =50 ng=1
zaktocenie: 0.5 (3, 12)
a b
Estymator s(a) s(b)
0.39400 1.81704
MNK 0.01233 0.71405
0.51347 0.90461
Lys 0.08116 0.50868
0.48784 1.08718
My, 0.03154 0.20832
0.51521 0.87822
My, 0.02894 0.19753
0.48871 1.02867
Ry 0.03076 0.41446
0.38460 0.69338
Ryys 0.57836 3.23052
0.49293 1.05936
L 0.02888 0.18468
0.50036 0.99219
Lg 0.02571 0.16081

0.00000
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Tabela B.45

0.02000

y=05x+1+e¢ n=>50 np=1
zakiocenie: 1.0 3,12
a b
Estymator s(a) s(h)
0.40343 1.75950
MNK 0.01429 0.75463
0.49570 1.06873
Ly 0.17677 1.05964
0.49935 0.92715
My 0.07356 0.46988
0.56600 0.47227
Miis 0.09843 0.68586
0.48989 0.94638
Ry 0.07427 0.81026
0.08272 6.02866
Ryys 2.78533 21.64758
0.49811 1.04934
L 0.07461 0.45058
0.50641 0.95884
La 0.06970 0.43421

Tabela B.46

y=2x+1+e¢ n=12 ng=1

zaktocenie: 0.1 (3.5,3.5)
a b

Estymator s(a) s(b)
1.46702 1.93608
MNK 0.33901 1.10704
1.99589 0.99845
Ly 0.05920 0.15278
1.54334 1.74750
My, 0.53088 0.88487
54.59282 -187.44533
Mps 305.81490 1071.11809
1.97619 1.05434
Ry 0.04563 0.13465
6.51132 -15.60132
Ry 56.61964 198.53648
1.99654 1.00337
Ly 0.04242 0.09824
2.00114 0.99471
L 0.03465 0.08976

. 0.00000
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Tabela B.47

y=2x+1+¢ n=12 np=1

zaklocenie:0.5 (35,3.5)
a b

Estymator s(a) s(h)
1.47361 1.91104
MNK 0.33011 1.09785
1.90585 1.17601
Lys 0.48031 1.03668
1.40764 2.00661
My, 0.68427 1.26151
10.11567 -31.88885
My 46.10735 162.22861
1.84655 1.33466
Ry 0.24255 0.66246
495174 1232450
Ryys 19.73218 69.93356
1.90024 1.14805
Ly 0.20529 0.45005
1.94527 1.08789
Lg 0.21614 0.44000

i, 0.08000

0.80000

Tabela B.48

y=2x+1+e n=12 np=1

zaklocenie: 1.0 (35,3.5)
a b

Estymator s(a) s(b)
1.45583 1.95046
MNK 043734 1.77077
1.97155 1.00668
Ly 0.73081 1.90321
1.34671 2.00048
My 0.78470 1.44932
6.48447 -19.92621
My 31.91387 111.90142
1.68623 1.79922
Ry 0.51462 1.42062
-4.77624 14.84029
Ry 40.19425 107.60510
1.85817 1.17500
Lg 0.42150 0.98149
1.54628 1.78504
Lg 0.63041 1.26077
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Tabela B.50

Tabela B.49

y=2x+1+e¢ n=25 ng=1

zaklocenie:0. 1 (35,3.5)
a b

Estymator s(a) s(h)
1.76915 1.41008
MNK 0.05668 0.18587
2.00581 0.99307
Lys 0.05389 0.14570
1.78024 1.391006
My, 0.22808 0.41651
334.03639 -1163.80503
My 2039.29829 | 7138.25538
1.99140 1.02329
Ry 0.02819 0.10714
1.96960 1.17734
Ry 0.27843 0.36820
1.99393 1.01221
L 0.02563 0.06733
2.00174 0.99729
Lg 0.02522 0.06676

0.00000

y=2x+1|+g n=125 np=1

zaklocenie: 0.5 (3.5,3.5)
a b

Estymator s(a) s(b)
1.78770 1.37218
MNK 0.05627 0.22334
2.03381 0.91937
Lys 0.30952 0.78727
1.78234 1.36745
My, 0.24857 0.48403
184.00725 -621.44715
My 1077.02747 3652.81454
1.97859 1.12182
Ry 0.12581 0.48933
3.62153 -6.49780
Ryps 8.21129 24.54020
1.99855 0.98561
Ly 0.12408 0.33804
2.02453 0.95486
Lg 0.11923 0.31306

m, 0.02000
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Tabela B.52

0.88000

Tabela B.51

y=2x+1+eg n=25 ny=1

zaklocenie: 1.0 (3.5,3.5)
a b

Estymator s(a) s(h)
1.74068 1.44855
MNK 0.12282 0.53480
1.85317 1.28907
Las 0.46274 1.19250
1.67259 1.48169
My 0.40824 0.77243
15.70470 -57.19473
My 101.65449 323.47305
1.87349 1.24616
Ry 0.29387 0.91898
8.48507 -23.85927
Ry 42.57664 147.34487
1.93216 1.08022
Ly 0.26569 0.65363
1.77038 1.39814
Lg 0.35585 0.75582

y=2x+1+¢g n =50 ng=1

zaktocenie: 0.1 (35,35)
a b

Estymator s(a) s(b)
1.87198 1.22854
MNK 0.01691 0.05499
1.99621 1.00900
Lys 0.03211 0.08415
1.87402 1.22606
My 0.12825 0.23321
25.05838 -79.57946
Miis 82.92277 283.33538
1.99330 1.01298
Ry 0.01522 0.06827
1.99890 1.19884
Ry 0.03177 0.21946
1.99353 1.01677
Ly 0.01469 0.03909
1.99914 1.00670
Lg 0.01332 0.03591

i, 0.00000
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Tabela B.53

0

0.00000

y=2x+1+¢ n =50 ng=1

zaktocenie:0.5 (3.5,3.9)
a b

Estymator s(a) s(b)
1.88074 1.20347
MNK 0.01914 0.07517
2.03593 0.89562
Lys 0.21643 0.56014
1.87796 1.20201
My 0.14128 0.27485
26.57702 -80.76038
My 82.98496 272.53840
1.97253 1.07457
Ry 0.08053 0.43707
3.86831 -0.58510
Ry 15.01859 19.98621
1.98306 1.01447
L 0.07653 0.19352
2.00096 0.99195
Lg 0.06855 0.17640

Tabela B.54

y=2x+1+e¢ n=>50 np=1

zaklocenie: 1.0 (3.5,3.5)
a b

Estymator s(a) s(h)
1.90375 1.14413
MNK 0.04257 0.23240
1.98853 1.07159
Lyy 0.47140 1.17340
1.88327 1.06490
My, 0.22093 0.48351
29.56691 -98.74984
My 181.39149 578.75547
1.97915 1.16407
Ry 0.19799 0.83889
1.46581 1.01519
Ry 1.28289 3.10210
2.01971 0.89655
L 0.19808 0.50871
1.90634 1.13960
Lg 0.20922 0.48706

m 0.98000
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Tabela B.55

y=2x+1+g

n=12

ny=1

zaklocenie:0. 1 (6, 3.5)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.35563 4.75422
MNK 2.74392 14.66247
1.99589 0.99845
Las 0.05920 0.15278
-0.13330 5.27776
My 2.18933 451174
-0.21751 4.80508
Mpys 222330 3.92474
1.64431 1.59429
Ry 0.72872 1.08002
-0.65110 7.22004
Ry 2.81754 8.48276
1.99731 1.00190
L 0.04231 0.09774
2.00114 0.99471
Lg 0.03465 0.08976

i, 0.00000

Tabela B.56
y=2x+1+¢ n=12 ng=1
zaklocenie: 0.5 (6, 3.5)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.40308 4.56156
MNK 2.58564 13.10001
1.91543 1.15548
Ly 0.42760 0.94180
0.05638 4.84373
My 1.97855 4.01105
-0.17251 4.53504
My 2.17572 3.60538
1.30228 2.52699
Ry 0.86864 1.83941
-0.97107 9.02657
Ry 3.19300 10.73801
1.90166 1.16740
L 0.20153 0.41928
1.60280 1.90155
Lg 0.82848 1.91567

0.22000




[44!

Tabela B.57

y=x+1+e n=12 np=1

zaklocenie: 1.0 (6,3.5)
a b

Estymator s(a) s(h)
0.35701 4.70739
MNK 2.74630 14.38964
1.91212 1.21296
Lys 0.88044 2.50479
0.07829 4.80382
My, 1.95137 3.94603
-0.16970 451818
My, 2.17767 3.69128
0.83381 3.11305
Ry 1.28863 2.47945
-0.63963 7.30143
Ryps 2.89486 9.50603
1.87249 1.19034
L 0.45007 1.01144
061272 4.08398
Lg 1.55574 3.51397

n 0.84000

0.00000

Tabela B.58
y=2x+1+e n=25 ng=1
zaktocenie: 0.1 (6,3.5)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.89695 3.57201
MNK 1.23147 6.77248
2.00581 0.99307
Ly 0.05389 0.14570
0.86624 3.51754
My, 1.16930 2.61062
-8.77003 22.35228
My 35.53444 72.19219
1.96431 1.09860
Ry 0.04550 0.14321
1.40355 2.23794
Ry 1.26954 3.58491
1.99840 1.00412
L 0.02522 0.06738
2.00174 0.99729
L 0.02522 0.06676
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Tabela B.59

y=2x+1+e n=25 nog=1

zaklocenie:0.5 (6, 3.5)
a b

Estymator s(a) s(h)
0.91591 3.49756
MNK 1.19304 6.37614
2.03381 0.91937
Lys 0.30952 0.78727
0.75596 3.66339
My, 1.26835 2.73559
-68.61166 146.00590
Mg 351.34086 772.73697
1.85589 1.36715
Ry 0.18200 0.60741
-0.29562 7.44477
Ryys 2.78476 9.67835
1.99115 1.01791
L 0.11995 0.31889
203217 0.94117
L¢ 0.11821 0.31751

n 0.00000

Tabela B.60
y=2x+1+¢ n=25 ny=1
zaktocenie: 1.0 (6,3.5)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.89790 3.47768
MNK 1.24597 6.36590
1.85317 1.28907
Ly 0.46274 1.19250
0.70055 3.60825
My, 1.31543 2.66551
-57.05804 116.98933
Myys 185.09253 358.24759
1.61130 1.91101
Ry 0.47978 1.33275
-0.51747 7.41110
Ry 3.00337 10.75010
1.88769 1.19856
L 0.27038 0.64277
1.58118 1.92090
Lqg 0.76113 1.69434

0.38000
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Tabela B.61

y=2x+1+eg n=>50 ng=1
zakliocenie:0.1 (6, 3.5)

a b

Estymator s(a) s(h
1.31227 2.54073
MNK 0.47721 2.39687
1.99621 1.00900
Lys 0.03211 0.08415
1.32285 2.47797
My, 0.68571 1.49496
-94.34034 179.70362
My 28594171 531.65767
1.98179 1.05347
Ry 0.02297 0.08915
2.00271 1.18011
Ry 0.02436 0.19353
1.99486 1.01485
L 0.01477 0.03923
1.99914 1.00670
L 0.01332 0.03591

n 0.00000

Tabela B.62
y=2x+1+eg n=150 ny=1
zaktocenie: 0.5 (6,3.5)
a b

Estymator s(a) s(b)
1.31965 2.55098
MNK 0.47092 247103
2.03593 0.89562
Ly 0.21643 0.56014
1.24381 2.66887
My, 0.76265 1.69009
-126.45037 253.85180
My 204.93962 403.36910
1.90756 1.22117
Ry 0.12180 0.47536
1.39885 2.77882
Ry 1.38836 3.99989
1.97080 1.04885
L 0.07688 0.18872
2.00096 0.99195
Lg 0.06855 0.17640

0.00000
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Tabela B.03 Tabela B .04
y=2x+1+¢g n =50 np=1 y=2x+1+e n=12 ng=1
zaklocenie: 1.0 (6, 3.5) zaktocenie: 0.1 (9, 3.5)
a b a b

Estymator s(a) s(h) Estymator s(a) s(b)
1.34278 2.48949 0.00139 5.74849
MNK 0.45894 2.39717 MNK 4.00624 23.17339
1.98853 1.07159 1.99589 0.99845
Lys 0.47140 1.17340 Las 0.05920 0.15278
1.18495 2.66375 -0.22088 5.59636
My, 0.83220 1.72128 My, 2.22472 4.70766
-204.80607 415.83757 -0.13737 4.73629
My, 406.29095 832.83393 M, 2.13925 3.82264
1.85244 1.45544 -0.01458 3.79271
Ry 0.25496 0.98089 Ry 2.02235 2.94154
0.57224 2.89135 -0.30935 6.28419
Ry, 1.94856 5.71551 Ry 2.35060 6.59478
1.97066 1.02616 1.99731 1.00190
L 0.19178 0.47239 Ly 0.04231 0.09774
1.91569 1.18257 200114 0.99471
Lg 0.35718 0.83971 Lg 0.03465 0.08976

n, 0.14000 n, 0.00000
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Tabela B.65

y=2x+1+¢ n=12 ng=1
zakiocenie:0.5 (9, 3.5)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.03230 5.57912
MNK 3.88166 21.38670
1.91770 1.15060
Ly 0.41573 0.92121
-0.16655 5.34550
My, 2.17001 4.40498
-0.11804 4.56236
Miis 2.11935 3.62497
-0.00253 3.65834
Ry 2.00597 2.78757
-0.40203 7.12156
Ry 245918 7.74886
1.90312 1.16497
L 0.20065 0.41800
1.49723 2.19734
Le; 1.00407 2.41396

n, 0.24000

Tabela 13.66
y=2x+1+¢ n=12 np=1
zaktocenie: 1.0 (9,3.5)
a b

Estymator s(a) s(h)
0.00602 5.68308
MNK 3.98790 22.57836
1.90523 1.21658
Ly 0.86987 2.38704
-0.16409 5.32745
My 216818 4.42505
-0.11042 4.49374
My, 2.11323 3.62903
-0.02948 3.76528
Ry 2.03259 2.94466
-0.31646 6.35454
Ry 2.38673 7.44845
1.88387 1.17218
L 0.45237 1.02180
0.22050 5.13717
Lc 1.89858 4.47376

0.90000
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Tabela B.67

y=2x+1+e¢ n=25 nyp=1
zaklocenie 0.1 (9, 3.9)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.32292 5.07182
MNK 2.82217 16.79788
2.00581 0.99307
Lys 0.05389 0.14570
0.03597 5.31057
My, 1.98485 4.39706
-6.24098 17.47099
My 30.89681 63.43791
1.92293 1.19725
Ry 0.08455 0.21972
-0.16308 5.66519
Ry 2.25900 6.38571
1.99895 1.00305
L 0.02510 0.06735
2.00174 0.99729
Lg 0.02522 0.06676

mn, 0.00000

Tabela B.68
y=2x+1+e n=25 ng=1
zaklocenie: 0.5 (9, 3.5)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.33890 498708
MNK 2.76834 16.05668
2.03381 091937
Lys 0.30952 0.78727
0.14621 4.95833
My 1.86186 4.01439
-17.31751 49.67348
Mg 80.64306 220.73856
1.64100 1.88583
Ry 0.38950 1.01620
-0.41717 7.12030
Ry 2.48214 8.03087
1.99654 1.00899
L 0.12492 0.32909
2.03217 094117
Lg 0.11821 031751

0.00000
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Tabela B.69

y=2x+1+g n=25 ng=1
zaklocenie: 1.0 (9,3.5)
a b

Estymator s(a) s(h)
0.33652 491177
MNK 2.77828 15.55435
1.85317 1.28907
Lys 0.46274 1.19250
0.13309 4.70638
My, 1.87425 3.758006
-18.20835 47.16766
Miis 43.95988 102.65435
1.18877 3.14171
Ry 0.89137 2.45305
-0.32090 6.38812
Ryps 2.41391 8.04384
1.88557 1.20597
L 0.27203 0.64554
1.21018 2.82665
Lg 1.19832 2.76706

mn, 0.48000

0.00000

Tabela B.70
y=2x+1+e n=>50 np=1
zaktocenie: 0.1 (9, 3.5)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.72424 3.97607
MNK 1.63250 8.89260
1.99621 1.00900
Las 0.03211 0.08415
0.59187 4.03209
My, 1.41506 3.05915
-81.21950 174.67184
Mg 24734117 491.27892
1.96637 1.08399
Ry 0.03665 0.12151
2.00453 1.16951
Ry 0.02175 0.17965
1.99659 1.01157
L 0.01517 0.03996
1.99914 1.00670
Lg 0.01332 0.03591
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Tabela B.71

y=2x+1+e n =150 ny=1
zaklocenie:0.5 (9,3.5)
a b

Estymator s(a) s(h)
0.72516 4.03504
MNK 1.63322 9.30601
2.03593 0.89562
Ly 0.21643 0.56014
0.54102 4.20299
My, 1.46278 3.22222
-133.68912 307.54402
Mijs 206.12753 471.97619
1.83322 1.41636
Ry 0.18764 0.58623
0.60166 523114
Ry 1.95942 6.85856
1.97120 1.04908
L 0.07693 0.18905
2.00096 0.99195
Lg 0.06855 0.17640

i, 0.00000

0.00000

Tabela B.72
y=2x+1+eg n=1>50 np=1
zaklocenie: 1.0 (9,3.5)
a b

Estymator s(a) s(h)
0.75064 3.96602
MNK 1.57277 8.95170
1.99936 0.99076
Lys 0.38473 0.96530
0.50880 4.10927
My 1.49529 3.13838
-244.87108 573.87381
M 575.92987 1314.11818
1.70332 1.70005
Ry 0.34056 1.16341
-0.09876 5.68733
Ry 2.28753 7.67837
1.97513 0.99714
L 0.16530 0.44706
2.02722 0.90795
Lg 0.16379 0.45451
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Tabela B.73

y=-x+7T+eg n=12 ng =
zaktocenie:0.1 (5,95
a b
Estymator s(a) s(b)
-0.80152 6.57093
MNK 0.04781 0.23893
-1.00247 6.99680
Lyy 0.03552 0.13119
-0.92526 6.84343
My, 0.09432 0.21248
-1.00237 6.99926
M s 0.02465 0.08517
-0.98458 6.96113
Ry 0.02897 0.11227
-1.81868 11.92312
Ry 5.30379 26.99521
-0.99297 6.98029
Ly 0.02677 0.08750
-0.99932 6.99517
Lqg 0.02079 0.07686
n, 0.00000

0

Tabela B.74
y=-x+T+e n=12 np=1
zaktocenie 0.5 5,5)
a b

Estymator s(a) s(b)
-0.82178 6.62338
MNK 0.04255 0.27186
-1.03937 7.09427
Ly, 0.20359 0.68690
-0.92741 6.81760
M, 0.12968 0.45942
-1.07591 7.14016
My 0.14498 0.45191
-0.94514 6.88637
Ry 0.11222 0.48932
-3.54810 23.41092
Ry, 19.15140 95.81220
-0.97255 6.96558
Ly 0.10463 0.33862
-0.93771 6.86100
Lg 0.16147 0.40574

0.40000
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Tabela B.75 Tabela B.76
y=-x+7+¢ n=12 np=1 y=-x+7T+eg n=25 np=1
zaklocenie: 1.0 5, 95) zaklocenie:0.1 (5,5)
a b a b

Estymator s(a) s(h) Estymator s(a) s(b)
-0.80251 6.55845 -0.91490 6.81789
MNK 0.08250 0.85339 MNK 0.00779 0.03906
-0.93774 6.82621 -0.99651 6.99539
Lyy 0.56132 1.91308 Lys 0.03233 0.12540
-0.92863 6.75452 -0.96923 6.93467
My, 0.23865 0.92243 My, 0.03615 0.09491
-1.04340 6.71058 -1.00144 7.00241
Myys 0.69526 2.69683 My 0.01512 0.05836
-0.87637 6.73281 -0.99387 6.97493
Ry 0.27441 1.14512 Ry 0.01721 0.09562
-3.67985 15.56780 -0.94375 6.66312
Ry 17.53009 34.65121 Ry 0.24423 1.13272
-0.96660 7.02335 -0.99388 6.98617
L 0.29323 1.04714 L 0.01657 0.06008
-0.80251 6.55845 -0.99896 6.99799
Lg 0.28722 0.92379 Lq 0.01513 0.05714

i, 1.00000 n, 0.00000
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Tabela B.77

y=-x+7T+¢ n=25 ny=1
zaklocenie:0.5 (5,95)
a b
Estymator s(a) s(h)
-0.89468 6.77027
MNK 0.01739 0.14344
-0.97971 6.93289
Lyy 0.18571 0.67005
-0.94880 6.88000
My, 0.09483 0.33078
-1.03644 7.05405
My 0.08234 0.29157
-0.95757 6.85137
Ry 0.09091 0.46979
-1.16485 9.54748
Rypre 6.14683 11.85157
-0.97206 6.96282
Ly 0.08087 0.29290
-0.94017 6.86416
L 0.11256 0.35432
n, 0.42000

Tabela B.78
y=-x+T+eg n=25 ng=1
zaktocenie: 1.0 5,5
a b

Estymator s(a) s(b)
-0.91770 6.83169
MNK 0.02511 0.28687
-1.08810 7.23034
Lys 0.27764 1.01818
-0.97384 6.84371
My, 0.16508 0.58983
-0.97868 6.13214
m 1.60756 7.42623
-0.95802 6.92256
Ry 0.15114 1.01450
-1.75816 10.08622
Ry, 3.04572 8.41929
-1.01204 7.11598
Ly 0.15901 0.58242
-0.91770 6.83169
L 0.15845 0.53560

1.00000




€Sl

Tabela B.79

y=-x+7T+eg n =50 ng=1
zakiocenie:0. | 5,5)
a b
Estymator s(a) s(h)
-0.95430 6.90838
MNK 0.00224 0.00999
-1.00228 7.00748
Lys 0.01927 0.07224
-0.98435 6.97085
M, 0.01852 0.04625
-1.00330 7.01187
My, 0.00909 0.03311
-0.99826 6.98710
Ry 0.00840 0.07435
-0.99668 6.79247
Ryye 0.02448 0.23484
-0.99727 6.99925
L 0.00836 0.03075
-1.00052 7.00636
Lg 0.00799 0.03119
n 0.00000

Tabela B.80
y=-x+T7+¢ n=>50 np=1
zaklocenie:0.5 5, 5)
a b
Estymator s(a) s(h)
-0.94984 6.87192
MNK 0.00481 0.05274
-1.00019 6.99525
Ly 0.11542 0.41021
-0.97910 6.92609
M, 0.05299 0.21164
-1.05173 7.02284
My, 0.08238 0.24418
-0.97884 6.91277
Ry 0.05419 0.38457
-0.73143 6.47029
Ry 0.67671 3.52770
-0.98378 6.95416
L 0.05387 0.21085
-0.96377 6.90059
Lg 0.06891 0.23130

0.66000
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Tabela 3.81

y=-x+7T+eg n=50 ng=1
zaklocenie:1.0 5, 9)
a b

Estymator s(a) s(h)
-0.95198 6.91606
MNK 0.01587 0.21164
-1.02338 6.99372
Ly 0.22915 0.84305
-0.98249 6.90226
My, 0.12392 0.46857
-1.22214 7.17436
My 0.43736 1.36728
-0.97238 6.90991
Ry 0.12399 0.89147
-0.34386 3.88703
Ry 4.06917 24.49789
-0.98540 7.01646
L 0.12930 0.48912
-0.95198 6.91606
L; 0.12599 0.46005

m, 1.00000

Tabela B.82
y=-x+7+e n=12 ng=1
zaklocenie:0.1 (8, 8)
a b

Estymator s(a) s(h)
-0.03685 4.06926
MNK 0.95149 9.10347
-1.00247 6.99680
Lyy 0.03552 0.13119
-0.80426 6.42582
My, 0.22674 0.66030
-0.80878 6.17987
My, 0.69732 3.14242
-0.93437 6.80914
Ry 0.09364 0.27501
0.84048 0.33882
Ry 2.18239 10.35297
-0.99690 6.98853
Ly 0.02668 0.08651
-0.99932 6.99517
Lg 0.02079 0.07686

0.00000
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Tabela B.83

y=-x+7+eg n=12 np=1
zaklocenie:0.5 (8, 8)
a b

Estymator s(a) s(b)
-0.08268 427742
MNK 0.86620 7.88049
-1.03937 7.09427
Ly 0.20359 0.68690
-0.80920 6.43819
My, 0.22693 0.71390
-0.95690 6.73143
Mys 0.56265 2.20160
-0.76460 6.23179
Ry 0.32037 0.97034
1.55442 -4.33101
Ry 2.85661 15.26290
-0.97734 6.94133
L 0.11065 0.34257
-1.01336 7.02304
L 0.09324 0.30813

n 0.02000

Tabela B.84
y=-x+7T+eg n=12 np=1
zaklocenie: 1.0 (8, 8)
a b

Estymator s(a) s(b)
-0.04179 411597
MNK 0.95787 9.28475
-0.98779 6.91570
Ly, 0.52511 1.86881
-0.74947 6.18604
My, 0.40940 1.42148
-0.92812 6.55931
My 0.80797 3.07202
-0.50708 5.38243
Ry 0.61217 2.11589
1.01349 0.34541
Ryys 227119 10.78812
-0.93881 6.86037
L 0.26936 0.88556
-0.32098 493811
Lg 0.85331 2.67761

0.70000




Tabela B.85

9¢

y=-x+471¢g n=25 ny=1
zaktocenie:0. 1 (8, 8)
a b

Estymator s(a) s(b)
-0.42063 5.19842
MNK 0.34098 3.34484
-0.99651 6.99539
Las 0.03233 0.12540
-0.90712 6.71584
My, 0.09550 0.29563
-1.00111 7.00384
My 0.01486 0.05683
-0.98242 6.92690
Ry 0.02422 0.12478
-0.84344 6.57258
Ry 0.45187 1.20257
-0.99697 6.99277
L 0.01569 0.05735
-0.99896 6.99799
L 0.01513 0.05714

mn, 0.00000

Tabela B.86
y=-x+T7+e¢ n=25 nyg=1
zaklocenie:0.5 (8, 8)
a b

Estymator s(a) s(b)
-0.41009 5.21406
MNK 0.36125 3.36129
-0.97971 6.93289
Lyy 0.18571 0.67005
-0.87768 6.63553
My, 0.15587 0.51377
-1.03953 7.12480
Myys 0.07889 0.30044
-0.89942 6.77259
Ry 0.13264 0.52601
0.79511 0.10256
Ry 2.39815 11.92608
-0.95843 6.89857
L 0.08216 0.29276
-0.98070 6.95404
L 0.07092 0.27324

0.00000




LST

Tabela B.87

y=-x+7+¢ n=25 npg=1
zaklocenie: 1.0 (8, 8)
a b

Estymator s(a) s(h)
-0.42789 5.29283
MNK 0.34473 3.20085
-1.08810 7.23034
Lys 0.27764 1.01818
-0.90885 6.62026
My 0.18057 0.68031
-1.25359 7.75538
My 0.31226 0.97909
-0.84203 6.52586
Ry 0.20901 0.96286
0.45251 0.84738
Ry 2.81823 12.28942
-0.95907 6.91683
Ly 0.14002 0.49870
-0.88810 6.66452
Lg 0.31084 0.93598

i, 0.22000

0.00000

Tabela B.88
y=-x+T+¢g n=150 ng=1
zaklocentie:0. 1 (8, 8)
a b
Estymator s(a) s(h)
-0.66300 6.00895
MNK 0.11504 0.99580
-1.00228 7.00748
Lys 0.01927 0.07224
-0.95442 6.87022
My, 0.04707 0.13627
-1.00318 7.01334
My 0.00888 0.03395
-0.99280 6.98299
Ry 0.01094 0.07690
-1.00083 6.83115
Ry 0.01102 0.17596
-0.99785 6.99960
Ly 0.00863 0.03160
-1.00052 7.00636
Lg 0.00799 0.03119
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Tabcla 13.89

y=-x+7T+¢ n=>50 np=1
zaklocenie:0.5 (8, 8)
a b

Estymator s(a) s(h)
-0.66614 5.97789
MNK 0.11369 1.07831
-0.97844 6.91000
Lyg 0.12986 0.47808
-0.95214 6.84554
My, 0.06336 0.21950
-1.06196 7.17841
My 0.07675 0.24151
-0.96004 6.85437
Ry 0.05866 0.45206
-0.66447 5.50972
Ry 0.87905 4.10940
-0.98099 6.94903
L 0.04470 0.15705
-0.99943 6.99233
L 0.04113 0.15162

n 0.00000

Tabela 13.90
y=-xt+7+e¢ n=>50 ng=1
zakiocenie: 1.0 (8, 8)
a b

Estymator s(a) s(b)
-0.65698 5.94628
MNK 0.12584 1.23584
-1.00688 7.06700
Ly 0.28284 0.99185
-0.93129 6.68557
My, 0.13322 0.51392
-1.20973 7.57663
My 0.25001 0.73979
-0.90389 6.51452
Ry 0.15012 0.89991
-0.16756 490334
Ry 1.27749 6.03865
-0.95893 6.89139
L 0.11958 041118
-0.96605 6.88270
Lg 0.15062 0.50943

0.06000
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Tabela B.91

y=-x+7T+eg

n=12

np=1

zaklocenie:0.1 (12, 12)
a b

Estymator s(a) s(h)
0.52704 2.03535
MNK 2.34449 25.69170
-1.00247 6.99680
Lys 0.03552 0.13119
-0.66480 592151
My, 0.37427 1.22673
1.25821 -3.43861
My, 2.28916 10.79227
-0.09617 5.33806
Ry 1.17270 2.12220
0.94757 0.74126
Ry 2.00364 8.45751
-0.99710 6.98914
L 0.02627 0.084061
-0.99932 6.99517
Lg 0.02079 0.07686

m, 0.00000

0.06000

Tabela B.92
y=-x+7+¢ n=12 np=1
zaklocenie:0.5 (12, 12)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.48892 226776
MNK 2.22857 23.09149
-1.03937 7.09427
Lys 0.20359 0.68690
-0.58605 5.60822
My, 0.50853 1.81549
1.24293 -3.64027
Mis 2.29845 11.00047
0.11549 4.97435
Ry 1.25939 2.30826
1.11471 -1.34750
Ry 2.18945 10.78462
-0.98600 6.96032
L 0.10712 0.33401
-0.95093 6.80016
Lg 0.33149 1.22467
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Tabela B.93

y=-x+T+eg n=12 np=1

zaktocenie: 1.0 (12, 12)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.51837 2.13696
MNK 2.32369 2477457
-0.98742 6.91723
Lyy 0.52570 1.85561
-0.40054 4.87691
My, 0.74746 2.70291
1.29366 -3.52395
Mijs 2.29797 10.65847
0.41401 4.59352
Ry 1.46346 2.96675
0.99588 0.17316
Ry, 2.07107 9.59481
-0.95276 6.88112
Ly 0.27474 0.89117
0.08217 3.43090
L 1.33327 4.48518

i, 0.72000

Tabela B.94

y=-x+7+¢g n=25 np=1

zaklocenie:0. 1 (12, 12)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.18695 3.05146
MNK 1.41681 15.89225
-0.99651 6.99539
Ly 0.03233 0.12540
-0.83464 6.45203
My, 0.17043 0.57280
-1.00134 7.00494
My, 0.01488 0.05683
-0.96499 6.89498
Ry 0.03944 0.13357
0.20718 2.75995
Ryys 1.61498 7.52394
-0.99752 6.99419
L 0.01577 0.05787
-0.99896 6.99799
Lg 0.01513 0.05714

0.00000
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Tabela B.95

yv=-x+T+g n=25 nyp=1
zakiocenie:0.5 (12, 12)
a b

Estymator s(a) s(h)
0.18460 3.14481
MNK 1.41473 15.11195
-0.97971 6.93289
Lyy 0.18571 0.67005
-0.79905 6.35840
My, 0.22324 0.73307
-1.04172 7.15007
My, 0.08083 0.29345
-0.80880 6.29342
Ry 0.21941 0.88968
1.00368 -0.13125
Ry 2.11097 10.13516
-0.96357 6.90927
L 0.07980 0.29160
-0.98070 6.95404
L 0.07092 0.27324

" 0.00000

0.12000

Tabela B.96

y=-x+T7+¢ n=25 np=1

zaklocenie: 1.0 (12, 12)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.17051 3.24656
MNK 1.38201 14.45934
-1.08810 7.23034
Ly 0.27764 1.01818
-0.77486 6.15792
My, 0.27778 1.01727
-1.24521 7.77116
Mg 0.30735 0.99808
-0.66211 5.93950
Ry 0.37185 1.29793
0.95119 0.45035
Ry 2.05053 10.10218
-0.95785 6.89781
Ly 0.14132 0.50404
-0.86848 6.57964
L 0.44328 1.39452
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Tabela B.97

y=-x+T+eg n =150 ny=1

zakiocenie 0.1 (12, 12)
a b

Estymator s(a) s(h)
-0.16890 4.37523
MNK 0.69425 6.93147
-1.00228 7.00748
Lys 0.01927 0.07224
-0.91345 6.73004
My, 0.08804 0.27504
-1.00311 7.01345
Mys 0.00884 0.03384
-0.98566 6.95342
Ry 0.01659 0.09007
-1.00369 6.84456
Ry 0.01081 0.16257
-0.99829 7.00069
L 0.00855 0.03171
-1.00052 7.00636
Lg 0.00799 0.03119

", 0.00000

Tabela B.98
y=-x+T+¢g n =150 npg=1
zaklocenie:0.5 (12, 12)
a b
Estymator s(a) s(b)
-0.16877 4.28603
MNK 0.69514 7.46118
-0.97844 6.91000
Lyy 0.12986 0.47808
-0.91590 6.71665
My 0.09480 0.32196
-1.06073 7.19124
My 0.07803 0.26048
-0.92000 6.78426
Ry 0.09192 0.46980
-0.71253 5.41515
Ry, 0.83412 3.73298
-0.98125 6.94649
Ly 0.04506 0.15840
-0.99943 6.99233
L 0.04113 0.15162

0.00000
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Tabela B.99 Tabela B.100
y=-x+T7+¢g n =50 np=1 y=05x+1+¢ n=12 ng=2
zakldcenie: 1.0 (12, 12) zakidcenie:0.1 (3,7 (3.5,15)
a b a b

Estymator s(a) s(h) Estymator s(a) s(b)
-0.16516 427543 0.14766 3.71953
MNK 0.70360 7.56123 MNK 0.13697 7.97819
-1.00688 7.06700 0.50592 0.96851
Ly 0.28284 0.99185 Ly 0.02647 0.14397
-0.87623 6.48568 0.39583 1.81709
My, 0.16752 0.65877 My 0.12627 0.97030
-1.22256 7.70610 0.50086 0.99331
My 0.25772 0.83770 M 0.01896 0.10823
-0.83150 6.41271 047718 1.14517
Ry 0.20524 1.01013 Ry 0.03552 0.24836
0.30490 3.42431 0.94615 418847
Ry 1.63875 7.64645 Ry, 0.51850 3.31982
-0.95329 6.86679 0.16871 3.57822
L 0.11973 0.41228 Lg 0.36475 2.78975
-0.98596 6.94430 0.43140 1.52431
L 0.11020 0.39319 L 0.23035 1.74104

n, 0.00000 n, 0.66000
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Tabela B.101

y=05x+1+¢

n=12

zaktocenie 0.5

ng=72
(3.7)(3.5,7.5)

Tabela 13,102

y=05x+1+¢

n=12

zakidcenie: 1.0

ng= 2
3,7) (3.5, 7.5)

a b
Estymator s(a) s(h)
0.18485 3.49023
MNK 0.11322 6.74827
0.50478 0.90047
Ly 0.15150 0.93248
0.40903 1.71162
My, 0.12951 0.91470
0.55207 0.61996
My, 0.09546 0.61700
0.41367 1.52113
Ry 0.13983 0.93574
0.97044 4.10345
Ry 0.51393 3.18682
0.21854 3.27617
L 0.31033 2.46057
0.42228 1.59850
L 0.22785 1.68815
i, 0.72000

a b
Estymator s(a) s(b)
0.13274 3.90128
MNK 0.15349 9.34044
0.42864 1.77193
Lys 0.42625 3.17970
0.35380 201411
My, 0.21301 1.53557
0.64117 -0.23246
My 0.25568 2.06202
0.22171 2.90780
Ry 0.34372 2.75815
0.85315 4.54089
Ry 0.63226 438596
0.19083 351867
L 0.34878 2.74583
0.16228 3.65103
Lg 0.43563 3.45053

1.40000
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Tabela B.103

y=05¢+1+¢

n=25

zaklocenie:0.1

ng=72
(3,7)(3.5,7.5)

Tabela B.104

y=05x+1+¢

n=25

zaklocenie:0.5

)10 =2
(3,7) (3.5, 7.5)

a b
Estymator s(a) s(b)
0.31060 2.47675
MNK 0.03801 2.29962
0.50034 0.99571
Lyy 0.01687 0.11709
0.45217 1.37404
My, 0.05149 0.40092
0.50086 0.99496
Myys 0.00804 0.05378
0.49106 1.06409
Ry 0.01309 0.12456
1.00000 4.00000
Ry, 0.50000 3.00000
0.37089 2.01989
L 0.13507 1.06313
0.49927 1.00318
Lg 0.00927 0.06391
1, 0.46000

a b
Estymator s(a) s(b)
0.32131 2.44041
MNK 0.03577 2.22141
0.51731 0.92511
Lys 0.09439 0.59610
0.45526 1.38800
My, 0.06906 0.50700
0.53380 0.75672
My 0.06632 0.43759
0.46074 1.28959
Ry 0.06436 0.53350
1.00000 4.00000
Ry 0.50000 3.00000
0.37842 2.01496
Ly 0.13502 1.08466
0.50540 0.99193
Lg 0.05484 0.35451

0.82000
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Tabela B.105

y=05¢+1+e

n=25

zaklocenie: 1.0

Il0:2

(3,7)(3.5,7.5)

Tabela B.106

y=05x+1+e¢

n=>50

zaklécenie:0. 1

”0 =2
3.7 (3.5.7.5)

a b
Estymator s(a) s(h)
0.33681 2.32130
MNK 0.03516 2.05405
0.54243 0.78355
Ly 0.16971 1.09499
0.45915 1.26896
My, 0.10777 0.65930
0.61086 0.09777
Mjjs 0.15893 1.16843
0.43520 1.32601
Ry 0.11463 0.93134
0.92704 4.55510
Ryps 0.66575 5.26662
0.39858 1.89958
L 0.14595 1.09816
0.50228 1.02545
Lg 0.11329 0.79847
m, 0.86000

a b
Estymator s(a) s(b)
0.41315 1.69501
MNK 0.00780 0.49726
0.49800 1.00667
Ly 0.01345 0.08066
0.47948 1.16586
My, 0.02209 0.17569
0.50163 0.99117
My 0.00666 0.04113
0.49687 1.01518
Ry 0.00697 0.07793
1.00000 4.00000
Ry 0.50000 3.00000
0.45114 1.40006
Ly 0.05039 0.40996
0.50070 0.99760
Lg 0.00722 0.04561

1.06000
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Tabela B. 107

y=05x+1+¢

n=>50

zaktocenie:0.5

ng=72
(3,7 (35,17.5)

a b
Estymator s(a) s(h)
0.40489 1.74490
MNK 0.01056 0.60031
0.49380 1.05515
Lys 0.06776 0.44631
0.47304 1.20621
My, 0.04598 0.29262
0.52258 0.81243
My 0.04154 0.27464
0.47617 1.13120
Ry 0.04309 0.40419
1.00000 4.00000
Ry 0.50000 3.00000
0.44087 1.47714
L 0.06865 0.51680
0.49630 1.03401
L 0.03439 0.19394
n, 1.42000

Tabela B.108
y=05x+1+e¢ n=1>50 np=2
zaklocenie: 1.0 3,7(35,75)
a b
Estymator s(a) s(b)
0.39773 1.78388
MNK 0.01432 0.78056
0.48427 1.08710
Lyy 0.12976 0.85137
0.46541 1.15688
My, 0.07733 0.50206
0.60481 0.06762
My 0.12703 1.05146
0.45476 1.25732
Ry 0.07803 0.88106
1.00000 4.00000
Ry, 0.50000 3.00000
0.43783 1.51261
Ly 0.09170 0.68584
0.49033 1.06224
Lg 0.06327 0.43567

0.66000
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Tabela B.109

y=2x+1+e¢

n=12

zaklocenie:0. |

Ho-_- 2
(5,4)(5.5,4.95)

TabelaB.110

y=2x+1+e

n=12

zakldcenie: 0.5

ng=2
(5,4)(5.5,45)

a b

Estymator s(a) s(b)
0.26452 486132
MNK 3.05038 15.59711
2.01578 0.96457
Ly 0.07059 0.16042
-0.14014 5.29203
My, 2.14898 4.41616
0.04829 4.23442
My 1.95810 3.34918
0.23135 3.44128
Ry 1.80731 2.62607
1.00000 -1.00000
Ryys 1.00000 2.00000
0.32835 4.66443
Ly 1.70518 3.84973
0.24444 4.89885
Lg 1.76988 4.00281

n 1.92000

a b

Estymator s(a) s(b)
0.33644 4.61279
MNK 2.80696 13.66840
1.96405 1.00634
Lys 0.50688 1.20080
-0.01672 4.78762
M, 2.03127 3.95300
0.04258 4.18504
My 1.96446 3.32240
0.30226 3.15137
Ry 1.73220 2.32414
1.00000 -1.00000
Ry 1.00000 2.00000
0.40564 4.37987
L 1.62620 3.52788
0.31425 4.63624
L 1.70216 3.72332

1.92000




IL1

TabelaB. 111

y=2x+1+eg

n=12

zaklocenie: 1.0

ng=2
(5,4)(55,45)

a b

Estymator s(a) s(h)
0.26034 5.05173
MNK 3.09768 17.89679
1.67005 1.86006
Ly 1.02981 2.75985
-0.00778 5.01429
My, 2.02435 4.23050
0.02750 4.18262
My 1.98667 3.41433
0.20621 3.46419
Ry 1.81376 298131
0.95630 -0.88777
Ry, 1.08761 2.04472
0.32878 4.89075
L 1.70581 4.14039
0.21954 5.16026
L¢; 1.81343 4.42317

n, 1.88000

Tabela B.112
y=2x+1+¢ n=25 np=12
zaklocenie 0.1 (5,4)(5.5,4.5)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.75123 3.81417
MNK 1.57853 8.12541
2.00092 0.99548
Lays 0.04498 0.12767
0.67422 3.62919
My, 1.37618 2.82142
-1.58994 4.77055
My 24.04561 59.83348
1.92860 1.17605
Ry 0.07695 0.19431
1.00000 -1.00000
Ryps 1.00000 2.00000
0.97373 3.29737
L 1.03424 2.32529
1.96975 1.06212
L 0.19673 0.40838

0.50000




Tabela B.113

y=2x+1+¢

n=25

zakldcenie:0.5

ng=2
(5.4)(5.5,45)

Tabela B.114

y=2x+1+e

n=25

zakiocenie: 1.0

np=2

(5,4) (5.5, 4.5)

a b

Estymator s(a) s(b)
0.79510 3.74197
MNK 1.48348 7.79148
2.04616 0.91357
Ly 0.25171 0.65563
0.61888 3.91003
My 1.39557 2.98213
-31.39312 63.54458
Mg 108.48411 253.25256
1.67673 1.85000
Ry 037112 1.01284
1.00000 -1.00000
Ry 1.00000 2.00000
1.04532 3.15503
L 0.96725 2.19755
1.93088 1.17036
LG 0.39818 0.90139

mn, 0.90000

a b

Estymator s(a) s(b)
0.79965 3.64616
MNK 1.47505 7.35481
2.11314 0.75527
Lys 0.45257 1.20049
0.57517 3.79675
My, 1.44127 2.88067
-125.52488 278.61900
My 772.54910 1705.46972
1.33627 2.67359
Ry 0.73769 1.94516
1.00000 -1.00000
Ry, 1.00000 2.00000
1.03542 3.07379
Ly 0.98730 2.16956
1.34224 241988
Lg 0.98045 2.20267

1.26000
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Tabela B 115

Tabela3.1106

y=2x+1+¢

n=>50

zaktocenie:0.5

”0= 2
(5,4)(5.5,4.5)

y=2x+1+eg n =50 ng=72
zaklocenie:0. 1 (5,4)(5.5,4.5)
a b

Estymator s(a) s(h)
1.23954 2.67181
MNK 0.58376 2.83086
1.99467 1.00801
Ly 0.03586 0.08907
1.18848 2.73595
My 0.82088 1.76321
-48.90826 96.51044
My 154.47568 296.16042
1.97375 1.06412
Ry 0.03192 0.09412
1.00000 -1.00000
Ry 1.00000 2.00000
1.46093 2.18737
L 0.54300 1.19747
2.00188 0.99713
LG 0.01925 0.05017

n, 1.06000

a b

Estymator s(a) s(b)
1.20943 275117
MNK 0.63839 3.14026
1.98348 1.05928
Ly 0.18070 0.48829
1.10588 2.93232
M, 0.90423 1.95889
-109.02782 208.77224
My, 173.61199 352.93968
1.84046 1.49425
Ry 0.19161 0.65247
1.00000 -1.00000
Riys 1.00000 2.00000
1.42209 2.27562
Ly 0.58780 1.30114
1.99014 1.03647
Lg 0.09170 0.21509

1.42000
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Tabela B.117

y=2x+1+¢ n =50 np=2
zaklocenie:1.0  (5,4) (5.5,4.5)
a b

Estymator s(a) s(h)
1.20125 2.78432
MNK 0.65689 3.35274
1.95805 1.09759
Ly 0.34603 0.93008
1.03487 2.95619
My, 0.97343 2.00030
-299.42398 585.85072
My 858.50899 1637.30450
1.69299 1.72407
Ry 0.35372 1.07868
1.00000 -1.00000
Ryye 1.00000 2.00000
1.41804 2.28076
L 0.60137 1.35689
1.97422 1.06868
Lg 0.16873 0.47510

i 0.66000

Tabela B.118
y=05x+1+e¢ n=12 ng=2
zaklocenie:0. 1 (3,7)(12,3)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.08322 3.60975
MNK 0.17872 7.16101
0.50592 0.96851
Ly 0.02647 0.14397
0.23358 2.37602
My 0.29966 1.64987
0.12259 236312
M 0.39630 1.49335
0.35834 1.69025
Ry 0.21866 1.01427
-0.30951 7.95675
Ry 1.98643 10.54109
0.42785 1.44947
Lg 0.18667 1.16942
0.45867 1.29973
L 0.15399 1.1144]

0.64000
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Tabela B.119

y=05x+1+e n=12 ng=2
zakiocenie:0.5 (3,7(12,3)
a b

Estymator s(a) s(h)
0.11057 3.41266
MNK 0.15704 6.15318
0.49236 0.96460
Lys 0.16820 0.97961
0.21471 2.40005
My 0.31031 1.60970
0.16013 2.09236
My 0.37705 1.48633
0.23763 2.11873
Ry 0.29273 1.48659
-0.33832 7.28809
Ry 0.98261 8.28642
0.44120 1.32617
L 0.17797 1.01749
0.47000 1.18916
Lg 0.17237 1.19781

m 0.66000

Tabela B.120
y=05x+1+e n=12 ny=72
zaktocenie:1.0 (3, 7) (12, 3)
a b

Estymator s(a) s(b)
0.08135 3.73118
MNK 0.18368 8.18433
0.40727 1.77516
Ly, 0.44838 3.08596
0.16843 2.77154
My, 0.36188 221298
-0.41339 4.96681
My, 4.53436 24.03519
0.10574 2.95227
Ry 0.41434 2.51592
0.54318 3.87768
Ry 5.02889 16.04848
0.18<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>