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i

WSTĘP

Gospodarowanie Jest tak stare, jak stary Jest rodzaj 
ludzki, ale na różnych szczeblach rozwoju społeczeństwa 
gospodarowanie wymagało różnych zasobów wiedzy i umiejęt
ności.
Na niskim szczeblu kultury materialnej cała wiedza o gospo
darowaniu opierała się na tradycji wzbogacanej minimalnie 
bieżącym doświadczeniem. Prymitywny podział pracy, lokalny 
charakter produkcji i dystrybucji rzadko uzupełnianej przy
padkową wymianą nadwyżek, prosta i przejrzysta organizacja 
pracy - wszystko to nie wymagało głębszych dociekań 1 roz
ważań mającyoh na celu usprawnienie procesów produkcji, 
które i tak były proste i nieskomplikowane.
Doświadczenia starszych rodu 1 fatalistyozne poddawanie się 
żywiołom, to były dwa zasadnicze elementy wyznaczające go
spodarczą działalność człowieka.

Jednak wraz z postępem technicznym, wraz z rosnącym zapo
trzebowaniem na dobra produkcyjne powstaje konleozność po
znawania mechanizmów 1 praw rządzącyoh procesami gospodar
czymi, jego obiektywną strukturą i dynamiką. Konieczność 
ta rodzi się między innymi i po to, by móc ustalać obiek
tywne możliwości działania a tym samym wyznaczać realistycz
ne a nie woluntarystyczne cele działalności. Równocześnie, 
z drugiej strony okazuje się, że na to by działać nie wystar
czy drogą nawet najsubtelniejszych abstrakcji ustalić kie
runki działania, trzeba też wiedzieć jak działać, gdyż
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w praktyce życia gospodarczego do kierowania gospodarką 
planową - i to niezależnie od szczebla - nie wystarcza wie
dza o kategoriach i prawach ekonomicznyoh, jak też nie 
wystarcza sama praktyka i doświadczenie. Wynika to z tego 
iż wobec bogatej struktury organizacyjnej, dużej liczby 
ograniczeń, często bliskich sprzeczności rosnącego zapotrze
bowania na dobra produkcyjne decyzje podejmowane w oparciu 
o intuicję nie mogą byó decyzjami optymalnymi.
Na każdym kroku człowiek w swojej działalności napotyka na 
konieczność wyboru optymalnego, w danych warunkaoh wariantu 
działania, częstokroć nie zdając sobie sprawy z istnienia 
formalnych metod optymalizacyjnych.
Można dyskutować, czy znajomość tych metod Jest mu potrzebna, 
a po drugie, czy w każdej sytuacji aparat formalny da się 
zastosować. Znamiennym jest tu przykład oytowany przez 
prof. Z.Czerwińskiego: "kasjer w celu obliczenia należności 
za zakupiony towar wyznacza iloczyn skalarny dwóch wektorów: 
zakupu i cen, nic na ogół nie wiedząc o istnieniu takiego 
iloczynu".

Nie ulega jednak wątpliwości, że wszędzie gdzie decyzje 
dotyczą grup społecznych, działalności gospodarczej człowieka 
czy też systemu, tam muszą one byó podejmowane w oparciu 
o obiektywne przesłanki. I coraz częściej człowiek w swojej 
działalności gpspodarczej ucieka się do pomocy metod mate
matycznych. Metody matematyczne bowiem ułatwiają wybór wła
ściwej drogi realizacji zamierzeń, a często mają przekonać 
o niemożliwości zrealizowania w danych warunkaoh tego, czy 
innego cząstkowego zadania. W najgorszym razie rozwiązanie
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uzyskane drogą formalizacji zagadnienia służyć może do 
kontroli rozwiązania intuicyjnego lub stanowić konkuren. 
cyjny wariant do rozwiązań proponowanych przez praktyków.

Najszersze 1 najefektywniejsze zastosowanie metod matema
tycznych notuje się wszędzie tam, gdzie przedmiotem rozwa
żań są problemy o charakterze ekonomiczno-organizacyjnym. 
Dotyczy to zwłaszcza zagadnień, gdzie idzie o wybór naj
lepszego z wariantów technologicznych, rodzajów kooperacji 
czy też rozwiązań transportowych.

Wobec ewidentnych korzyści płynących ze stosowania metod 
matematycznych, praktyka coraz śmielej formułuje zadania 
pod adresem nauki. Wiele rozwiązań znajduje zastosowanie, 
wiele jednak wobec dużego stopnia komplikacji obliczeń, 
a więc trudności czysto rachunkowych, pozostaje rozwiąza
niami tylko teoretycznymi. Dopiero stosowanie elektroniczT 
nej techniki obliczeniowej umożliwia wprowadzanie nowych 
rozwiązań do praktyki.
Atakuje się coraz to nowe dziedziny, idea optymalizacji 
staje się obowiązującą doktryną w działalności gospodarczej 
człowieka. Dostrzega się możliwości optymalizacji nie tylko 
kosztów, czy też zysku, przedmiotem optymalizacji staje 
się czas. Już nikt nie wątpi w znaczenie minimalizacji czasu 
wykonania zadanyoh zadań. W literaturze1 znaleźć można na
stępujące argumenty: "Skrócenie cyklu produkcyjnego przy
niosłoby przedsiębiorstwu następujące korzyści:

1 patrz Organizacja i planowanie w przedsiębiorstwie prze
mysłowym, pod red. A.Grossmana.
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- lepsze wykorzystanie wyposażenia technicznego,
- zwiększenie stopnia wykorzystania zdolności produkcyjnych,
- wzrost produkcji,
*< przyspieszenie krążenia środków trwałyoh, 
x obniżenie kosztów własnych".
Dodajmy od siebie, że skrócenie cyklu produkcyjnego poprzez 
zabiegi organizacyjne nie wymaga żadnych dodatkowych nakła- 
dów, a wdrożenie do praktyki rozwiązań nie pociąga za sobą 
konsekwencji w postaci okresów adaptacyjnych, które to okresy 
charakteryzują się doraźnym spadkiem efektów ekonomicznych 
przedsiębiorstwa.

W latach 50xtyoh sformułowane zostało zadanie z dziedziny 
organizacji produkcji**.
Usiłuje się budować optymalne harmonogramy zajęć, wyznaczać 
plan wykonywania zadanych w danym okresie usług.

Zadania tego typu w pracy niniejszej nazwano zadaniami 
programowania sekwencyjnego, gdyż optymalizuje się tutaj 
pewien funkcjonał, którego wartość zależy w sposób istotny 
od kolejności wykonywanych czynności.

Po raz pierwszy zadanie tego typu zostało sformułowane 
przez Bellmana. Pierwsza próba jego rozwiązania pochodzi 
od Johnsona. W latach 60xtyoh notuje się bardzo ożywioną 
działalność mającą na celu wypracowanie metod jego rozwią
zania. Próby te jednak kończą się raczej niepowodzeniem. 
Zdaniem autora, jedną z przyczyn tego niepowodzenia jest to, 
że proponowane rozwiązania mają czysto teoretyczny charakter.

*■ patrz S.Johnson ...Optlmal Two-And Three-Stage Production 
Schedules with Setup Times Included.
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Wynika to z tego, że zadania te są zadaniami krótkookreso
wymi. Dane w zadaniaoh zmieniają się w bardzo krótkich okre
sach czasu, co z kolei powoduje, że rozwiązanie optymalne 
dla zadania rozwiązywanego wczoraj już dla zadania, które 
trzeba rozwiązywać dzisiaj Jest nieaktualne.
Jednak z chwilą coraz szerszej komputeryzacji, a więo łatwe
go dostępu do komputera, który gwarantuje szybkość wykony
wanych obliczeń zasadnicza trudność, o której była mowa 
przestaje być ograniczeniem. Z dnia na dzień bowiem, mając 
wystarczające dane, można budować optymalne plany pod wa- 
tunkiem, że dysponuje się odpowiednimi algorytmami.

Mając to na uwadze autor podjął próbę zbudowania jedno
litej teorii dla szerokiej klasy zadań sekwencyjnych, a więc 
zadań w których należy wyznaczyć kolejność zadanych czyn
ności. Dodajmy od razu, że zadania sekwencyjne stawiane 
w literaturze są szczególnymi przypadkami ogólnego zadania 
programowania sekwencyjnego zdefiniowanego w tej pracy.

Praca ta składa się z trzech zasadniczych rozdziałów 
oraz dodatku.

Rozdział pierwszy poświęcony jest formalnemu opisowi 
zadań programowania sekwencyjnego. Używając modnego dzisiaj 
terminu, w rozdziale tym zbudowano model matematyczny za
gadnień sekwencyjnych.
W rozdziale tym podjęto również próbę sformułowania warun
ków jakie muszą być spełnione by bez szkody dla jakości 
rozwiązania, można było wyjściowe zadanie rozbijać na dwa, 
lub więcej zadania, których rozwiązanie dawałoby łącznie 
rozwiązanie zadania wyjściowego. Idzie bowiem o to, że 
w praktyce spotyka się zadania o dużych rozmiarach co poważ
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nie utrudnia Ich rozwiązanie. Praktycznie wówczas nie ma 
możliwości wyznaczenia dla takiego zadania rozwiązania opty
malnego, a rozwiązanie przybliżone może się znacznie różnić 
od optymalnego, podczas gdy dla zadań o małyoh rozmiarach 
rozwiązania takie można uzyskiwać.

Próba formalizacji i Jej kierunek podjęte w tym rozdziale 
wynika z dwóch powodów.
Po pierwsze, łatwość programowania dla celów elektronicznej 
techniki obliczeniowej tak sformułowanych zadań.
Po drugie, całą bogatą strukturę zadania w zaproponowanym 
języku daje się opisać w miarę prosto i w sposób jednoznacz
ny* Dotyczy to zwłaszcza zadań, w których dane są do zrealizo
wania kilka technologii lub stanowiska są wieloczynnościowe* 
Wówczas do opisu tych zadań używać trzeba kilku maoierzy1 
co z kolei rodzi określone trudności przy maszynowej reali- 
zaojl algorytmu wyznaczającego rozwiązanie takiego zadania* 
Podejście proponowane przez autora w niniejszej pracy jest 
tego mankamentu pozbawione. Całe zadanie opisuje się jedną 
macierzą, rzecz jasna dzieje się to kosztem jej wymiaru. 
Dokładniej mówiąc liczba kolumn macierzy jest odpowiednio 
większa.

W rozdziale drugim podano kilka przykładów zadań progra
mowania sekwencyjnego, które spotyka się w praktyce. Są to 
zadania z dziedziny organizacji produkcji, budowania harmo
nogramów oraz ustalania planów świadczenia usług takich jak 
remonty czy też naprawy, W rozdziale tym uzasadniono celowość 
wprowadzenia do modelu niektórych założeń oraz podano odpo
wiedniki z praktyki pojęć wprowadzonych w rozdziale pierwszym.

i patrz L*Warężak "O pewnym uogólnieniu zagadnienia sekwen
cyjnego".
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Rozdział trzeci to rozdział monograficzny poświęcony 
prezentacji znanych metod wyznaczania rozwiązania zadania 
sekwencyjnego. Metody te powstawały na bazie konkretnych 
zadań, które są szczególną klasą zadań programowania sek
wencyjnego nazwaną w rozdziale pierwszym zadaniami typu E. 
Zadania te w przeważającej większości pochodzą z dziedziny 
organizacji produkcji.
Algorytmy te z konieczności nie mogły byó przytaczane w ich 
oryginalnym brzmieniu lecz zostały "przetłumaczone" na 
język rozdziału pierwszego. Omawiane metody podzielono na 
cztery grupy:

- metody programowania całkowito-liczbowego,
- metody podziału i ograniczeń,
- metody eliminacyjne,
- metody przybliżone.

Wszystkie omawiane metody zostały ilustrowane prostymi 
przykładami. W rozdziale tym zawarto propozycje własne auto
ra rozwiązywania tego typu zagadnień. Wymieńmy kilka:
- modyfikacja metody podziału i ograniczeń,
- metoda grafowa,
- procedura Monte Carlo.

W dodatku, na kilkunastu przykładach dokonuje się porów
nania metod oraz ilustruje się zbieżność procedury Monte 
Carlo. Dane do przykładów były generowane na maszynie cyfro
wej z przedziału [1,100] z rozkładem jednostajnym.
Wszystkie prezentowane tam wyniki wyznaczane były na maszy
nie cyfrowej ODRA 1204 w Ośrodku Obliczeniowym Instytutu 
Cybernetyki Ekonomicznej Akademii Ekonomicznej im.Oskara 
Langego we Wrocławiu.
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Składam gorące podziękowanie prof.dr hab. Z.Hellwigowi 
za zwrócenie mojej uwagi na podjętą w pracy tematykę, pomoc 
i zachętę w trakcie jej pisania.
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i. MATEMATYCZNY MODEL ZADAŃ PROGRAMOWANIA SEKWENCYJNEGO

i.i. U w a g i  o g ó l n e

W rozdziale tym zaprezentowany zostanie abstrakcyjny 
model zadań programowania sekwencyjnego. Rozdział ten składa 
się z trzech części, z których pierwsze dwie mają charakter 
pomocniczy, natomiast w części trzeciej formułuje się zasad
nicze zagadnienie tej pracy.

Jest rzeczą oczywistą, że przystępując do rozwiązania 
dowolnego zagadnienia praktycznego należy dokonać selekcji 
danych. W wielu bowiem przypadkach dysponuje się niekomplet
nym, bądź za obszernym zbiorem danych, co utrudnia lub wręcz 
uniemożliwia rozwiązanie zadania. W związku z tym autor 
uznał za celowe sprawom selekcji danych poświęcić nieco 
miejsca w niniejszej pracy. Zagadnienie to omówione zostało 
w pierwszej części niniejszego rozdziału.

Zagadnienie sekwencyjne rozpatrywane w tej pracy dotyczy 
szczególnej klasy najogólniej pojętych procesów produkcyj
nych, tzn. takich, w których istnieje wzajemna odpowiedniość 
pomiędzy wyrobem a surowcem, z którego wyrób ten został 
otrzymany. Wobec tego znajduje tu zastosowanie tzw. "zadanie 
przydziału". Ponieważ w literaturze, przedmiotowi temu po
święcono wiele miejsca, znane i cytowane są algorytmy roz- 
wiązania tej klasy zadań , praktycznie rozwiązane jest za-

A Galie "Teoria liniowych modeli ekonomicznych". . .J.Kucharczyk, M.Sysło "Algorytmy optymalizacji w języku
Algol—60".
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gadnlenle wyznaczania przydziałów równoważnych1, sprawy te 
potraktowano w pracy marginesowo, więcej natomiast uwagi 
poświęcono problemowi redukcji rozmiarów zadania, co Jest 
ważne ze względu na możliwość uzyskania rozwiązania.
W tym celu wprowadza się zbiór F  , który Jest podzbiorem 
produktu kartezjaóskiego dwóch wyjściowych zbiorów S oraz 
W. Należy zaznaczy<5f że zbiór F Jest dany 1 poszukuje się 
takiego Jego podzbioru, by zbiór następników był dokładnie 
zbiorem W, a równocześnie by zadany funkcjonał uzyskiwał 
wartość minimalną.
Okazuje się, że często zagadnienie wyjściowe rozbić można 
na dwa zadania mniejszych rozmiarów i to tak, by ich roz
wiązanie łącznie dawało rozwiązanie zadania wyjściowego.
Po to by można było stwierdzić istnienie takiej możliwości 
wprowadza się pojęcie niezależności podzbiorów zbioru 
Podaje się również twierdzenie, które ma charakter konstruk
tywny, tzn. wynika z niego sposób wyznaczania niezależnych 
podzbiorów. W części tej znajduje się odpowiedni algorytm 
wraz z dowodem jego poprawności.

W drugiej części przedstawiono pojęcia 1 terminy niezbędne 
do opisania zasadniczego problemu pracy. W tym celu wpro
wadza się funkcję gpl oraz operator Tpl. Funkcja gpl 
nie ma odpowiednika w praktyce, służy jedynie do opisania 
działania operatora Tpl, który daje się interpretować jako 
operacja na wyrobie p-tym. Wyrób lub surowiec w niniejszej 
pracy opisany jest jako wektor, natomiast proces powstawa
nia wyrobu, traktuje się jako kolejne zmiany składowych 
wektora wyjściowego.

M.Rymarczyk "0 wyznaczaniu przydziałów równoważnych".■ 4
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Tak więc operator Jest odpowiednikiem operacji 1-teJ
na wyrobie p-tym. Ponieważ cały proces składa się z wielu 
takich operacji wykonywanych na różnych surowcach, wprowadza 
się przeto złożenie operatorów Tĵ d, które można interpre
tować Jako pewien podzbiór D zbioru wszystkich operacji 
K wykonywanych na podzbiorze detali M*
Ponieważ interesuje nas kolejność działania operatorów nale
żących do złożenia, dlatego też wprowadza się funkcję steru
jącą OC. . Często okazuje się, że istnieje kilka operatorów 
działającyoh na 1-tą składową wektora p-tego, a co za tym 
idzie, są one nlerozróżnlalne z punktu widzenia wyniku dzia
łania. W celu opisania takich sytuacji wprowadza się zbiór 
operatorów 7"^. W praktyce oznacza to, że operację 1-tą 
na detalu p-tym wykonać można na Jednym z kilku stanowisk. 
Odpowiednikiem stanowiska Jest tutaj warstwa operatorów. 
Ponieważ w praktyce wymaga się by operacja wykonywana była 
na Jednym tylko stanowisku, do modelu wprowadza się Jeszcze 
funkcję sterującą Jb , której zadaniem Jest przydzielenie 
odpowiedniej operacji Jednemu tylko stanowisku.

W trzeciej ozęścl, po zdefiniowaniu niezbędnych pojęć 
formułuje się zagadnienie sekwencyjne. Uprzednio Jednak 
wprowadza się funkcje Q oraz 0 . Funkcje te pozwalają 
dane potrzebne do zadania zapisać w możliwie prosty sposób. 
Ponadto, by można było zdefiniować kryterium optymalności 
wprowadza się funkcjonał H oraz podaje się sposób wyzna
czania Jego wartości na dowolnym podzbiorze zbioru operato
rów sterowanych funkcjami CL i Jb .
Następnie formułuje się zadanie programowania sekwencyjnego 
oraz niektóre Jego szczególne przypadki.
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W części tej podjęto również próbę rozbicia zadania 
pierwotnego na dwa zadania mniejszych rozmiarów, co poważnie 
ułatwia procedurę poszukiwania rozwiązania. W tym celu for
mułuje się twierdzenie o rozbiciu zbioru S na dwa podzbiory 
niezależne ze względu na warstwy operatorów. Ponieważ zagad
nienie to sprowadza się do omówionego uprzednio rozbicia 
zbioru V  , do efektywnego rozwiązania omawianego problemu 
wykorzystuje się algorytm o rozbiciu tego zbioru.

Na zakończenie rozważa się sytuację kiedy zbiór S nie 
rozbija się na dwa niezależne podzbiory.

1.2. Z a g a d n i e n i e  p r z y d z i a ł u .  
S e l e k c j a  d a n y c h  .

1.2.1. Zbiór r  i jego własności

Niech K,N,M będą zbiorami liczb naturalnych odpowiednio 
od 1 do k, od i do n oraz od 1 do m, tzn.:

K = {1,2, ... ,k}
N = {i,2, ... ,nj 
M = {1,2, ... , m>

Załóżmy, że:
n^. m

Przyjmijmy, że mamy danyoh k skończonych zbiorów C^
(i s k ) oraz zbiór F  , którego własności podamy dalej.

[fOznaczmy produkt kartezjański tyoh zbiorów symbolem C , tzn. 

elementy tych zbiorów nie muszą być liczbami.
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Ck

|fNiech S oraz W będą danymi podzbiorami zbioru C :

Załóżmy, że liczności tych zbiorów są odpowiednio n oraz 
m:

Niech R (s ,n) będzie rodziną różnowartościowych odwzorowań 
zbioru S na zbiór N, zaś R (w ,m ) rodziną różnowartościo- 
wych odwzorowań zbioru W na zbiór M.
Przyjmijmy, że e R ̂ ,Nj a >0 eRfw,M). Zapis s będzie 
wówczas oznaczał, że:

card (s) = n, 
card (w) a m.

s e Saki/(s)=p a  p e Nr

wq £ W A vp M  = q A q g M.

Wymieńmy teraz własności zbioru

i° r c s x w ,

2°V w e W 3 s s S :  (s,wjfi T,

3° i/j A g Ta cT

i.l

3  |sr ,Wj) e f
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Elementy zbioru F oznaczać będziemy

jw -  fvMe r *
Oznaczmy przez W podzbiór zbioru W 
dla których prawdziwa jest relacja:

(sp,wje T ,

tzn,:
Wp :=jwe W: (sp ,w)6 rj.

I analogicznie, symbol S oznaczał będzie podzbiór zbioru 
S tyoh Jego elementów, dla których prawdziwa Jest relacja:

tzn.:
Sq -fseS: (s,wq)«rj.

Z definicji zbioru Wp wynika, że:
n
U W = W. p=i p

j,pq, gdzie: 

tych jego elementów,

fp oznaczać będzie podzbiór zbioru F , przy czym:

r p :={fpier
-i1 ppdobnie F^ oznaczać będzie podzbiór zbioru F  :

Fq
-i

: sp 6 s<j} ’

u rp=r
p=i

a zatem:
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i
m
U

q=l = r

Niech teraz R (s*,w) oznacza rodzinę różnowartościowych 
odwzorowań zbioru S* (s*es) na zbiór W.

Twierdzenie 1.1

Istnieje co najmniej jeden podzbiór V* zbioru T 
należący do r (s*,w ).

Dowód:

Dla dowodu utworzymy zbiór r* i następnie pokażemy, że 
należy on do r (s*,w ), W tym celu wybierzmy dowolny element 
zbioru W, niech elementem tym będzie w^« Element ten wy
znacza podzbiór zbioru S. Możliwe są dwie sytuacje,
rozpatrzmy je kolejno:

i° do należy takie Sp, które nie należy do żadnego
innego Sj (j / q oraz j=i,2,... ,mj ,

2 każdy element zbioru Sq należy do jakiegoś podzbioru 
Sj (j=^* 2,•••,mJ«

W przypadku pierwszym do zbioru /"*1 zaliczymy parę (s ,w ).P 0.
W przypadku drugim wybierzmy dowolny spe Sq i niech element 
ten ponadto należy do Sj, co oznacza, że:

(sp>wq)* f  oraz fsp»wj)£ r  •

Wobec własności 3 zbioru w zbiorze S istnień musi takie 
sr» że fsr»wj)c/~ lub (sr»wq)€/_ * Przyjmijmy, że (s^w^eT 
w ów czai do zbioru V* należeć będzie para (s ,w.) oraz para

fVV
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Jeśli zaś (sr»wj)e * (sr,wq)e to m°że należeć
(Sr.Wj) 1 (sp ,wq) albo (sr,wq) i (sp ,Wj).

Powtarzając to postępowanie dla każdego elementu zbioru W 
(co można zrobić, gdyż Jest odwzorowaniem na) otrzymu
jemy, że należy do r (s*,w ). Co kończy dowód.

Niech teraz Rp(s*,W) oznacza rodzinę odwzorowań różno
wartościowych zbioru S* na zbiór W generowanych przez f” 
tzn. takich, które są podzbiorami zbioru P , R+ oznacza 
zbiór licz rzeczywistych dodatnich.
Dany Jest funkcjonał F:

F: T -*■ R+

o własności:

f(r')= Z  2  F f^;q)
p q

gdzie:
r W n r (s*,wj, .

Jak już pokazano wyżej Rr (S*,w) 4 0 powstaje zatem natu
ralne zadanie:

Wyznaczyć odwzorowanie należące Rj.(s*,w) tak, by funkcjo
nał F przyjmował wartość najmniejszą z możliwych.
Jeśli P *  oznaozać będzie to odwzorowanie, to powyższe za
danie można sformułować:
Wyznaczyć

T c  Rr (s*,w)

tak, by
F (r*) — ► min.
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Zadania tego typu rozwiązuje się metodami programowania ma
tematycznego, a ściśle mówiąc korzysta się tutaj z programo
wania binarnego, gdzie zadania to ma następującą postać: 

Wyznaozyó zmienne x tak, by:r4

Z  Z  W ( l ' p q ) ^ Bln*
p q

przy warunkach:
n
^  xpq = * q=l,2,...,m
p=l 
m
y* xpq ̂  1 p=l,2,... ,n
q=i

= o v i. pq
Wówczas:

f p y  r' ^ Xpq ■

Przykład 1

S ={s1,s2,s3,s4,s5|

W ={w 1,w 2,w 3,w 4J

r={(siiwi) t (si*w2) * Cs2,Wî  » (s2,w4) * (s3»w 2̂  * (a3tV3̂ » (®4,w3) » Cs5»w4̂ }

F(j*il) - 4

P (fi2) = 8

F (/2i> = 3

10

P (ł,32)“ 9
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'(/as)’ 5
F (^43)= 2 

P (?54)= 6

Wszystkie te informacje zapisać można w postaci tablicy 
Eaijl ° wymlafcach 5x4, gdzie:

aij = F (fij) Jeśu tii*r

Jeśli ta i r

Wi W2 w3 W4

si 4 8 oo O O

S2 3 O O o o 10
S3 o o 9 5 OO
S4 O O O O 2 CXD

S5 O o O O O O 6

Mamy tutaj^

W1 - Si = \sl,s2
W2 = twl**4} S2 =

= {w2,w3} S3 = {s3's4
W4 = {"3} S4 = {s2>s5
*5 - ("4}

}

Wymieńmy kilka odwzorowań należących do nr (s*,w), oto one
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itd

Rpzwiązanlem zadania Jest:

i F(r*) = 19.

1.2.2. Twierdzenie o rozbiciu zbioru l~ .

Wprawdzie zadania tego typu nie są przedmiotem szczegóło
wych zainteresowań niniejszej pracy, to jednak należy tu 
zwrócić uwagę na pewien fakt. Idzie mianowicie o to, że jeśli 
n i m są dostatecznie duże, a więc zadanie jest dużych 
rozmiarów to poszukiwanie jego rozwiązania nawet przy użyciu 
maszyny cyfrowej jest czasochłonne. Z drugiej zaś strony 
często zadanie daje się rozbić na dwa mniejsze i to takie, 
że ich rozwiązania łącznie, dają rozwiązanie zadania wyjścio
wego. Problem ten zostanie tu pokrótce omówiony.

1 2
Niech F i r oznaczają podzbiory zbioru F •

Definicja 1.1
1 2

Dwa niepuste podzbiory F i F zbioru F są nie
zależne jeśli:

/ s q e r *
11e r a
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Lemat 1,1

Zbiór r daje się rozbić na dwa niezależne podzbiory 
Jeżeli:

3 LcN: ( u 
'1 e L

Dowód:

Pokażemy, że założenie lematu implikuje warunek 1° i 2° 
definicji niezależnością

1° Zbiór U W, generuje podzbiór zbioru T , a miano- 
1<£ L 1 ±

wicie U r, . Oznaczmy go • Jeżeli teraz 
l£ L x

P £ N a p ^ L  to W_ c. U W.t a więc T_ Jest podzblo.
p k # L  K p

rem zbioru . T *~k generowanego przez L/ W..
k^ L *

Oznaczmy go T •
1 2

Tak więc każdy element zbioru należy do F lub do r ,
czyli:

i 2r t/ r = r  .

2° Załóżmy, że istnieje podzbiór L o którym mowa w lemacie.
Oznaczmy

W = U W, 
1 <s L J

W = U W., 
k* L *

Niech p€ L oraz ^pq e F 1 i 

Na mocy definicji zbioru W mamy:

" q £ %

"r * Voraz
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± iPonieważ Wp c w czyli jApr należy do T generowanego
iprzez W . Niech teraz T i a więc w^ ć Wg, ale po

przednio w £ W a więc W 1 W muszą byó podzbiorami4 F ® Jr1 2 /tego samego zbioru W lub W (w przeoiwnym bowiem razie
1 2 iW /i W = w^ co przeczy założeniu lematu/ • Ponieważ

l i  *WpC W to i Wg c W , czyli należy do f . Co kończy
dowód.
Niech:

/"*€ Rr (s*,w)
1 2

i minimalizuje funkcjonał F na zbiorze f“ . T i T
będą podzbiorami zbioru T • T i f  będą odwzorowaniami
różnowartościowymi minimalizującymi funkcjonał F odpowied- 

1 i 2ni o na F f” .

Twierdzenie 1.2
Jeżeli zbiór T rozbija się na dwa niezależne podzbio- 

1 2
ry r i r to;

i* 2*r u r r*

F + F ♦

Prawdziwość powyższego twierdzenia wynika bezpośrednio
z addytywności funkcjonału F (patrz 1.2) i definicji nie-

1 2
zależności zbiorów T i T .
Tak więc jeśli zbiór T rozbija się na dwa niezależne pod
zbiory to zamiast jednego zadania mamy dwa zadania, ale 
mniejszych rozmiarów.
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Przykład 2

S = {s1#s2,s3,s4,s5,s6ls7j 

W = {w 1iw 2»W3 ,W4,W5,W6J

Zbiór oraz funkcjonał F zapiszemy w postaci tablicy

Wi W2 W3 W4 W5 w6

si 7 0*0 oo o o 9 O O

S2 Oo O o 4 O o o o

S3 o o iO o o 6 o o

S4 o o O o 8 12 oo O O

S5 o o o o o o 8 O o 4

S6 o o o o o o ii O o 10

S7 O o o o O o O O iO 'oa

Rozwiązaniem zadania jest:

”̂ ={^l,Wj) * (s3 ,W2̂  * (S2,W3) * ̂ S6 ,W4) * ̂ S7,W5̂  » ̂ s5,w6^ 

F(r*) = 7+10+4+il+i0+4 = 46 
Zbiór r rozpada się na dwa niezależne podzbiory:

Wi W2 W5

S1 7 O O 9

S3 O O 10 6

S7 O O O O 10
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W3 W4 W6

S2 4 O o

S4 8 12 O o

S5 Oę> 8 4

S6 li 10

A &Zbiór T minimalizujący funkcjonał F na pierwszym z nich:

r1*={fsi,Wi) * (b3»w 2> • fs7»w5ł} 

i F(f*)= 7+i0+i0 = 27

Zbiór T minimalizujący funkcjonał F na drugim:

I" ={ ̂ s2,w 3̂  * ̂ s6 ,w4̂  * ̂ s5,w6 ^  

i F (r**) = 4+11+4 = 1 9

Widać, że: W 1 2r = r v r
i f (r*J= f (r*)+ f (r2 ) .

i.2.3. Algorytm rozbicia

Algorytm, który pozwala stwierdzić czy zbiór f~ rozbija 
się na niezależne podzbiory, a Jeśli tak, to Je wyznaczyć 
Jest następujący:

Krok 1.
Wybieramy dowolny 

r :=

fPl'



i przechodzimy do kroku 2

Krok 2.
1

Jeśli w zbiorze P- T istnieje to:

1
r := r p

i przechodzimy do kroku 3«
Jeśli nie to przechodzimy do kroku 3,

Krok 3.
1 -i

Jeśli w zbiorze P - P istnieją takie P . że± q *
(s»wq)e r  to:

r 1 j- r 1 U ( U fi) SdzieJą = q M: (s,w Ve lq 6 Q ^ ' ** ’
i przechodzimy do kroku 4.
Jeśli nie to koniec postępowania.

r i

Krok 4.

Jeśli w zbiorze 
(sd»w)e T to:

i
f - r istnieją r d takie, że

P := P U gdzie D = [d6N: (sd,w)e P J

i przechodzimy do kroku 3.
Jeśli nie to koniec postępowania.

Algorytm ten jest skończony co wynika ze skończoności zbioru
r . 1
Załóżmy, że w wyniku tego postępowania otrzymaliśmy zbiór P 

1 i
i T -  r ^ 0. Ponieważ każdy ^  pq będzie należał do T

2 i
bądź do r = F- T więc otrzymane zbiory spełniają pierwszy
warunek niezależności:
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i 2r u p = r
i i

Niech u £ r , wobec kroku 4 algorytmu do zbioru P• pq
należeć też będzie każdy element . £. P  > a krok 3 algo-

6 pr lrytmu zabezpiecza zaliczenie do zbioru P  każdego elementu 
y>sq£ P  . Otrzymane zbiory spełniają zatem i drugi waru

nek niezależności*
i

Jeśli zaś P  - P  = 0 to zbiór P  nie daje się rozbić 
na dwa niezależne podzbiory*
Postępowanie całe można powtórzyć w stosunku do zbioru 

i
P -  r ,  gdyż zdarzyć się może, że zbiór ten rozbija się 
znowu na dwa (lub więcej) niezależne podzbiory.
W wyniku rozważań przeprowadzonych w tej części uzyskaliśmy 
zbiór P* , który jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacz
nym zbioru S* na zbiór W* Odwzorowanie to wybiera ze zbio. 
ru S podzbiór S* taki, że:

V s e S* 3 w W: (s,wUr* .

Wohec tego, że w dalszym ciągu nie będzie nas interesować 
zbiór S a tylko Jego podzbiór S* na jego oznaczenie uży
wać będziemy symbolu S, pamiętając, że:

S = [s £ S: (s,wU T*} .

P*jest odwzorowaniem różnowartościowym, a zatem dla każdego 
S£ S wyznacza w sposób Jednoznaczny w&W* Można więc napi
sać, że:

r*k) = w.
Niech n(S,M) będzie rodziną różnowartościowych odwzorowań 

zbioru S na zbiór M* Wybierzmy z rodziny tej takie odwzo
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rowanie by:

V s e S ^<31= vp (rlsi^,

gdzie
vf e R(W,M).

1,3. P o d s t a w o w e  p o j ę c i a  n i e z b ę d n e
d o  s f o r m u ł o w a n i a  z a d a n i a  p r o 
g r a m o w a n i a  s e k w e n o y j n e  g o

1,3.1, Działania operatora Tpl i złożenie TpD.

Przypomnijmy, że zbiory S oraz W są podzbiorami zbioru
|fC , a więc ich elementy są k-wymiarowymi "wektorami".

Każdy z tych "wektorów" Jest numerowany liczbami od 1 do m, 
czyli:

sp = (spi»sp2» •••• spk) 

wp = (wpi»wp2» •••* wpk̂  

gdzie p — 1,2, .«., m.
Dla każdego pe M i każdego l & K  skonstruujemy funkcję

gpl
gpl K

gdzie:

gpl (1) := 

P =■ 1,2
1 4 1,2,...,k

dla 1 / 1  

dla i = 1

i — 1,2, ...,k.
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Przyjmijmy ponadto, e oznaczenie

gpl (k ) := (gpl (U) / 1.3
[fgdzie naturalnie gpl (i) • C .

Zdefiniujmy teraz założenie funkcji gpl, będzie to de
finicja rekurencyjna, Niech D będzie niepustym podzbiorem 
zbioru K. Symbol gpp oznaczał będzie złożenie funkcji 
gpr takich, że r e D, Jeżeli t ^ D  to złożenie funkcji 
gp̂ . z uprzednio już wyznaczonym złożeniem g^^ zapisywać 
będziemy:

*pt X gpD

Zdefiniujmy teraz sposób uzyskiwania takiego złożenia.

Spt x gpD != S p d '

i K d  w i / t
6 nD’ ltI :=  1
p [gpt w  d l a

i = t

natomiast:

SpD W == (epr * gpD.jW=

gdzie:
D c K 
D '= D u {t}
D" = D -{r}.

symbol (g^ (i)J ,oznacza ciąg elementów gpl (i) , i=l,2,...,k

gpD " W dla i ¥ r

®pr W dla i = r



- 28 -

Załóżmy teraz, że dany Jest operator Tp ,̂ którego działa
nie na 8^ Jest zdefiniowane Jak następuje:

TPi (EP) :=
Zdefiniujmy teraz złożenie operatorów Tpi» Symbol TpD 
oznaczał będzie złożenie wszystkich operatorów Tpr, takich 
że r e D  • Reguła składania dowolnego operatora Tp  ̂ gdzie 
l^D z wcześniej Już wyznaczonym złożeniem Jest na
stępujące:

(Tpl 1 V  (sp) := ( V  ®pD W) != gpD' M  .
gdzie:

D c K
D '=■ Du(l],

Z definicji operatora Tpl oraz złożenia TpD wynikają 
następujące wnioski:

Wniosekl

Wynik działania złożenia T D nie zależy od kolejności 
w jakiej składa się operatory należące do TpD#

Wniosek II

Jeśli D = K to w wyniku działania złożenia 
uzyska się w , czyli:

Mr

TpK

TpK wP#
Wniosek III

Jeżeli d V  D" to wynik działania słożenia TpD, będzie 
inny niż wynik działania złożenia Tp̂ ii
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Wnioski te mają przejrzystą ilustrację graficzną:

sp2

wp2

V  (3p1 = Spi w

Tp2 (sp) =Sp2 (K> (TpllTp2) (sp> = (Tp 2 * V  feP>

Pi wPi
Linią ciągłą zaznaczono złożenia TpixTp2 » linią przery- 
waną Tp2 x Tpl.

Mamy tutaj D = K ={1,2}. Budując złożenie Tpi x Tp2 otrzy
maliśmy ten sam punkt co przy złożeniu Tp2 x Tp .̂ Punkt 
ten ma współrzędne (wpi»wp2  ̂ a w i?c jest już elementem zbio
ru W. Ponadto D* ={i} , D" ={2} i widać, że Tpifsp) =
= ("pi»sp2> » Tp2 fsp) = (spl ,wp2) .

Ponieważ wynik działania złożenia Tpp nie zależy od ko
lejności w jakiej składa się operatory należące do tego zło
żenia, można zatem zamiast "złożenie Tpl3" mówić "zbiór TpD". 
Tym niemniej dla wyspecyfikowania kolejności w jakiej składa 
się te operatory wprowadzimy pojęcie funkcji sterującej.
W tym celu wprowadzimy następujące oznaczenia:

b:= card(TpD)

B:={l,2, ... , b}.

Wówczas iunkcję sterującą oznaczymy 0Cp£» gdzie:
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•^pD £ R (B » Tp d )

gdzie w szczególnym przypadku D = K,
Zapis TpD (sp) acpD czytamy: "złożenie zbiór TpD jest
sterowane funkcją zaś sterowanie to Jest następujące:

pD

TpD (Sp V = ot(2) X ctftij fSp)

Inaczej mówiąc funkcja sterująca otpD ustala kolejność 
składania operatorów należących do TpD. Najogólniej biorąc 
funkcji tych może być b! . Działanie złożenia oraz funkcji 
sterującej zilustrujemy na następującym przykładzie:

Przykład 3

Mamy następujące dane:

S1£ S c.C4 , Ŵ £. W CC4, D - { i , 3,4

czyli D y' K bowiem K ={1,2,3 . 4 - Wobec tego B =£lt2f3}
zaś T1D -{TllfT13lV } - Dema jest również funkcja ste-
rująca:

^ 1D ~ T14
o(1D (2l = T11

*1D ,3> = T13*
Sterowanie i działanie złożenia Jest następujące:

TiD ̂Sî oC= = (T13xTiixT14Usil,s13»s14) =
= (T±3JCT±±) * si2»s13»W14) = T13 (Wii1 s12 * S13,W14) =

= (wil»s12»wi3,wi4) *
^'opuszczono tu indeksy przy funkcji << ponieważ są one iden> 

tyczne Jak indeksy zbioru sterowanego.
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1.3.2. Złożenie TM 'D

Dotychczas mówiliśmy o działaniu operatora lub złożeniu 
operatorów na dowolny element zbioru S. Zdefiniujemy teraz 
działanie takich operatorów na dowolny podzbiór zbioru S.

Niech r/p, złożenie funkcji gpt i funkcji gpl zde
finiujemy następujo:

(grt * « p i W  := «rt W  * gpl W

gdzie po prawej stronie równości występuje ciąg fgrj. (i)) oraz 
ciąg (gpl (ij) (patrz *.3) .
Jeśli M* jest podzbiorem fniepustymj zbioru M, to gM ,p 
oznaczać będzie złożenie funkcji gft takich, że r e M*, 
teD i złożenie to zdefiniujemy podobnie jak złożenie gpD, 
rekurencyjnie:

(gpl x gM»D)^ s=
®M>D ̂  * gpl ̂ gdy p 4 M*

gdy p e M*

gdzie:
c M 

D C K
D» = D u {l}

zaś
Su*D W  = {srt W  • Ck : grt s gu ,DJ.

Oznaczmy teraz symbolem złożenie operatorów Tr .̂ ,
złożenie to działa na podzbiór zbioru S tych jego elemen
tów sr dla których r e M*, podzbiór ten oznaczymy SM , . 
Wówczas
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(Tpi X Tm ,d) (Sm„) := Tpl (gM iD (Ki) := (gpl x gMfD) fK) .

gdzie:
M" = M» gdy p fe M»
M" = M*u £pj gdy p $ M».
M" = M*

Tutaj podobnie Jak dla złożenia Tplj wynik działania zbioru
operatorów TM ,D nie zależy od kolejności składania operato
rów do niego należących. Wobec tego podobnie Jak poprzednio 
wprowadzimy funkcję sterującą ot ^Tq » która ustali kolejność 
składania operatorów.
Oznaczmy:

b:= oard(TM ,D) 

B:= {i,2,... ,b}i • • • i
wtedy

1 sterowanie Jest następujące:
i/

Przykład 4
3

Mamy zbiór

i nleoh

^(0 = Tii 

06 (2) =  T22
Tutaj podobnie Jak poprzednio opuszczono indeksy przy 
funkcji oc
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*<3)= T3i

* «  = T23 
*(5)= T32

«4f6)= T13

Wówczas:

TM'D tSi » S2 ,S 3)^ = {r i 3 xT32xT23xT3 i xT22xTl i )  (s i » s 2 » s3) =

(T13XT32xT23xT3 i XT22xTl  J  JS11 * s i2 »  S13) » ^ 2 i » S22>S23) » ^ 3 1 » S3 2 ,S 3 

= tr i 3 xT32xT23X,r3 i xT22)(^Wl i » S1 2 » Si3 }  » (S2 1 » S22» s 23j » (s3 1 » S3 2 » S33j) = 

= (Ti 3 xT32xT23xT3l) (fWi i ,S i 2 ,S 13) » (S21»W22» S2 3 ) * (S3 i  * s32 » s33)) 

= (T13XT32XT23)(1W1 1 » S1 2 » S13) » (S21 »W2 2 »S23) » (W3 ± » S3 2 » ®3 3 )) =

= (T13xT32)(fwH » e i 2 » s i3) » fs 21»W2 2 ,W23) » (W3 i  » S32 * S33l) =

= T13 ((wl i » s i 2 , s 13) * fS2 i » W22»W23l » fw3 i  ,W32 * S33|) =

= (wl i » s l 2 » W13) » fS21»W2 2 ,W23) * fw3 i  ,W3 2 » s 33) *

1.3.3* Zbiór operatorów *pi i rodzina !TM|<,

Dotychczas zakładaliśmy, że jest jeden tylko operator 
działający na 1-tą składową elementu p-tego i oznaczaliśmy 
ten operator T j. Przyjmiemy teraz, że operatorów takich 
jest nie mniej niż jeden, przy czym są one nierozróżnialne 
z punktu widzenia wyniku ich działania. Dla rozróżnienia 
tych operatorów wprowadzimy jeszcze jeden indeks i opera
tory te oznaczać będziemy Tpjr.
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NieohaJ dany będzie zbiór N liczb naturalnych l,2,...,n 
i R (n ) niech oznacza rodzinę wszystkich niepustyoh podzbio
rów zbioru N«

Dana Jest funkcja u? :

U: MxK —+ r (n) .
przy czym:

U LJ(P»1)= N.
P»1

Oznaczmy:

Npl :=
npl card(NplJ .

Wprowadźmy teraz zbiór operatorów T pi» który zdefiniujemy:

^pl {Tplr : 6 Npl » Tplr “ Tpl tsp̂ }#

Z powyższej definicji wynika, że: 

oard (Tpl)= npl.

Ponieważ, zgodnie z definicją zbioru V  operatory Tpir 
są nlerozróżnlalne ze względu na wynik działania, a intere
sować nas będzie działanie tylko jednego z nich, wprowadzimy 
przeto dla zbioru funkcję sterującą & p\ :

A$1 6 R (f1*2! •••» npl] » Npl) *
/*pl

Zapis QT oznaczał będzie, że zbiór (Tnl jest sterowa-
pl pi

ny funkcją fip\» ^tóre to sterowanie polega na następującym:
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Ą >1 / »
/"pi (sp)!s Tp,i, f i w 8p .pi

Innymi słowy, funkcja sterująca wybiera ze zbioru fi ^
jeden tylko operator.

Jeśli oznacza<5 będzie rodzinę zbiorów operatorów
rpl takich, że 4 pl « !TM 'D, to zapis należy
rozumieć: "Rodzina operatorów jest sterowana funkcja
mi ot i fi . Przy czym każdy ze zbiorów ^pl należący do 
rodziny jest sterowany funkcją fipl natomiast funkcja ot 
ustala kolejność składania zbiorów 7* Ł należących do tej 
rodziny". Opuszczono tu indeksy funkcji sterujących, co nie 
powinno prowadzić do nieporozumień ponieważ indeksy te są 
takie jak indeksy zbioru sterowanego.
Gdy w szczególności:

M'= M 
D = K 

to:
Va.*VJ3<r/i (S) = w,MK

co sohematyoznie można przedstawić

Przykład 5

s = {si»s2,s3} c C * W ={wl»w2»w3} C C 

N = {i,2,3,4}

*  MK = ^32 X ^21 X ^23 X ^13 X °33 X ^22 X ^12X ^31X ̂ 11
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u M i.i) = {1 ,2 } Ą i  (li = 1

U3fl,2) = { 2 ,3 , 4 *1 2  W -  4

<Jfi,3; = {3 ,4 } *13  W -  3

W(2,l) = {1 ,3 } *21 W "  3

Wfe,2/ = {2 } *22 W ‘  2

tffc,3) = {3 ,4 }
h i  ®  = 4

= {M J *31 -  1

^ , 2 )  = [ i , 2 ,3 ,4 } *32 W -  2

V ( i , 3 )  = {2 ,3 }
f i > 3  W "  3

Wówczas:

= (T322JcT2i3XT234XTi33XT333xT222xT124XT31ixTlll) ^  =

..... =/^wil»w12»w13) * (w2i,W22»W23) » (w3i,W32»*33)} *

Wprowadźmy teraz następujące pojęcia:

Definicja 1.2

Jeśli zbiór N jest zbiorem jednoelementowym to 
działanie operatorów nazywać będziemy działaniem 
szeregowym.

Definicja 1,3

Jeśli zbiór N jest zbiorem n-elementowym ( n > i) 
to działanie operatorów nazywać będziemy działaniem 
potencjalnie n-równoległym,
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Definicją i, 4

Jeśli każdy ze zbiorów V  - *•« jest sterowany 
fuakoją /9pl i oard( ^  ^  n«4 n j t0

działanie operatorów nazywać będziemy działaniem 
n-równoległym.

Z powyższych definicji wynikają następujące wnioski:

Wniosek I

Jeżeli działanie operatorów jest działaniem szere
gowym to:

^MK = TMK#

Wniosek ten jest oczywisty jeśli się zważy, że zbiór N 
jest zbiorem jednoelementowym co oznacza, że każdy zbiór 
operatorów jest również zbiorem jednoelementowym.
Mamy zatem sytuaoję taką jak przy zbiorze TMTf.

Wniosek II

Jeżeli działanie operatorów jest działaniem poten
cjalnie n-równoległym, to działanie to może byó 
działaniem co najwyżej n-równoległym.

Wniosek III

Jeżeli działanie operatorów jest działaniem n-równo- 
ległym, to rodzinę 3"UK rozbić można na n* pod
zbiorów

{\DiiJ • [TH2D22]> • • • ,
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gdzie:
n %n
U ' M. = M , U
i=l •HII■H

Wniosek również oczywisty, gdyż:

TMiDii = {Tpli £ ̂MK: Pp 1 ̂ = ̂  *
Definicja 1,5

Każdy podzbiór x> i nazywać będziemy

warstwą operatorów* Warstwę tę oznaczymy 
i =1,2,...,n .

i-tą

Zi

Analogicznie można zdefiniować potencjalną warstwę operato
rów wychodząo od działania potencjalnie n-równoległego, 
a więc nie sterowanego funkcją/? .
Różnica między warstwą operatorów a potencjalną warstwą 
operatorów polega na tym, że przy podziale na warstwy poten
cjalne operator Tp^ może należeć do różnych warstw Z^, 
gdzie i £ Np^ = u?7p,l) co nie może się zdarzyć przy war
stwach operatorów.
Niech teraz Z^ będzie i-tą warstwą operatorów (potencjal
ną lub nie) i s £ S.P

Definicja 1,6

Warstwa Z^ działa na sp wtedy i tylko wtedy, 
gdy istnieje operator Tpli (1=1,2,,..,kj , który 
działa na Sp.
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Fakt, że warstwa działa na s^ zapisujemy (sp4*
Czyli:

Zi (sp): -  - xpli fi Zi : Tpli tsp̂
Definicja 1.7

Elementy sp oraz sr zbioru S są zależne ze
względu na warstwy operatorów (potencjalne lub nie),
Jeśli istnieje warstwa (odpowiednio potencjalna
lub nie) Z, która działa na s„ 1 na s„.l p r

Jak wynika z definicji warstwy operatorów z faktu, że dwa 
elementy są zależne ze względu na potencjalne warstwy opera
torów nie wynika, że będą one zależne ze względu na warstwy 
operatorów. Natomiast implikacja w drugą stronę jest praw
dziwa, gdyż działanie potencjalne zawiera wszystkie możliwe 
sterowania funkcją^ •

Definicja 1.8

Zbiór S jest zbiorem elementów zależnych ze wzglę
du na warstwy (potencjalne lub nie) operatorów, 
jeśli nie istnieją dwa podzbiory S* i S" zbioru 
S takie, że:

1° S* u S" = S

2° żaden element zbioru S* nie jest zależny
ze względu na warstwy (odpowiednio potencjalne 
lub nie) z żadnym elementem zbioru S".
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Załóżmy, że dany Jest zbiór S elementów należnych ze wzglę
du na warstwy operatorów1 ,̂ a działanie zbioru operatorów 
^MK działaniem potencjalnie n-równoległym i jest
sterowane funkcją a Zi,Z2,...,Zn są potencjalnymi 
warstwami operatorów.
Działanie takie można przedstawić na schemacie:

rMK

Jeśli zbiór TUK sterowany będzie jeszcze funkcją /? , to
schemat się nie zmieni, co najwyżej liczba warstw będzie 
mniejsza.

i.4. Z a g a d n i e n i e  s e k w e n c y j n e .  
P r o b l e m  p o d s t a w o w y  .

1.4.1. Dalsze elementy modelu. Przygotowanie danych .

W części tej chcemy zaproponować pewien sposób zapisy
wania danych, uwzględniając postulat by sposób ten był możli
wie najprostszy.

Problem czy zbiór S jest zbiorem elementów zależnych ze 
względu na warstwy operatorów, a jeśli nie, to jak wyzna
czyć podzbiory S* i S", o których mowa w definicji, zosta
nie omówiony w dalszej części.
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W tym celu wprowadzimy funkcję 6 , którą zdefiniujemy jak
następuje:

dla danej rodziny 7 ^  i danego zbioru N 

0 : Nx(MxK)— ► {o,i}

gdzie:

6 (r, fp,l)) : =
jeśli re u*fp,lj

w przeciwnym przypadku

Funkcję tę zapisać można w postaci macierzy. Dla przykładu 5 
mamy:

e=

i,i 1,2 1,3 2,1 2,2 2,3 3,1 3,2 3,3

i i 0 0 1 0 0 i i 0

2 1 i 0 0 1 0 0 i i

3 0 1 1 i 0 i 0 i i

4 0 1 i 0 0 i 1 i 0

Mając funkcję 6 można również zbudować funkcję, oznaczmy ją 
OT , gdzie:

2T: N — * MxK
gdzie:

Sf(i) := |P j l ) ^ i £  t ffp , lJ

Zarówno jedna jak druga funkcja opisują działanie operatorów 
potencjalnie n-równoległe.
Jeśli dana jest funkcja sterująca eC i /i to można zbudować 
funkcję opisującą działanie operatorów. Funkcję tę oznaczymy
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, daje się ona zapisać również w postaol macierzy zbudo-oL
wanej według poniższyoh zasad:

i° kolumnę j-tą znakujemy parą (p,l) jeśli dC(j) =
2° w kolumnie oznaczonej parą fp,l) występuje jedna je

dynka. Znajduje się ona w wierszu i-tym jeśli
Ą>1 0 )- i-

Dla naszego przykładu mamy:

1,1 3,1 1,2 2,2 3,3 1,3 2,3 2,1 3,2

i i 1 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 i 0 0 0 0 i

3 0 0 0 0 i i 0 1 0

4 0 0 1 0 0 0 i 0 0

Funkcja ta opisuje działanie n-równoległe. W naszym przy
padku n*=n i działanie jest działaniem 4-równoległym, mamy 
bowiem cztery warstwy operatorów:

{Tlii»T3ii} » {'T222»T322} {T333»Ti33,T2ia}» {T124»T234}

Nie definiując, wyróżnimy dwa rodzaje działania operatorów 
^MK* RodzaJ działania zależy od funkcji sterujących^ i , 
Dwa operatory mogą działać kolejno lub współbieżnie. 
Sformułujemy teraz założenia dotyczące rodzaju działania 
dwóch operatorów należących do
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i° dwa operatory należące do jednej warstwy działają 
kolejno,

2° każde dwa operatory, z których jeden należy do CT^

a drugi do J' działają kolejno niezależnie od tego 
Pl2

czy należą do jednej ozy do różnych warstw,

3° wszystkie inne operatory mogą działaó współbieżnie) ,
przy czym jeśli operator należący do J  . może

piAi
działać współbieżnie z operatorem należącym do ^p ,

2a2
i operatorem należącym do J - to działa on z tym,

p3a3 _±
dla którego wartość funkcji o£ Ą jest mniejsza [* 
jest funkcją odwrotną do O d 

wracając do naszego przykładu, operatory i T311 dzia
łają kolejno ponieważ należą do jednej warstwy. Podobnie 
operatowy i T133 działają kolejno ponieważ działają
one na ten sam element zbioru S. Operator T222 może dzia
łać współbieżnie z operatorem lub operatorem T3^
lub też z operatorem Ti24. Ponieważ jednak:

di 1 (Tiiil * < 1^ 124^
to operator T222 działa współbieżnie z operatorem 
Założenia dotyczące rodzaju działania operatorów opisują 
strukturę działania operatorów należących do Struktura
ta może być opisana formalnie za pomocą funkcji, którą nazwie 
my ęf .
Niech A oznacza zbiór liczb naturalnych od 1 do a (a 

A// przypomnijmy, że b = card ( )

i
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Wówczas funkcja 0 Jest zdefiniowana Jak następuje: 

0 : N x A — » MxK

gdzie:
0(i±>i) := (p^lj takie, żec£(i) = Tp^ A  1 C1!' i± 

0 (i,i):=(p,l) takie, że Tp  ̂ działa współbieżnie

z V i A A>l(11= 1(
0 (i^,J^ := ̂ p2l2̂  takie, że Tp  ̂ działa kolejno

2 2
z którymkolwiek z operatorów

A /|212(^ = 1,.

0 (i, j) := (p,l) takie, że Tp  ̂ działa współbieżnie

z tp2i2 A A i (i>= 1 -

Funkcję 0 zapisać można w postaci "macierzy", którą uzys- 
kuje się z macierzy odpowiadającej funkcji biorąc ko
lejno od pisrewzej do ostatniej kolumny tej macierzy.
Dla naszego przykładu mamy:
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Niechaj teraz dany będzie funkcjonał H :

11 * V d R
, c6

gdzie oC oraz /3 są dowolnymi funkcjami sterującymi nato
miast M* i D w szczególnym przypadku mogą być odpowiednio 
M oraz K. Zakłada się przy tym, że dla każdego p,l,r 
dana jest wartość funkcjonału równa H (Tpir)»

Niech H (^M ̂  ] oznacza wartość funkcjonału H na zbiorze 
operatorów sterowanych funkcjami OC i /3 . Jak już powie
dzieliśmy funkcja fi rozbija zbiór na warstwy opera
torów. Niech oraz Zj będą dwoma różnymi warstwami,
zaś u-c oraz u będą argumentami funkcji oC i to takimi, 
że jeśli operator oC(u-c) działa na p-ty element zbioru S 
to operator oC fu) działa również na ten element i jest to ope
rator najbliższy1 .̂
Oznaczmy jeszcze:

H(Z.)- wartość funkcjonału H dla i-tej warstwy,

Zi|ofM ,D (g}- część warstwy Z± do operatora cC ̂ »D (g) 
włącznie.

Wówczas:

H (Tpli x fU * £ ) != H (Tpll'+ maX[H (Zl)> H(ZJ K m >D (“-«))]

gdzie:

Tpl
i :=

17 inaczej mówiąc żaden z operatorów 
działa na p-ty element zbioru S. cL (u—g) (o g < c ) nie
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°^M»D ̂U“°) *“ Tpl1

Wtedy:

J:= Ppl (0 .

I \
H l^MK ) := maX H (Zf) • 1.4

Ponieważ rodzina jest określona przez funkcję e , po
wprowadzeniu zaś funkcjonału H należałoby podać drugą 
tablicę różniącą się od d tym, że w miejscu jedynek miałaby 
odpowiednie wartości H(Tp^) obie te tablice połączymy 
i tak zbudowaną tablicę nazwiemy H W), gdzie:

H(e(r,(p,l))) T= H(Tplr) .

Analogicznie, jeśli dana jest funkcja sterująca oC oraz
zbudować można tablicę II (<#■

Wartość funkcjonału dla całego zbioru zależy od
struktury działania tyoh operatorów, a struktura ta jest
określona funkcją 0 , dla wyznaczenia zatem wartości
h (Tm k  ) posługiwać się będziemy "macierzą" H(0), gdzie: 

cL
“(ZilofucCo))

przy czym:
°^MK^C)  : =  ^ p l  * ^ » j ) =  (p » •

Przykład 6

S ={s;l»s2>s3 *s4} W ={*1»w 2,W3,W4}'

S C C5 , W C C5 

N ={i,2,3}
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Dany Jest funkcjonał H, który zapiszemy w postaci tablicy
H(e).

ii 12 13 14 15 21 22 23 24 25 31 32 33 34 35 41 42 43 44 45

i 10 6 14 16 14 8 L2 4 8 6 8 6 4 12 4

2 4 8 6 12 6 4 14 10 4 4 10 8 6 10
3 10 12 16 14 6 4 8 6 L2 LO 12 14 8 4

Rozpatrzmy teraz dwie funkcje i

13 31 15 22 11 23 24 21 35 32 34 44 42 43 41 45 14 12 33 25
1 6 12 4 4 4 14

2 12 4 6 4 8 4 4

3 10 14 6 10 8 6 4

13 22 44 15 31 23 35 42 11 32 34 24 43 21 41 45 12 33 25 14

1 6 16 8 4 14 8

2 4 14 10 4 8 4 4 6

3 8 14 10 6 4 4

Struktura działań operatorów w obu przypadkach jest nastę
pująca:
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i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 i,3 3,1 5,2 4,2 4,5 1,4

2 1,5 2,2 2,1 3,4 4,3 4,1 1,2

3 1,1 2,3 2,4 3,5 4,4 3,3 2,5

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1,3 1,5 3,5 3,2 2,1 3,3
2 2,2 3,1 4,2 3,4 4,3 4,1 1,2 1,4
3 4,4 2,3 1,1 2,4 4,5 2,5

Wyznaczymy teraz H(^) oraz n(02):

H((2T1)=2

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 6 18 62 70 86 100

2 18 22 54 66 78 82 104

3 28 42 48 58 66 72 76

i 2 3 4 5 6 7 8 9

1 6 22 30 34 52 60

H(02)=2 4 18 28 38 46 50 54 60

3 8 22 32 38 54 58

Tak więc 104

60.
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1.4.2. Sformułowanie zadania programowania sekwencyjnego 
i Jego szczególne przypadki

Jak widać z powyższego przykładu, wartość funkcjonału H 
na zbiorze zależy od struktury działania operatorów
należących do tego zbioru, a ta z kolei zależy od wartości 
funkcji sterującyoh oC i /3#
Wobec tego w naturalny sposób powstaje zadanie, które sfor
mułujemy Jak następuje:

Dany Jest zbiór S oraz zbiór W, przy czym: S c. C ,
WC  C^ card(s)= card(w) . Dana Jest rodzina operatorów 
7m  oraz funkcjonał H.
Wyznaczyć funkcje sterujące cC i /& tak, by wartość 
funkcjonału H na zbiorze sterowanym funkcjami
c£ i była minimalna.

Zadanie takie nazywaić będziemy deterministycznym zadaniem 
sekwencyjnym. Funkcje oC i /3 realizujące minimum funkcjona
łu H na zbiorze 7MK nazwiemy optymalnymi.
Zadanie to Jest zadaniem kombinatorycznym, zbiór rozwiązań 
spośród których należy wybrać rozwiązanie optymalne Jest 
zbiorem skończonym. Wydawać się zatem może, że w celu znale
zienia rozwiązania optymalnego należy sprawdzić wszystkie 
rozwiązania 1 wybrać te, które realizuje minimum. Jednak 
praktyczna przydatność tej metody Jest znikoma, gdyż licz- 
ność zbioru rozwiązań, które trzeba byłoby przebadać Jest 
bardzo duża i wynosi:

(m . k) ! . Tf n -



- 50 -

gdzie npj jest iloczynem wszystkich npl

(przypomnijmy, że npl = card( Tpl ]̂,

Dla naszego przykładu liczba możliwych rozwiązań jest równa 
7 820! , 2  . 3 , jest to więc liczba olbrzymia mimo tego, iż

samo zadanie jest niedużych rozmiarów* W świetle tego celo
wym wydaje się poszukiwanie metod wyznaczania optymalnego 
rozwiązania takiego zadania.
Zdaniem autora tak postawione zadanie jest najogólniejszą 
postacią zadania sekwencyjnego i nigdzie w dostępnej autoro
wi literaturze nie było formułowane. Znane są natomiast dwa 
inne zadania, które są szczególnymi przypadkami zbudowanego 
modelu. Wypiszmy jeszcze raz zadanie ogólne oraz jego szcze
gólne przypadki.
Dla wszystkich zadań mamy następujące dane:

zbiory S oraz W, rodzina operatorów 
funkcjonał H.

Zadanie A (ogólne)

Wyznaczyć funkcje sterujące cC i /3 tak, by wartość 
funkcjonału na zbiorze sterowanym funkcjami oC
i /3 była minimalna.

Liczba wszystkich rozwiązań tego zadania jest równa:

(m .  k )  I .  ^  n p l

Zadanie B

Dla każdego p e M  oraz każdego lć-K, card ( = i*
Wyznaczyć optymalną funkcję 06 .
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W zadaniu tego typu mamy zamiast rodziny zbiór
operatorów Tp^r a liczba rozwiązań jest tutaj równa:

(m . k) I

Zadanie C

Dla każdego p ć M  dana jest funkcja sterująca 
Wyznaczyć optymalne funkcje sterujące oCMK 1 fi 
funkcja nie może naruszać wartości żadnej
z funkcj 1 °£pK*

9

Wyjaśnijmy, co oznacza, że funkcja o C ^  aie narusza war
tości żadnej z funkcji o£

\/p€ M ^ p K ^ i )  7cipK

k!

h
—X

7 cLMK

c jest:

TT
p»i "pi-

(^pl )7 qL
-i
MK

Zadanie D

Dla każdego p€ M dafla jest funkcja sterująca c£pK, 
dla każdego lć K card 1*
Wyznaczyć optymalną funkcję sterującą i to taką,
by nie naruszała wartości żadnej funkcji o£pK»

Wszystkich rozwiązań jest w tym przypadku:

(m . k) !
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Zadanie E

Dla każdego pfcM dana jest funkcja sterująca 
przy czym:

K

V c £ B  A\llfcK °£p i Cc) = Cc)
i ponadto:

N / p ^ P ^ M  A V l £ K O ( p lłl)=U>(p2,l)

i jest to zbiór jednoeleraentowy, gdzie:

B = ̂ i y 2, . • . , b^ , b = card (

Wyznaczyć optymalną funkcję 06 i to taką, by nie
naruszała wartości żadnej z funkcji oC v,pa.

Wszystkich rozwiązań jest w tym przypadku:
ml

W literaturze spotyka się zadanie typu D praż E.

1.4.3. 0 możliwości rozbicia zadania wyjściowego na zadania 
mniejszych rozmiarów

Poprzednio zakładaliśmy, że zbiór S jest zbiorem ele
mentów zależnych ze względu na warstwy operatorów.
Załóżmy teraz, że mamy daną funkcję U  , która jak już 
powledziaao rozbija zbiór (rodzinę) operatorów na warstwy, 
oznaczmy zbiór tych warstw przez Z.
Powstają teraz trzy pytania:
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i° Jak sprawdzić, czy zbiór S jest zbiorem elementów 
zależnych ze względu na warstwy?

2° Jeśli zbiór S nie jest zbiorem elementów zależnych 
ze względu na warstwy, to jak wyznaczyć podzbiory, 
w których wszystkie elementy byłyby zależne?

3° Co wynika z faktu, że zbiór S zawiera te podzbiory?

Na pytania te chcemy teraz dać odpowiedź. Przyjmijmy jeszcze 
następującą definicję:

Definicja 1.9

Dwa podzbiory S’ i S" zbioru S nazywać będziemy 
niezależnymi ze względu na warstwy operatorów jeże
li żaden element zbioru S ’ nie jest zależny ze 
względu na warstwy z żadnym elementem zbioru

Mamy zatem dane: zbiór S, rodzinę 7^, zbiór N oraz 
funkcję oY , a tym samym mamy również daną funkcję B . 

Przypomnijmy jeszcze, że zapis Z.fs ) oznacza, że i-taA r
warstwa (potencjalna lub nie) działa na p-ty element zbioru 
S. Niech:

R:= |(i,p)eNxM : Zi(sp)J.

Zbiór R tworzy się wykorzystując funkcję B w sposób nastę
pujący:

(i,p)e R 0 3 1 Ł K  (p ,i)) = i.

Oznaczmy:
A  zi := -[spC S : (i,p)€ B.}

A  sp :a,{ zifeZ iCifP)611}*
1/ patrz definicja 1.7
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Jest oczywistym, że:

U
iGN

z± = s
-iU a  s„ = z 1.5

p s. M
Pierwsza z powyższych równości oznacza, że na każdy element 
zbioru S działa przynajmniej jedna warstwa, a jej praw
dziwość wynika z istnienia dla każdego p e M  operatora

tp i *
Natomiast druga równość oznacza, że każda warstwa opera

torów działa przynajmniej na jeden element zbioru S. Praw
dziwość tej równości wynika bezpośrednio z definicji funk
cji .
Zbiór R można zawsze rozbić na dwa podzbiory R* i R" 
takie, że:

R» u  r »  =  R

R» H R» = ęf i.6

gdzie:
R»C N» x M»
R"CN" X M"

gdzie wobec 1.5 i 1.6

N*U N" = N 
M» UM" = M

Twierdzenie 1.3

Zbiór S daje się rozbić na dwa podzbiory S* i S" 
niezależne ze względu na warstwy wtedy i tylko wtedy, 
gdy zbiór R daje się rozbić na dwa niezależne 
w sensie definicji i.i podzbiory R* i R", przy czym:
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S» = {.spfc S : p e M *} 

S" = 1 8P£ S J p e M "}*

Dowód.
Załóżmy, że zbiór R rozbija się na dwa niezależne 

podzbiory, tzn.:

(i1,P1)€R»A(i1,P2^ R  A (iŁ,Pl) €. R 

(illP2 U R »  A (i2,Pl)e R* i.7

W ten sposób rozbicie zbioru R generuje rozbicie zbioru 
S na dwa podzbiory S* i S" przy czym:

S» = {spfc s :pfeM»} 

S" = { Sp fe S :pfe M"}»

pokażemy, że podzbiory te są niezależne ze względu na warstwy
Ponieważ p.tM' to s e S* . Z 1.7 wynika, że do S’

1 P1
należeć będzie każdy element zbioru S, na który działa
warstwa Z4 . Jeżeli ponadto warstwa Z4 działa na sn 4i 1 p2
i warstwa Z4 działa na s_ to na mocy 1.7 do s*

*2 p2
zostaną zaliczone wszystkie elementy zbioru S, na które
działa warstwa Z. . W ten sposób poza zbiorem S’ pozosta-

1 2
ną tylko te elementy zbioru S, które nie są zależne ze 
względu na warstwy z żadnym elementem zbioru S*. Co dowodzi 
niezależności zbiorów S* i S" ze względu na warstwy.

Niech teraz S’ 1 S" będą dwoma niezależnymi ze względu
na warstwy operatorów podzbiorami zbioru S, przy czym 
S ’ll S" = S. Rozbicie to generuje rozbicie R na dwa podzbio
ry R» i R"•
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Oznaczmy:
R> C N» x M»
R" C N" X M"

gdzie:
M» = |pe M : spe S'}

M" = [pfc M : Sp £ S" j 

M» = { i ć N :  (i,p) e R A Spe S'}

N" = {ifeN : Ci,p)€:R A sp e. S"). 

ponieważ S ’ i S" są niezależne ze względu na warstwy to:

a zatem:

S*n S" = 0 
M»n M" = 0

Należy pokazać, że: N*nN" = 0. Załóżmy, że tak nie jest,
tzn. istnieje takie i, że N łfl N" = i, co znaozyłoby, iż 
warstwa działałaby na element należący do S* oraz na
element należący do S", co przeczy założeniu o niezależno
ści zbiorów S* i S" ze względu na warstwy. Zatem 
N» 0 N" - 0.
Z lematu 1.1 wynika, że R* i R" są niezależne w sensie 
definicji 1.1. Co kończy dowód.

Ponieważ rozbicie zbioru R na niezależne podzbiory 
implikuje rozbicie zbioru S na podzbiory niezależne i 
podzbiory R* i R" Jednoznacznie wyznaczają podzbiory S' 
i S", dla wyznaczenia (jeśli takie istnieją) tych podzbiorów 
można stosować algorytm, który opisany został na stronie 23 • 
Algorytm ten rzecz jasna stosować trzeba dla zbioru R.
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Nieoh oC^ będzie dowolną funkcją sterującą na rodzinie 
operatorów TMK działających na S. Niech S’ i S" będą 
podzbiorami zbioru S 1 to takimi, że:

S»U S" = S.

Funkcja dC  ̂ ustala pewien porządek składania operatorów 
działających na S* oraz pewien porządek składania operato
rów działających na S". Załóżmy teraz, że mamy inną funkcję 
sterującą oCg ale taką, że porządek składania operatorów 
działających na S* jest taki sam jak porządek ustalony 
przez o i  tak samo z kolejnością składania operatorów 
działających na S", tzn,:

\/ (p1€ M»A p2&M>)

-i
oC i (V i ) > c Z i (TP

^  cL
-i

2

(p3€ M" h P4e M ”)

^ o C st (Vl)^ 2Tp412^
gdzie i ^ to rodziny operatorów działającyoh od
powiednio na S* i S" natomiast 1^ i 12 4o dowolne ele
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menty zbioru K. Przy ponyższyoh oznaczeniach udowodnimy 
następujące twierdzenie:

Twierdzenie 1.4

Jeżeli zbiory S* i S" są niezależne ze względu 
na warstwy to dla dowolnej funkcji fi

Jeśli zbiory S* i S" są niezależne ze względu na warstwy 
operatorów, funkcja sterująca fi dla zbioru ^ ,K wybie
rać będzie elementy podzbioru N* zbioru N, zaś dla zbioru 
T m .k podzbioru N-N*.

Na mocy założeń dotyczących działania operatorów żadna 
para operatorów, z których jeden należy do a drugi
do Ale działają kolejno (ponieważ nie należą do jed
nej warstwy) • Z drugiej strony w zbiorze warstw Z istnieje 
podzbiór Z taki, że do niego należą wszystkie operatory 
*^M,K * P°dzbiór Z" do którego należą wszystkie operatory

Dowód.
Zauważmy, że rozbicie zbioru S na dwa podzbiory 

S* i S" implikuje rozblale rodziny TVfy na dwie podrodzi- 
ny k ^unK dzinłające odpowiednio na S’ i na S", 
gdzie:

M" ={pe M : Sp  e s"j.

T M”K przy czym:
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Z» = (z±e Z : i* N» ^
Z" = £ Z±e Z : ie N-N*} .

Z założenia twierdzenia funkcja oC2 nie narusza kolejności 
ustalonej przez funkcję oC^ na zbiorze i <T’̂ n ,
a zatem struktura działania operatorów * ^M"K
dla funkcji jest taka sama jak dla funkcji oĈ t czyli:

a stĄd
h (0̂ ) = h (02)« Co kończy dowód.

Twierdzenie 1.5

Jeżeli podzbiory S' i S" zbioru S są niezależne 
ze względu na warstwy to dla dowolnej funkcji cL i 
/3 istnieją funkcje cL*} /3f oraz o6*̂  i dla 

funkcji oC1 , p* oraz oC'*, istnieją funkcje (£ ,
(3 takie, że:

H
ii )

Dowód.
Przy dowodzie powyższego twierdzenia skorzystamy z wzo

ru 2.4. Mamy:
r "iH (^MK maJC h (z^ =  max I max h (z ^), max H(z"j)j ,cC i L i  j J

oraz dla strony prawej:

max[H(TM > / ,|)’ H(TU"K^,)j= ■“  H (z"j)J •
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Rozbicie zbioru S na dwa podzbiory pociąga za sobą roz
bicie rodziny ~^MK ^  podrodżiny *̂m ,K  ̂ ~̂ MnK
oraz rozbicie zbioru warstw na dwa podzbiory Z* i Z" •
Z niezależności zbiorów S* i S" wynika, że Baden operator 
należący do *7^ nie należy do i żaden operator
działający w jednej z warstw należących do Z* nie działa 
w żadnej z warstw należących do Z”. Wystarczy zatem dobrać 
funkcję oC taką by nie naruszała kolejności ustalonej przez
of' i kolejności ustalonej przez oC" oraz funkcję (i> taką,że:

A / \ > p i M dla p€ M*
/®Pi W -  • dla p eM"

Wykorzystując twierdzenie 2.4 otrzymujemy żądaną w tezie 
równość, co kończy dowód.

Twierdzenie 1.6
Jeżeli S* 1 S" są podzbiorami zbioru S niezależ
nymi ze względu na warstwy, funkcje cC* , ji>1 oraz 
oi" , fb0 są optymalne na podrodzinaoh 7^,^ *■
Tm „k to funkcje oC i /3 dla których:

max

są optymalne dla rodziny

1 . 8
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Załóżmy, że oC 1 /2> nie są optymalne* Niech zatem 
dL* t fi* b§dą optymalnymi funkcjami sterującymi dla rodziny 

co oznaczałoby, że:

Dowód*

Korzystająo z twierdzenia 1*5 można skonstruować funkcje 
oC**, (b*1 oraz oC*M, j takie, że:

1*"
V "  " “ “ ot̂

Porównując 1*8 1 1*9 dostajemy, że:

I5*' fi*"
h (̂ m »k .*i )>h (;m "k ,r») 1.10

max n p  M»K T M " K  ,|J oi Ot
> max H ^ M »K  Hv  M"KoC-jmi 1

co wobec niezależności zbiorów S* 1 S" oraz twierdzenia 
1,4 przeczy optymalności funkcji oC , jb oraz cL", fł" i koń
czy dowód* Z udowodnionego twierdzenia wynika bardzo poży
teczny dla praktyki wniosek*

Wniosek.
Jeśli zbiór S rozpada się na dwa podzbiory nieza
leżne ze względu na warstwy to zamiast poszukiwać 
optymalnyoh funkcji sterujących na rodzinie 
można wyznaczać optymalne funkcje sterujące na podro- 
dzlnach odpowiadających zbiorom S y i S" co pozwala 
na redukcję rozmiarów zadania*
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1,4.4. Zachowanie się wartości funkcji kryterium gdy S* 
i S" nie są podzbiorami niezależnymi ze względu 
na warstwy

W sytuacji gdy zbiór S rozbija się na dwa podzbiory 
niezależne ze względu na warstwy można było zadanie rozbić 
na dwa, rozwiązać je i następnie łącząc te rozwiązania, 
otrzymać rozwiązanie zadania wyjściowego. Powstaje pytanie: 
czy postępowanie takie jest możliwe i równie efektywne jeśli 
pominie się założenie o niezależności?
Zanim odpowledmy na to pytanie zwróćmy uwagę na następujący 
fakt: Całe zadanie opisane jest przy potaocy macierzy S , 
a właściwie H (0) . Jeśli teraz S’ i S" są podzbiorami
zbioru S to z macierzy 0 wydzielić można dwie podmacie- 
rze 0^ i 0 2, które odpowiadają podrodzinie operatorów 
działających odpowiednio na S* i na S". Można to przed
stawić schematycznie:

e = e 2

Jeśli teraz S* i S" są to podzbiory niezależne ze względu 
na warstwy to w zbiorze warstw istnieje podzbiór Z1, taki 
że żadna warstwa należąca do tego podzbioru nie działa na 
żaden element zbioru S". W takiej sytuacji, po przestawieniu 
wierszy macierzy 0 otrzymamy macierz o następującej budo
wie: „
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Niech teraz i S2 są podzbiorami zbioru S i to takimi, 
że:

SA U S2 = s 

s1 n s2 = ęf.

Wówczas rodzina operatorów 7^^ rozbija się na dwie pod- 
rodziny K i K działające odpowiednio na i S2.

Niech oi i oC będą funkcjami sterującymi odpowiednio na
T  i TJU±K 1 M2K*

Oznaczmy:

oard ( ml

oar<1 ( m2

Nieoh i y3 będą funkcjami sterującymi na rodzinie 7^  
takimi, że:

''oAo)
ot Cc) = *

cL%)

dlfi c= 1121 # |

dl£i c=m^+i | # #«| m^+mg

dla P & M±

dla P 6 M2

) < h ( t
A

M* V

Lemat 1.2
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Prawdziwość lematu Jest oczywista Jeśli tylko zbudu
je się funkcję 0̂  odpowiadającą sterowaniu fumkcjami
^  na rodzinie K oraz funkcję 02 odpowiadającą

i ■ ^sterowaniu funkcjami cL , (?> na rodzinie 7^ Przedstawmy
2

to schematycznie:

Dowód.

*1 *2
TMtK

rjm 2k
Żaden z operatorów należących do ^  K nie może działać 
współbieżnie z żadnym z operatorów należących do T'

Jeśli natomiast wyznaczymy funkcję 0 odpowiadającą stero
waniu funkcjami {& na całej rodzinie to może się
zdarzyć, że któryś z operatorów z v działa współbież. 
nie z którymś z operatorów należącyoh do g.. Mówiąc ina
czej tablica 0 nie może mieć więcej kolumn niż tablica 
0̂  i (̂ 2 razem. Oznacza to, że nierówność:

nie jest możliwa. Co kończy dowód lematu.

Twierdzenie 1.7 
■ AJeśli oC*, (b*t of4, /&* są optymalnymi funkcjami ste

rującymi na podzbiorach T^ g. i (Tm 2k 06 , ^3
są optymalne dla całej rodziny to:

h  b )
dą ' M2K o£Z



Dowód
Dowód poprowadzimy niewprost. Załóżmy w tym celu, 

że prawdziwa Jest nierówność

dowód twierdzenia,

Z udowodnionego powyżej twierdzenia wynika następujący 
wniosek.

Wniosek.
Jeżeli zbiór S nie rozbija się na dwa podzbiory 
niezależne ze względu na warstwy, to rozbijanie 
zadania programowania sekwencyjnego na dwa zadania 
mniejszych rozmiarów i łączenie rozwiązań tych 
zadań w Jedno, prowadzi przeważnie do straty na 
wartości funkcjonału H.

Biorąc wówczas funkcje 
otrzymalibyśmy:

takie jak w lemacie 1.2
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2. PRZYKŁADY ZADAŃ PROGRAMOWANIA SEKWENCYJNEGO

2.1. U w a g i  w s t ę p n e

W rozdziale poprzednim zostało sformułowane zadanie 
nazwane zadaniem programowania sekwencyjnego. Zadanie to 
opisane zostało w sposób formalny bez podawania interpre
tacji przyjętych założeń, ani też nic nie mówiło się o moż
liwościach zastosowania tego typu zadań. Wszystko to chcemy 
zaprezentować w tym rozdziale. Mówiąc inaczej w rozdziale 
drugim:

- podano przykłady zastosowań zadania programówanla 
sekwencyjnego,

- uzasadnia się celowość przyjętych założeń przy konstruo
waniu formalnego modelu zadania.

W rozdziale tym podajemy trzy przykłady zastosowań zadania 
programowania sekwencyjnego. Najpełniej a niekiedy z dro
biazgową dokładnością omawia się zadanie z dziedziny orga
nizacji produkcji. Wynika to z dwóch powodów. Po pierwsze, 
zadanie to zostało najwcześniej sformułowane spośród wszy
stkich zadań dających się zaliczyć do zadań programowania 
sekwencyjnego. Po drugie, w literaturze poświęconej zadaniom 
nazwanym w tej pracy zadaniami programowania sekwencyjnego 
zadanie to zajmuje najwięcej miejsca. Powtórzmy raz jeszcze, 
na przykładzie tego zadania pokazuje się szereg konsekwencji 
wynikających z przyjętych w modelu założeń oraz uzasadnia 
się celowość ich przyjęcia. Drugi przykład dotyczy zagadnie
nia budowania harmonogramów zajęć. Temat ten jest obszerny
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sam w sobie i może być przedmiotem rozprawy o objętości 
nie mniejszej niż niniejsza, co zmusiło autora do przed
stawienia tego zadania w bardzo dużym skrócie*
Formułując to zadanie w najprostszym przypadku okazuje się, 
że formalnie Jest to zadanie programowania sekwencyjnego* 
Ostatnim z cytowanych zastosowań Jest przykład planowania 
usług* Podobnie Jak i poprzednio pokazuje się, że zadanie 
to Jest rzeczywiście zadaniem programowania sekwenoyjnego*

2.2. U s t a l a n i e  h a r m o n o g r a m ó w  p r o 
d u k c j i

Z zadaniami tego typu spotyka się w przemyśle, gdzie 
idzie o to, by dla danego odcinka produkcyjnego ustalić 
taki plan pracy stanowisk wchodzących w skład tego odcinka, 
by przy istniejących warunkach żądane zadania produkcyjne 
wykonać w możliwie najkrótszym czasie* Przez warunki rozumie 
się tutaj urządzenia służące do obróbki, ludzi te urządzenia 
obsługujących oraz technologię*
Zadania rozumie się tutaj Jako ilość i rodzaj produkowanych 
przedmiotów, które w dalszym ciągu nazywać będziemy detala
mi. Plan pracy (harmonogram) ma wskazywać dla każdego stano
wiska, który z przedmiotów ma być na nim obrabiany, w jakiej 
kolejności, a w przypadku stanowisk wieloczynnościowych, 
którą z możliwych operacji stanowisko to ma wykonywać*
W dalszej części nazywać będziemy przedmiot, który jest pod
dawany obróbce detalem* Detal po opuszczeniu badanego od
cinka produkcyjnego staje się wyrobem.zaś przed wejściem
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na dany odcinek Jest surowcem. Przedstawić to można gra
ficznie Jak na poniższym schemacie:

s
odcinek produkcyjny

d

gdzie:
s - surowiec 
d - detal 
w — wyrób

Ponieważ interesować nas będą w dalszym ciągu takie procesy 
gdzie jest jednoznaczne przyporządkowanie "surowiec-wyrób" 

tzn. nie ma montażu ani też podziału w trakcie procesu , 
będziemy używać zamiennie terminów: wyrób i detal.
W Interesującym nas odcinku produkcyjnym odbywa się proces 
produkcyjny wyrobu. Proces ten rozumie się tutaj jako:
"zbiór operacji produkcyjnych realizowanych w uporządkowanej 
kolejności w celu wytworzenia określonego wyrobu przez prze 
kształcenie (kolejne zmiany stanów) tworzywa"*^.
Operacja to: "część procesu produkcyjnego wyrobu wykonywana 
na określonym przedmiocie przez jednego pracownika lub
grupę bez przerw i przezbrojeń na jednym stanowisku robo-

2/czym" '. Natomiast stanowisko robocze rozumie się tutaj
jako: "elementarny składnik struktury produkcyjnej kojarzący
w sobie trzy podstawowe czynniki procesu pracy: środki pra-

3 /oy, przedmiot pracy i samą pracę człowieka" ,

^  S,Chajtman "Podstawy organizacji procesu produkcyjnego" 
s. 95
tamże str.96 
tamże str. 133-134
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Tak więc dysponujemy dla danego odcinka produkcyjnego 
następującymi danymi:

Zbiór detali (wyrobów) - W 
Zbiór stanowisk roboczych - N 
Zbiór operacji - K.

Zakłada się, że:
card(N) ^  card(K)

co odpowiada sytuacji, że każde stanowisko może wykonać 
co najmniej jedną operację. Jeśli nierówność jest ostra 
to wśród stanowisk są stanowiska wieloczynnościowe, tzn. 
takie, które mogą wykonywać kilka operacji^.

Definicją 2.1

Każdy uporządkowany ciąg k. ,k. ,...,k. operacji
11 x2 xs

ze zbioru K, taki że w wyniku działania kolejnych 
operacji na detal otrzyma się żądany wyrób w nazy
wamy technologią tego wyrobu.

Definicja 2.2

Każdy uporządkowany ciąg n. ,n. ,...,n. elementów
Ł1 x2 *k

zbioru N taki, że w wyniku wykonania operacji na 
kolejnych maszynach surowiec staje się wyrobem nazy
wamy marszrutą technologiczną tego wyrobu.

Jest rzeczą oczywistą, że nierówność ta nie może być 
traktowana jako kryterium rozstrzygające czy stanowiska 
są wieloczynnościowe, czy nie. Sprawa ta została omówiona 
w rozdziale poprzednim, gdzie mówiło się o funkcji cd 
oraz TC .
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Definicja 2,3

Czynności stanowiska roboczego nazywać będziemy 
uporządkowaną parą (w,l) , gdzie w£W,l & K taką, 
że stanowisko to może wykonać operację 1 na detalu 
w.

Definicja 2.4

Uporządkowany ciąg czynności stanowiska roboczego 
nazywać będziemy harmonogramem tego stanowiska.

W tej chwili nie interesuje nas to czy harmonogram jest 
dopuszczalny czy nie, gdyż można zbudować taki harmonogram, 
który ze względu na technologię nie może być realizowany. 
Harmonogram taki nazwiemy niedopuszczalnym nie definiując 
w tej chwili tego terminu. Posłużymy się natomiast nastę
pującym przykładem. Załóżmy, że pewne stanowisko jest 
dwuczynnościowe i może wykonać operacje 1^ i lg . Harmono
gram tego stanowiska zawiera ciąg czynności taki, że 
. ..(Wylj) , (wylg') •• •. podczas gdy technologia wyrobu w wy
maga by operacja 12 była wykonywana przed operacją 1^. 
Rzecz jasna, harmonogram powyższy nie może być realizowany.

Definicja 2.5

Zbiór harmonogramów wszystkich stanowisk roboczych 
danego odcinka produkcyjnego' nazywać będziemy 

harmonogramem tego odcinka.

Zadanie wyznaczenia optymalnego harmonogramu można teraz 
sformułować następująco:
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Dany Jest zbiór wyrobów W, które należy wykonać dyspo
nując przy tym zbiorem surowców S. Dany Jest ponadto 
zbiór N stanowisk roboczych oraz zbiór K operacji, 
które należy wykonać na surowoach ze zbioru s by w ich 
wyniku otrzymać zbiór wyrobów. W, Dla każdej operacji, 
każdego stanowiska i każdego wyrobu dany Jest czas jej 
trwania.
Zakłada się, że:

a, żaden detal nie Jest obrabiany na dwóch stanowiskach 
równocześnie,

b, żadne stanowisko nie wykonuje dwóch czynności Jedno
cześnie,

Należy wyznaczyć taki harmonogram by przy tych założeniach 
wykonać wszystkie wyroby ze zbioru W w możliwie najkrót
szym czasie.
Tak postawione zadanie Jest najogólniejszym sformułowaniem 
zagadnienia ustalania harmonogramów dla procesów produk
cyjnych tego typu. Można bowiem obok założeń a i b 
wymaganych od harmonogramu w każdej konkretnej sytuacji 
sformułować i inne.
Wymieńmy przykładowo kilka z nich:
A.

c, dla każdego detalu dana Jest dokładnie Jedna techno
logia,

d, dla każdego detalu dana Jest co najmniej Jedna techno
logia przy czym dokładnie Jedna ma być realizowana,

c, wszystkie detale mają Jednakową technologię,
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B.
f. wszystkie stanowiska są jednoozynnościowe,
g. co najmniej Jedno stanowisko jest wieloczynnościowe)
h. nie ma dwóch stanowisk Jednego typu,
i. co najmniej dwa stanowiska są jednego typu«

Założenia grupy A dotyczą technologii wyrobów, natomiast 
założenia grupy B dotyczą stanowisk roboczych.
Po tym wprowadzeniu pokażemy związek modelu formalnego pre
zentowanego w rozdziale poprzednim z tak rozumianym procesem 
produkcyjnym.
Jak już powiedziano wcześniej, interesować nas będą tylko 
takie procesy w których z wybranej sztuki surowca otrzymuje 
się określony wyrób 1 to wiadomo jaki. Gotowy wyrób opisać 
można przy pomocy wielu cech, które to cechy jednoznacznie 
określają wyrób. Cechami tymi mogą byó własności techniczne 
jak: ciężar, twardość, przekrój, grubość itp., jak również 
własności rodzajowe jak: kolor, typ przekroju, typ uzębienia, 
typ 1 rodzaj połączeń jeśli wyrób ma na innym odcinku produk
cyjnym być łączony z innym, itp.
A zatem każdy wyrób tego rodzaju formalnie daje się opisać 
przy pomocy wektora:

w =(w^,W2i« • < ,̂ jj)

gdzie:
w - wyrób
w^6 C^ i=1,2,...,k
k - ilość opisujących dany wyrób cech 

- zbiór możliwych wartości jakie 
może przyjmować ceoha i.

Równocześnie surowiec można przedstawić również w postaci ta
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kiego wektora:

S = (s^jSg,. • . ,8^)

gdzie analogicznie:

s - surowiec

»ie C i

Ponieważ S Jest zbiorem surowców, W zbiorem wyrobów 
to oczywistym Jest, że po to by można było wykonać wszystkie 
wyroby należące do zbioru W, surowców musi być co najmniej 
tyle ile Jest wyrobów, stąd też postulat 1.1, tzn.

card (s) yy card (w) .

Jeśli teraz ponumerujemy elementy zbioru S (funkcja y) 
i elementy zbioru W (funkcja ip) będziemy mogli formalnie 
rozróżniać od siebie poszczególne surowce jak i poszczegól
ne wyroby.

Jest rzeczą oczywistą, że dla ustalonego surowca można 
wskazać wyroby, które w trakcie procesu produkcyjnego na danym 
odcinku z tego surowca można uzyskać. I odwrotnie, dla ustalo
nego wyrobu można wskazaó surowiec (surowce) , z którego ten 
wyrób można otrzymać. Prowadzi to do wypisania zbioru par 
postaol (Sp,wg ) , która to para oznacza, że z p-tego surowca 
otrzymać można s-ty wyrób. Taki jest sens zbioru T (patrz
1.2.).

Postulat 2° w tej definicji wymaga by dla każdego wyrobu, 
przedstawionego w planie istniał co najmniej jeden surowiec 
z którego ten wyrób moż&a uzyskać. Postulat ten nazwiemy
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postulatem wykonalności zadań.Postulat 3°, który nazwiemy 
postulatem nlesprzeczności zadań wymaga aby: Jeśli z Jednego 
surowca s^ uzyskać można dwa wyroby (różne) w^ oraz w^ 
ze zbioru W (przypomnijmy, że zbiór W jest zbiorem wyrobów, 
które muszą byó wykonane) to zbiór S zawierać musi taki 
surowieo sr, z którego wykonać można bądź wyrób w^ bądź 
wyrób Wj. W przeciwnym bowiem razie Jednego z tyoh wyrobów 
nie można byłoby wykonać, a więc zadania byłyby sprzeczne 
z bazą surowcową.

Jest rzeczą naturalną, że Jeśli surowców jest więcej ńiż 
wyrobów 1 z każdego surowca można wykonać co najmniej jeden 
wyrób to rozsądek wymaga by wybrać surowce tak, by ze względu 
na pewne kryterium (koszty surowca, koszty wytwarzania) wybór 
ten był najlepszy i równocześnie zabezpieczał wykonanie zadań. 
Stąd właśnie sformułowane zadanie wyboru podzbioru zbioru S.
W konsekwencji otrzymuje się zbiór S** taki, że:

O1 dla każdego surowca ze zbioru S istnieje jeden i tylko 
jeden wyrób,

2° dla każdego wyrobu ze zbioru W istnieje jeden i tylko 
jeden surowiec ze zbioru S.

Wobec tych dwóch własności zbioru S* jego elementy przenume- 
rować można tak jak są ponumerowane elementy zbioru W, tzn.
Sp oznacza surowiec, z którego otrzymuje się wyrób Wp. 
Przyjmuje się w modelu, iż jedna operacja wykonana na detalu 
spowoduje to, iż detal ten będzie miał już żądaną dla uzyska
nego z niego wyrobu cechę. Nie zmniejsza to ogólności, gdyż 
wymiar wektora opisującego wyrób można zwiększyć wprowadzając 
fikcyjną cechę w^ należącą do zbioru cech fikcyjnych C^.
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Odpowiednikiem operacji Jest w naszym modelu formalnym opera- 
tor Tpl i odpowiada on operacji 1-teJ wykonywanej na detalu 
p-tym. Zbiór wszystkich operacji, które należy wykonać na 
detalu p-tym w naszym modelu odpowiada zbiorowi operatorów 
Tpj), gdzie D c K. Jeśli dla wyrobu p-tego Jest obojętne 
w jakiej kolejności należy wykonywać zadane operacje aby 
otrzymać ten wyrób to każde złożenie Jest technologią
wyrobu p, zaś wybór technologii do realizacji Jest uwarunko
wany wyborem funkcji sterującej Jeśli natomiast techno
logia wyrobu p-tego Jest dana z góry narzucona to technolo
gię tę wprowadza się do modelu poprzez funkcję sterującą 
Złożenie TMK należy interpretować Jak następuje: w badanym 
odcinku produkcyjnym Jest Jedno tylko stanowisko robocze, ale 
takie, że może wykonywać wszystkie operacje Jakie są niezbędne 
by ze zbioru surowców uzyskać zbiór wyrobów W. Tutaj, Jeśli 
Jest obojętne w jakiej kolejności wykonuje się operacje dla 
poszczególnych wyrobów każde złożenie Jest harmonogra
mem dla tak rozumianego "stanowiska". Jeśli natomiast dla wy
robu p-tego zadana Jest z góry technologia, to Jak Już powie
dziano wyżej technologia ta Jest wprowadzona do modelu po
przez funkoję sterującą oCpDt a postulat nienaruszalności 
wartości funkcji c£pD P^zez funkcję oznacza, iż
harmonogram dany funkcją o C ^  musi byó realizowalny.

Po to aby przejść teraz do sytuacji rzeczywistej tzn. do 
sytuacji, gdzie Jest wiele stanowisk roboczych wprowadza się 
funkcję CO gdzie zbiór N Jest zbiorem stanowisk roboczych. 
Każdemu detalowi i każdej operacji, a więc czynności można 
przyporządkować stanowisko stanówiska na którym czynność 
tę można wykonać. Funkcja 7T charakteryzuje natomiast zdol
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ności (możliwości) poszozególnych stanowisk.
W związku z tym, że stanowiska mogą być wieloczynnościowe 

zdarzyć się może, że czynność można wykonać na kilku stano
wiskach. Wobec tego wprowadza się zbićr ^Pl operatorów 
postaci Tpir> 00 oznacza, że czynność (p,l) wykonana może 
być na każdym stanowisku r dla którego:

Tplr ć ^pl*

Wybór jednego stanowiska do wykonania czynności odbywa się przy 
pomocy funkcji sterującej fb .

Wyjaśnijmy jeszcze sens pojęć: działanie potencjalnie 
n-rćwnoległe i działanie n-równoległe. Rzecz polega na tym, 
że jeśli jest n stanowisk i żadne z nich nie jest zbędne 
w tym sensie, że może ono wykonać eo najmniej jedną operację 
ze zbioru operacji potrzebnych do wykonania zadania, to istnie
je potencjalna możliwość, że harmonogram dla całego odcinka 
produkcyjnego zawierał będzie zadania dla każdego z tych sta
nowisk. Innymi słowy harmonogram ten będzie sumą n harmono
gramów dla stanowisk. Zależy to od funkcji sterującej fb .
Jeśli funkcja ta jest już ustalona i dziedziną jej jest pewien 
podzbiór N* zbioru N (w szczególności może to być zbiór N) 
to zadania zostały rozdzielone na n' stanowisk i zadania te 
mogą być wykonywane równolegle: każde stanowisko wykonuje 
swoją czynność.

Pojęcie warstwy operatorów odpowiada stanowisku, a dokład
nie mówiąc dla ustalonej funkcji sterującej oC i fb warstwa 
operatorów jest harmonogramem pracy stanowiska.
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Funkcja & jest opisem formalnym możliwości (zdolności) 
badanego odcinka produkcyjnego i jest równocześnie "sumą" 
funkcji 00 .

Dla wyjaśnienia sensu dwu kolejnych terminów: współbież
nego oraz szeregowego działania operatorów jak i założeń, 
które zostały sformułowane w modelu formalnym a dotyczących 
działania operazorów posłużymy się następującym przykładem:

Dane są dwa stanowiska robocze, trzy wyroby dla wykonania 
których potrzebne są po trzy operacje* Jeden z możliwych 
harmonogramów przedstawimy na diagramie Gantta:

1.1 4 3.1 i.2 .2.3
I stanów.rob.

2.1 2.2 3.2 i.3 . 3.3
II stanow.rob.

Pary liczb umieszczone na tym diagramie oznaczają czynności 
stanowisk. Ponieważ niektóre czynności są wykonywane jedno
cześnie np. (1,1) i (2,1) , a z czynnością (p,l) związany 
jest operator Tpi» stąd konieczność wprowadzenia pojęcia 
współbieżnego działania operatorów. Postulat 1° na stronie 
43 jest równoznaczny z założeniem, że żadne ze stanowisk 
nie wykonuje równocześnie dwóoh różnych czynności.
Postulat 2° jest równoznaczny z założeniem, że operacje na 
p-tym wyrobie wykonuje się w określonej kolejności (jeśli 
nie jest ona dana technologią to dana jest poprzez funkcję 
sterującą ot ) i po drugie postulat ten odpowiada założeniu, 
że poszczególne operacje zostały rozdzielone w sensie defini
cji operacji technologicznej.
Natomiast postulat 3° wymaga nieco szerszego omówienia.
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Przy harmonogramach mówiliśmy o dopuszczalności harmonogramów 
(do sprawy tej Jeszcze powrócimy), natomiast z punktu widzenia 
reallzowalności, harmonogramów może być nieskończenie wiele* 
Wynika to z tego, iż nie powiedzieliśmy nic o tym kiedy prze
widzianą harmonogramem czynność rozpoczynać* Niektórzy auto- 
rzy1^ rozpatrują harmonogramy, a wśród nloh wydzielają klasę 
harmonogramów częściowo przesuwalnych w lewo, tzn* takich, 
dla których można przyspieszyć moment rozpoczęcia chociaż 
jednej operacji przewidzianej harmonogramem* Harmonogram, 
który nie Jest częściowo przesuwalny w lewo nazywa się wówczas 
harmonogramem Istotnym 1 tylko takie harmonogramy są przed
miotem badań.

Wydaje się, że proponowane w niniejszej pracy podejście 
jest prostsze* Otóż postulat 3° żąda by czynność na stanowisku 
rozpoczynać najwoześniej jak jest to możliwe, tzn* wtedy, gdy 
stanowisko to jest już wolne i detal na którym ma być wykony
wana ta czynność przeszedł już operację poprzedzającą*

Odpowiednikiem funkcji <P z modelu jest po prostu harmo
nogram badanego odcinka produkcyjnego, gdyż spełnia ona warun
ki jakie stawia się harmonogramom*

1° dla każdego stanowiska wiadomo jaką czynnośoią rozpoczy
na się jego praca,

2° wiadomo jaka jest kolejna czynność tego stanowiska,

3° odczytać można marszrutę technologiczną każdego detalu.

' Patrz Jankówska-Zorychta "Modele sekwencyjne i ich zastoso
wanie w planowaniu optymalnej organizacji w dyskretnych 
procesach produkcyjnych" str.37.

1/



- 79 -

Dla przykładu 5 mamy następujące marszruty technologiczne 
dla:

detalu I - 1,4,3 
detalu II - 2,4,3 
detalu III - 1,3,2

Jeśli teraz interesuje nas optymalny harmonogram ze względu 
na czas wykonania wszystkich wyrobów ze zbioru W, musimy 
mieć dane czasy trwania każdej operacji na każdym stanowisku, 
Czasy te w modelu zadane są funkojonałem H.
Sposób obliczania czasu wykonania całego zadania wynika z dia
gramu Gantta. Z tablicy H(<|>)w połączeniu z funkcją (j) odczy
tać można czasy zakońdzenia czynności na poszczególnych stano
wiskach, licząc za zero czas rozpoczęcia najwcześniejszej 
dla badanego odcinka czynności.
Omówmy teraz kolejne zadania formalnie opisane w poprzednim 
rozdziale.

Zadanie A Jak się wydaje zadanie tego typu w przemyśle nie 
występuje, gdyż trudno zgodzić się z tym, iż dla 
wyrobu obojętna jest kolejność wykonywania opera
cji, Być może dla niektórych operacji kolejność 
jest obojętna, ale są i takie, dla których wymóg, 
by były wykonane w określonej kolejności jest 
istotny.

Zadanie B Zadanie to jest podobne do poprzedniego z tym
tylko, że zakłada się iż żadne ze stanowisk nie 
Jest wieloczynnościowe. Natomiast pozostaje w mocy 
założenie o tym, że kolejność wykonywania operacji 
dla poszczególnych detali jest obojętna.
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Jak Już powiedzianot zadania tego typu w praktyce przemysłowej 
spotyka się rzadko, tym niemniej ze względu na kolejne przy
kłady celowym jest ich formalne przedstawienie.

Zadanie C Jest to najbardziej typowe zadanie spotykane
w praktyce przemysłowej. Dla każdego wyrobu dana
jest technologia w postaci funkcji sterującej oC v,pa
Należy teraz tak rozplanować produkcję by była 
zachowana technologia i zadania zostały wykonane 
w możliwie najkrótszym czasie.

Sprowadza się to do znalezienia harmonogramu, a ponieważ 
buduje się go dla jednego uniwersalnego stanowiska stąd 
postulat by funkcja sterująca nie naruszała wartości
żadnej z funkcji sterującej oCpK. Innymi słowy postulat ten 
zabezpiecza budowanie harmonogramów dopuszczalnych.

Zadanie D Zadanie tego typu otrzymuje się z zadania typu C 
przyjmując, że stanowiska są jednoczynnościowe. 
Sytuacja taka ma często miejsce w praktyce.

Zwróćmy uwagę na fakt, że zadanie typu D jest prostsze niż 
zadanie typu C, gdyż należy wyznaczyć tylko funkcję sterującą 
OC natomiast funkcja jest już z góry zadana.
Często w konkretnej sytuaojl, gdy zadanie C jest dużych roz
miarów można je sprowadzić do zadania D w sposób następujący:

Dla każdej z czynności wybrać jedno tylko stanowisko, na któ
rym czynność ta ma być wykonana 1 to tak, by żadne ze stanowisk 
po takim przyporządkowaniu nie było wieloczynnościowe. Wówczas 
otrzymujemy zadanie D.
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Jest rzeczą oczywistą, że nie zawsze daje się to zrobić. 
Ponadto jeśli jest to możliwe i to na kilka sposobów, to 
trzeba zdecydować się które przyporządkowanie wybrać, a więc 
powstaje tu nowe zagadnienie wyboru kryterium orzekającego 
o wyższości jednego rozwiązania nad innym. Po trzecie wreszcie 
sposób taki jest wyraźnym uproszczeniem zadania wyjściowego.

Zadanie E Zadanie tego typu jest najczęściej spotykanym
w literaturze. Zadanie to sprowadza się do tego, 
że:

- każdy detal ma Identyczną technologię,
- każdy detal ma Identyczną marszrutę technolo
giczną,
-harmonogram dla każdego stanowiska zawiera 
ciąg czynności, ciągi te dla różnych stanowisk 
różnią się tylko operacją.
Oznacza to, że stanowiska obrabiają detale 
w tej samej kolejności 1 stanowisko jest 
jednoczynnośćiowe.

Zadanie to odbiega od typowyoh zadań z jakimi spotyka się 
w praktyoe. Jednak ze względu na swoją prostotę Cw porównaniu 
z Innymi) stało się obiektem zainteresowania wielu matematy
ków i praktyków. "Może dlatego ta wielce uproszczona wersja 
problemu ogólnego stała się poligonem doświadczalnym, na któ
rym badacze usiłują wypracować jakieś sensowne metody dla 
tej klasy zadań"*^.

^  Patrz Jankowska-Zorychta "Modele sekwencyjne i ich zastoso
wanie. .. str.42
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Mimo wielu prób podejmowanych w celu rozwiązania tak uprosz
czonego zadania wyniki są dalekie od zadowalających. Do sprawy 
tej powrócimy przy okazji prezentowania znanych metod rozwią
zania zadań sekwencyjnyoh.
Zwróćmy uwagę na jeszcze dwie rzeczy.
Jeśli stanowisko jest wieloczynnościowe, oczywiste jest, że 
przystosowanie go do wykonania innej operaojl wymaga czasu.
Tak więc dla stanowisk wieloczynnościowych powinna być jeszcze 
dana macierz czasów przezbrojeń z operacji na operację. Jed
nak uwzględnienie tych danych nie komplikuje zadania, gdyż 
czasy te można doliczyć do czasów trwania operacji.

Jeśli w badanym odcinku produkcyjnym jest jedno tylko sta
nowisko robocze to z konieczności musi być ono wieloczynno
ściowe {zbiór N jest jednoelementowy) a więc operatory 
działają szeregowo w dalszym ciągu pozostaje problem wyzna
czenia optymalnego harmonogramu, gdyż ze względu na czasy 
przezbrojeń stanowiska, różne harmonogramy mogą dawać różne 
czasy wykonania zadania.

Na zakończenie zauważmy, że często mamy do czynienia 
z sytuacją gdy w badanym odcinku produkcyjnym jest grupa sta
nowisk jednorodnych. Wówczas można zamiast całej grupy stano
wisk jednorodnych rozpatrywać jedno stanowisko, biorąc za 
czas trwania operacji na tym stanowisku liczbę:

r »

gdzie:
H(Tpl)- czas trwania czynności (p,l) na Jednym ze sta

nowisk jednorodnych,
r - ilość stanowisk jednorodnych mogących wykonać 

czynność (p,l)
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2.2. U s t a l a n i e  h a r m o n o g r a m u  z a j ę ć

Rozpatrzmy jednostkę dydaktyczną jaką może być np. szkoła, 
uczelnia, wydział, itp, Z interesującego nas punktu widzenia 
jednostkę tę charakteryzuj^ następujące dane:

- ilość i rodzaj sal dydaktycznych wykładowe, seminaryjne, 
specjalistyczne ,

- ilość i specjalizacja wykładowców (przez wykładowcę 
rozumiemy tutaj osobę, która może w danej jednostce
dydaktycznej prowadzić zajęcia),którymi dana jednostka 
dysponuje,

- ilość 1 rodzaj zajęć dydaktycznych prowadzonyoh w danej 
jednostce,

- ilość i rodzaj grup dydaktycznych, które dana jednostka 
ma obsłużyć.

Zwróćmy uwagę na następujący fakt: minimalizacja czasu wykona
nia zadania w wielu przypadkach jest równoważna z minimali
zacją sumy czasów przerw mlędzyoperacyjnyoh, Z tego też wzglę
du zagadnienie układania harmonogramów ma dwa aspekty powo
dujące, że mogą tu powstać dwa zadania różne co do treści, 
a nlerozróżnialne pod względem formalnym. Zadania te nazwiemy 
odpowiednio zadanie I i zadanie II,
Rzecz polega na tym, że grupy dydaktyczne mają ustalone kryte
rium oceny jakości harmonogramu. Może to być dla przykładu 
kryterium następujące: zajęcia dla danej grupy powinny trwać 
w sposób ciągły, tzn. by nie było okienek. Jeśli z jakichś 
powodów (przerwa aa obiad, przerwa przed trudnymi zajęciami 
na powtórzenie) okienka takie są potrzebne, to można je w na
szym zadaniu wprowadzić traktując jako zajęcia dydaktyczne.
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W obu typach zadań sprana ta nie odgrywa większej roli.
Ważną natomiast rzeczą jest co innego, ograniczenia Jednostki 
dydaktycznej mogą wynikać z braku sal bądź braku wykładowców. 
Wobec tego w pierwszym przypadku otrzymane harmonogramy będzie 
się porównywało ze względu na wykorzystanie sal, a drugim 
razem ze względu na wykorzystanie wykładowców. Innymi słowy 
w pierwszym przypadku harmonogram będzie tym lepszy im suma 
czasów kiedy sale są wolne będzie mniejsza, w drugim przy
padku suma okienek wykładowców. W obu tych przypadkach liczy 
się okienka między zajęciami, a Interes grupy dydaktycznej 
musi zostać podporządkowany racjom wyższego rzędu. Brak sal 
bądź wykładowców - zajęcia muszą odbywać się do późnego wie
czora. Jeśli natomiast Jest dostatecznie dużo sal i wykładow
ców o wyższości Jednego harmonogramu nad innymi decyduje 
interes grupy, a więc np. minimum czasu przerw między zajęcia
mi.

Wracając do naszego zadania rozpatrzymy dwa przypadki: 

Zadanie I
Ograniczenia wynikają z braku sal.

Zadanie II
Ograniczenia wynikają z braku wykładowców.

Dla obu zadań wprowadzimy następujące oznaczenia, zgodne 
z formalnym opisem z poprzedniego rozdziału.

S - zbiór grup
K - zbiór przedmiotów, wzbogacony być może o postulowane 

przez przerwy . Zbiór ten Jest sumą zbiorów K^
(i?l,2,...,m) tzn. przedmiotów dla poszczególnych grup.
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Operator Jest opisem formalnym zajęć dydaktycznych
z przedmiotu 1 w grupie p.

Zadanie I
N - zbiór sal.

Ponieważ część sal jest uniwersalna, funkcja przyporząd
kowuje poszczególnym zajęciom sale w których zajęcia te mogą 
się odbywać. W poprzednim zadaniu z dziedziny organizacji 
produkcji odpowiada to sytuacji, że stanowiska są wieloczyn_ 
nościowe. Jeśli sale są specjalistyczne, dostosowane do jed
nego typu zajęć wówczas funkcja u7 dla odpowiedniego zajęcia 
wybierze właśnie tę salę. Funkcja (̂> jest po prostu harmono
gramem zajęć uwzględniającym sale,grupę i przedmiot, z któ
rego odczytać można dla każdej sali zajęcia kolejne oraz dla 
każdej grupy rozkład zajęć tzn. jakie kolejne zajęcia i w któ
rej sali się odbywają.

Zadanie II
N - zbiór wykładowców.

Funkcja wybierać teraz będzie dla każdego zajęcia pod
zbiór zbioru wykładowców mogących dane zajęcie poprowadzić.
W tym przypadku funkcja (f) będzie harmonogramem zajęć uwzględ
niającym wykładowców, grupę oraz przedmiot.
W obu przypadkach funkcjonał H podaje czas trwania poszcze
gólnych zajęć. Zadanie I jak i zadanie II sprowadzają się do 
zadań typu A lub B z poprzedniego rozdziału, gdyż na ogół 
kolejność zajęć dydaktycznych jest obojętna poza sporadycznymi 
wypadkami.
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Harmonogramy podane w zadaniu I i II trudno uznać za harmo
nogramy dla Jednostki dydaktycznej, gdyż ten powinien uwzględ
niać wszystkie elementy. W przypadku I brak jest wykładowców, 
w przypadku II brak Jest sal. Ale Jeśli się zważy na to, iż 
zadania te były formułowane przy założeniu "obfitości" jednych 
elementów w porównaniu z innymi, można otrzymany harmonogram 
uzupełnić o brakujące w nim ęlementy. Co oczywiście może po
wodować lokalne zmiany w harmonogramie.

Na zakończenie jeszcze jedna uwaga. Zajęcia mogą być róż
nego typu (ćwiczenia, wykłady) niektóre z nich muszą się od
bywać w określonej porze (obiad). Wszystkie te warunki uwzględ
nić można poprzez dobór odpowiedniej funkcji sterującej cC .

2.3. P l a n o w a n i e  ś w i a d c z e n i a  u s ł u  g*^

Przyjmijmy, że dana jest jednostka usługowa świadcząca 
usługi specjalistyczne na rzecz klientów. Załóżmy, że każdą 
usługę można rozbić na pojedyncze operacje. Wówczas z naszego 
punktu widzenia jednostka taka scharakteryzowana jest nastę
pującymi zbiorami:

S - zbiór klientów na rzecz których jednostka ma świad
czyć swoje usługi,

N - zbiór wykonawców mogących te usługi wykonać,
K - zbiór operacji, które mogą być przez wykonawców wyko

nane, a które są niezbędne do wykonania usług na rzecz 
klientów.

^przykład zaczerpnięty z "Zastosowanie pewnej metody heurys
tycznej do rozwiązywania zagadnień z teorii przedsięwzięć 
czasowyhh". A.Gospodarowicz.
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Każdy klient ze zbioru S jest opisany przy pomocy wektora:

(sii»si2,***»siki)

gdzie:
s ^  - jest 1-tą cechą dla i-tego klienta,
k^ - jest liczbą cech opisujących i-tego klienta.

Przy czym cechy te są niepożądane, a ich wystąpienie powoduje 
to, że klient trafia do jednostki usługowej. Usługa świadczona 
przez jednostkę na rzecz klienta formalnie polega na prze
kształceniu wektora s^ w nowy wektor:

wi =(wii»wi2» • • * •"ik^l

gdzie:
w ^  - jest 1-tą cechą i jest to cecha pożądana.

Przy czym cechę w ^  uzyskuje się z cechy s ^  dzięki wyko
naniu czynności (.!»!)•
Przyjmując dodatkowe założenia:

- każda z operacji jest wykonywana przez jednego tylko 
wykonawcę,

- nie ma przerw w trakcie wykonywania operacji, tzn. ope
racja trwa od momentu jej rozpoczęcia aż do momentu 
jej zakończenia

można sformułować następujące zadanie:

Ustalić taki plan wykonywania usług dla danego zbioru 
klientów by wykonać je w jak najkrótszym czasie.
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Zadanie to Jest szczególnym przypadkiem zadania sformułowanego 
w pierwszym rozdziale.
Zauważmy, że dla niektórych typów usług z góry dana jest 
kolejność wykonywania poszczegóknych operacji, dla innych 
natomiast kolejność ta może byó dowolna. Warunki opisujące 
kolejność operacji wprowadza się do modelu tak jak i w po
przednich przypadkach poprzez dobór odpowiedniej funkcji ste
rującej OC .
Operator jest tutaj formalnym odpowiednikiem 1-tej ope
racji wykonywanej na rzecz p-tego klienta.
Funkcja Gd wybiera ze zbioru wykonawców tych wykonawców, 
którzy mogą wykonać czynność (p,l). Harmonogram świadczenia 
usług jest równoznaczny z funkcją 0 .
W przypadku planowania świadczenia usług spotkać można każdy 
typ zadania opisanego w rozdziale pierwszym.

Na zakończenie tego rozdziału zwróć ćmy uwagę na jeszcze 
jeden fakt. Chciałoby się aby harmonogram zawierał informacje 
typu: co?, gdzie?, kiedy?. Innymi słowy by w dowolnej chwili 
od momentu rozpoczęcia zadania można było z harmonogramu od
czytać na jakim etapie znajduje się jego realizacja. Dla celów 
kontroli przebiegu realizacji zadania niezbędna jest możliwość 
porównywania planu realizacji i realizacji. Konieczną jest 
rzeczą zatem aby z harmonogramu odczytywać można było nastę
pujące informacje: co już powinno być zrobione?, co powinno 
się robić aktualnie? itp. Podany przez nas harmonogram (funkcja 
0 ) nie zawiera tych informacji co oczywiście jest jego wadą.
Po to by mleć pełne informacje o planowanym przebiegu reali-
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zacji zadania korzystać trzeba z funkcjonału H oraz funk
cji 0 .
Te dwie tablice 0 i H(0) dają pełny obraz przebiegu 
realizacji zadania.
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3, METODY ROZWIĄZYWANIA ZADAŃ PROGRAMOWANIA SEKWENCYJNEGO

3.1. W p r o w a d z e n i e

W rozdziale tym chcemy przedstawić znane w literaturze 
metody rozwiązywania zadań sekwencyjnych. Zaznaczmy tu od razu, 
iż metody te były opracowane w przeważającej większości dla 
zadań z dziedziny organizacji produkcji, a wśród nich najczęś
ciej formułowanym zadaniem było zadanie, które w modelu za
prezentowanym w rozdziale pierwszym zostało opisane Jako za
danie typu E.

Ponadto w rozdziale tym chcemy zaproponować własne propo
zycje sposobów rozwiązywania tego typu zadań.

Jak Już powiedziano powyżej najczęściej spotykanym w lite. 
raturze zadaniem Jest zadanie, które w Języku formalnym zapro
ponowanym w rozdziale pierwszym formułuje się Jak następuje: 
Dane:

zbiory M, N, K.

Zakłada się, że:

Vp £ MA V 1 € K dany Jest operator 

card (n )= card(k)

Vp± c. M A V p 2€M Otp^l) =cJ(p2,i}

V p  €. M card (Npl) = H N pl = (l\

VltKAtfPl,p2 Ł U  ^  I V i )  = °^p^K f% l)p^K 1 2

założenie to nie Jest najistotniejsze,gdyż Jeśli dla Jakie
goś p nie istnieje operator Tp  ̂ to operator taki można
wprowadzić przyjmując,że H(Tp )̂ =
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Wyznaczyć funkcję sterującą oC taką, by:

Aby lepiej zilustrować sposób wyznaczania wartości funkcjo
nału H na zbiorze (lub podzbiorze) operatorów posłu
żymy się diagramem Gantta. Dla przykładu weźmy trzy warstwy 
operatorów oraz funkcję oC następującą:

oC(l)= T1K 

0^(2)= T2K

oC(3)= Tgjj17

Mamy tutaj:

max H(Z1)= H(Z3)

H(T33 X W "  H(T33)+  max[ H<Z31 ' H(Z2 |T3 2 f  H(T3 3 l+H(Z3)

Zauważmy jeszcze, że:

17 ten oznacza, że:
^ 1K(0= t13L, *C±k(2)= T12, ^ ( 3 ) =  T13

° ^ 2 K ^ = T21» ° ^ 2 K ^ = T22» °^2K^ = ̂ 23

° S k  ̂  = T31» 0̂ 3K(2)= T32, ° ^ 3 K ^ = T33 *
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HfzJ- H  H(Tpl) 
p=i

n
H(TiK)=I^H (Til)

1=1

H ( W "  h (tp1 x v g  = H(Tpl)+

Z powyższych wzorów korzystać będziemy przy prezentowania 
znanych algorytmów.

3.2. A l g o r y t m  J o h n s o n a

Jedynym jak dotąd efektywnym algorytmem pozwalającym wy
znaczyć optymalną funkcję sterującą CC jest algorytm opraco
wany w 1954 przez Johnsona. Jednak jego przydatność jest 
niewielka., gdyż opracowany został dla dwćoh warstw operatorów, 
a w szczególnych przypadkach można stosować go dla trzech 
warstw operatorów.
Przedstawimy pokrótce ten algorytm oraz pochodzący od Jego 
autora dowód efektywności1 .̂

Niech oard(N)= 2 zaś zbiór M niech będzie zbiorem 
m-elementowym. Niech ponadto funkcja sterująca °^pK 6dz*-e 
K = -£1,2} będzie jak następuje:

V p « M  o f K (iU ipl

<^p k (2)= V
A J' nieoo inny dowód znaleźć można w pracy: Korbut A.A.; Fin- 

kelsztejn J.J. "Programowanie dyskretne", str.202 i dalej
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Załóżmy, że mamy dowolną funkcję sterującą bez straty
ogólności przyjmijmy, że:

V p £ M  TpK

Graficznie wartości funkcjonału M na zbiorze operatorów 
TMK Przedstawić można przy pomocy znanego już diagramu 
Gantta:

“ (Tli) H (T«) “(T«)I I- 2i 3 i u < v

ii
X H(T1 2 ) X2 H(T221 X H(T 1 X H(T )
------- Urn. ■■ i I____Li I_____I I_____■

Ponieważ operatory T  ̂ oraz Tp2 muszą działać szeregowo 
a z ich działaniem związany jest czas, Xp oznacza czas 
oczekiwania operatora Tp2 na rozpoczęcie działania.

Zauważmy z diagramu, że:
m  m

“ (tuk) - 5 z :“ (tp2)+ c v
p=i p=i

Zatem, wyznaczenie optymalnej funkcji sterującej OC sprowadza 
się do minimalizacji składnika:

C x p

gdyż drugi składnik jest stały.
Mamy:

xi ■= “ (Tn)>
X2 = max f H ( T ^ )  + h ( t 21) -  h ( t i 2 ) -  X 1 , o] ,
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X± + X2 = max^H(TljL)+ H (t2±) - H(t12), H(t±1) 

'3 2 2
c  h (t 01)- n  h c o - c  xD . °Xg = max pl/ *— » “ \*P2' ‘— • p
p= i p= i p= i

3
E
p=l

X_ = max
3 2 2

E  H (T ) - Y H  H (T ) , E  x,
p=i p=i P=i

= max
3 2 2

-  I Z  h (tp2) .U L  H(TPP - « M  • « (t h )
p=i p=i p=i

i ogólnie:

m
H X  =
p=i

max B 
14 u ^ m u

gdzie: u u-i
®u - x > v -  J Z  H(v Kp=i p=i

Oznaczmy teraz:

F fcl>? raax B1 ̂  u <: m

Poszukujemy takiej funkcji sterującej, qC , dla której:

F(cQ 4 F(oC) dla każdej oC€ R(Mf TMK-)»

Rozważmy dwie funkcje oC oraz oćL̂ *
Niech funkcje te będą następujące:

o£(i)= {̂i.) dla 1 < J

o£ U ) = d ± ^ + i ) 

oL (d+i)=

oraz i y j+i
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gdzie:
i = lj2|«,.|in
J = ®“ 1

Innymi słowy sterowanie funkcją Jest takie same Jak
sterowanie funkcją oC dla wszystkich i € M  z wyjątkiem 
dwóch dowolnych ( byle sąsiednich ) operatorówf które są prze
stawione, Wartości Bu oraz dla funkcji oC i O
będą wobec tego takie same dla każdego u z wyjątkiem byó 
może u = j oraz u* = j+i.

Mamy więc:
F(oC)= F (oC±)

Pod warunkiemy że:

max(Bj,Bj+i)= max ( B',Bj+1).

Jeśli zaś:
max(Bj,Bj+1)/ max(śj,ś'+1)

to jedna z dwóch funkcji sterujących oC i o jest lepsza 
w sensie minimalizacji

Funkcja dla której:

1 OĆO+1)= TJ+1>1

jest lepsza od funkcji oC

° ^ 1 ^  = Tj + i,l

dla której:

i o£± (j + i) = tjx
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J e ś l i :

max(Bj »BJ + i)  max (bJ ,BJ + i  ^ 3 .1

a l e :

max (Bj  , Bj + i ) =max E, H ( V - H(Tp2), JZ H(Tpll - & ( T p2
P=1 P=1 P=1 P=1

m a x(B j»bJ+ 1)=  max
J*ri j-*l

£ H(Tp l '  + H( Tj + i , i ) - 5 Z H(Tp 2 f
P=1 P=1

J+l J-i
H T.Pi

p = l p = l
H *pa - H *j+i, 2 •

J e ś l i  pow yższe podstawimy do n ie r ó w n o ś c i  3 .1  i  o b u s tr o n n ie  

dodamy w y r a ż e n ie :

J-i
£ h t .

J+i‘pa - £  H V
P=i p = i

to  po wykonaniu od p ow ied n ich  d z ia ła ń  otrzym ujem y n a s tę p u ją c ą  

n ierów n oś  ć :

lub równoważną j e j :

H(TJłl>2j] ^  «ln[H(TJ+1>1), H(*J2)j. 

Rozpatrzmy pew ien  p orzą d ek  d z i a ł a n i a  o p e ra to ró w :

T1K»* * *»TlK,TsK*#* **TmK
u s ta lo n y  p r z e z  fu n k c ję  s t e r u j ą c ą  o ć Q.
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Nie zmienimy wartości funkcji oCQ dla argumentu 1 oraz s
Jeśli:

min[h (tu ), H(Ts2> <C.min “ ( V -  h ( t i 2) 3.2

Wzór 3.2 Jest spełniony, gdy:

, H(Tg2), H(T12). 

można go wówczas zapisać:

min^CT^) , H(T12)[ <. min|^H(Tsl) , H(TsiJ)j .

Jeśli więc funkcjonał H zadany na zbiorze operatorów ma 
własność, że:

min H(Tll)= H(Tsl)lal

i = 1,2
1 = 1,2,...,m

to optymalna funkcja sterująca oC 
pującą własność:

o4,d) =

powinna mle-e nastę-

Jeśli zaś:
min H(Tli)= H(Tgl) = HCT^)

to funkcja oCQ nie Jest wyznaczona Jednoznacznie, dokładniej 
mówiąc mamy wówczas dwie funkcje (obie optymalne) , takie,

t s K

0^1 TjK •
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Wzór 3.2 Jest również spełniony gdy:

h (ts2) <  “ frn). H CTi2).

Wówczas można go zapisać w innej nieco postaci:

min[H(Tsl), h (Ts2)J ^ m i n ^ C T ^ ,  H(T12)J .

Jeśli więc
H(Tu )= H(Ts2)

i = i,2 
1 — 1,2,...,m

to optymalna funkcja sterująca oCQ powinna mleć następującą 
własność:

O^0 W  = IsK •
Ponadto jeśli:

min H(Tli). h (t s2)= h (tj2)

to są dwie funkcje i , obie optymalne, takie że:

oio(m,= TsK 
OiTl(m)= Tjk .

Tak więc algorytm Johnsona pozwala w m krokach wyznaczyć 
optymalną funkcję sterującą o£Q.

Johnson podał również algorytm wyznaczania optymalnej 
funkcji sterującej w przypadku 3-równoległego działania ope
ratorów. Algorytm ów stosuje się w jednym z dwóch przypadków

min H (t1;Ł) ^  max H (t12 ) 
i i
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lub min H(Ti3) ^  max H(Ti2)

Narysujmy diagram Gantta dla trzech warstw operatorów i dla 
dowolnej funkcji sterującej oC . Przyjmijmy, że:

V o C ( i ) =  T1k .
±e m

gdzie:
oraz oznaczają to samo co poprzednio tylko

odpowiednio dla warstwy drugiej i trzeciej.
Z diagramu widać, że:

Yj = Yj + H(T12),
Y2 = max[H(T12)+H(T22)+X1 +X2 - ,

i ogólnie:

Y_ = max m
m

&  v

m m-l
Tp3

m-l
- n

p=i p=i P=1 P=i

i

oraz: 
m

P=i
max
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Niech:
= E  h (t

P=i

v-l
p2I - CP=1

H <TP3>

v = 1,2,«••,m 

u u—i
Bu = E ,  H(Tpi)" I C H(Tp2)P=1 P=1

u — l|2f«i«|iii

Wówczas dostajemy: 
m

Yn ■ max U  + max B )= max + B ).
p=i P 1

Rozpatrzmy znowu dwie funkcje sterujące i o£,

0^(1)= oC2U) Vi : i ^ i < j j+i < i ^  i

0^1 U) = 0^2 (j+i)

o£., (j+i) = oC (j) •1 2
Otrzymamy w ten sposób dwa założenia operatorów:

rp fp T T *  rp1iK,A2K****,AjK,1j+l,K,***,1mK
oraz

rp rr fp rp rpAiK>12K»* *•»1j+l,K,1jK»* * * »1mK*

h ^12,+X1

3.3

takie,że i
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Dla obu funkcji oĈ  oraz O m u s i  zachodzić następująca 
relacja:

“•a* (Av + Bu)= max ( A ' + B ' ). 
i ̂  u < v < j i ̂  u <: v < j

Być może relacja ta nie zachodzi natomiast dla u = j i 
u = j+i. Porównajmy zatem:

“ * (A j+1 + V  A)  * BJ
14 u^ j+i

dla funkcji oC^, oraz:

max ( A* + b ' i <u C j+1 J+1 u
dla funkcji o^2. 
Jeśli teraz:

min H(T ±) ^  max h (t A  
P * P y

to:
max B = B . u vu ̂  v

Zatem funkcja sterująca oĈ  jest lepsza od funkcji oć2, 
jeśli:

+ Bjtl> Aj + + Bj\l- A4 + Bj ) 3-4

Napiszmy jeszcze wartości wyrażeń Aj+i, Bj+i» Aj» Bj d^a 
funkcji Oć2.
Korzystając z 3.3 oraz s tego, że:

TJ+1,K
c/2 (jłiU TjK
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mamy:
J+l j-1

a j'=i = z  H( v - C
p=i p=i

Bj + 1 = f l  “ ( V - Z  h (V -  H (TJ+ 1 , 2 ^p=l p=l
j-i j-1

a j = Z I  « ( v ) +  h (t j +i , 2 ) - Z I  “ ( V ) -
p= i p=i

j-i j-i
Bj -  Z I  H( V ) ł  H ^ J + l . l l - Z I  H(Tp2) ,

P=1 P=1

Jeśli teraz do obu stron nierówności 3.4 dodamy wyrażenie

4 ^  t ó  4^»
Z  H (TP2 ) '-  Z  H ( V  -  Z ,  H ( V  + Z 15 (Tp3 )
P=1 p=i P=1 P=1

to po wykonaniu działań dostajemy:

H(TJ2l- H (Tj3) ■ ~ H (TJ+1,2)- H CTj+l,i)] <

“ *[- H (Tj+l,2)- H Z l , 3 V  H(V -  H fTJ±>] »

lub

ml“ [H(Tj Z  H(V  • [I<Td+i,2)ł n Z i Z ]  <

"in[HlTJ*l,l,t H(TJ+l,2^ H(V  + « ( V ] -
A po podstawieniu

H,(Tji^ h 't3i) + h (tJ2)
B*(Tj2)= H(Tj2)+ B(Td3^

“ ^ W ) + H Z i , 2 )
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HfrJ+i,2>- H(TJ+1>2)+ H(Tjtli3)

mln[H '(Tji) • h t̂j+i ,2)] <  ”K»[n'CrJ2), h '(tj+1>1)].

Uzyskaliśmy taki sam wynik jak poprzednio kiedy rozpatrywano 
przypadek dwóch warstw operatorów.
Z przeprowadzonego rozumowania widać, że zadanie dla trzech 
warstw operatorów w przypadku, gdy:

min H(T11')̂  max h (t12)

sprowadza się do rozpatrzonego już zadania dla dwóch warstw 
operatorów. Dowód dla przypadku:

min ^  max H(Ti2)

przebiega podobnie.
Na zakończenie przytoczmy uwagę Johnsona. W niektórych 

przypadkach poszukiwanie optymalnej funkcji sterującej dla 
trzech warstw operatorów można zastąpić dwoma zadaniami po
szukiwania optymalnej funkcji dla dwóch warstw operatorów: 
osobno dla pierwszej i drugiej warstwy oraz drugiej i trzeciej 
warstwy. Jeśli obie funkcje będą jednakowe to jest ona opty
malną dla całego zadania.

Mimo niewątpliwej prostoty algorytmu przytoczonego powyżej 
jego przydatność praktyczna jest niewielka.
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3.3. M o d e l e  c a ł k o w i t o - l i c z b o w e

Zadania programowania sekwencyjnego są bardzo często for
mułowane jako zadania programowania dyskretnego, a ściślej 
mówiąc, jako zadania programowania całkowito-liczbowego. 
Trzeba powiedzieć, że proponowane modele są interesujące 
z formalnego punktu widzenia, przy ich budowie uciekano się 
do wielu pomysłowych zabiegów, jednak ich praktyczna przy
datność jest niewielka. Wynika to po pierwsze z faktu, iż są 
to zadania o dużych rozmiarach,a po drugie - co zresztą ma 
związek z pierwszym — metody rozwiązywania zadań o zmiennych 
całkowitych mimo postępów badań w tej dziedzinie są ciągle 
mało efektywne.

W literaturze1^ znaleźć można takie zdanie: "Przy rozwią
zywaniu zadań PLC metodami płaszczyzn odcinających notuje się 
zarówno sukcesy jak i porażki ...najbardziej charakterystycz
nymi zadaniami, dla których miało miejsce niepowodzenie są:
••.zadania teorii harmonogramów" 1 dalej "obecnie brakuje 
wyczerpujących uzasadnień tak sukcesów jak i porażek... 
wszakże dla zadania teorii harmonogramów wydaje się słuszne 
następujące rozumowanie. Formułowanie tych zadań w języku 
PLC jest nienaturalne. Dla stosunkowo niewielkiego zadania 
w naturalnym sformułowaniu w modelu PLC występuje ogromna 
liczba ograniczeń i zmiennych".

ly/ patrz Korbut A.A. i Finkelsztejn J.J. "Programowanie
dyskretne" str. 161 i dalej.
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Dla potwierdzenia tej tezy prezentując modele programowania 
całkowito-liczbowego podamy bardzo proste przykłady.
Przed opisem znanych modeli przypomnijmy założenia dotyczące 
działania operatorów:

- operatory należące do jednej warstwy działają kolejno,
- każde dwa operatory T , i T , działają kolejno,pj-i pA2
- Jeśli operator T , może działać współbieżnie z dwoma

piAi
T , i T , , to działa on z tym dla którego wartość 

P2 2 _±p3 3
funkcji Jest mniejsza,

MK
W większości modeli, które zostaną tu zaprezentowane dokonuje 
się następującego zabiegu:
Wybiera się liczbę T, o której wiadomo, że:

T > oC
Liczbę taką nietrudno wyznaczyć biorąc dla przykładu:

T = £  H h (T ,).
P 1 P

Przyjmuje się przy tym, że każda z liczb H(T Jest całko
witą, Jak wynika z przykładów przedstawionych w rozdziale 
poprzednim nie Jest to zbyt silne ograniczenie. Wystarczy 
bowiem zauważyć, że Jeśli tylko żadna z liczb nie Jest nie
wymierna to poprzez zmianę Jednostki uzyskać można ich całko- 
witoliczbowość, a niewymierność liczb H(T j) jest zapewniona 
w sposób naturalny z warunków zadania. Następnie wyznacza się 
największy wspólny dzielnik liczb H (Tpi)» oznaczmy go r* •



107

Liczba T na osi wartości funkcjonału wyznacza pewien
punkt. Odcinek [o ,t ] dzieli się na t jednakowych odcinków 
o flługości r* każdy. Kolejne odcinki otrzymane z tego po
działu ponumerujemy liczbami od 0 do t-1. Następnie przyj
muje się za jednostkę r* i w  tych jednostkach wyraża się 
liczby H(Tpl).

Jako pierwszy przedstawimy model Bormana.

3.3.1. Model Bowmana

Model ten skonstruowany został przy następujących założe
niach:

\/s€. N ff(sl = {m  x lj 

lub inaozej:

- Vi e k U  (J(m,l) ={s}= fl U(m,l) .
M M

- dla każdego p £ M  dana jest funkcja sterująca pa
Jest to więc zadanie typu D, sformułowane w rozdziale pierw
szym. Wprowadzimy teraz zmienną x zdefiniowaną jak nastę-spr
puje:

jeśli operator Tp  ̂ działa w warstwie 
s-tej i w r-tej jednostce.

spr
o w przeciwnym przypadku.

Zwróćmy od razu uwagę na to, iż wobec pierwdzego założenia 
zmienna jcgpr może być równa i tylko wówczas, gdy:

17 patrz diagram Gantta
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lub inaczej
ur (p, 1) = s

Tpl 6 zs

Innymi słowy wprowadzimy tylko takie zmienne x . które speł- 
nlają powyższy warunek.
Z założenia tego wynika Jeszcze i to, że działanie zbioru 
operatorów Jest działaniem k-równoległym.
Po to by prościej przedstawić warunki ograniczające modelu 
przyjmijmy następującą umowę:

T i € Za pl s

-i

T_ , . G Zo Ą p,l—i s—i

-i
O L  (t p ,i- 0  ■ c L  (Tpi) - 1 •
pK pK

Umowa powyższa znaczy tyle, że warstwy operatorów dla każdego
p są ponumerowane zgodnie z wartościami funkcji oC 
Warunki modelu przyjmą teraz następującą postać:

-1
pK

B.i

H (Tp,l-l)xspr ^  Z__. ~s-i,p,d
r-i

d=0
P =
S — 2 | 3 | « e e y J C

r - H(Tp,i-i^ H (TP,i-i)+1-
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t-1
£  xspr “ H (Tpl) 
r=0

p ~ l|2ft««|is
s = 112|« • • |k(

B*3 t-1
Hl V > xspr " H (Tp l K , p , r +l + £  *spd 4: “( V ) ’

d=r+2

p = i j2 j «,,|S
s = 1,2,.•«,k 
r = 0,i,...,T-H(Tpl).

B.4

X > s p r
P=1

s — 1,2,...,k 
r = 0,1,...,t-1.

B.2

Przy tak sformułowanych warunkach należy wyznaczyć minimalną 
wartość T. Omówmy teraz znaczenie poszczególnych ograniczeń 
powyższego modelu. Warunek B.l zabezpiecza nienaruszalność 
wartości żadnej z funkcji o£pg« Wystarczy bowiem zauważyć, 
że Jeśli *Spr = t0 znaczy operator Tpl w s-tej warstwie 
działa w r-tej Jednostce to w warstwie poprzedniej musiał 
działać operator i działanie to miało trwać przez
h (t i i) Jednostek.P 9
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Warunek B.2 jest równoznaczny z żądaniem by dla każdego ope
ratora Tpl w rozwiązaniu przeznaczyć H(Tpl) jednostek.

Warunek B.3 wynika z założenia, że zbiór operatorów jest 
dobrze określony, tzn. jeśli działanie operatora rozpoczęło 
się w jednostce r-tej to musi byó zakończone po upływie H (Tpl) 
jednostek.
Ostatni z warunków wynika z założenia o szeregowym działaniu 
operatorów w warstwie. W danej warstwie i danej jednostce 
nie mogą działać dwa operatory.
Jak wygląda zastosowanie tego modelu w zadaniu praktycznym 
zobaczymy na następującym przykładzie.

Przykład 

Dane:
zbiór operatorów: {Tii,Ti2*T2i»T22}

i.i 1,2 2,i 2.2
i 4 5
2 3 6

° ^ 2 K ^ - T22

< 4  K (2)= T12 ° ^ 2 K ^ = T2i

czyli:

Tn  € zi 1 T2ić Zi

T12 fe Z2 1 T22 ^ 22
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Przyjmijmy T = 13
Zmienne x ^ r dotyczyć będą warstwy pierwszej i operatora T^, 

Zmienne x^2r dotyczyć będą warstwy pierwszej, operatora T2 ,̂ 

Zmienne *2ir d0*yczyć będą warstwy drugiej, operatora Ti2, 

Zmienne x22r dotyczyć będą warstwy drugiej, operatora T22 

zaś r = 0,1,,.,,12.
Zadanie będzie teraz miało następującą postać:
Wyznaczyć zmienne które spełniają następujące w arunki:spr

B.i

4x214 4  XliO+Xiii+XI12+Xil3

4x2i5 ̂ Xli0+Xlil+ . . .  .

4x2i6 ̂ XliO+Xiii+ * * * +Xii5

4x217 ̂  Xil0+Xiii+ • * • • +Xli6

4x2i8 ̂  xiiO+xiil+ « • • • •

4x219 xli0+xlii+ • • a • • • +X118

6xi26 ^  X220+X22i+X222+X223+X224+X225

6xi27 ̂  X220+X22i+ * * ............ +x225+x226

B.2

xiiO+xlll+ ' * *

X120+X121+ * * * 

x2i0+x21i+ # * *

X220+X22l+ *

* +Xil,i2 = 4

* +Xi2,12 = 5

* +X21,12 = 3 

* +X22,12 = 6
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B.3

4X110"4X111+X112+X113+ * * * +X11,12 ^

4X111“4X112+X113+X114+ * * * +Xii,12 ^

4xil2~4x113+xii4+x115+ * • * +X11,12 ^

4X113“4X114+X115+X116+ * * * +X11,12 ^

4x114~4x115+x116+x117+ * * * +Xii ,12 ^

4X115"4X116+X117+X118+ * * • +X11,12 ^

4X116"4X117+X118+X119+ * * * +Xli ,12 ^

4X117~4X118+X119+X11,10+.* * * +X11,12 ^

4X118"4X119+X11I10+X11,11+X11,12 ^

4X119“4x11,10+X11,11+X11,12

5X120*“5X121+X122+X123+ * * * +X12,12 ^

5X121"5X122+X123+X124+ . . * +X12,12 25
5X122“5X123+X124+X125+ * * * +X12,12 ̂

5X123"5X124+X125+X126+ * * * +X12,12^

5X124”5X125+X126+X127+ * * • +X12,12^

5X125”5X126+X127+X128+ # * • +X12,12^

5X126“’5X127+X128+X129+ * # +X12,1255

5X127“5X128+X129+X12,10+* * ’ +X12,12^

5x128”5x129+x12,10+X12,il+X12 ,12 ^

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

5

5
5

5

5

5

5

5

5
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3x 210t3x 211+X212+X213+ • e W +X2i,12

3X211"3X212+X213+X214+ # • • +X21,12

3X212“3X213+X214+X215+ # • ♦ +X21,12

3X213"3X214+X215+X216+ e e • +X21,12

3X214‘3X215+X216+X217+ e e • +X21,12

3X215"3X216+X217+X218+ • e • +X21,12

3x216~3X217+X218+X219+ e e • +X21,12

3X217"3X218+X219+X21,10+* # • +X2i,12

3X218"3X219+X21,10+X21 , n +x21,12

3X219“3X21,10+X21,11+X21,12

3X21,10”3X21,11+X21,12

6x220~6x22i+x222+x223+ • • • +X22,12

6x22l“6x222+x223*x224+ • • • +X22,12

6X222“6X223+X224+X225+ • • • +X22,12

6X223“6X224+X225+X226+ • e • +X22,12

6x 224*“6x 225+X226+X227+ • • W +X22,12

6x 225"6x 226+X227+X228+ • • • +X22,12

6x 226“6x227+X228+X229+ • ♦ • +X22,12

6x 227“6x 228+X229+X22,10(+x22, 11+X22,12

3

^  3 
$  3 

3

3

^  3

^  3 

^  3

3

^  6

^  6 

^  6 

6

^  6 

<  6
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B.4

*110 + X120 ^1 X210 + X220 ^ 1

xlil + X12i ^  i X21i + X22i ^

X112 + X122 < 1 X212 + X222 $  1

X113 + X123 $  i X213 + X223 ^  1

X114 + X124 ^  1 X214 + X224 55 1

X115 + X125 ^  1 X215 + X225 S  1

X116 + X126 ^  1 X216 + X226 55 1

X117 + x127 ^  i X217 + X227 5  1

X118 + X128 ^ 1 X218 + X228 ^  1

X119 + X129 i X219 + X229 ^

xu , 10 + X12,10 ^  1 X21 10 + X22,10 S?1

Xii, ii + X12 , 1 1 151 X2i, 11 + X22,11 «= 1

XH , 12 + X12,12 ^  1 X2i» 12 + X22,12 ^ 1

i minimalizowały wartość T. Co jest równoznaczne z minimali
zacją t.
Rozpatrzmy dwa rozwiązania przedstawione w poniższej tabeli:
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\s»p I II
r \ 1.1 1,2 2,1 2,2 1.1 1,2 2,1 2,2

0 1 0 0 i 0 0 0 i
i 1 0 0 i 0 0 0 1
2 1 0 0 i 1 0 0 i
3 1 0 0 i 1 0 0 1
4 0 0 0 1 i 0 0 1
5 0 0 0 1 i 0 0 i
6 0 1 i 0 0 0 0 0
7 0 i 1 0 0 0 0 0
8 0 i i 0 0 1 0 0
9 0 1 0 0 0 i 0 0

10 0 i 0 0 0 1 1 0
li 0 0 0 0 0 1 1 0
12 0 0 0 0 0 i 1 0
13 0 0 0 0 0 0 0 0

Łatwo sprawdzić, że w powyższej tabeli przedstawione są roz
wiązania dopuszczalne zadania tzn., takie, które spełniają 
układ równań i nierówności B,i - B.4 . Jednak dla pierwszego 
wartość T wynosi 11, dla drugiego zaś 13, co oznacza, że 
pierwsze rozwiązanie Jest lepsze.



- 116

3.2«2. Model Jankowskiej-Zorychty I

Model ten zbudowany został przy następujących założeniach

- dla każdego p€ M dana Jest funkcja sterująca o£pK,

- 3s £ N A D C K  ; f(s) ={m  x  d }  ,

- 3p £ M, 1€K; iO'(p,l)= Npl A card(Npll > 1.

Ostatnie założenie można sformułować nieco inaczej: 

3 p € M A l £ K  ; card(T)1) > 1.

Ponadto przyjmuje się,że:

H (Tpls^= h (t dla każdego s^,s2€U(p, 1^.

Gdyby nie to ostatnie założenie, zadanie to byłoby zadaniem 
typu C, sformułowanym w pierwszym rozdziale. Jeśli się zaś 
uchyli to założenie, to proponowany model musi ulec pewnej 
modyfikacji.
Podobnie jak i w modelu poprzednim przyjmijmy następującą 
umowę:

-1 -1
o L (Tp 1_i) = cL ±pg ' Pr1"1 nir PApK

Warunki zadania wówczas przyjmują następującą postać:

J.i
1-1 ,c Cfcc3(p, 1-1)

r-i
' xcpd»

d=0

st tf(p, l) 
p = 1,2,...,m

gdzie:
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1 -  1)2,,.. ,k

1 -  H< W *  BtW ł  1....... plsJ
J. 2 E t—1

Es r=0 xsor H (Tpls)

p = 1,2,..., m 
s € Npl.

J.3

H <Tpl.> xs,p,r+l “ xspp 5
H (Tpls) --1

Jd=l sp,r+d .

r = 0,1,...»T—H(Tplg  ̂

3 « Npl
P = 1,2,...,m .

J.4

Y Z  xspr ^  1

SĆ,Npl»
r —- 0,1,..., t—1.

Znaczenie poszczególnych ograniczeń jest takie samo jak w mo
delu Bowmana.
Dla demonstracji tego modelu posłużymy się przykładem z po
przedniego zadania uzupełniając dane tak, by spełniały założe
nia wymienione na wstępie.



- ii8 -

Przykład:

Dane:
rodzina operatorów {^±±» ^12*

}

H(e)=
1,1 1,2 2,1 2,2

i 4 5 6
2 4 3 6

ll3

°^2K ̂  "
°CiK (2)- T12 oC2K(2) = rJ22

Mamy zatem:

^il = {Tiii,Til2j 

J12 ={T122}

"̂ 21 = {T2ii}

^22 -{T22i»T222}*

Przyjmijmy jak poprzednio T = 13. W powyższym przykładzie mamy 
potencjalną możliwość zaliczenia do warstwy pierwszej operatory:
Tiii’ T211» T22i> d0 druSieJ zaś operatory: T1±2, T122, T222# 
Zmienne x^ r dotyczyć będą warstwy pierwszej i operatora T

zmienne x^2r dotyczyó będą warstwy pierwszej i operatora T211,

zmienne x13r dotyczyć będą warstwy pierwszej i operatora T22 ,̂

zmienne x2±r dotyczyć będą warstwy drugiej i operatora T112,

zmienne x22r dotyczyd tędą warstwy drugiej i operatora T122,

zmienne x23r dotyczyć będą warstwy drugiej i operatora T222*
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Zadanie teraz Jest następujące:

Wyznaczyć zmienne x ; s=l,2, p=i,2,3, r=0llf2l...,13f0̂1 A
które minimalizowałyby T i spełniały następujące warunki:

J.l
4x224 ^  Xii0+Xlli+* *•+Xii3+X2iO+* * *+X213 

4x225 ^  XliO+* * *+xli4+x210+*•*+X2i4

4x229 XiiO+ +X118+X210+ ••• +x218

5xi35^LX120+ +X124
5x136 ^  xi20+ * * * +x125

5x138 ^  X120+ •** +X127 

5x2 3 5 X120+ •** +Xi24 

5x236 ^ X120+ **• +X125

5x238 X 120+ +x127

X110+Xiil + +Xil,13+X210+X21i+ +x2i,13 = 4 

X220+X221+ + X22,13 = 3 

X120+Xi2i+ + X12,i3 = 5 

x130+x13l+ + Xi3,13+X230+X231+ ••• +x23,i3 = 6



120

4 klirtlO) ̂ Xiil+X112+X113+X114 
4 (X112”Xlll) ̂  X112+Xil3+X114+X115

4 (xll,10“x119)^Xll,10+Xil,ll+Xlit12+Xil,13

5 (X121~X120̂  ̂  X121+X122+X123+X124+X125

5 (Xi 2 9"X12 8 ^  X12 9+Xl 2, i 0+Xl 2, i 1+X12,12+Xl 2,13

6 ̂X12i"X13o) < X131+X132+X133+X134+X135+X136

6 (X138~X137̂  ̂  X138+X139+X13,10+X13,11+X13,12+X13,13 

4 ̂X21l“X2 1 0 ^  X211+X212+X213+X214

4 X̂2 1 , 10“ X21 9̂  ^  X2 1 , 10+X2 1 , i i +X2 i , 12+X2 1 ,13  

3 (x 2 2 l " X220^ ^  X2 2 l +X222+X223

3 ̂X21 * 

6 (X23i

U -x21,lo)<*

-x23o)£  X231
21,11

+X232
+X21,12+X21.13
+X233+X234+X235*X236

6 ̂x238“x237) X238+X23 9+X23,10+X23,ll+X23,12+X23,13
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X110+X120+X130 1

Xill+X12i+X13i ^  1
•
•

X11,13+X12,13+X13,13
•

1

X210+X220+X230 1
•
•
•

X21,13+X22,13+X23,13 <  1

Rozpatrzmy następujący układ liczb:

N^,P
r n .

1,1 1,2 K co to H- 2,2 2,3

0 0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0
2 0 1 0 1 0 0
3 0 1 0 1 0 0
4 0 1 0 0 1 0
5 0 0 1 0 1 0
6 0 0 1 0 1 0
7 0 0 1 0 0 0
8 0 0 1 0 0 0
9 0 0 1 0 0 0

10 0 0 1 0 0 0
11 0 0 0 0 0 0
12 0 0 0 0 0 0
13 0 0 0 0 0 0
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Łatwo sprawdzić, że układ ten Jest dopuszczalnym rozwiązaniem 
naszego zadania.

3.3.3. Model Jankowskiej-Zorychty II

Drugi model zaproponowany przez autorkę, zbudowany jest 
przy tych samych założeniach dla jakich zbudowano model Bow- 
mana. Warunki tego modelu mają następującą postać:

JII.l r-1

d=0

p — 1,2,...,m
s — 1,2,...,k

i • • • *

JII.2
t-i

xspr
r=0

p — l,2,...,m
s = 1.2 i • • •»k

KII. 3

p — 1,2,.•,,m
s = i , 2, •..,k
r = 0,l,?,,,T-H(Tpl).
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JII.4
m

£ Z xSpr * *
P=1

s = 1,2,... ,k 
r — 0|1|•>i|t—1 .

Jak widać warunki JII.l, JII2, JII.4 są identyczne Jak 
warunki B.l, B.2, B.4 w modelu Bowmana. Warunek JII.3 jest 
natomiast szczególnym przypadkiem warunku J.3, który to przy
padek otrzymuje się uwzględniając założenia modelu JII*
Jak funkcjonuje ten model pokażemy na przykładzie zadania 
rozpatrywanego przy modelu Bowmana, przy czym wypiszemy tylko 
warunki JII.3 gdyż pozostałe są identyczne z warunkami B.l, 
B.2, B.4.

JII.3

4 x̂ili“xllo) Xlll+Xli2+X113+Xii4

4Cxiia-xiii) xli2+x113+x114+xii5

4 X̂il3“Xii2) xii3+xii4+xii5+xil6

4 (X114~Xli3) x114+xli5+xil6+xii7

4(X115“Xil4^ xli5+xli6+x117+xii8

4 (xli6”xii5* C$1 Xli6+X117+Xii8+Xii 9

4 (xii7“xii6̂ Xii7+Xil8+Xii9+Xii,10

4(xli8”xil7^ Xii8+Xii9+Xil,i0+Xii,ii

4 (xli9"xil8) Xil9+Xll,i0+Xil,li+Xii,12

4 x̂li,i0"xil9W xli,10+xll,il+xii,12+xii,
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5 (x12i“x120) 4 X12i+X122+X123+X124+X125

5 ̂X122“X121) 4 X122+X123+X124+X125+X126

5 (X123-X122i 4 X123+X124+X125+X126+X127

5 ̂X124™X123^ 4 X124+X125+X126+X127+X128

5 ̂X125“X124^ 4 X125+X126+X127+X128+X129

5 ̂X126“X125^ 4 X126+X127+X128+X129+X12|10

5 (X127”X126^ 4 X127+X128+X129+X12,10+X12,11

5 (X128~X127* 4 X128+X129+X12,10+X12,ll+X12,12

5 (X23 9“X128^ 4 X129+X12,10+X12,il+X12,12+X12,

3 ̂X21l“X210^ 4 X2ii+X212+X213

3 (X212“X211̂ 4 X212+X213+X214

3 ̂X213"X212^ 4 X213+X214+X215

3 X̂214"X213) 4 X214+X215+X216

3 (X215~X214) 4 X215+X216+X217

3 CX216“X215^ 4 X216+X217+X218

3 (X217~X216^ 4 X217+X218+X219

3 (X218“X217^ 4 X218+X219+X21,10

3 ̂X219*“X218^ 4 X219+X21,10+X21,

3 (X2i,10“X219^ 4  X2i,10+X21fll+X21,12 

3 (X2i , ll"X21,1 0 ^ X21,11+X21, 12+X21,13
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6 ̂x22i”x220^ X22i+X222+X223+X224+X225+X226

6 ̂X222“X22i) X222+X223+X224+X225+X226+X227

6 ̂X223“X222̂ X223+X224+X225+X226+X227+X228

6 ̂ X224“X223* X224+X225+X226+X227+X228+X22 9

6 ̂X225"X224^ X225+X226+X227+X228+X229+X22,10

6 ̂X226*'X225^ X226+X227+X228+X22 9+X22,10+X22,11

6 (X227“X226^ X227+X228+X229+X22,10+X22,il+X22,12

6 ̂X228"X227^ X228+X22 9+X22,10+X22,il+X22,12+X22,

Rozwiązania dopuszczalne podane przy modelu Bowmana spełniają 
również powyższe warunki.

3.3,4. Model Manne*a

Model ten zbudowany został przy tych samych założeniach 
Jak i model Bowmana czy też Jankówsklej-Żorychty II, wobec 
czego założeń tych nie będziemy przytaczać.
Autor wprowadza zmienną x , którą definiuje jako numer jed-sp
nostki, w której operator Tpl rozpoczyna działanie w s-tej 
warstwie.
x zatem mogą przyjmować wartości 0,l,..,,t-l, sp
Warunki modelu przyjmują następującą postać:

xsp - *s-i,p >  H (Tp,l-l)

P =
s = 2|3|•••

U.l
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M.2

xsp - *sr > H (Trl^ lul> xsr - *sp >  H (Tpl'>

s —
r = 1,2,...,m 
p = l,2,...,m •

Ponieważ dla zadania programowania liniowego nie można wpro
wadzić warunku alternatywnego typu M.2, autor wprowadza 
zmienną ygpr równą Jeden lub zero*
Warunek M.2 można zapisać przy użyciu tych zmiennych w postaci 
dwóch następujących:

U.2> (T ♦ H(Tpl))yspr + (xBp - xsr) 9  H(Tpl)

(t + H(Trll) (l - ,spr)+ (*sr - (Trl)

dla obu warunków:

s = 1|2| • • • ̂lc 
p = l|2|***|in 
r = »|01 #

M# 3

v + H <TPil « T '
p = 1,2,..,,m
s = i,2,... ,k

T ^ T  .

Omówmy teraz znaczenie poszczególnych ograniczeń w powyższym 
modelu. Warunek M.l zabezpiecza by rozwiązanie nie naruszało 
wartości funkcji sterującej oCpg, gńyż przypomnijmy, że:
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t_ •, Ą e  ,p,1—1 s—i

t , e. zapl s

-1 -1

° ^ K
- cć (Tpl) - 1 .pK

Warunek M#2 żąda aby operatory należące do jednej warstwy 
działały szeregowo, przy czym momenty rozpoczęcia działania 
operatorów i Tr  ̂ były odległe od siebie co najmniej
o wartość H(Tp^) lub H(Tr )̂ w zależności od tego, który 
z nich ma działać wcześniej.
Omówmy teraz warunki M.2* i M,2%  ̂ oraz sens zmiennej y .spr
Zwróćmy uwagę na oczywistą nierówność:

lx - X I < T l sp sr*
wynikającą z określenia T. Jeśli O i H(Trl)/ O
to:

x„„ - x „ =/ 0 sp sr

gdyż gdyby było inaczej to zmienna y w M.2* musiałabysp r
Przyjąć wartość Jeden, zaś w M.2 wartość zero. Co zresztą 
byłoby sprzeczne z założeniem o szeregowym działaniu opera
torów w warstwie.
Xgp - xsr mogłoby byó równe zero tylko wówczas gdy Jedna 
z liczb: H CTpi) lub H (Trl^ byłaby równa zero.
Jeżeli:

xsp sr >  0

to yaTkł. w M.2' może przyjąć wartość zero lub Jeden, zaś spr
w M.2''tylko wartość zero. Tak więc Jedyną możliwą wartością
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Jaką może przyjąć zmienna y w tym przypadku byłoby zero,bp r
Jeżeli natomiast:

xsp sr <  O

to z tych damych powodów zmienna y może przyjąó wartośćspr
Jeden, Z powyższych rozważań wynika, że:

y spr

1 Jeśli w s-tej warstwie operator T j 
poprzedza operator Trj.

0 w przeciwnym przypadku.

Warunek M,3 Jest Jednocześnie keyterium optymalizacji, gdyż 
żąda by h (tmk^ j<T/ i T* należy zminimalizować,

cC
Zobaczmy Jak funkcjonuje model Manne*a w konkretnej sytuacji 

na przykładzie zadania rozpatrywanego przy modelu Bowmana, 
Przypomnijmy ten przykład.

Przykład

Dany jest zbiór operatorów {Tll»T12»T2i»T22 }

OĆ1K 00- T±1 °^2K ^ “ T22
0 1̂K (2)= T12 °^2K 2 = T21

Przyjmijmy T = 13,
Zmienna x d o t y c z y  pierwszej warstwy i operatora T^.
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Zmienna xi2 dotyczy pierwszej warstwy i operatora T2i. 

Zmienna x21 dotyczy drugiej warstwy i operatora T12. 

Zmienna x22 dotyczy drugiej warstwy i operatora T22# 

Dla naszego zadania warunki modelu są następujące:

M. 1
21 " xil > 4

12 “ X22 > 6

(13 + 5) y112 + (x±± - x12>) ^  5 

(i3 + 4)y121 +(x12 - x1±) ^  4 

(i3 + 3) y221 +(x22 - x21  ̂ ^  3

O -3 + 6) y212 + (x21 " X22  ̂^  6

M.2"
( l3  + 4) Cl -  y 112>) + (x12 -  x 1±) ^  4

( i 3 + 5) ( i  -  y ±21) + (x±1 -  x±2) ^  5

( i 3 + 6) ( i  -  y 22±) + (x2± -  x2J  >  6

(l3  + 3) ( i  -  y 212) + (x22 -  x 21) ^  3

M.3
x i i  + 4 ^ 13

X12 + 5 < T% ̂ 13
X2 i  + 3 ^  t '  < 1 3

X22 + 6 ^ T* -S 13
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Zobaozmy teraz dwa rozwiązania, które są zresztą identyczne 
z rozwiązaniami dopuszczalnymi modelu Bowmana:
I.

X11 = 0 *121 " 0

X12 = 6 *112 “ 1

X2i = 6 *22i = 1

X22 = 0 *212 = 0
II.

* n  - 2 *121 =
0

*12 “  8 *112 =
1

*21 “  10 *221 =
1

*22 =  0 *212 =
0 .

Jak łatwo sprawdzić obydwa rozwiązania są dopuszczalnymi 
sprawdzają ograniczenia M.l - M.3 , przy czym pierwsze 

z nich daje mniejszą wartość t'• Dla pierwszego bowiem mamy 
t'= li dla drugiego zaś t'= 13.

Porćwnująo prezentowane modele na przykładzie bardzo pro
stego zadania można stwierdzić, że model Manne*a Jest naj- 
ekonomiczniejszy w sensie rozmiarów otrzymanego zadania. Sąd 
taki można znaleźć w literaturze1 .̂

Jak Już powiedziano poprzednio model Mannę*a opisuje zada
nie typu D sformułowane w rozdziale pierwszym. Jednak Jak 
wynika z rozważań przeprowadzonych w rozdziale drugim w kon
kretnych sytuacjach spotyka się zadania, które mogą być od
mianami zadań wyszczególnionych w rozdziale pierwszym.
Opatrz Korbut A.A., Finkelsztejn J.J. "Programowanie 
dyskretne", str.66
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Model Mannę a po pewnych modyfikacjach dokonanych przez 
autora modelu obejmuje wiele z tych zadań. Omówimy je kolej
no. Przypuśćmy, że dla pewnego podzbioru T «■ zbioru opera

i 2
torów Tmk- dane są dwie funkoje sterujące i *

pK pK
przy czym:

dla

1 2
oC ( O  = c£ (i)pK pK

i = 1 } 2 | | C“11 C + l | # # •

dC w -pK pl,

o T  M -
pK

Tpl, 1/

Wówczas warunek M.l zamienia się na dwa warunki:

M.la

xsp - XSlP >

*sp ■ XS2P ^  H '̂rpl2^

gdzie:

(TPi)= c L  f o i . )
pK * 1

i

Odpowiada to sytuacji gdy detal p
1 poddany operacji 1  ̂ lub

może byó przed operacją
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2_1 2” 1

qL 1 oL (Tp i J  “ 1 *
pK pK  2

€  z ssi

^ 2 €. z s S2

V £  V

Inny wariant tego typu warunków uzyskać można, jeśli założy 
się, że działanie operatora T  ̂ powinno rozpocząć się po 
upływie d jednostek od momentu zakończenia działania ope
ratora T , .. Wówczas warunek M. i przyjmie postać:P f x
M.lb

n = H(T , .) + d . sp s-l,p v p,l-iJ

Można również nałożyć warunek na to, by działanie operatora 
T  ̂ zakończyło się nie później niż w d-tej jednostce.
Warunek M.l przybierze wówczas postać:

M.lc

*sp + H (Tpl) 4  d*

Do modelu można również wprowadzić założenie żądające by 
w danej warstwie w każdej jednostce działał jakiś operator^. 
Warunek ten wprowadza się do modelu w postaci równości w M.2 
dla tych warstw dla których założenie to ma być spełnione.

Można również w modelu uwzględnić założenie, że dla określo
nego p, w każdej jednostce z przedziału [o, SH(Tp^) - 1^

/ w zadaniach z organizacji produkcji odpowiada to założeniu, 
że niektóre stanowiska muszą pracować bez przerw.

1 /
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działa operator ze zbioru T v. Warunek ten wprowadza siępa.
do modelu w postaci równości w M.l dla tych p, dla których 
to ma byó.

3.3.5. Model Wagnera

Model ten został skonstruowany przy założeniach takich 
samych dla jakich opracowano model Bowmana, przyjmując przy 
tym dodatkowo, że:

Y p ^  M,p2€ M oC (i) = A w -

Mówiąc inaczej, dla każdego p funkcje sterujące °^p£ S£*
identyczne w tym sensie, że operator T Ł działa jako i-ty 
z kolei. Wobec tego można przenumerować elementy zbioru K 
tak, aby:

oi (i) =pK
TPi

a wobec tego, że:
03(p,l)= {sl 

TT (s) = (p,ł)

po takim przenumerowaniu uzyska się to, że:

TPl Zn #

Zauważmy, że przy tych założeniach zadanie sprowadza się do 
wyznaczenia funkcji sterującej o£^, tzn. funkcji ustalającej 
kolejność działania operatorów TMi, czyli w warstwie pierw_ 
szej, (lub dowolnej innej) gdyż w pozostałych warstwach ko
lejność ta jest taka sama. Wprowadźmy wobec tego oznaczenia:
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OV_

jeśli operator T  ̂ działa w warstwie 
jako i-ty z kolei, 
w przeciwnym przypadku*

w . - jednostka w której i-ty z kolei operator rozpoczy-
S  X

na działanie w s-tej warstwie,
r . - ilość jednostek jaka dzieli w warstwie s-tej moment si

rozpoczęcia działania operatora 1+1 od momentu
zakończenia działania operatżra i-tego,

z . - ilość jednostek jaka dzieli moment zakończenia si
działania i-tego operatora w warstwie s-tej od 
momentu rozpoczęcia działania tego operatora 
w warstwie s+l-szej.

Znaczenie poszczególnych symboli można zobaczyć na poniższym 
diagramie:

U  i ■ ■■» I ■ i-------------------
wil W12 Wi3 zJO

r21
W2i W22 W23 Z23

. f31
W31 W32

Ograniczenia modelu są następujące:

"si - "s,i-i + E  H <TpS,XP,i-l + rs,i-l
p=i

s = 1 1 2 1  • • • | Ic 

i = 213 | t • |
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w .  = w„ . . +> H (T „ ,) x . + z„ . .s i  s - i , i  L_i '  p , s —1/ p i  s—1 ,1p=l
s — 2,3|i««|k 
i = 1,2,...,m

W. 3
m

E  v  - 1
P=1

i = l,2,«.,,m

W.4
m

E L  v  - 1
i=i

p = l,2,...,m

Warunki W.l oraz W.2 są równoważne warunkom następującym 

W.5
m

£ H(Tp,s-l>XPi + zs-i,i +rs-l,i-i-zs-l,i-i-r8,l-i-
P=1

m
- E  h (tp s )x Pi1_1 =  o

P=1

s = 2|3|««i|k  

i = 2|3|«»»|1D

Przy tych warunkach należy zminimalizować; 

m m-1 m k-1

S h (v + 5  5  v  h ( * p i ) -
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Podobnie jak i w modelu Mannę'a tak i tutaj można wprowadzić
dodatkowe założenia, wynikające z konkretnej sytuacji.
Dla przykładu można dołączyć założenie o tym, by w danej
warstwie np. ŝ  w każdej jednostce działał pewien operator.
Założenie to wprowadza się do modelu przyjmując r_ = 0 dla

S1
każdego 1 oraz dla tych ŝ , dla których to założenie ma 
byó spełnione.
Można również wprowadzić założenie, że operatory TpK muszą 
działać w sposób ciągły. Założenie to wprowadza się do mode
lu przyjmując w odpowiednich równaniach M.2 zgi = O.

Wymieniliśmy tu przykładowo dwie modyfikacje modelu Wagne4 
ra, ale jak nietrudno się zorientować, modyfikacji tych może 
być więcej; tak samo zresztą jak i pozostałych modeli. Mody- 
fikaoje te zależeć będą od konkretnego zadania, które trzeba 
rozwiązać.

3.4. M e t o d y  p o d z i a ł u  i o g r a n i c z e ń

3.4.1. Idea metody podziału 1 ograniczeń

Metoda podziału i ogranlozeń (ang. Branch and Bound) Jest 
Jedną z najogólniejszych metod rozwiązywania zadań programowa
nia matematycznego, nic też dziwnego, że znalazła zastosowanie 
w rozwiązywaniu zadań sekwencyjnych. Właściwie jest to pewien 
sohemat postępowania, którego konkretne postacie umożliwiają 
rozwiązywanie różnego typu zadań.

Poszukiwanie optymalnego rozwiązania prowadzone według tego 
sohematu polega na tym, że zbiór rozwiązań dopuszczalnych za
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dania dzieli się na coraz mniejsze podzbiory, przy czym ist
nieje sposób pozwalający na eliminowanie z dalszych rozważań 
podzbiorów, które są mniej perspektywiczne z punktu widzenia 
istnienia ekstremum, W praktyoe zabezpiecza to całkowicie 
przed kombinatorycznym przeglądem wszystkich rozwiązań do
puszczalnych.
A oto idea metody podziału 1 ograniczeń.
Zadanie, które należy rozwiązać Jest następujące:

Wyznaczyć minimum funkcji f(x) przy warunku:

X € D,
gdzie D Jest ustalonym zbiorem.

Lemat 3.1
AC D, BCDABCA a = min f(X̂  min f (X)= b.X£A XćB

Dowód
Załóżmy, że Jest inaczej tzn. a > b. Wówozas punkt 

X0€. b taki, że b = f(X0") byłby, wobec zawierania się zbioru 
B w zbiorze A punktem minimalizującym f na zbiorze A 
co Jest sprzeczne z założeniem.

Definicja 3.1
Liczba G(a) nazywa się wartośoią graniczną funkcji f 
na zbiorze A c D (krótko wartością graniczną), Jeśli:

G (A)< f(x) dla X £ A.

Procedura znajdowania rozwiązania optymalnego za pomocą metody
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podziału i ograniczeń Jest następująca:
1° Wyznaczamy G(D) * Jeśli znajdziemy takie X° 6 D, że:

f(X°)= G(D)
to X° Jest rozwiązaniem optymalnym, ponieważ z defi
nicji:

G(D) ^ f ( x )  dla każdego X(D,
Jeśli nie udało się znaleźó takiego X° , to:

2° a/ dzielimy zbiór D na r̂  takich podzbiorów, że:

D - U 1 Di • 
i=l

Podział ten nazywamy podziałem pierwszego rzędu* 
Obliczamy g (d )̂ dla każdego i, przy czym Jeśli dla 
pewnej J (i ̂  J < r^ Dj Jest zbiorem pustym, to 
przyjmujemy:

g Id J) + OO ,

b/ wyznaczymy:

min g(d*)= g (Ds). i 1
Jeśli istnieje taki punkt X*e D, że:

f(X1)= g (dJ)
to X Jest rozwiązaniem optymalnym* Wtedy bowiem:

f  (X1) 4 g (dJ)  ̂ f  (x)

dla Xś D* i - i,2,**.,r^
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A więc:
f  (X1) ^  f ( x )  dla X €  D,

Jeśli nie znajdzie się punkt X1 o żądanych wlasnośclaoh, 
to:

3° Dzielimy zbiór D* na podzbiory:s

» i  ■ u  » i #1i*i

i zmieniamy Indeksy zbiorów w sposób następujący:

Di ■ Di » D2 “ D2 » Ds,i “ Dk * Ds,2,1 -2 s,l

— d 6 nA — d ¥)■*■ — t)
~ uk+i» •••» us,n k̂+n* •••* r± u r2 .

Otrzymaliśmy podział rzędu drugiego:

U Ą
i=i

oDalsze postępowanie polega na znalezieniu zbioru Dj, dla 
którego wartość graniczna g (Dj ) Jest najmniejsza, a więc 
obliczamy:

min G (dJ) i ■ 1,2,..•,r2 

i przechodzimy do punktu 2b#
Wobec lematu, dzieląo zbiór D na podzbiory D^,..*^ w taki 
sposób, że: p

d'«= U  D*
i=l
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otrzymamy:
o (d ‘)^.g (d').

Stąd wniosek, w procesie podziału zbiorów wartości graniczne 
będą rosły a ściślej mówiąc nie malały. Szybszą zbieżność 
algorytmu można zapewnić, Jeśli wartość graniczną tak się 
zdefiniuje, że:

Poniższy graf prezentuje kilka kroków prooedury podziału 
zbioru D.

Jak wynika z opisu, efektywność metody zależy od sposobu po
działu zbioru D na podzbiory oraz od wartości granicznej G.

Należy zwrócić uwagę na pewną trudność na Jaką można na
potkać przy próbaoh rozwiązywania zadań programowania sekwen
cyjnego metodą podziału i ograniczeń. Trudność ta polega na 
tym, iż z góry nie wie się przy którym podziale napotka się 
taką wartość:

g (51) > g (d*).

®
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tzn. rozwiązanie zadania. Ma to niebagatelne znaczenie przy 
maszynowej reallzaojl tego algorytmu. Wchodzi tu bowiem w ra
chubę problem organizacji pamięci, a ponadto przy zadanlaoh

należy zapamiętać, co przekreśla praktycznie wartość metody. 
Tym niemniej warto zapoznać się z propozycjami rozwiązania 
zadania programowania sekwencyjnego metodą podziału 1 ograni
czeń tym bardziej, że można uniknąć wyżej wymienionych trud
ności poprzez niewielką modyfikaoję metody.

Propozycje różnych autorów wykorzystania ide metody podzia
łu 1 ograniczeń dotyczą zadania spełnlająoego następujące za
łożenia:

- dla każdego p £ M  dana Jest funkcja sterująca °^px*

- dla każdego p £ M 1 każdego 1 £ K

o dużych rozmlaraoh może zdarzy6 się (i zdarza się to prawie 
z a w s z e ż e  parnię6 nie pomieści wszystkich zbiorów, które

■ W

AVs £ N Kfs) » {m  x l] f

- dla każdego p^£ M i pg4 M funkcje cC i oC
są identyczne w tym sensie, że:

Wobec tego można zapisać, że:

oraz
lO(p,l) = 1
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Zadanie przy tych założeniach sprowadza się do wyznaczenia 
funkcji sterującej a więc tylko w jednej warstwie
w pozostałych bowiem warstwach kolejność działania operatorów 
Jest taka sama. Innymi słowy zadanie polega na wyznaczeniu 
takiej permutacji operatorów TM1 by:

Omówimy teraz zasadę podziału na podzbiory w przypadku naszego 
zadania, W tym celu oznaczmy:

p(i|k) - zbiór wszystkich permutacji operatorów TM1, w któ-

Zatem P(llm) Jest ustaloną permutacją, a tym samym wyznacza 
Jedną z funkcji ofMi.

p(o|o) Jest zbiorem wszystkloh permutacji operatorów T^l* 
a tym samym zbiorem wszystkich możliwych funkcji sterujących

°^Mi*
Podziałowi pierwszego rzędu podlega P(Olo) , W wyniku tego 
podziału uzyskuje się m następujących podzbiorów:

ryoh k pierwsze elementy operatory są ustalone 
pozostałe zaś są dowolne. Przy czym na miejscu 
k~tym znajduje się operator T^.

P(i±l i) gdzie i± = 1,2,2|,,,,m.

Następny podział daje m-i podzbiorów:

P (i21 2) gdzie i2 / i±

Podział następny daje m-2 podzbiory:
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p(i3(3) gdzie i3 J i^ig

itd.
W wyniku ostatniego podziału dostaje się zbiór Jednoelemento- 
wy, postaci

gdzie ^ »^2 * * * * * ̂ m—i *

Powstaje teraz problem eliminacji z dalszego postępowania 
tych podzbiorów, dla których dalszy podział nie ma sensu, 
tzn. o których wiadomo, że nie zawierają optymalnej permutacji. 
Jako kryterium eliminujące można przyjąó

gdzie oC Jest dowolną funkcją sterującą.
Przyjmijmy,że:

Łatwo zauważyć, że dła ustalonego k:

A ̂  B >  min g (d*),

Ira więc z dalszego postępowania wypadać będą te podzbiory Dj 

dla których:
a c g (Dj ) .

Z przeprowadzonego rozumowania wynika następująca uwaga. 

Uwaga
Efektywność postępowania bidzie tym większa (odrzucać
będzie tym więcej podzbisrów) im rćżnica A-mln g (d^)A J
będzie mniejsza*
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Do uwagi tej powróoimy w dalszej części.
Ostatnia sprawa to wybór funkcji granicznej. Wszystkie pro
ponowane metody, które tu zaprezentujemy różnią się władnie 
sposobem wyznaczania granicznej wartości funkcjonału. Przed 
opisem tych metod wprowadźmy następujące oznaczenia:

I - zbiór indeksów lt2t..»,mt

1^ - k-elementowy podzbiór zbioru I,

P (iljig,... jifc)" k-elementowa per mu tac ja operatorów TM1,

H(Zs(P(i1,i2i..*>ijĉ -  wartośó funkcjonału H liczona 
do warstwy s-tej i operatorów sterowanych zgodnie 
z permutaoją ilfi2,...,1^ .

3.4.2. Metoda Łomnickiego

Autor stosuje metodę podziału i ograniczeń dla przypadku 
trzech warstw operatorów.
Proponuje przyjęcie następującej wartości granicznej funkcjo
nału H:

Sposób wyznaczenia wartości podano
w rozdziale pierwszym.
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6(P ( ikl

Tutaj natomiast, przy pomocy diagramu Gantta zilustrujemy 
funkcje g , g , g •

3.4.3. Metoda Ignalla i Schrage’a

Metoda ta podobnie jak i poprzednia dotyczy trzech warstw 
operatorów. Autorzy proponują następujący sposób wyznaozanla 
wartości granicznej funkcjonału:

h (z (̂ P (i^, • • • | ijP)j +

• •»*k!)) +

• •»^k}))+

H(TPi)ł minXH(Tp2UH(Tp3^ pfel-lk 1,1 pcl-lĵ . * p

> __;h (T ,) + min H(T 3)p€l-Ik P2 pcl-lk P3

S Z U  H(tP3^Pa - i k p3

£

£

%%%g
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(̂FCLfcl K

Jak widać wartości graniczne dla obu metod są takie same.

3.4.4. Metoda McMahona i Burtona

Również 1 ta metoda została opracowania dla trzech warstw 
operatorów. Jako wartość graniczną autorzy proponują przyjąć:

G(p(ik|k))= max[G1 (p(ik»k)), G2 (pUkl*))]

gdzie:

H(Z 1(P(i1,...,it l))+ Y Z  H(T ) + mln [h (t H h (t i]
' P 41—1 pci—1,_

)) =max^H(Z2(P(i1,...,ik )))+ ^  , H (T J  + min H(T 3)
2 1  K ; PfcI-Ik P ptMfc P

.H (z3 (p t1! I • • • »Łkfl) + y — * H ̂Tp3pćl-lk
3

k)^=max

H(Z1(P(i11...,lk))+^max P>Z] H(Tpl)^,. min [h (Tm ) ,H (Tk2)|
k G Ib i k g

1 r 3 k/P
lH (z 2 (p + m i E  H(Tp l )+  | Z m ln [H (Tk2l,H (Tk3)]

Dei-i.1-2 iccI“Ik
V p g1



- i47 -

Wartośó G^^fPC^lk)) Jest taka sama Jak w poprzednich metodach 
natomiast GgtPUjJk)) przedstawimy na diagramie:

Wprawdzie tak przyjęta wartość graniczna wymaga wykonania 
większej ilości obliczeń; jednak pozwala - Jak twierdzą 
autorzy - skuteczniej eliminować te podzbiory, któryoh Już 
nie trzeba dzielić.

3.4.5. Metoda Browna i Łomnickiego

Metoda Łomnickiego dla trzech warstw operatorów została 
przez Browna i Łomnickiego uogólniona na przypadek n warstw. 
Wartość graniczną funkcjonału wyznacza się w sposób nastę~ 
pujący:

G(P(iklk)) o max ( g ^ g 2,... ,gn )
gdzie:

n
6J = H(zj(p(i1,...,ik)Jł Ĥ(TpJ)+ min C  H(Tpl)

P4l-Ik P<I-Ik J+

a
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gn - H(zn (Pd1....l^)j + YH H (TpnK
p«I-Ik

Podobne zagadnienie rozwiązywał Tiutiukin, który dla wyznacze
nia wartości granicznej proponował:

G(p(iklk)) = h (z n (P(i1,...,iJ)) + ^  ' H (T 1

Jak widać wartość ta pokrywa się z wartością funkcji gn 
u Browna i Łomnickiego.

3.4.6. Metoda CzernoweJ

W celu prezentacji metody zaproponowanej przez Czernową
wprowadźmy następujące oznaczenia:

J
- E  h i >
l=i 1

J = ,n

1
Lł ■ E  “ ( V ’k*i K

X = 1}2|•i•|

L] = ““  W - l .  Lj1_1)+

X =  ̂) 3 f e e •
j E 2j3jft»|Ji

Wielkości L^ można interpretować Jako moment zakońdzenia 
działania operatora w warstwie J-tej.
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Oznaczmy:
Rt =

hl
hj -  L1 -  L1- LJ " Lj-1

j = 2|3|«*«|A
1 = 2,3,.e e tm

przyjmująo przy tym, że:

R^ = O.

Czernowa proponuje przyjąć Jako wartość graniczną funkcjo
nału:

G^P^ijll^s max

gdzie:
w-i m n 1

v(p(i,l 1)) = Zl] H(t± 1)+ Z T h (t1J +1 lwi 1JJ i=l lw iel-l£ W+1 k=2

n m x
'(P^l11') - E H fTi<j>ł E  H (Tin>ł E  Bn*

j=l i=l

1 — i

k=2

3.5

jeśli:

mar

n n
^  H Tu  ■ g H T,j ■ b

m
mąx E  “ Tij - E H Tiw * 0 
b i=i i=l J

max
i J=1 

m = c.

Jeśli natomiast:

< 
Pr
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f maxi
max <

max
Jw

to:
v(p(i

W^Ci^ll)

Jeśli q

wfPd^l))

£  H ̂TiJ > - C  H(Tqj' "
j=l
m

J=1 
m > -

E  H(Ti 3 '  = E H(T1 » '  " ■i=l i= 1

= b

m

i=l
i/i.

L11) ) -  E  + E  E  Rnj=i 1 i=l k=l

•A AA
E  H (t m '  * Z H +E  ■ tTln i -
k=l J=1 ifel-ln

- max 
iei-in

[H(Tln)- H(Ttl) , o] 3.6

ł*4 dla h

jest równe któremuś ig (s = i,2,...,l) to:

s-i
■ E  H( V ł  C  HtTqJ)+ E h (V } ł

ks=l j = i k=s+i

E Z  H(Tln)+ Eiei-i, k= s+1

W metodzie tej sposób wyznaczania wartości granicznej Jest 
nieco kłopotliwy, w zamian jednak zyskuje się na jakości 
oszaoowanla, co pozwala wyeliminować więcej podzbiorów.
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Prześledźmy Jak działa ta metoda na poniższym przykładzie, 
ograniczająo się jedynie do podziałów pierwszego, drugiego 
i trzeciego rzędu*

Przykład

X

i 2 3 4 E
J

i 9 8 12 6 35
2 5 15 10 4 34
3 4 18 11 3 36
4 8 6 5 7 26
5 6 13 9 5 23
6 7 12 13 4 37

1 36 72 60 29

Zwróćmy uwagę na zapis zadania* Ponieważ zgodnie z założe
niem:

Ljfr,1) ■= {lj,

H (Q) można, zapisać w postaci macierzy H (Tjj) i gdzie 
i = 1,2,*•*,m, j — 1,2,..*,n*

Ponieważ: 4 4
mav E  H(Tj^= E  37 = b
1 3=1 3-1

6 6
■ax J E  C  H (Ti2'= 72 “ 0j . '
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a więc; max (b,c) = c , stosować będziemy dla wyznaczenia 
wartości granicznej funkcjonału 3,5 , przyjmująo przy 
tym w *2.

Dokonujemy teraz podziału zbioru P(0|0) na podzbiory 

P(0|0)

P(ili), P(2ll), P (31 i) , P (4 11) | P(5|i), P(6lł) 

i dla każdego podzbioru wyznaczamy wartość graniczną:

V(P(i|i)) = 9+72+12+0=93 W(P(l|i)) = 35+23=0=58 G(PUIi)) = 93
V (P (21 i)) = 5+72+12+0=89 W (P (2 l i)) = 34+25+0=59 G (P (21 i)) = 89
V(P(3|1)) = 4+72+12+0=88 W^P(3|1)) = 36+26+0=62 G (P (3 | i)) » 88
V(P(4|i)) = 8+72+14+0=94 W(P(4li))= 26+22+0=48 G (P (4 1 i)) » 94
V (P ( 51 i)) = 6+72+12+0=90 W(j>l5li)) *23+24+0=47 G (P (5 1 i)) = 90
V(p(6li)) = 7+72+12+0=91 w ( H 6li))= 37+25+0=62 G(Pt6ll)) = 91

Wynika z tego, że najbardziej perspektywiczny z punktu wi
dzenia istnienia rozwiązania optymalnego Jest zbiór P(3ll) . 
Dokonujemy zatem podziału drugiego rzędu i otrzymujemy:

P (iI 2) , p (212) , P(4|2) , P(5|2) , P(6|2)

Wyznaczamy teraz wartości graniczne dla każdego wyżej wy
pisanego podzbioru.
Niezbędne do tego dane będziemy zapisywać w postaoi macie
rzy:
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1 = 2
j 1 2 3 4

4 18 11 3

L1-2LJ

L1"1 - Ł1Lj ‘ LJ 4 22 33 36

LJ “ LJ-1 = hJ 4 18 11 3

eJi -1 0 0 0 0

Rjl=2 0 0 4 11

•H f~3 
tt 0 0 0 2

R^l“5J 0 0 2 8

“j1"6 0 0 1 11

A wobeo tego:

V(P(31|2)) =4+72+12+0=88 
V(P(32|2)) =4+72+12+0=88
V (P (341 2)) =4+72+14+0=90 
v(p (35l 2)) =4+72+12+0=88
V i? (.36 1 2)) =4+72+12+0=88

W(P(31|2]) =36 + 26+9=71 
W (p (321 a)) =36+26+11=73 
W (P (34 12)) =36 + 26+ 2=64 
W (P (35 \ 2)) =36+26+ 8=70 
W (P (36 I 2}) =36 + 26+11=73

G (P (311 2]) =  88 

G(P (321 2̂ ) * 88 

G (p (34 12̂ ) = 90 
G (P (35 l 2)) = 88 

G (P (361 2̂ ) = 88
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P (311 2) P ^ 2 |2) P (34̂  2) P(35\2) P (361 2)
G=88 G= 88 G=90 G=88 G=88

Ponieważ minimalna wartość graficzna funkcjonału jest dla 
kilku podzbiorów jednakowa do podziału wybierzemy jeden 
z tych podzbiorów przy czym wyboru dokonujemy w sposób 
arbitralny. Niech to będzie dla przykładu P(32l2).
W wyniku podziału otrzymujemy podzbiory:

P (32i\ 3) P (3241 3) P (325 \ 3̂  P (326 \ 3)

Wyznaczamy graniozną wartośó, postępowanie jest takie same 
jak poprzednio:

1 = 3
j 1 2 3 4

4 18 ii 3

H(Tij_1>3^= H <T2j' 5 15 10 4

4 22 33 36

^  ■ - s 9 37 47 51
yl jl hl
Lj “ Lj-i = ^ 9 28 10 4

h -1
i

0 0 0 8
ll=4

0 0 0 i
I1=5

RJ A 0 0 3 8
1,=6 

R j 0 0 2 ii



155

Czyli:
V(P(32il3)) = 4+72+12+0=88 W (P (321 13)) =36+26+8+^=79 G(P(321l3)) = 88
V (P (324 13)) = 4+72+14+0=90 W (P 1324 \ 3V) =36 + 26+1+2+65 G(P(423l3)) = 90
V (P (325 I 3)) = 4+72+12+0=88 W(Pl325l3)) =36 + 26 + 8+&=78 G(P(325l3)) = 88
V (P (326 l 3)) = 4+72+12+0=88 W(P(32613}) =36 + 26+11+11=84 G(P(.326I3)) =88

Postępowanie to trzeba kontynuować tak długo dopóki nie 
uzyska się zbioru Jednoelementowego, dla którego wartość 
graniczna będzie mniejsza od wartości granicznych wszyst
kich podzbiorów otrzymanych w podziałach stopni niższyoh# 
Wynika z tego, że na każdym etapie należy pamiętać warto
ści graniczne funkcjonału dla podzbiorów uzyskanych w eta
pach poprzednich.

3.4.7. Modyfikacja metody podziału i ograniczeń

Proponowaną modyfikaoję tego postępowania można opisać 
w kilku następujących punktach:

1° Wybrać dowolną funkcję sterującą wyznaczyć war-
rość funkcjonału H dla tej funkcji. Oznaczmy tę 
wartość A.

2° Dokonać podziału pierwszego rzędu. Dla uzyskanych pod
zbiorów wyznaozyć dowolną metodą wartość graniczną 
funkcjonału. Usunąć te podzbiory,dla których:

G >  A.

3° Z pozostałych wybrać w sposób arbitralny dowolny pod
zbiór i dokonać Jego podziału. Dla każdego z tych 
podzbiorów wyznaczyć wartość graniczną funkcjonału
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i usunąć te podzbiory, dla których:

G >  A.

Postępowanie kontynuować tak długo dopóki nie uzyska się 
przy którymś podziale tego, że uzyskany podzbiór będzie 
jednoelementowy, i wówozas mamy rozwiązanie nie gorsze od 
wybranego ., bądź to, że wszystkie podzbiory uzyskane 
z podziału zostaną usunięte ponieważ wartość graniczna dla 
nich będzie większa od A. W tym przypadku trzeba cofnąć 
się do jednego z podzbiorów uzyskanych z podziału rzędu 
o jeden niższego, dla takiego, że G A.
Może również zdarzyć się, że wartość graniczna funkcjonału 
dla zbioru jednoelementowego będzie większa od wartości 
granicznej podzbiorów uzyskanyoh z podziału rzędu niższego 
a mniejsza od A. Znaczy to, że została znaleziona funkcja 
sterująca lepsza od przyjętej na początku. Wówczas
dokonujemy podziału jak poprzednio dowolnego podzbioru 
przyjmując za A wartość funkcjonału H dla funkcji 
Jak widać postępowanie takie musi w końcu dać rozwiązanie 
optymalne.
Postępowanie to ma niewątpliwie dwie zalety:
1° Nie ma potrzeby pamiętania wartości granicznych dla 

wszystkich uzyskanyoh w procesie podziału podzbiorów. 
Ułatwia to znacznie pracę, gdyż nie ma obawy, że zbiór 
ten przerośnie pojemność pamięci maszyny.

2° Proces obliczenia można w dowolnej chwili przerwać jeśli 
uzna się, że uzyskane rozwiązanie jest zadowalające, 
gdyż pracując zmodyfikowaną metodą zawsze dysponuje się 
pewnym rozwiązaniem.
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Wadą proponowanej metody Jest to, że obliczenia mogą trwać 
zbyt długo, gdyż w klasycznej metodzie podziału i ograniczeń 
penetracji dokonuje się Jak gdyby szerokim frontem, nato
miast przy tej modyfikacji penetruje się w głąb. Jednak 
przy zadaniach dużych rozmiarów Jest to Jedyna do przyjęcia 
metoda postępowania.

3,5, M e t o d y  e l i m i n a c y j n e

3,5.1, Wprowadzenie

Kolejną grupą metod rozwiązywania zadań programowania 
sekwencyjnego to metody eliminacyjne, Metody te zapropono
wano do zadań typu E z rozdziału pierwszego, a więc do 
zadań, dla których stosowano metody podziału i ograniczeń; 
wobeo czego nie będziemy tutaj raz Jeszcze przytaczali 
założeń tych zadań.

Istota każdej z metod eliminacyjnych polega na tym, że 
w oparciu o pewną regułę eliminuje się z rozważań niektóre 
funkcje sterujące Jako te, które nie mogą byó opty
malne, Dla uniknięcia skomplikowanych zapisów, omawiając 
kolejne metody eliminacyjne korzystać będziemy z następują
cych oznaozeń:

R - złożenie co najwyżej m-i operatorów ze zbioru
gdzie 1 Jest ustalone*^ , w szczególności R może 
byó złożeniem pustym,

17 przy założenlaoh naszego zadania wystarczy rozpatrywać 
sterowanie w jednej tylko warstwie, gdyż w pozostałych 
warstwach kolejność działania operatorów będzie taka sama.
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H(R,j) - wartość funkcjonału H dla złożenia R liczona 
do j-tej warstwy włącznie.

Ponadto przyjmujemy:

H(jjr,j) = o dla J=i,2,...,n
H(R,o) = O dla każdego r , 3,7

Ra - złożenie operatorów, w którym jako ostatni działa 
operator T_, pozostałe są identyczne ze złoże-Ce
niem R,

Jak pokazano w rozdmlale pierwszym

H(Ra,j)= max[H(Ra,j-i) , H (R,j| + 3.8

j = 1»2,. ,.,n 

W szczególności:

H (a, j) = H(a,j-i) + H(TaJ)

H^Ra,l) = H(R,i)+ H(Tal) 3.9

H(a,l)= H(Tal)

Wszystkie metody eliminacyjne są zbudowane według reguły: 
Jeśli pewien warunek jest spełniony, to wyeliminuj 
te funkcje sterujące oC^, które dają złożenie Rb,

Wymieniony warunek nosi nazwą kryterium eliminacyjnego 1 
dla różnyoh metod jest ono inne.
Przed przystąpieniem do omawiania poszczególnych metod elimi
nacyjnych wprowadźmy jeszcze następujące oznaczenia:

A j  = H(Rab,j)-- H (Rb, j ) 3,10
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3.5,2. Metoda Smitha-Dudka

Kryterium eliminacyjne zaproponowane przez Smitha i 
Dudka jest następujące:

a. &•,_! <  H(TaJ)
A.

b. H(Ra,j-l) ^ H(Rb,j-i) 

dla j=2,3,...,n

Zastanówmy się obeonie nad tym, jaki warunek musi byó speł
niony, aby - uwzględniając to kryterium - można było wyeli
minować chociaż jedną funkcję oC •
W tym celu przyjmijmy:

R - 0 .

Wówczas korzystając z 3.8 , 3,7 oraz A.a. mamy: 

H(Taj)^H (ab,j-i)- H(b, j-i) = ~max [h (ab,J-2) , H(a,j-i)] +

+ H(TbłJ-1) - H(b,j-i)>H(ab,j-2)+ H(Tb ^  - H(b,j-2') -

- H(TbjJ-1)= H (ab, j-2) - H(b,j-2)= max [H(ab,j-3), H (a* j-2)] + 

+ H(TbłJ_2j- H(b,j-2)^H(ab,J-3) - H(b,J-3)^ ,..^H(ab,l)-

- H(b,i)= H (a, i) + H(Tbl)- H(b,l)= H(Ta±) + H (Tb±) — H(Tb±) =

" H (Tal) •
Czyli ostatecznie:

H (Taj>> H (Tal) 3.11
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Tak więc warunkiem koniecznym dla wyeliminowania chociaż 
jednej funkcji oC , Jest Istnienie takiego podzbioru TftK 
zbioru operatorów Tuy , dla którego zachodzi a.li.
Wobec warunku A.b:

H(Ra,J—i) ^  H(RbfJ-l) 

dla J-2 otrzymujemy:

H(Ra,i) ^ H(Rb,l)

czyli:
H(R,l)ł H(Tal) H(R,l)+ H(Tm )

stąd:
H (Tai) ̂  H (Tbl) 3.12

Oznacza to, że można próbować eliminować tylko te operatory, 
dla których zaohodzi 3.12.

3.5.3. Metoda Szwarca

Kryterium eliminacyjne zaproponowane przez Szwarca ma 
następującą postać:

B.

a A 4 A < 4 Aa- i 2 ^  n
b. A j  ^  dla J=2,3,...,n

Warunek konieczny dla wyeliminowania chociaż jednej funkojl 
sterującej jest taki sam Jak i u Smitha i Dudka, gdyż:

B implikuje ^  H(Taj>)
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ale
= H(ab,i)- Hfb,i)- H(Tal)+ H(Tbl)- H(Tb±) = H(TaJ) .

3.5.4. Metoda Bagga 1 Chakravarti

Bagga 1 Chakravarti podają inne kryterium eliminacyjne, 
a mianowicie:

C. A j  < H(Taĵ  dla J=2,3,...,n

Warunek konieczny dla wyeliminowania chociaż jednej funkcji 
sterująoej, Jest tutaj taki sam Jak w obydwu poprzednich 
metodach, gdyż przyjmując ft=0, mamy;

H (Taj) > H (ab,j)- H (b»j)= max[H(ab,j-i) , H^a,j)]+ H ^ j )  _

- H(b,j)^ H(ab,J-i) - H(b,J-i)^ Hf ab,J-2)- H(b,J-i)> ...

^  H(ab,i) - H(b,i) = H(Tal> .

Czyli:
K(TaJ) ^  H ( T j  .

3.5.5. Metoda Dudka i Teutona

Ostatnią z omawianych tu metod eliminacyjnych Jest metoda

zaproponowana przez Dudka 1 Teutona, w której kryterium eli
minacyjne ma postać:

D. H(Rab,j)4. H(Rba,j) dla J«=2,3,... ,n.
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Warto dodać, że dwie ostatnie metody nie gwarantują, iż 
w zredukowanym zbiorze możliwych funkcji sterujących znaj
dzie się funkcja optymalna. Innymi słowy dwa ostatnie kry
teria eliminacyjne, eliminować mogą funkcje optymalne na co 
w literaturze można znaleźć przykłady1 .̂

W kryteriach tych szczególną rolę odgrywa podzbiór ope
ratorów Tag* Jest to mianowicie podzbiór operatorów poten
cjalnie usuwająoych inne operatory z danego miejsca w zało
żeniu, gdyż korzystając z kryteriów eliminacyjnych można 
powiedzieć, iż wszystkie sterowanie Rb mogą być wyelimlno- 
wabe Jeśli odpowiednie kryterium Jest spełnione przy zastą
pieniu operatora operatorem T& w uporządkowanym
zbiorze Rb.

3.5.6. Twierdzenia o metodach eliminacyjnych

Wypiszmy raz Jeszcze poszczególne kryteria eliminacyjne:

a. 4  H(TaJ)
A.

b. H(Ra,J—i) ^  H^Rb,J—i )

a ,  Z^2 ^  /S n

B.
b. A j  «  H(TaJ)

*^dla kryterium D patrz Karuch "Counterezample to a Propo- 
sed Algorithm for Oprimal Seąuencing of Jobs 
dla kryterium C patrz Szwarc "A Counterezample to a Solu- 
tion Method of the mzn Job Seąuencing Problem.
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c. A j  <. H(Taĵ|

D. H(Rab, J) ^  H(Rba,j)

Twierdzenie
A = ^ C  = ^ D .

Dowód
Pokażemy , że A-̂ >fi.

Zauważmy, że:

I. H (Rab, J-i)- H(Rb,J-i) ^  H ( T ^

II. H(Ra,j) - H(R,J) >  H(Taj)

III. H(Rab,J-i)> H(Rb,J-i)

IV. H(Ra,J-i) H (Rb, j—l)

Nierówności I oraz IV, to po prostu kryterium eliminacyjne A. 
natomiast nierówności II oraz III są oczywiste ze względu 
na sposób liczenia H(R,J).
Tworzymy różnicę:

A j  - Aj„i = H(Rab,j)- H(Rb,j)-(H(Rab,J-i)- H (Rb, J-i)) =

= max[H(Rab,J-i) , H(Ra,j)] + H(Tbj)- mas^H (Rb, J-l) , H(R,j)]-

- H(TbJ)- (H (Rab, j—i) — H( Rb, j-i))= max[H(Rab, j-i) , H(Ra,^)l-

- max|jl(Rb/J-l) , H(R,J)]- H (Rab,J-i) - H (Rb,J-i) .

Zajść tu mogą cztery przypadki: 

1°

H <Hb>
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wówozas otrzymujemy:

H(Rab,J-i)- H (Rb, J-i) - H (Rab, j-i) + H(Rb,J-i) ^  0

H(Rab,J-i)<H(Ra,j) i H(Rb,J-i) ^  H(R,j)

nóncmas:

H(Ra,j) — H(Rb,J-i) - H (Rab, J-i) + H(Rb,J-i) ^  O 

3 °
H(Rab,J-:0ś H(Ra,j) i H(Rb,J-i) ^  H(R,j)

wówczas:

H(Ra,j)- H(R, J) — ^H (Rab, J-i) — H (Rb, J-i)) ̂  O 

na mocy nierówności I i II.

4°
H(Rab,J-i) >  H(Ra,j) i H(Rb. J-i) < H (r , J )

Dodając te dwie nierówności stronami dostajemy:

H(Rab,J-i)- H (Rb, J-i) >  H (Ra, j) - H(R,j)

Nierówność powyższa na mocy I oraz II nie Jest możliwa. 
W każdym przypadku otrzymujemy, że:

A J ^  A J-1 
Pokażemy teraz, że:

A-^ B,b

2°
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Aj = H (Rab, J) — H(Rb,j)= max[H(Rab, J-i) , H(Ra,j)] +

+ H(Tbj)- max[H(RbfJ-l), H(R,j)J- H(Tfej)= max[H(Rab,J-i), 

H(Ra,j)J - max[H(Rb,J-i) , H(R,j)] .

Czyli:

A j  = max|H(Rab,Jł*i) , H(Ra,j)^ _  ma r  [H (R b ,J -i)  , H (R ,j)]

3.13

Rozpatrzmy cztery przypadki:
1°

H(Rab,J-i)^ H(Ra,j) i H(Rb, J-i) 7/ H(R,J ) 

podstawiając to do 3*13 mamy:

Aj = H (Rab, J—i) - H (Rb, j-i) < H (T&j) .

Ostatnia nierówność wynika z nierówności I.

2°
H(Rab,J-l)^ H(Ra,j) i H(Rb,J-l)^ H(R,j) 

po podstawieniu do 3.13 otrzymujemy:

A j  = H(Rab,J-i)- H(R,j) ̂  H(Rab, j—i) — H(Rb-J-l) 4 H (Tftj) . 

3° H(Rab,J-l)^ H(Ra,j) i H(Rb,J-i)^. H(R,j)

Po podstawieniu do 3.i3 dostajemy:

A, > H(Ra, j)- H (Rb,J-l) = mai^H (Ra,j-l) , B(H,j)]- 

- H(Rb.J-l) + H(TaJ) A. H(TaJ).
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Ostatnia nierówność wynika z nierówności IV i drugiej 
z nierówności w 3°.

4° H(Rab,J-l)^H(Ra,j) i H (Rb, J-i) ^  H (R, J )

Druga z tych nierównośoi oraz nierówność IV dają:

H(R,j)^ H(Ra,J-l) 

po podstawieniu do 3.13 dostajemy:

A, = H(Ra,j)- h (r ,J)= nal[H(Ra,j-l) , H(R,J)]- h (r ,J) +

+ H(Ta j ) < H ( T a j ) .

W każdym zatem przypadku:

A j  ś  H(TaJ) .

Tp, że B C otrzymuje się natychmiast pbrdwnując obydwa 
kryteria. Należy Jeszcze pokazać, że C ̂ D ,  ale wiadomo 
z C, że:

H(Rab,j) — H(Rb,j) ̂  h Ct^')

czyli:
H(Rab,j) ̂  H(Rb,j)+ H(T&j) ^  max[H (Rab, j-i) ,H(Rb,j)] +

+ H(TaJ)= H(Rba,j).

Co kończy dowód.

Wniosek.
Najwięcej funkcji sterujących można wyeliminować przy 
użyciu kryteriujji D i potem kolejno C,B oraz A.
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Wobec tego Jednak, że dwie z tych metod: Dudka 1 Teutona 
oraz Bagga i Chakravarti mogą wyeliminować optymalną funkcję 
sterującą, celowym Jest korzystanie z jednej z dwóch pierw
szych metod*

Na zakończenie rozważań dotyczących metod eliminacyjnych 
zwróćmy uwagę na następujący fakt: na problem eliminacji 
można spojrzeć inaczej* Wystarczy bowiem liczyć wartość 
funkcjonału H "od końca", tzn. przyjmując za punkt wyjścia 
ostatni działający w kolejności operator i spróbować go 
wyeliminować z tej pozycji* Aby w tak postawionym zadaniu 
można było wyeliminować chociaż jedną funkcję sterującą, 
konieczny jest następujący warunek:

H (Ta J  ś H (TaJ)

Prześledźmy jak działają metody eliminacyjne na następującym 
przykładzie:

i 2 3

1 2 5 6

2 4 5 2

3 6 3 4

4 3 7 5

Zastosujmy kryterium B. Zgodnie z nim można próbować wyeli
minować wszystkie funkcje c£ , dla których o£(l)= T1K gdyż:
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h (t1a) ^ h (t±j)

II (T±1) £  H (T±1) 1/

Przyjmujemy zate$ R = 0, a=i, wobec czego b może przyjmo
wać 2,3 lub 4. Nieoh b=2. Dla wyznaczenia A 2* A g
trzeba wyliczyć

H (l2,l) , H (l2,2) , H (12, 3 )
oraz

H(2,i) , H(2,2) , H(2,3).

Na podstawie macierzy wzorów 3«7 oraz 3,8 mo
żemy zbudować poniższą tablicę:

J 1 2 3

2 7 13

6 12 15

H(2,j) 4 9 11

A zatem:

A ± = H (12,i) - H (.2,1) = 6 - 4 = 2

A 2 = H(12,2) - H(2,2) = 12 - 9 = 3

^ 3  = H (l2,3) - H (2,3) = 15 - 11 = 4

1/ patrz 3,11 oraz 3.12



Czyli:

A t< A 24 A 3

Ponieważ równocześnie

A 2 «  h ( t ^

oraz
A 3 ^ H(T13̂

kryterium B Jest spełnione co oznacza, że funkcja oC dla 
której o6(i)= T2K nie może być optymalną.
Przyjmijmy teraz b=3. Analogicznie jaJk poprzednio mamy:

j i 2 3

2 7 13
H(i34 8 ii 17
H(3,j) 6 9 13

A t - 2 
A 2 =■ 2
A 3 = 4

a ponieważ
A 2 ^  H C*ia)

i
A 3 6  h (t i3 )

wnioskujemy w oparciu o kryterium eliminacyjne, że funkcja 
06 dla której °̂ (l) = T3K nie może być optymalną.

Przyjmijmy teraz b=4
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j 1 2 3

h ( m ) 2 7 13

H (i4, j ) 5 14 19

H (4 , j ) 3 10 15

A ,  = 2 

A2 = 4 
A 3 ■ 4

czyli
A 2 «  A 3

i równocześnie

A 2 * H(T12>
A 3 ^ H(T13̂-

Stąd wnioskujemy, że optymalna funkcja sterująca musi być 
taka, że:

o£(l)= T^.

Przystępując do eliminacji funkcji oC ze względu na jej 
wartość dla argumentu 2 musimy przyjąć R = 1, a = 4 
natomiast b może być równe 2 albo 3.
Wyznaczamy wartość:

H (142,1 ) , H (l42,2 ) , H(l42,3)

H (12,1) , H (12,2 ) , H(l2,3)

Wartości te zapiszemy w tablicy:
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J i 2 3

2 7 13

H(14,J) 5 14 19

H U42, J) 9 19 21

H(l2,j) 6 12 15

Mamy wówczas:

A ± = 3 
A 2 = 7 
A 3 = 6

Jak z tego wynika nie Jest spełniony warunek B,a, zatem 
z drugiej pozycji nie można wyeliminować operatora T2K• 
Postępując analogicznie można przekonać sięf iż z drugiej 
pozycji nie można wyeliminować żadnego operatora, co ozna
cza, iż rozwiązania optymalnego należy poszukiwać wśród 
funkcji sterujących takich, dla których oC(l)= 7 ik ‘

3.6, M e t o d y  p r z y b l i ż o n e

3.6*1. Uwagi na temat metod przybliżonych

Jak wynika z dotychczasowego przeglądu, żadna z propono 
wanyoh metod nie może zostać uznana za metodę uniwersalną 
służącą do rozwiązywania zadań programowania sekwencyjnego 
Wynika to z dwóch powodów:
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1° metody te odnoszą się do szczególnej klasy tych zadań, 

2° nawet dla tej szczególnej klasy zadań Jeśli zadanie
to będzie dużych rozmiarów, metody te zawodzą ze
względu na ograniczoną pojemność pamięci komputera.

Wobec takiego stanu rzeczy powstała konieczność skonstruo
wania takich metod, które pozwalałyby wyznaczać rozwiąza
nia zadań nawet kosztem ich dokładności. Mówiąc inaczej 
zrezygnowano z rozwiązania optymalnego uzyskująo w zamian 
za to rozwiązanie "dobre" tzn. lepsze od przyjętego w spo_ 
sób arbitralny. Metody te noszą nazwę "metod przybliżonych", 
gdyż prawie nigdy nie pozwalają wyznaczać rozwiązania opty
malnego, a ponadto nie można oszacować Jak daleoe różni 
się uzyskane rozwiązanie od optymalnego. Tym niemniej ze 
względu na ich prostotę oraz szybkość otrzymywania rozwią
zań są one Jak do tej pory Jedynymi efektywnymi stosowanymi 
do rozwiązywania zadań programowania sekwencyjnego. Wszyst
kie prezentowane tutaj metody przybliżone dotyczą zadań 
typu E opisanego w rozdziale pierwszym.

3.6.2. Metoda Piętrowa i Sokolicyna

Autorzy określają analityozny warunek, którego maksyma
lizacja ma być równoważna z minimalizacją funkcjonału H. 
Warunek ten ma postać:
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Należy stwierdzić, że teza o równoważności minimalizacji 
funkcjonału H i maksymalizacji powyższej wartości jest 
nieprawdziwa* Tym niemniej autorzy w oparciu o tę tezę 
proponują wybierać funkcje sterujące zgodnie z poniższymi 
kryteriami:

I.
Wyznaczyć:

J=2

dla każdego 1=1,2,...,m

Na podstawie tych sum wyznaczyć funkcję sterującą 
taką, że:

przy

of (k\- tMi “ 1i.K»

czym operatory T, „ muszą1kJŁ

k— 1,2, • • • , m 

spełniać:

oC ,

L  H <Ti J *
j= 2 1 j= 2

• ♦ • Cj o  m

II.
Wyznaczyć:

n-1
ż2
J=i

dJta każdego l=l,2,.#.,m
Na podstawie tych sum wybiera się funkcję oG t taką^że:

^ M i  TikK k  =  1 12| • < «  |iu
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przy czym operatory T., v muszą spełniać:1kJV
n-1 n-1 n-1
IZ  ̂YZ  ̂— *YZ “(tij)
3=1 1 3=1 3=1

III.
Wyznaczyć:

H(Tln)- H(Tlt)

dla każdego i=l,2,...,m 

Funkcja sterująca jest teraz taka, że:

^ M l W = Tl, k— 1,2,... ,m

gdzie T4 v spełniają: 
xk*

H(Tt ) - H(Tt )*...* H(t )-H(T |1 1 2  2 m m

IV.
Kryterium to stosuje się wówczas, gdy któraś z różnic 

wyznaczana dla kryterium trzeciego jest ujemna. Funkcja 
jest wtedy następująca:

oCMi(k)= k k=l,2,...,m

żaś T. v spełniają warunek:
ŁkK

|H (Ttln)- H (Tl1l)|?'|H (Tl2n)- H <Ti2l)|̂ ----?|H<Tłmn’»-H fT*ml>|

W ten sposób mamy wyznaczonych co najmniej trzy funkcje 
sterujące spośród których wybiera się najlepszą tzn. taką,
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która daje najmniejszą wartość funkcjonału H. 
Zobaczmy to na przykładzie:

Wyznaczamy:

\  j 1 2 9 4

1 7 9 12 6

2 3 7 5 9

3 8 4 7 8

4 12 3 11 10

5 6 9 9 8

S H ( T lj)= 27 

£ h (T2J}= 2i 

2 h (T3J)= 19 

E h (T4J')- 24 

E H (T5j)= 26

Na podstawie pierwszego kryterium mamy:

o C W =  T 

cC(2)= T 

oC (3) = T 

oC(4)= T 

0C(5)= T

1K

5K

4K

2K

3K*
Wartość funkcjonału H dla złożenia sterowanego tą funkcją 
wynosi 75.
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Wyznaczamy teraz y~̂  H (Ti ̂ )
1

£H(T1J)= 28 

E h (T2 j )=  15 

E h (T3 , )=  19

E h (.t 4J) =  26

E h Ctsj)= 24

Na podstawie drugiego kryterium mamy:

c W -  t2K

of(2)= *3K

0 t W =  T5K 

<^(4)= T4K

oi(5)= T1K

Wartość funkcjonału dla złożenia sterowanego tą funkcją 
jest równa 64.
Wyznaczamy teraz: H (T^) — H

h (t14)- h (Tii)= -1 

H(T24)- H(T21)= 6

H(T34)- H(T31). 0
H(T44)- H(T41)= -2 

H(TS4)- H(T51)= 2.

Na podstawie kryterium trzeciego mamy:

3
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o£W- T2K
oC(2) = T5K
o£(3) = T3K
o C W  = t ik

ot(5}= T4K

Wartość funkcjonału H jest tutaj równa 68.
Ponieważ dwie z powyższych różnic są ujemne, zastosujmy 
jeszcze kryterium czwarte*
Otrzymujemy wówczas dwie funkcje sterujące:

ofd)= t2K lub otW = T2K
d(2)= T5K = T4K
oć(3)= T4K ci(3) = Tsk

o£(4)= t3E oC(4)= T3K

oCU)- T1K oC(s)= t1k

Dla pierwszej z nich wartość funkcjonału wynosi 64, dla 
drugiej 66* Tak więc najlepszą funkcję sterującą uzyskaliś
my z drugiego i czwartego kryterium 1 jedną z nich przyjmu
jemy za rozwiązanie naszego zadania.

3.6.3. Metoda Piętrowa

Metoda Piętrowa w odróżnieniu od poprzedniej, daje tylko 
dwa kryteria wyboru funkcji sterującej.
Dla danego zadania znajdujemy:
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n
2

b u  = I
j=l

]

n dla 1=1,2, ,,.,01

. n . j=s+l

Jeśli zaś n Jest liczbą nieparzystą, to:
n+1

hn  - H (Tij)
j=l

dla 1=1,2,...,m

*12 H (Tii)« . -I AJ>a±Ł +1

Następnie wyznacza się m różnic:

b12 “ bil *

W oparciu o te różnice Pietrow proponuje dwa kryteria wyboru 
funkcji.

I.
Wybrać taką funkcję cC , by:

oC (k) = T, K k — 1,2,...,m

przy czym K muszą spełniać: 
xk*

*i • 2 “ bi.i >  bi«2 ~ biQl >  ***> bim2 “ bi i1 1 ' 2 2 m m
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Wybrać taką funkcję sterującą, by:

cCOt} = T • w k= l,2,«»*,m

przy czym T4 v spełniają warunek:

II.

bi2i 6  ••* ^  bi1i

gdzlG t |l 1 ■ L
i L = |kCM; bi 2 " xkJ biki >  °}*

Natomiast dla k=l+i, 1+2, .. . ,m

T., v spełniają warunek: 
x)sT

blU l 2 > ‘‘U 2 2 > ••• bi 2 *m

Zobaczmy jak działa ta metoda na poprzednim przykładzie:
Wyznaczamy:

bn  - 16 b12 ■ 18 b12~bii = 2

*>21 - 10 b22 = 14 b22“b21 = 4

b31 - 12 b32 " 15 b32“b31 = 3

b41 * 15 b42 - 21 b42"b4i = 6

b51 - 15 b52 - 17 b52-b51 = 2

Na podstawie pierwszego kryterium dostajemy dwie funkcje:

of(l)= t4K 1 drugą cCW" T4K
oć(2)= T2K o((2)= T2K

0t(3)= T3E 0^(3)= t3K
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cCW- t1k c£(4)= t5K
c£(5)= Tsk ot (5)= T1K

Ola pierwszej z tych funkcji wartość funkcjonału H wynosi 
68, dla drugiej zaś wartość ta wynosi 67.
Drugie kryterium daje:

oCW - t2K lub oC (l) - TgK
0U 2) = T3K ot (2)= T3K
o((3)= T4K ot (3)= T5K

c^(4)= T5K ot (4) = T4K

06(5)= T1K ot (5)= T1K

Pierwsza z tych funkcji daje wartość funkcjonału H równą 
65, druga natomiast 64. Tak więc druga z tych funkcji jest 
rozwiązaniem naszego zadania.

3.6.4. Metoda Palmera

Inną metodą wyznaczenia funkcji sterującej "w przybliże
niu optymalnej" jest metoda zaproponowana przez Palmera. 
Zgodnie z tą metodą, dla każdego podzbioru operatorów
wyznacza się tzw. "wskaźnik nachylenia" według wzoru:

n-3 n-3

i — 1,2,...,m

Następnie wyznacza się funkcję sterującą oC taką, że:
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c CM = T, „

gdzie T. v spełniają warunek Łk

Dla naszego

si si ^  ^  si •1i / ■l2 An
przykładu mamy:

-10,5 -4,5 + 6 + 9 = 0  

- 4,5 -3,5 + 2,5 + 13,5 = 8 

-12,- 4 +3,5 + 12 = -0,5 

-18 -1,5 + 5,5 + 15= 1 

.9 -4f5 +4,5 + 12 = 3

Czyli funkcja sterująca musi być następująca:

oCCO = T2k

°£(2)= T5k
oC(3)= T4K

t1k

oC(s)= T3J£

1 wartość funkcjonału H jest wówczas równa 66,

3.6.5. Metoda Campbella, Dudka 1 Smitha

Autorzy tej metody proponują do wyznaczania funkcji "do
brej" konstruowanie n-1 zadań pomocniczych. Konstrukcja 
r-tego zadania pomocniczego jest następująca:
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r
“t i - E  “ (Tij)

U2 l ~ ^  ■’ 11 tTlj)
J=n+l-r

gdzie r = l,2,...,n-i.

Jest to redukcja zadania o n warstwach operatorów do za
dania o dwóch warstwach. Dla każdego z tych zadań wyznacza 
się rozwiązania korzystając z algorytmu Johnsona przytoczone
go na początku tego rozdziału. Spośród uzyskanych w ten spo
sób h-1 funkcji sterujących wybiera się najlepszą, która 
jest rozwiązaniem wyjściowego zadania. Oczywiście rozwiąza
nie to, jest rozwiązaniem przybliżonym.
Zastosujmy tę metodę do naszego przykładu,

r=l
7

ii i = 9 2 2

8 “2 3 = 8

U1 4 ' 12 M2 J = 10

“i 5 = 6

r=2

14
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r=3

M1
2
3 ~ 12 M2

2
3 = 15

“1
2
4 “ 15 M2

2
4 " 21

ui
2
5 = 15 M2

2
5 " 17

U1
3
i “ 28 M2

3
1 " 27

Mi 3
2 “ 15 M2

3
2 " 21

“l
3
3 “ 19 M2

3
3 = 19

“l
34 M 26 M2

3
4 = 24

Mi 3
5 ” 24 M„2

3
5 “ 26.

vsze zadanie pomocnicze daje •H£ funkcj

oCM = t2k oraz dC (i) = T2K

oC(2)= Tsk oC(2)= T5K
C^-(3)= T3K 06(3)= t4K

ct (4) = T4K oC(4)= T3K

oC(5)= T4K oC (5) = t 1k

Wartości funkcjonału H są tutaj odpowiednio równe 64 i 
64 .
Drugie zadanie pomocnicze daje:

oL(i) = t 2K 

cUz)= t3K 

oC(3)= t4K 

OĆ (4) = Tsk

cC(i) ■ t 2K 

cC (2) = t3K 

0«3)= T5K

Ĉ (4) - T4jj

oraz
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0C(5)= T1K 0C(5)= T1K

Odpowiednie wartości funkcjonału wynoszą 65 i 64* 
Trzecie zadanie pomocnicze daje:

cC(i) -  t2K

cC(2)= T3K
06(3)= TgK 

c(.w= T1K 
ot (5)= T4K

oraz c((i)= T2K 

cL{2)= T5k 

oC(3)= T1K 
0U4)= T4K

oC (s) = t3K.

Wartości funkcjonału są tutaj kolejno 68 i 69.
Tak więc rozwiązaniem zadania może być jedna z trzech funkcji 
sterujących dająca wartość funkcjonału II równą 64.

3.6.6. Metoda Tiutiukina

Tiutiukln proponuje dla rozwiązania zadania wyznaczenie
optymalnej funkcji sterującej stosować następujące postępowa.
nie. Zadanie o n warstwach operatorów sprowadzić do zadania
o dwóch warstwach w sposób następujący:

n-1

Jest to n-1 zadanie pomocnicze z poprzedniej metody. Dla 
tych dwóch warstw po zastosowaniu algorytmu Johnsona uzysku-

n i = i,2
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je się optymalną funkcję sterującą, która jest równocześnie 
przybliżonym rozwiązaniem zadania wyjściowego. Autor podaje 
również warunek dostateczny na to by uzyskane tą drogą roz
wiązanie było optymalne.
Wprowadźmy za autorem zbiór U, który jest zbiorem wektorów:

o składowych będących liczbami naturalnymi i spełniającymi 
następujący warunek:

Niech teraz cC będzie funkcją sterującą wyznaozoną za pomocą 
omawianej metody. Wartość funkcjonału H dla złożenia ste
rowanego tą funkcją wyznaczyć można ze wzoru:

u = (

1 = uQ ̂  a± ... ^ un = m.

Wspomniany warunek jest następujący: 
Funkcja cC jest optymalna, jeśli:

gdzie
m • e
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3.6.7. Metoda Tiutiukina II

Druga z metod zaproponowana przez Tiutiukina Jest skonstru 
owana następująco.
Ze zbioru U wybieramy w sposób arbitralny wektor:

u = W »*n

Następnie stosujemy opisane poniżej postępowanie iteracyjne. 
Cechą charakterystyczną tego postępowania jest to, że r-ty 
(r=l,2,•.*,m) krok lteracyjny kończy się uzyskaniem wartości 
funkcji cC dla argumentów od i do r . Przy czym funkcji tych 
jest Innymi słowy mamy ustalonych r pierwszych opera
torów w złożeniu W„ = (T. v x  v  x *.. x T. v x Tr ' irK ir-iK i2K
i złożeń tych jest (™)* Każde dwa z tych złożeń różnią się 
między sobą co do "składu" operatorów. Tzn. jeśli uzyskaliśmy 
dwa złożenia Ŵ , i W*' to istnieje co najmniej jeden taki 
operator TiK, który występuje w złożeniu Ŵ , a nie wystę
puje w złożeniu w'* .r
Postępowanie iteracyjne można opisać następująco:

Krok 1
Tworzymy złożenia jednoelementowe W^ = T^ ^ przyj

mując za i^ kolejno l,2t...,m.

Krok r r=2,3,...,m

Danych jest( złożeń postaci:

Wr-i “(Tir_1K x Tir.2K x x Ti2K x 

przy czym każde dwa z nich różnią się co do "składu".
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i.
Dla każdego ze złożeń W  ̂ tworzymy m-r+i 
postaci:

W. = (Ti. K X T
W

złożeń

przyjmując za K kolejno wszystkie operatory nie
1rA

należące do W

2*
Uzyskane złożenia dzielimy na grup takich, że w każ
dej grupie wszystkie złożenia zawierają te same operato
ry, różnią się tylko kolejnością*

3.
W każdej z grup wybieramy jedno złożenie, a mianowicie 
to, które minimalizuje wyrażenie:

j=l

Pozostałe złożenia eliminujemy*

Tlutiukln dowodzi, że na to, aby złożenie:

Wm = (Ti K x x Ti0K x T1.k ) m 2 1

było optymalne ( funkcja sterująca cC dająca złożenie Wm 
była optymalna] wystarcza, że:

H ( y >  E  / L _ ' h cii ,)
01

gdzie wektor u jest wybranym na początku wektorem ze zbić-
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ru U* Wydaje się jednak, że metoda ta Jak na metodę przybli
żoną Jest zbyt skomplikowana.

3.6.8. Metoda wzajemnego poprzedzania

Inną metodę rozwiązywania zadania zaproponował W.Sikora. 
Istota tej metody polega na tym, że wybiera się dwa dowolne 
operatory K oraz ^ • Następnie określa się który 
z nich powinien w złożeniu będącym rozwiązaniem zadania 
działać wcześniej.
Autor metody proponuje, by:

-i -i

O C (Ti k ) ^  ̂  (Ti ^  H (i2ii,n)1 m
1/

Po ustaleniu wzajemnego poprzedzania w złożeniu dla tych 
dwóch operatorów wybiera się w sposób arbitralny z pozosta
łych operator T* v . Ponieważ operator T. v ma w złoże-i3k
niu działać wcześniej niż operator T4 v więc dołączenie

i2K
operatora T. K może dawać tylko poniższe złożenia: 

x3

(t i.,K Ti2K X ‘lK).(Ti2* x V V ) «K 2KxTi1KxTi3K]

Dla każdego z tych złożeń wyznacza się wartość funkcjonału 
H do n-tej warstwy włącznie. To złożenie, które daje naj
mniejszą wartość H określa wzajemne poprzedzenie tyoh

' patrz oznaczenia w "metody eliminacyjne".1/
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trzech operatorów w końcowym złożeniu. Następnie dołącza się 
nowy operator i w analogiczny sposób określa się wzajemne 
poprzedzanie dla tych operatorów. Po n-1 krokach otrzymuje 
się rozwiązanie zadania.

3.6.9* Metoda uśredniania miar jednoczesności działania I

Metoda ta zaproponowana przez Jankowską-Zorychtę za pod
stawę konstrukcji funkcji sterującej przyjmuje macierz, 
którą za autorką nazwiemy macierzą jednoczesności działania 
operatorów. Macierz tę oznaozymy A.
Dla zbudowania tej macierzy należy dla każdego podzbioru 
operatorów T^K (i=l,2,...,m) wyznaczyć następujące wielko
ści:

k-i

j=i
n

k= j + i

k—1,2,..,,n

przyjmujemy przy tym

s
= O dla s <  r. 

j=r

Następnie wyznaczamy macierz
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min (alk + opk), dla l^p
llp dla l=p, p, 1=1,2,...,m

Obliczamy następnie:
m

ĵ = m-j X
i=J+i-> aji j=l,2,...,m-i

m

i= J+l
j— 1 | 2 | e ♦ e jIUf-1

Wielkości Aj oraz 
wiednio elementów wiersza lub kolumny licząc od głównej prze
kątnej do końca. Wielkości te są podstawą konstrukcji funkcji 
sterującej. Zasadę tej konstrukcji przedstawimy w postaci 
algorytmu:

A  są średnimi arytmetycznymi odpo-

Krok 1.
1 : = 0 , k:=0
przejdź do kroku drugiego.

Krok 2.

Dla j=1,2,...,m-i wykonaj:

jeśli A ?/ * to l:==l+i i o£(l) = TjK
J J

jeśli A pi i too((m-k) = T,*,, k:=k+l . 
j / j 3

Przejdź do kroku trzeciego.

Krok 3.
oC (*-*)= TmK-
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Autorka tej metody pisze: "W opisanym algorytmie istotne 
Jest badanie warunku ^ /A . Ze względu na uśredniane 
współczynniki nierówności tej nie należy traktować zbyt rygo
rystycznie. Oznacza to, że Jeśli A. różni się względnie

J
niewiele od to można przyjąć w warunku tym równość"
Konsekwencją tego Jest fakt, iż w wyniku postępowania zapro
ponowanego w tej metodzie uzyskuje się więcej niż Jedną 
funkcję sterującą, gdyż Jeśli różnica między Aj ą 
Jest niewielka to można przyjąć raz Aj ^ ^  a drugi raz

Ĵ ^ My
Zastosujmy opisaną metodę do naszego przykładu. Wyznaczamy 
clk oraz a wyniki zanotujemy w maclerzy:

k i 2 3 4

i cii du °i2 di2 Ci3 d13 ci4 di4

i 0 27 7 18 16 6 28 0

2 0 21 3 14 10 9 15 0

3 0 19 8 15 13 8 19 0

4 0 24 12 21 15 iO 26 0

5 0 26 6 17 15 8 24 0

Wobec tego macierz A Jest następująca:

1/ patrz Jankówska-Zorychta "Modele sekwencyjne i ich zasto
sowanie..." str.82.
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i 2 3 4 5

i 0 15 18 21 21 18,7

2 ii 0 19 21 20 20

3 i9 15 0 19 19 19

4 24 15 19 0 24 24

5 24 15 19 23 0 -

Ą 19,2 15 19 23 - -

Widać, że: A± /̂ 1, Ag >  /*2, Ag ^  ^ 3, \  >
przy czym różnica między A^ a Jest względnie nie
wielka możemy zatem otrzymać dwa złożenia:

I.
(t 1K x T5K x T4K x T3K x T2K )

i II.
(T5K X T4K X T3K X T2K X T1K )

Pierwsze z nich daje wartość funkcjonału równą 65, natomiast 
drugie 69.
Zwróćmy uwagę na fakt, iż w tej metodzie na ostateczny wynik 
ma istotny wpływ kolejność operatorów,dla jakiej zbudowano 
macierz A. Podobnie rzecz wygląda w metodzie wzajemnego 
poprzedzania, gdzie w zależności od wyboru operatorów można 
uzyskiwać różne funkcje sterujące. Do zagadnienia tego Jeszsze 
powrócimy.
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3.6,lOo, Metoda uśredniania miar jednoczesności działania II

Metoda ta również zaproponowana przez Jankowską-Zorychtę 
podobnie jak i poprzednia za podstawę konstrukcji funkcji 
sterującej przyjmuje maoierz A. Jest to postępowanie ite
racyjne, którego cechą charakterystyczną jest to, że w każ
dym kroku iteracyjnym wybiera się jeden operator, który 
wstawia się do złożenia w odpowiednim miejscu, a przecho
dząc do kroku następnego rozpatruje się zbiór operatorów 
bez badanego w kroku poprzednim, Tym samym dziedzina funkcji 
sterującej po każdym kroku ulega zmianie a ściślej mówiąc 
redukcji.
Oznaczmy symbolem Mf dziedzinę funkcji oC po r-tym kroku 
iteracyjnym (r=i,2,,,, ,m-l) oraz mr = max Mr , mr=min Mr . 
Postępowanie to opiszemy w kolejnyoh krokach:
Krok i.

Wyznaczamy

i—1,2,,,.,m

min A 
i iki

1

Niech
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oznaczmy:

pi -

Jeśli teraz:

pi = ki

jeśli )yU) (1)
A , ,

.fi) (i) Jeśli A y  Lt
ki ^ 1

to

V  -  ° ^ « >

Jeśli zaś:

P1 1i

V = d(l)

Krok r.

Wyznaczamy:

i 6 Mr

Wyznaczamy

min
i i

J ś Mr



Oznaczamy:
/• wkr , jeśli A k 4  A
<

r r

>tr) Cr)lr, jeśli A
kr

Jeśli:
Pr = kr

to:

Tp,.I£ "

Jeśli natomiast:

pr - ir

to:

Krok m.

Operator, który pozostał, umieszczamy na jedynym 
wolnym miejscu w złożeniu.

Jak z tego widać budowanie złożenia, które ma być rozwiąza
niem zadania odbywa się z dwóoh stron, W zależności od wa
runków operator T K zostaje wstawiony w złożeniu na

prłŁ
pierwsze wolne miejsce bądź z lewej, bądź prawej strony. 
Postępowanie to prześledźmy na przykładzie, którym posługu
jemy się cały czas. Cały proces zapiszemy w postaci macierzy
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W tablicy tej podkreślono

Sukcesywne powstawanie złożenia ilustruje poniższa tabelka

MX 1 2 3 4 5 Pr

1 T12K 2

2 T3K T2K 3

3 TiK T3K T2K i

4 T1K T4K T3K T2K 4

5 rp rp rp m rpA1K a4K 15K X3K 12K

Wartość funkcjonału H dla tego złożenia jest równa 64.
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3.6,11. Metoda dróg hamiltonowskich

Obecnie chcemy zaproponować pewną procedurę wyznaczania 
funkcji sterującej, której idea oparta Jest na wyznaczaniu 
drogi hamiltonowsklej w grafie* Przypomnijmy następującą 
definicję*
Dany Jest graf G = (x,U) , gdzie X jest zbiorem wierzchoł
ków tego grafu, U zbiorem Jego łuków* Załóżmy przy tym, że:

card(x) = r*

Definicja.

Drogą hamiltonowską grafu G nazywamy taki ciąg 
Jego różnyoh wierzchołków:

xi »*i » •••t*1 *2 Łr
że:

(x. ,x. ) £ U dla każdego s=l,2,*.*,r-l.
Łs Łs+i

Niech symbol Htigjijjn) oznacza wartość funkcjonału H 
dla złożenia ( K* liczoną do n-tej warstwy włącznie*

Graf odpowiadający zadaniu budujemy jak następuje:
Każdy z wierzchołków grafu utożsamiamy z jednym z podzbiorów 

zbioru operatorów 1=1,2,...,m*
Dla znalezienia zbioru łuków tego grafu wyznaczamy:

H (ig|lj 5n ) s= 1,2,... ,m 1= 1,2,... ,m 1̂/s.
1

(ll.i^eu H(ig,i1jn) >  H(i1(iBin)
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Jak widać z konstrukcji otrzymany graf Jest grafem pełnym 
tzn* dla każdego s oraz 1 zachodzi:

Niech

ii,i2* * * * #1n
będzie drogą hamiltonowską w tym grafie* Ponieważ graf Jest 
pełny, droga taka zawsze istnieje1 *̂

H(i1,i2;n) <  H(i2,i ;n)

złożenie:

TimK x ### x Ti2K x Ti±K

powinno dawaó wartość funkcjonału H bliską optymalnej*
Tak też.Jest w istocie* Okamuje się Jednak, że rozwiązanie 
to można poprawić zmieniając w grafie G orientację Jednego 
łuku. Zmiana ta polegać będzie na budowle nowego grafu 
Gi=(x,Ui), który różni się od grafu G tym, że: 

istnieje dokładnie Jedna para (s,l) taka, że:

patrz Berge "Teoria grafów i jej prlmienienija" str. 123
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Ponieważ nie można przewidzieć dla którego łuku należy 
zmienić orientację, procedurę budowania nowego grafu należy 
powtarzać aż do chwili wyczerpania wszystkich możliwości, 
tzn. po przebadaniu grafów* Metoda ta daje bardzo dobre 
wyniki1^ Jednak wadą jej Jest zbyt mała szybkość. Szybkość 
tej metody limitowana Jest algorytmem wyznaozanla drćg ha- 
mlltonowsklch w grafie.
Zobaczmy na naszym przykładzie jak działa ta metoda. 
Wyznaczamy!

H(i,2j4) = 43 H (2,1 { 4} =
H(i,3;4) = 43 H (3,1; 4) =
H(i,4;4) = 49 H (4, i; 4) =
H (i, 5; 4) = 45 H (5 , i; 4) =
H (2,3 ;4) = 32 H(3,2;4) =
H(2,4;4) = 39 H (4,2; 4) =
H (2,5; 4) = 36 H ( 5,2 ; 4) =
H (3,4; 4) = 44 H(4,3;4) =
H (3,5; 4) = 40 H(5,3;4) =
H (4,5; 4) = 44 H 15,4; 4) =

42
36

Graf odpowiadający naszemu zadaniu jest następujący:

i/ patrz dodatek.
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Droga hamlltonowska w tym grafie:

2,3,4,5,1

Odpowiadające jej złożenie: Ct ikxT5KxT4KxT3KxT2K^ daJ® 
wartość funkcjonału H równą 65.
Optymalne rozwiązanie uzyskuje się zmieniając łuk. (3,5) na 
łuk (5,3) i wówczas złożenie: (T1KxT4KxT3jixT5KxT2K ) 3®st 
optymalnym o wartości funkcjonału H równej 64.

3.6.12. Metoda Monte Carlo

Chcemy teraz do rozwiązania zadań programowania sekwen
cyjnego zaproponować metodę bazującą na technice Monte Carlo. 
W literaturze spotkać można propozycje stosowania metod 
Monte Carlo do zadań tego typu, jednak propozycje te są 
mało konstrukcytne. Procedurę Monte Carlo stosuje się bowiem 
do szacowania pewnych parametrćw zmiennej losowej jaką jest 
tutaj wartość funkcjonału bądź też wychodząc od jed
nego dowolnego rozwiązania przeszukuje się zbiór rozwiązań
najbliższych mu, definiując oczywiście, odległość między

2/rozwiązaniami '.
Nie będziemy tu przedstawiali szczegółowo samej techniki 

Monte Carlo bowiem literatura na ten temat jest obszerna, 
zacytujmy jedynie "Metoda ta polega na zastąpieniu rozwiązań 
analityoznyoh czy obliczeń numeryoznyoh obserwaoją odpowied- 
niego modelu statystycznego" /.
1Opatrz "Kalendarnoje płanirowanie".2 / •'patrz A.Cichocki "Optymalizacja w deterministycznych mode

lach produkcyjnych".
Opatrz Buslenko 1 inni "Metoda Monte Carlo" z przedmowy wy

dawcy wydania polskiego.
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Zastosowanie metody Monte Carlo do zadań programowania 
sekwencyjnego polega na tym, że z populacji, którą Jest 
zbiór rozwiązań dopuszczalnych w sposób losowy generuje się 
pewien Jego podzbiór i najlepsze rozwiązanie z tego podzbioru 
przyjmuje się za rozwiązanie zadania.

Jest rzeozą oczywistą, że schemat losowania musi gwaran
tować to, że każde rozwiązanie ze zbioru rozwiązań dopuszczał 
nych ma Jednakowe prawdopodobieństwo trafienia do wylosowa
nego podzbioru. Zabezpieczają to generatory liczb losowych 
z rozkładem jednostajnym. Jednym z takich generatorów Jest 
generator biblioteczny "unif". Wprawdzie generatory te dzia
łają na zbiorach ciągłych, a w zadaniach sekwencyjnych ma 
Się do czynienia ze zbiorami dyskretnymi, to Jednak niewiel
ka modyfikacja tych generatorów pozwala pracować na zbiorach 
dyskretnyoh, a więc takich jak trzeba.

Warto tu zwrócić uwagę na Jeszcze Jeden fakt, ponieważ 
zbiór rozwiązań dopuszczalnych Jest zbiorem skończonym nale
żałoby zatem stosować schemat losowania bez zwracania, ale 
wobec dużej liczności tego zbioru można zupełnie bezpiecznie 
stosować prostszy sohemat losowania ze zwracaniem.

Jak wynika z rozważań rozdziału drugiego wartość funkcjo
nału H zależy od funkcji 0  , a ta zaś z kolei od funkcji 
sterujących oC i , najważniejszą zatem sprawą Jest wybór 
tychże funkcji.
wprowadźmy Jeszcze wygodną terminologię. Zbiór rozwiązań do
puszczalnych nazwiemy populacją, jedno rozwiązanie dopuszczał 
ne nazywać będziemy elementem populacji, r elementów popu
lacji nazywać będziemy próbką r-elementową.
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Proponowana procedura stosowania techniki Monte Carlo 
do naszyoh zadań składa się z następującyoh etapów:

- losuje się próbkę r-elemżntową,
- wyznacza się element, dla którego wartość funkcjonału 
H Jest najmniejsza w tej próbce,

- element ten przyjmuje się za rozwiązanie zadania,
- losuje się następną próbkę i wyznaoza się element mini

malizujący wartość funkcjonału H w tej próbce,
- Jeśli wartość funkcjonału H Jest mniejsza niż wartość 

funkcjonału dla poprzednio otrzymanego rozwiązania to 
ten nowy element przyjmuje się za rozwiązanie zadania,

- Jeśli natomiast element ten daje wartość funkcjonału 
nie mniejszą od poprzednio wylosowanego rozwiązania to 
notujemy niepowodzenie,

- eksperyment przerywamy gdy uzyska się kolejno c nie
powodzeń.

Należy zaznaczyć, że r oraz c są z góry, arbitralnie 
dobranymi liczbami.
Jak z tego opisu widać całe zagadnienie sprowadza się do 
wylosowania elementu populacji. Ponieważ dla każdego typu 
zadania odbywa się to nieco inaczej, omówimy teraz kolejno 
sposób generowania rozwiązania dopuszczalnego dla każdego 
z tych typów, rozpoczynająo opis od zadania najprostszego, 
a więc typu E.

Symulacja zadania typu E.

Przypomnijmy, że w zadaniach tego typu rozwiązanie spro
wadza się do wyznaczenia funkcji sterującej oC dla dowolnej 
warstwy,bowiem w pozostałych warstwaoh operatorów sterowanie



- 203

Jest analogiczne, ponadto operatorów w każdej warstwie Jest 
tyle, Jaka Jest liczność zbioru S. Ponieważ jest ich m, 
rozwiązaniem zatem Jest każda permutacja zbioru m elemento
wego, a więc rozwiązań dopuszczalnych Jest ml .

Pierwszy sposób generowania rozwiązania dopuszczalnego 
polega na tym, że numeruje się kolejne permutacje liczbami 
od 1 do ml1/. Następnie przy użyciu odpowiedniego generatora 
generuje się Jedną z liczb naturalnych z przedziału £i,ml}. 
Liczbie tej odpowiada pewna permutacja, która Jest elementem 
populacji.

Jednak przy dużych m (m y io) 2// powstaje pewna trudność. 
Trudność ta bierze się z tego, że w komórce pamięci maszyny 
cyfrowej może zmieścić się liczba skończona i jeśli jest 
ona dostatecznie duża maszyna liczby takiej do pamięci przy
jąć nie może. Trudność tę ominąć można w sposób następujący:

- za wejściową przyjmuje się dowolną np. naturalną 
permutację liczb od 1 do m,

- z przedziału [l,m3 generuje się dwie liczby naturalne,
- w permutacji wejściowej liczby te zmienia się miejsca

mi, otrzymuje się w ten sposób nową permutację, która 
Jest teraz wejściową dla dalszego postępowania,

- generowanie i zamianę powtarza się kilkakrotnie
(w eksperymentach prowadzonych przez autora powtarzano 
to 2m razy). W wyniku tego postępowania uzyskuje się 
element populacji, który jest równocześnie permutacją 
wejściową dla wyznaczenia następnego.

W poniższej tabeli zestawiono najlepszą wartość funkcjo
nału H uzyskaną metodami przybliżonymi (pominięto tu
^/numerowanie takie jest możliwe,patrz W.OstasiewicznNumero- 
wanie permutacji".

2/dla EMC ODRA 1204.
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metodę dróg hamiltonowskich], optymalną wartość funkcjonału 
H oraz wartość uzyskaną metodą Monte Carlo. Przykłady oraz 
dokładniejsze zestawienia zebrane są w dodatku.

Lp. Metody
przybli
żone

Optymalna
wartość

Metoda
Monte
Carlo

i. 833 817 859
2 964 945 976
2 1044 969 1006
4 1062 1040 1055
5 999 978 1012
6 888 870 893
7 909 903 935
8 967 944 97 9
9 934 919 967

10 894 885 904

Ponieważ dla zadań typu E metoda ta daje dobre rezultaty 
Jest przy tym szybka, wydaje się, że dla pozostałych typów 
zadań wyniki uzyskane tą metodą powinny byó równie dobre, 
tym bardziej, że właściwie nie ma innych metod na wyznaczanie 
rozwiązań takich zadań.

Symulacja zadania typu D,

Przypomnijmy, że w zadaniach tego typu dana Jest dla każ
dego p funkcja sterująca oraz U(p,l) dla każdego
p oraz każdego 1 Jest zbiorem Jednoelementowym. Poszuki
wana funkcja sterująca nie może naruszać wartości żadnej 
z funkcji oć



205 -

Uzyskuje się to w następujący sposób:
- ze zbioru |otpK (O J p=l,2,...,m losuje się Jeden z ope

ratorów, Wylosowany operator, niech nim będzie T ,
plAi

przyjmuje się za oCMK-(i) ,

- ze zbioru p/p^ uzupełnionego o operator

o£p k (2) losuje się operator, który przyjmuje się jako

°£\iv(2) t jeżeli będzie to operator T , to następnego Mn p 1A2
losowania dokonuje się ze zbioru (i)j p/p^ uzupeł
nionego o operator oC „(3), Jeśli natomiast wyloso-p^a
wano operator T  ̂ to w jego miejsce do zbioru, z któ-

2
rego losujemy wprowadza się operator of K (2). Powtarzaćp^^
jąc tę procedurę (m.k) razy otrzymuje się element po
pulacji. Jak widać sposób ten zabezpiecza nienaruszal
ność poszczególnych funkcji sterującyoh przez otrzyma
ną funkcję

Symulacja zadań typu C.

Zadanie tego typu jest bardzo podobne ao poprzedniego 
z tą tylko różnicą, że:

U(p.l3- Npl .
Generowanie wartości funkcji sterującej jest tu lden-
tyczne jak poprzednio, jednak po każdym takim losowaniu na
leży jeszcze wylosować ze zbioru warstwę, w której
operator ma działać, gdyż w pierwszym losowaniu otrzymuje 
się rodzinę operatorów
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Symulacja zadania typu B.

W zadanlaoh tego typu nie ma ograniczenia o nienaruszal
ności wartości funkcji sterujących przez funkcję

a ponadto nie ma również potrzeby losowania warstwy 
operatorów z założenia bowiem card ( = i dla każdego
p oraz każdego 1. Rozwiązaniem dopuszczalnym Jest zatem 
dowolna permutacja operatorów przy czym permutacja
ta jest (m.k) elementowa. W zadaniach tego typu stosuje sif 
zatem schemat postępowania opisany przy zadaniu typu E.

Symulacja zadania typu A.

Losowanie tutaj Jest takie same Jak poprzednio z tym tylko, 
że losuje się dowolną permutację Już nie operatorów Tpl 
lecz rodzin operatorów Po wylosowaniu odpowiedniej ro
dziny należy tak jak w zadaniu typu C Jeszcze każdorazowo 
ze zbioru Npl wylosować odpowiednią warstwę, lub inaczej 
mówiąc operator z tej rodziny.
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ZAKOŃCZENIE

W prezentowanej pracy podjęto próbę stworzenia jednolitej 
teorii dla zadań z teorii organizacji procesów, dla których 
charakterystyczne jest to, iż składają się one z szeregu 
czynności czy zabiegów, z których każdy zmienia cechę pod
dawanego tym zabiegom obiektu, przy czym uzyskana cecha 
jest taka jaką powinien mieć produkt finalny* Produktem tym 
może byó np. wyrób w niektórych gałęziach przemysłu, może 
nim byó grupa dydaktyczna w szkole lub uczelni, lub też 
przedmiot powszechnego użytku poddawany zabiegom renowacyjnym. 
Już po zakończeniu tej pracy autor spotkał się z jeszcze jed
nym przykładem zadania sekwencyjnego. Zadanie to dotyczyło 
ustalania kolejności wykonywania odpowiednich prefabrykatów 
w budownictwie. Prefabrykaty te są różnych typów i odlewa 
się je w formach. Dla każdego typu prefabrykatu formę należy 
odpowiednio uzbroić, przezbrojenia te skracają żywotność 
formy oraz są czasochłonne. Należy ustalić kolejność odlewa
nia prefabrykatów by uzyskać żądaną ich strukturę, a ponadto 
by ilość przezbrojeń była minimalna. Takie samo zadanie 
powstaje gdy przy odlewaniu korzysta się nie z pojedynczej 
formy a zespołu form1 .̂

W pracy tej zebrano również wszystkie interesujące propo
zycje rozwiązania zadań tego typu. Przegląd ten można by 
uzupełnić jeszcze, jednak zdaniem autora inne metody są bądź

O p a t r z  "Optymalizacja planowania operatywnego w produkcji
prefabrykatów w budownictwie" praca doktorska B.Tilgner.
Poznań 1975



208 -

mniej interesujące lub mało efektywne. Do nich zaliczyć 
można propozycję Baran-Jarosz i Grabowskiego wykorzystania 
do tego rodzaju zadań programowania całkowito-liczbowego 
lub też propozycję Cichockiego bazującą, na metodzie Monte 
Carlo. Ponadto w cytowanej już kilkakrotnie Jankowskiej- 
Zorychty znaleźć można model zadania, w którym czas wyko
nania operacji jest stosunkowo krótki i wykonuje się dużą 
ilość detali co poważnie zwiększa ilość ograniczeń w prezen
towanych już modelach całkowito—liczbowych. W modelu tym 
zamiast czasu trwania operacji przyjmuje się wydajność stano
wiska w jednostce czasu.

Jeszcze raz należy podkreślić, że przeważająca większość 
propozycji dotyczy szczególnego przypadku zadania programowa
nia sekwencyjnego oznaczonego w tej pracy jako zadanie E. 
Porównując rozwiązania uzyskane różnymi metodami przedstawio
ne w dodatku widaćj że najsensowniejszą jest metoda Monte 
Carlo. Wynika to z dwóch powodów; szybkością przewyższa 
metody dające rozwiązanie dokładne a więc metody programowania 
całkowito-liczbowego oraz podziału i ograniczeń, natomiast 
szybkie metody przybliżone wyraźnie przewyższa jakością roz
wiąż anla.

Warto zwrócić uwagę na to, że dwie z metod przybliżonych 
zawierają a sobie element wyboru losowego. Pierwsza z nich to 
metoda uśredniania miar jednoczesności działania I.
Ostateczna funkcja sterująca oC , lub inaczej kolejność 
wykonywania operacji jaką uzyskuje się tą metodą zależy od 
tego w jakiej kolejności bierze się wiersze macierzy wyjścio
wej do tworzenia macierzy A.
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Druga metoda, metoda wzajemnego poprzedzania również zawiera 
element losowy. Na ostateczne rozwiązanie uzyskane tą meto
dą wpływa wybór detalu do każdorazowego porównania. Metoda 
ta zdaniem autora wyraźnie przewyższa poprzednią. Wydaje 
się, że powtarzając kilkakrotnie całe postępowanie wybiera
jąc za każdym razem inne detale, powinno się uzyskać poprawę 
rozwiązania.

Wszystko to dotyczy zadań typu E. Ponieważ przy innych 
typach zadań wzrasta ich stopień komplikacji, z drugiej 
strony wobec braku sensownyoh metod rozwiązywania tego typu 
problemów wydaje się, że metoda Monte Carlo powinna tu dawać 
również niezłe rozwiązania.

Autor zdaje sobie sprawę z tego, że szereg zadań spoty
kanych w praktyce nie daje się zaszeregować do żadnego z ty
pów wyszczególnionych w tej pracy. Tym niemniej jednak po 
niewielkich modyfikacjach można tż uzyskać.
Warto jeszcze zwrócić uwagę na szereg zagadnień nie porusza
nych w tej pracy ze względu na brak zadowalających wyników 
a rozwiązanie któryoh miałoby poważne znaczenie w praktyce.
Do otwartych zagadnień należy zaliczyć:

- szacowanie minimalnej wartości funkcjonału H,
- stabilizacja rozwiązania,
- wyznaczanie modułów z minimalną stratą na jakości 

rozwiązania.
Omówmy kolejno te zagadnienia.
Rozwiązując zadanie programowania sekwencyjnego wyznacza się 
najpierw funkcje sterujące i dla nich wartość funkcjonału H. 
Praktycznie nigdy się nie wie /jeśli nie korzysta się z metod 
dających rozwiązanie dokładne/ o ile wyznaczona wartość
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funkcjonału H różni się od optymalnej* Gdyby natomiast 
znać optymalną wartość funkcjonału H /lub Jej oszacowanie/ 
to możnaby porównując uzyskany metodą przybliżoną wynik 
z wartością optymalną uznać rozwiązanie za dostateoznie dobre 
lub za mało zadowalające. Znajomość optymalnej wartości 
funkcjonału H znakomicie uefektywniłaby zmodyfikowaną 
metodę podziału 1 ograniczeń. Ponadto znajomość ta pozwoliła
by wyznaczać rozwiązanie metodą Monte Carlo z dowolną dokład
nością.

Drugim otwartym zagadnieniem o kapitalnym znaczeniu dla 
praktyki jest zagadnienie stabilizacji rozwiązania.
Załóżmy, że dla danego zadania wyznaczone mamy optymalne 
funkcje sterujące oC i (2> oraz odpowiadającą im wartość 
funkcjonału H. Powstają teraz następujące dwa pytania:

1° Jak mogą zmieniać się liczby H(Tp^) by otrzymane uprzed
nio funkcje sterujące były nadal optymalne?

2° Czy można dla nowego zadania, różniącego się od rozwią
zanego kilkoma tylko wartościami H(Tp^) wskazać bez 
wykonywania obliczeń optymalne funkcje oC i ^3 ?

Pozytywna i konstruktywna odpowiedź na te pytania miałaby 
niemałe znaczenie praktyczne. Opłacałoby się bowiem stosowa
nie dokładnych metod mimo ich czasochłonności, gdyż uzyskane 
rozwiązanie można byłoby wówczas przenosić na inne zadania. 
Ponadto w praktyce wartości H(Tp^) jakimi dysponuje się 
przy rozwiązywaniu zadań sekwencyjnych bardzo często znacz
nie odbiegają od rzeczywistych, co może przekreślić celowość 
podejmowania prób poszukiwania rozwiązania. Dla ilustracji
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wagi tego problemu przytoczmy następujący przypadek. Na zle
cenie przemysłu autor wyznaczył metodą Monte Carlo przybliżone 
rozwiązanie. Już w trakcie analizy danych widać było, że 
jedno ze stanowisk jest wąskim gardłem i limituje zdolności 
badanego wydziału, co znalazło zresztą potwierdzenie w uzyska
nym rozwiązaniu. W trakcie konsultacji z przedstawicielami 
zakładu powstała paradoksalna sytuacja, okazało się bowiem, 
że ilość produkowanych wyrobów jest 75% wyższa od ilości 
wynikającej z rozwiązania. Wyjaśnienie powstałego paradoksu 
było bardzp proste, okazało się, że dostarczone dane odbiega
ły znacznie od rzeczywistości. Różnica była tak wiełka, że 
po pierwszej weryfikacji danych stanowisko, które było wąs
kim gardłem przestało nim być, co od razu znalazło odbicie 
w rozwiązaniu, które 1 tak było nadal zledeniodawcy do ni
czego nieprzydatne, gdyż znalazło się tam inne wąskie gardło, 
którego w rzeczywistości nie było. Ponowna weryfikacja danych 
trwała długo i szła niezwykle opornie. Ma to zresztą swoje 
uzasadnienie psychologiczne. Znana jest niechęć do ujawniania 
rezerw 1 do pracy zgodnie z harmonogramami optymalnymi, gdyż 
te są z reguły napięte i małe zakłócenia powodują niewykona
nie planów co ma przykre skutki moralne jak i materialne. 
Rozwiązanie zagadnienia stabilizacji rozwiązania uwolniłoby 
/przynajmniej częściowo/ od konieczności zbierania dokładnych 
danych.

Trzecim otwartym zagadnieniem jest zagadnienie wyznaczania 
modułów z minimalną stratą na jakości rozwiązania. Rozwiąza
nie tego problemu pozwoliłoby,zdaniem autora, na szersze 
niż dotychczas stosowanie programowania sekwencyjnego do 
zagadnień praktycznych.
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Rzecz polega na tym, że zadania polegają na budowaniu opty
malnych harmonogramów dla długich odcinków czasu /miesiąc, 
kwartał, półrocze a nawet rok/ co powoduje, że staje się 
ono zadaniem o olbrzymiej częstokroć liczbie danych. Poszuki
wanie rozwiązania dla takiego zadania jest utrudnione cho
ciażby z powodu ograniczonej pojemności komputera. Jedynym 
rozsądnym wyjściem jest w takim przypadku rozbicie zadania 
wyjściowego na zadania mniejsze, które tu nazwiemy modułami. 
Jednak jak wynika z ostatniego wniosku rozdziału pierwszego 
optymalizacja w tych modułach i łączenie rozwiązań z modułów 
w jedno rozwiązanie zadania pierwotnego powodować musi straty 
na jakości rozwiązania, W tym stanie rzeczy celowym jest 
poszukiwanie takich modułów by straty te były możliwie naj
mniejsze.

Zasygnalizowaliśmy tu kilka zagadnień wiążących się bez
pośrednio z programowaniem sekwencyjnym, nad którymi warto 
pracować, gdyż ich rozwiązanie powinno spowodować szersze 
niż dotychczas stosowanie metod matematycznych w praktyce.

Dwa spośród nich, a to: zagadnienie stabilizacji rozwią
zania i zagadnienie wyznaczania modułów, powinny już w nieda
lekiej przyszłości doczekać się rozwiązania, tym bardziej, 
że autor ma w tym zakresie pewne propozycje, dla któryoh 
w tej chwili brak jest weryfikacji na maszynie.
Natomiast zagadnienie szacowania minimalnej wartości funkcjo
nału H wydaje się zagadnieniem ciągle otwartym i jak nara- 
zie bez widoków na rozwiązanie, podobnie jak zasadniczy pro
blem tej pracy: wyznaczanie optymalnej funkcji oC i •
W tym stanie rzeczy pozostaje tylko korzystać z metod przy
bliżonych, tym bardziej, że dzisiaj nikt już nie żąda roz-
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wiązania dokładnego, Jeśli koszt Jego uzyskania Jest nie- 
współmiernie wysoki.

Zwróćmy uwagę na następujący fakt, który autorowi wskazał 
promotor, prof.dr hab.Z.Hellwig.

Zagadnienie rozważane w tej pracy dotyczy sytuacji kiedy 
żądane i sprecyzowane zadania wykonuje się tylko raz. Taki 
proces nazwać można przedsięwzięciem. Zagadnienie radykalnie 
się zmienia Jeśli następuje wielokrotne powielanie tych zadań. 
Jak wynika z twierdzenia 1.7 powielanie harmonogramu optymal
nego przeważnie Jest gorsze /ze względu na wartość funkcjo
nału H/ od optymalnego harmonogramu wyznaczonego dla tych 
zwielokrotnionych zadań. Załóżmy teraz, że powtórzeń takich 
musi być dużo i proces nasz przestaje być przedsięwzięciem? 
a staje się produkcją masową. Co się wówczas dzieje? Z uwagi 
na niejednakowe czasy trwania operacji na poszczególnych sta
nowiskach, na niektórych ze stanowisk powstają czasy oczeki
wania na kolejne operacje*^. W przypadku przedsięwzięcia nic 
groźnego się wówczas nie dzieje. Natomiast jeśli będzie się 
powielało harmonogram wyznaczony dla przedsięwzięć to straty 
wynijające z tych martwych czasów będą rosły. Od pewnego 
momentu /od pewnej wielkości produkcji/ warto ponieść dodat
kowe koszta w celu zmniejszenia strat z tytułu przerw mię- 
dzyoperacyjnych. Te dodatkowe koszta mogą być przeznaczone 
np. na zainstalowanie dodatkowych maszyn i urządzeń w celu 
wyrównania czasów trwania operacji, a właściwie wyrównania 
przepustowości poszczególnych stanowisk.

1/ patrz diagram Gantta
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Z rozważań przeprowadzonych w tej pracy oraz z przykładów 
w niej zawartych wynikają następujące wnioski:

1. Zadanie, które zostało sformułowane obejmuje szeroką 
klasę zagadnień spotykanych w praktyce.

2. Szczególny przypadek tego zadania sformułowany przed 
20 laty ma bardzo bogatą literaturę.

3. Świadczy to o dużym zainteresowaniu tymi zagadnieniami 
zarówno z praktycznego jak i teoretycznego punktu wi
dzenia.

4. Mimo tak dużego zainteresowania, praktycznie nie ma 
metod wyznaczania rozwiązania tego typu zadania.

5. Do wyznaczania rozwiązania tej klasy zadań pozostają 
jedynie metody przybliżone.

6. Najbardziej efektywne spośród metod przybliżonych to: 
metoda wzajemnego poprzedzania, metoda Monte Carlo
i metoda dróg hamiltonowskich.

7. Metodę dróg hamiltonowskich można uefektywnić przez 
przyspieszenie algorytmu wyznaczania dróg hamiltonow 
sklch.

8. Pełne zastosowanie procedury Monte Carlo do metody 
wzajemnego poprzedzania wpłynęłoby na jakość uzyski
wanego rozwiązania.

9. Dla zadań pozostałych typów jako metoda ich rozwiązania 
pozostaje procedura Monte Carlo.

10. Zagadnienie wyznaczenia optymalnych funkcji sterują
cych jest w dalszym ciągu zagadnieniem otwartym.
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11. Każda nowa metoda rozwiązania tego zadania powinna 
spełniać dwa postulaty:

- być szybka
- dawać rozwiązania lepsze niż metody dotychczasowe.

12. Sformułowane zadanie sekwencyjne zrodziło szereg no
wych zagadnień,rozwiązanie ktćryoh jest Interesujące, 
z teoretycznego punktu widzenia, jak również miałoby 
niemałe znaczenie praktyczne.

13. Zadanie sformułowane w tej pracy dotyczy przedsię
wzięcia, a więc sytuacji kiedy uzyskany harmonogram 
realizuje się jeden tylko raz.

14. Przy wielokrotnym powtarzaniu zadań produkcyjnych 
zadanie programowania sekwencyjnego bardzo często 
staje się zadaniem z dziedziny organizacji produkcji 
masowej.
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DODATEK

W dodatku choemy zaprezentować przykłady zadań programo
wania sekwencyjnego oraz porównać wyniki uzyskane różnymi 
metodami, które zostały opisane w niniejszej pracy. Pod
kreślamy raz jeszoze, że dane do zadań wygenerowano na ma
szynie cyfrowej i nie są one dobierane w jakiś szczególny 
sposób. Obliczenia wykonano w Ośrodku Obliczeniowym Instytutu 
Cybernetyki Ekonomicznej, wszystkie programy za pomocą któ
rych uzyskano demonstrowane wyniki są w posiadaniu autora. 
Pierwsze 10 zadań to zadania typu E, które można przedstawić 
w postaci macierzy 10 x 8. Gdyby powołać się na przykład 
z dziedziny organizacji produkcji odpowiadałyby one zadaniom, 
w których należy wykonać 10 wyrobów dysponując 8 stanowiska
mi. Zadanie te ponumerowano liczbami od 1 do 10. Po każdym 
zadaniu, na wykresie demonstruje się zbieżność procedury 
Monte Carlo. Na osi poziomej odłożono liczbę pobieranych 
próbek, na osi pionowej wartości funkcjonału II. W przykła
dach tych przyjmowano, że próbka liczy 20 elementów a ekspe
ryment przerywano po 100 niepowodzeniach.
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i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

i 901 924 875 900 908 883 833 843 859 817
2 1033 1009 964 964 1061 982 985 963 976 945
3 1050 1142 1111 1044 1205 1075 1054 1004 1006 969
4 1112 1141 1212 1112 1224 1147 1062 1080 1055 1040
5 1052 1038 1024 1052 1068 1047 999 1028 1012 978
6 941 909 918 926 963 952 888 888 893 870
7 1043 945 965 953 1112 909 922 903 935 903
8 998 1072 1006 967 1084 978 986 958 97 9 944
9 966 1001 1004 977 988 971 934 930 967 919

10 977 924 1003 951 981 969 894 903 904 885
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W tablicy podano wyniki uzyskane różnymi metodami dla 
zadań od 1 do 10, W kolumnie pierwszej podano numer zadania 
w kolejnych kolumnach podano wyniki uzyskane następującymi 
metodami:

2 - Piętrowa,
3 - Piętrowa i Sokolicyna,
4 - Palmera,
5 - Campbella, Dudka i Smitha,
6 - uśredniania miar jecnoczesności działania I
7 - uśredniania miar jednoczesności działania II
8 - wzajemnego poprzedzania,
9 - Dróg hamiltonowskich 

10 - Monte Carlo

W ostatniej kolumnie podano wartość funkcjonału H dla opty
malnej funkcji sterującej wyznaczone zmodyfikowaną metodą 
podziału i ograniczeń.

Następne przykłady dotyczą kolejno zadań typu D, C, B, A. 
Zadania te zapisano w postaci macierzy H(0) . W zadaniach
typu D oraz C , gdzie dane są funkcje oCp^ , funkcje te 
również zapisano w postaci macierzy. Rozwiązanie podano 
w postaci tablic 0 oraz H(0) , Rozwiązanie generowano 
przy pomocy procedury Monte Carlo w związku z czym za każdym 
razem podano wartość funkcjonału H dla pierwszej wylosowanej 
próbki oraz liczbę próbek, które wylosowano poczynając od 
pierwszej a kończąc na dającej wartość funkcjonału przyjętą 
za rozwiązanie. Tutaj podobnie jak w przypadku zadania typu 
E przyjęto liczność próbki 20 elementów i eksperyment prze
rywano jeśli 100 kolejnych próbek nie poprawiło wartości 
funkcjonału.
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Zadanie typu D

¥ ¥ V V 24 32 2p ¥ 34 32 V

1 0 0 0 0 0 0 0 87 0 0 0

2 48 0 12 66 0 74 0 0 0 0 0

3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

5 0 76 0 0 10 0 0 0 46 0 0

6 0 0 0 0 0 0 30 0 0 42 0

7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 34

3/4 44 *2 V ¥ ¥ 5/2 33 ¥ y 6/2 6p 6(4

0 88 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 50 0 0 0 0
0 0 0 0 0 76 0 39 0 0 28 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 21 71
0 0 0 0 0 0 95 0 0 83 0 0 0

58 0 16 0 25 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 7 0 0 0 0 0 0 0 0 0

pK 1 2 3 4

1 T13 T12 T13 TU

2 T21 T24 T22 T23

3 T31 T32 T33 T34

4 T43 T44 T41 T42

5 T52 T51 T53 T54

6 T64 T61 T63 T62

1 2 3 4 5 6 7

1 2 ,4 4 ,1

2 1 ,3 2 ,2 1 ,4 1 ,1 5 ,4

3 5 ,1 5 ,3 6 ,2

4 6 ,4 6 ,3

5 2 ,1 5 ,2 1 ,2 3 ,1 6 ,1

6 4 ,4 4 ,2 3 ,2 2 ,3 3 ,4

7 4 ,3 3 ,3

l 2 3 4 5 6 7

1 97 185

2 12 171 247 295 345

3 181 220 359

4 71 331

6 10 105 181 227 310

6 32 201 26 9 299 361

7 7 303

391 po 94 próbkaoh  uzyskano 361
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h(pO

. ' S 1 2 3 4 5

1 TU T14 T15 T12 T13

2 T23 T21 T25 T24 T22

3 T34 T32 T33 T35 T31

4 T41 T43 T44
CM T45

5 T53 T55 T54 T51 T52

1 2 3 4 5 6 7 e

1 2 ,a 3 ,3 4 ,5

2 2 ,1 1 ,4 1 ,3 5 ,2

3 5 ,3 5 ,5 4*4 4 ,2 5 ,4

4 4 ,3 5 .1

5 4 .1 3 ,4 3 ,2 2 ,5 1 ,5 1 ,2 2 ,4

6 3 ,5 3 ,1 2 ,2

1 2 3 4 5 6 7 8

1 46 187 360

2 76 106 116 357 422

3 71 132 182 277 373

4 115 401

5 76 83 171 205 279 291 333

6 212 270 420

456 po 4 pfóbkaota uzyskano 422
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H(0) -

M V i p V ąz PP 3P

i 0 0 30 87 0 0 0 58 0

2 10 0 0 0 0 42 0 0 0

3 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 74 0 0 46 0 0 0 88

6 0 0 0 0 0 0 34 0 0

ą z V 3,“ * ? 4,4 sp »P sp

0 0 0 76 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 83 0 21

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

16 0 25 0 95 0 50 0 28 0

0 7 0 0 0 39 0 0 0 0

sp sp 6,Z 8P s p V 7,2 V 7,4

71 0 0 0 0 0 0 lO o 0

0 0 61 0 0 0 0 0 0

0 96 0 4 23 44 0 0 0

0 0 0 0 0 0 23 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

o£ p k ( ° )  -

1 2 3 4

1 T13 T11 T12 T14

2 T24 T22 T23 T21

3 T33 T32 T31 T34

4 T42 T43 T44 T41

5 T54 T53 T51 T52

6 T61 T6 4 T63 T6 2

7 T73 T74 T71 T72

1 Z 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 , 3 5 , 4 2 , 4 7 , 3 1 , 4 ‘ , 1

2 1 . 1 5 ,3 2 , 2 6 , 2 5 , 1

3 6 , 1 6 , 4 6 , 3 7 , 1

4 4 ,2 3 , 2 3 ,1 1 , 2 7 , 4 4 , 4 2 , 1 5 , 2 7 , 2 3 , 4

5 3 , 3 4 ,3 2 , 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 30 101 159 259 3C0 436

2 40 122 201 26 2 345

3 96 119 123 318

4 95 111 199 273 274 024 0 70 398 421 446

5 7 134 235

p ie rw s za  próbka d a ła  446
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H ( f * )  -

Zadanie typu C

V V 2 V V 2A „t
o co 2? W V 3,2 3? 3* W V V ą V 5,3 5,4 6r1 6,2 6 P O/4

1 0 87 0 0 24 0 94 0 0 63 41 49 0 49 64 28 0 76 0 0 3 0 0 26

2 0 0 0 0 99 0 40 0 0 98 63 65 65 96 44 70 59 0 0 0 62 0 0 0

3 0 93 34 94 87 0 0 0 29 0 34 46 0 42 40 24 22 23 29 0 0 14 86 0

4 71 0 31 55 0 73 89 0 22 41 7 0 0 20 66 0 0 54 0 49 10 0 99 5

5 0 5 0 0 0 0 74 22 54 72 95 13 0 76 39 95 0 15 0 40 44 0 25 0

6 83 3 0 0 64 22 79 0 97 44 47 85 0 0 69 94 96 83 67 0 55 59 0 46

7 0 57 0 0 39 0 76 0 63 5 91 98 0 70 30 92 0 0 75 0 0 19 18 15

c/pK(°) =

£5. 1 2 3 4

1 T12 Ti i T114 T14

2 T23 T24 T22 T21

3 To2 T33 T31 T34

4 T44 T41 T42 T43

5 T54 T53 T52 T51

6 T61 T62 T63 T64

1 2 3 4 5 6 7

1 6 , 1 3 ,3 4 ,3

2 4 ,1

3 4 ,4 5 ,1 3 ,4

4 1 ,4 1 ,3 3 ,1

5 5 ,4 2 ,3 6 ,3 2 ,4

6 1 , 2 3 ,2 1 , 1 5 ,2 CMCM 2 , 1

7 6 , 2 5 ,3 6 ,4 4 ,2

H ( ? )

357 po 71 próbkaołt uzyskano 299,



2 2 8

H(0)

1 2 3 4 5

1 T14 T11 T12 T13 T1S

<^pK( c )=
2 T25 T24 T21 T23 T22

3 T32 T31 T34 T33 T35

4 T43 T44 T42 T45 T41

S T54 T53 T55 T52 T51

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 ,4 1 ,1 3 ,4 2 ,2

2 2,-3 3 ,5 1 ,3 1 ,5 5 ,2

3 2,£ 4 ,3 4 ,5 4 ,1

4 1 ,4 3 ,1 5 ,4 5 ,3 1 ,2

5 2 ,1 5 ,5

6 3 ,2 4 ,4 4 ,2 3 ,3 5 ,1

H (0 )=

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 44 126 175 217

2 121 279 318 321 3 97

3 35 66 211 216

4 89 138 167 256 277

5 59 310

6 62 90 147 266 419

427 po 8 próbkaoh uzyskano 419.
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H(0) -

M V V V z ? V ¥ V 3? V V V V V 4* V V V O,2 6,3 6,4 V 7,2 7p T ‘

1 92 69 34 0 0 0 15 0 15 0 10 35 0 56 91 37 0 41 6 0 87 0 0 0 99 22 0 89

2 0 21 0 31 81 7 89 25 55 6 9 79 0 0 0 70 60 51 88 52 0 0 3 31 0 64 0 74 79

3 0 33 0 0 92 0 1T 0 0 13 53 90 21 62 70 0 0 13 0 0 83 0 0 39 0 40 0 0

4 37 0 0 0 39 0 72 0 42 62 77 70 0 16 24 86 0 72 0 0 0 93 34 94 0 87 0 7G

0 79 0 0 89 3 34 0 74 9 53 49 0 15 78 56 89 0 0 71 5 0 57 55 24 73 0 01

ô pK(c)=

X 1 2 3 4

1 T12 T14 T13 Tn

2 *24 T22 T23 T21

3 T31 T33 T32 T34

4 T42 T43 T41 T44

5 T53> T52 T54 T51

6 T62 T63 T61 T64

7 T73 T71 T72 T74

1 2 3 4 5 6 7 8

1 5 ,3 5 , 2 1 , 1 1 , 3 3 , 4

2 7 , 3 6 , 2 2 , 4 1 . 4 2 , 2 5 , 1

3 3 4 , 1 7 , 2 2 , 3

CM 6 . 4

4 3 ,1 4 ,3 6 , 3 4 , 4 1 , 1 7 . 4

5 4 . 2 1 . 2 5 , 4 3 , 3 3 , 2 6 , 1

1 2 3 4 5 6 7 8

1 6 47 173 20T 262

2 74 77 102 133 140 216

3 87 213 230 322 361

4 42 66 111 197 244 3 20

5 15 94 165 218 227 232

391 po 47 próbkaoh uzyskano 361
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Zadanie typu B

H( 0)

1 2 3 4 5 6

1 2 ,4 4 ,1

2 1,1 1,3 5 ,4 1 .4 2 ,2

3 5,3 6 ,2 5,1

4 6 ,4 6 ,3

5 6 ,1 3 ,1 2,1 5 ,2 1 .2

6 3 ,4 4 ,2 3 ,2 2 ,3

7 4 ,3 3 ,3

344 po 32 próbkaoh uzyskano 310

H( 0).

1 2 3 4 5 6

1 87 175

2 48 60 110 176 250

3 39 203 310

4 154 175

5 83 129 139 234 310

6 58 83 191 233 280

7 7 163
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H< 0)

1,1 4,2 V M Ą1 2#. 2p 2 f 2/5 V ą2 3,3 ¥ ¥ ¥ V V ¥ 4/5 ¥ 5/2 V S4 ^5
1 0 0 0 0 0 0 0 46 0 0 0 0 16 0 0 0 0 0 0 83 0 0 0 0 0

2 76 0 66 10 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 21 0 0 0

3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 95 0 50 0 0 0 71 96 61

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 39 0 0 28 0 0 0 0

5 0 12 0 0 74 0 0 0 42 34 0 88 0 7 0 76 0 0 0 0 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 0 0 87 0 0 0 58 0 0 0 25 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 6 7

1 4 ,5 3 ,3 2 ,3

2 1 ,1 1 ,3 5 , a 1 ,4 2 ,1

3 5 ,3 5 ,5 4 ,2 5 ,3 4 ,4

4 4 ,3 5 ,1

5 1 ,2 2 ,4 3 ,2 1 ,5 4 ,1 CJ 2 ,5

« 2 ,2 3 ,5 3 ,1

«(0)=

1 2 3 4 5 6 7

1 83 158 204

2 88 154 175 238 268

3 71 132 227 323 373
4 122 351

5 12 54 142 228 304 311 345

6 141 183 36 9

403 po 129 próbkach uzyskano Tl 3
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 7 , 3 1 , 3 5 , 4 2 , 4 4 , 1 1 , 4 2 , 2

2 5 , 1 8 , 2 1 , 1 5 ,3

3 6 , 4 6 , 1 6 , 3 7 , 1

4 1 . 2 4 , 4 4 , 2 5 , 2 7 , 4 3 , 2 2 ,1 7 , 2 3 , 1 3 , 4

5 2 , 3 3 , 3 4 , 3

1 2 3 4 5 6 7 a 9 10

1 100 130 201 259 335 422

2 63 144 154 26 6 352

3 23 240 244 377

4 74 124 2 19 247 248 26 4 3 10 333 421 446

5 34 41 258

470 po 38 próbkaoh uzyskano 446
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H( 0)-

Zadanle typu A

1 2 3 4 5 6 7

1 3 ,4 3 ,2 4 ,2

2 2 ,3 4 ,1 2 ,1

3 1 ,4 5 ,3

4 2 ,2 5 ,4 1 ,1 1 ,3 6 ,1

5 3 ,1 2 ,4 5 ,2 1 ,2

6 5 ,1 6 ,2 4 ,3

7 6 ,4 4 ,4 3 ,3 6 ,3

H (l>)

1 2 3 4 5 6 7

1 49 112 221

2 40 172 287

3 94 191

4 113 162 233 264 274

5 166 188 206 269

6 96 1 5 5 2 90

7 15 107 257 292
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n ( 0 ) =

V V V ¥ V* V- ¥ 2? 2.4 2,5 ¥ 3|2 3,3 ¥ 3p ¥ ¥ * ? 4(1 4 P 5* 5? ¥ 5,5

1 37 79 0 0 92 0 42 0 9 0 21 78 0 37 72 83 93 34 0 0 40 0 79 0 22

2 0 89 39 0 3 0 17 62 0 79 16 0 0 56 13 71 3 94 0 0 0 70 0 97 63

3 0 0 31 0 72 34 55 0 53 35 15 24 0 68 41 5 0 31 39 64 0 0 0 0 0

4 0 21 0 89 0 0 15 0 63 77 49 78 0 86 51 87 0 0 99 0 73 0 89 29 0

5 92 33 0 0 7 15 25 0 69 10 56 70 0 0 6 0 0 0 0 0 87 0 94 22 54

0 0 34 0 81 89 0 74 0 13 90 70 62 91 89 88 52 57 55 24 0 22 74 0 0 0

1 2 3 4 5 6

1 1,1 2 ,2 2 ,4 3 ,4

2 5,2 3 ,5 1 ,5 2 ,3 1,3

3 4,1 2 ,5 4 ,5 4 ,3

4 1,4 5 ,4 5,3 1 ,2 3 ,1

5 2,1 5 ,5

6 3 ,2 3,3 4 ,2 5,1

1 2 3 4 5 6

i 126 16 8 177 214

2 76 166 169 239 278

3 5 50 274 305

4 89 118 207 228 277

5 15 261

6 62 153 210 283 329

433 po 10 próbkach uzyskano 329,



_  2 3 5  -

i 2 3 4 5 6 7 8 e

1 7 , 2 3 , 1 4 , 4 1 , 3 6 , 3 5 , 2 i . i

2 6 , 2 6 , 3 7 , 3 5 , 1 1 , 2 2 , 4 1 , 4

3 3 , 2 4 . 1 4 , 2

4 2 ,1 7 , 4 4 , 3 3 , 3

s 2 , 2 2 , 3 7 , 1 5 , 4 3 , 4 6 , 1 6 , 4

h(i>)-

1 2 3 4 5 6 7 8 9

i 22 37 74 214 236 277 3 68

2 3 34 108 159 180 205 245

3 13 34 138

4 39 206 232 356

5 42 76 132 230 27 9 284 33 9

416 po 93 próbkaoh uzyskano 366,
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