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Od Autora

Podrecznik powstal w wyniku wieloletnich wyktadow autora w Politechnice
Wroclawskiej. Jest on przeznaczony dla studentow studiujacych zagadnienia cieplne
(Wydzialy Mechaniczno-Energetyczny, Elektryczny, Mechaniczny i in.) oraz dla
0sOb zajmujacych si¢ technika cieplna.

Do opracowania niniejszego podrecznika wykorzystano skrypt z 1984 r. pt.
Przekazywanie ciepla.

Poniewaz gtdwnym zadaniem podrecznika akademickiego jest dydaktyka, zatem
uktad jego jest taki, by od zagadnien prostszych — elementarnych przechodzi¢ do
coraz trudniejszych. Dotyczy to takze stosowanych metod matematycznych. Z tego
powodu nieraz ten sam dzial przekazywania ciepla (np. przewodzenie ciepla) jest
omawiany w roéznych czesSciach podrecznika.

Aby ulatwi¢ zrozumienie tresci dzialdow przytoczono przyktady i zadania obli-
czeniowe. W tekscie i czeSci koncowej podrecznika umieszczono wykresy i tablice
niezbedne do rozwiazania przedstawionych przyktadow i zadan, a takze do realizacji
opracowan projektowych w technice cieplne;.



Wstep

Przekazywanie ciepla jest dzialem termodynamiki technicznej, rozwijajacym si¢
dynamicznie w ostatnich latach. Podstawowe réwnania ujmujace zjawiska cieplne,
rownania Fouriera, Newtona oraz niektoére metody rozwiazywania zagadnien
cieplnych — zwlaszcza gdy chodzi o aparat matematyczny — sa znane juz od
dawna. Obecnie jednak powstaly warunki do ich powszechnego rozwoju. Wynika to
z licznych i coraz to nowych zastosowan wymiennikow ciepla w roznych procesach
przemystowych, a takze ze stosowania roéznego typu urzadzen i aparatow, w ktorych
procesy przebiegaja wedlug zalozonego rozkladu temperatury. W doktadnych
procesach obrobki metali, odlewnictwie i niektorych zagadnieniach wytrzymatosci
materialow, znajomos$¢ pola temperaturowego 1 jego zmian w czasie jest pod-
stawowym warunkiem realizacji wlasciwego procesu czy obliczenia. W ostatnich
latach do realizacji wielu konstrukcji (np. rakiet, samolotow naddzwigkowych)
wykorzystuje si¢ procesy nie ustalonego przekazywania ciepla i nie ustalonych
procesow (standw) termodynamicznych. Wptyneto to migdzy innymi na rozwoj tzw.
termodynamiki procesow nieodwracalnych, tj. termodynamiki stanéw nierownowa-
gowych. Nie tylko wlasciwa konstrukcja maszyn i urzadzen, ale takze ich eksploata-
cja i automatyzacja, wymaga rozwiazania wielu zagadnien, takich jak akumulacja
i straty ciepta, dynamika wymiennikow ciepta itp.

Rozw6j metod numerycznego rozwiazywania zagadnien cieplnych, oparty na
wykorzystaniu stale rozwijajacych si¢ mozliwosci komputerow, rozszerzyl znacznie
obszar rozwiazywalnych zagadnien.

Wszystko to powoduje, ze procesy przekazywania ciepta stosuje si¢ w coraz to
nowych dziedzinach techniki, gospodarki i nauki, a ten dzial termodynamiki jest
traktowany jako oddzielny przedmiot z odrgbna literatura, oznaczeniami i symboli-
ka. Jego tres¢ stanowia zagadnienia przewodzenia (kondukcji), unoszenia (konwek-
cji) i promieniowania (radiacji) ciepta oraz przypadki potaczone, z reguly wystepuja-
ce w praktyce, jak przejmowanie (wnikanie) i przenikanie.

Oprocz rozwiazan analitycznych zagadnien cieplnych, w publikacji omawia si¢
wybrane przyklady praktycznych zastosowan w dziedzinie techniki cieplnej.



1. Podstawowe wielkosci 1 oznaczenia

W tabeli 1.1 zestawiono wazniejsze wielkosci, oznaczenia i jednostki, stosowane
w przekazywaniu ciepta.

Symbolem E oznaczono wszelkie postacie energii z odpowiednim dodatkowym
oznaczeniem, np. E, — energia kinetyczna; ze wzgledu na najwigksza czesto$c¢
wystepowania tego oznaczenia, symbolem E bez dodatku oznaczono energie
promienistg, zwang emisja. Wyjatkiem od tej zasady jest szczegdlna w termodynami-
ce postaC energii, zwana energia wewnetrzng lub entermia*, oznaczona przez U.

Mas¢ oznacza si¢, podobnie jak w fizyce, przez m. Dokladne pomiary prze-
prowadzone ostatnio wykazaly rowno$¢ masy bezwladnosciowej i grawitacyjnej, tak
ze nie ma potrzeby poje¢ tych rozrdzniac.

Wszystko to, co ma mase, nazywamy materia**. Materia moze wystepowaé
w postaci korpuskularnej (czastek, atomow, czastek elementarnych) zwanej substan-
cja (tj. materii majacej mase spoczynkowa) 1 materii polowej, ktora nie ma masy
spoczynkowej (np. emisja promieniowania).

W technice szczegélna role odgrywa materia korpuskularna, substancja. Do
okreslenia ilosci tej czesci materii najdogodniejsza jednostka jest wielokrotno$é¢
liczby molekul, a mianowicie ich 6,023-10%3 sztuk. Te ilo$¢ nazywamy molem,
a jednostke 10° razy wieksza kilomolem. Ilo$¢ substancji wyrazona w kilomolach
oznaczamy litera n. Mimo Ze zdefiniowana w ten sposob ilo$¢ substancji jest $cisle
okreslona, to jednak w praktyce okreslamy ja za pomoca wazenia lub pomiaru
objetosci w umownych, tzw. normalnych warunkach. Za jednostke ilo$ci substancji
umowny (normalny) metr szeScienny 1 um?® przyjmujemy taka ilo$¢ substanciji, ktora
w warunkach normalnych (fizyczne 760 Tr, 0°, techniczne 0,1 MPa, 0°C) zajmuje
objeto$¢ 1 m?. Dla substancji, ktére spetniaja réwnanie Clapeyrona (tj. dla gazéw

*) Termin entermia wprowadzil W. Wisniowski w celu okreslenia energii wewnetrznej jednego
jednorodnego ciata jako pewnej postaci energii. Tu stosowany termin w odniesieniu do zespotu cial jest
rownowazny energii wewnetrznej, ktora ujmuje takze energie wynikajace z wzajemnego oddziatywania na
siebie cial, pol potencjalnych i in. Termin ten jako krotszy jest praktyczniejszy.

#) W, Wisniowski, Rozwazania termodynamiczne, Zesz. nauk. PWr., Mechanika nr 1, 1955 r.;
E. Schmidt, Einfithrung in die technische Termodynamik, Berlin 1956.



Tabela 1.1. Zestawienie podstawowych wielkosci

Wielkos¢ Symbol Jednostka Uwagi
Ciepto Q J, kJ 1 kcal = 4,187 kJ
0=0/ W, kW strumien ciepta 1 kcal/h = 1,163 W
G=0QJF W/m?, kW/m? gestos$¢ strumienia ciepta
Energia E J, kKJ
E W, kW strumien energii
é W/m?, kW/m? gesto$¢ strumienia energii
U 1 K energia wewnetrzna — entermia
Czas T s, h
Temperatura 4 K grd — skroét facinski, gradus — stopien,
uzywany w literaturze
t 0C temperatura plynu
S 0C temperatura ciala stalego
AT = At K
Masa m kg
1 kg/s strumien masy
Substancja G kg G=mn
v, um? V,=224n
n kmol
G kg/s strumien substancji
g kg/m?-s gesto$¢ strumienia substancji
Dtugos¢ XYy z m zmienna
d, h, L m odcinka
Powierzchnia F m? catkowita
f m? zmienna
Objetosce 14 m?
v m?/s strumien objetosci
v=V/G m3/kg objetoé¢ wlasciwa
Entalpia I J, kJ
I W, kW strumien entalpii
Intensywnos¢ I, W/m, kW/m
promieniowania i,=1,/F W/m3, kW/m3 natgzenie intensywnos$ci promieniowania
Sita K N
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doskonatych i poldoskonalych), ilo§¢ substancji wyrazona w kilomolach mozna
przeliczy¢é na umowne metry szeScienne za pomoca nastepujacych zaleznosci®:

V,=224 n (w warunkach 760 Tr, 0°C), (1.1)
V, =227 n (w warunkach 0,1 MPa, 0°C). (1.2)

Ilos¢ substancji mozna okresli¢ takze przez wazenie masy spoczynkowej lub
ciezarem w umownych warunkach energetycznych. Jednostka substancji jest wtedy
normalny kilogram** (masy — kg, lub ciezaru — kG,). Illo$¢ substancji wyrazona
w normalnych kilogramach oznaczamy przez G. Zmiana energetycznych warunkow
umownych nie powoduje zauwazalnych mierzalnych zmian masy spoczynkowej***
danej substancji. Pominigcie wptywu warunkow energetycznych pozwala na okresle-
nie iloSci substancji za pomoca jej masy spoczynkowej m

G =m;. (1.3)

Gdy spotykane predkosci substancji nie przekraczaja 1/100 predkosci $wiatla,
wowczas znika zauwazalna w technice i mierzalna roznica migdzy masa m substan-
¢ji****) a jej masa m, spoczynkowa. Ilo$¢ substancji mozna wowczas mierzy¢ jej

masa w kg
G =m, (1.4)

a roznica migdzy substancja 1 masa ma tylko znaczenie pojeciowe. Wyrazenie
substancji za pomoca spoczynkowej lub catkowitej masy nie wymaga wprowadzenia
dodatkowych jednostek substancji w uktladzie SI.

W podreczniku przyjmuje si¢ ilos¢ G substancji, mierzona za pomoca jednostki
masy.

Zwiazek migdzy iloscia substancji n w kilomolach i G w kilogramach jest

wyrazony przez
G = Mn, (1.5)

gdzie M kg/kmol jest to przelicznik, zwany liczba molowa, majacy te sama wartosc,
jaka ma bezwymiarowy cigzar czasteczkowy. We wszystkich rownaniach termo-
dynamicznych liczba M jest wymiarowa.

*) Przytoczone wzory sa powszechnie stosowane jako przyblizone do gazowych substancji
rzeczywistych, dla ktorych mozemy stosowac rownanie Clapeyrona. Wzory te mozemy stosowac i do tych
substancji, ktéore w warunkach normalnych nie sa gazami. Mowimy wtedy o objetosci, jaka mialyby pary
tych substancji, gdyby podczas przechodzenia — zgodnie z rownaniem Clapeyrona — do warunkow
normalnych nie zmienily stanu skupienia, np. H,O. Scisle biorac, dla kazdej substancji, ktora nie speknia
rownania Clapeyrona, nalezaloby wprowadzi¢ oddzielne przeliczniki, czego si¢ nie stosuje ze wzgledu na
dokladnos¢ obliczen spotykanych w technice.

**) Jednostke te nalezy traktowaé jako dodatkowa jednostke podstawowa w uktadzie SI.
##%) Jzobaryczne ogrzanie, odparowanie i przegrzanie pary wodnej do 3000°C zmienia jej mase
spoczynkowa nie wigcej niz 0,00001%.
#ik%) Przy predkosciach nie przekraczajacych 1/100 predkosci $wiatla przyrost masy w stosunku do
masy spoczynkowej nie przekracza 0,005%.



Temperatur¢ w przekazywaniu ciepla oznacza si¢ trzema symbolami T, ¢, 9.
Symbolem T oznaczamy temperature wszystkich cial* wyrazong w K, symbolem
t — temperature pltynu, symbolem 3 — temperature ciala statego. Jesli w rownaniach
roznica temperatur jest wyrazona symbolami 4¢ i 43, mozna ja oblicza¢ zarowno za
pomoca temperatur w skali Kelwina (4T = 4t K), jak 1 w skali Celsjusza.

Stosunek do czasu wielkosci zaleznych od czasu nazywamy strumieniem** tych
wielkosci 1 oznaczamy kropka nad symbolem, np. Q — strumien ciepla,
rii — strumien masy itp.

Stosunek strumienia danej wielkoéci do powierzchni przekroju przekazywania
tego strumienia nazywa si¢ gestocia danego strumienia, np. Q/F — gesto$é
strumienia ciepta, E/F — gesto$¢ strumienia energii itp. JeSli strumien danej
wielkosci jest oznaczony duza literg alfabetu z kropka, to gesto$¢ danego strumienia
oznacza si¢ mala litera z kropka: ¢ = G/F — gestos¢ strumienia substancji,
é — gesto$¢ strumienia energii, § — gesto$¢ strumienia ciepla itp.

*) Blizsze okre$lenie, dotyczace temperatury rodzaju danego ciata, podano w odnosniku, np.:
Tph Tsr ltp

%) W literaturze nazywa sie strumien danej wielkoéci takze jej natezeniem, np. 0 — natezenie
przekazywania ciepla, G — natezenie przeptywu substancii, ' — objetosciowe natezenie przeptywu.



2. Pojecia wstepne

Roznica temperatury wystepujaca w ciele lub migdzy cialami jest konieczna
1 wystarczajgca przyczyna, by wystepowal samoczynny proces zwany przekazywa-
niem ciepta. Moéwimy, ze sila motoryczna przekazywania ciepla jest rdznica
temperatur. Kierunek przebiegu zjawiska jest taki, zeby zniwelowac istniejaca
roznice temperatur.

Materialna przestrzen, w ktorej kazdemu punktowi jest przyporzadkowana
temperatura, nazywamy polem temperaturowym. Pole temperaturowe jest skalarne.
Jego punkty o tej same] temperaturze wyznaczaja powierzchnie izotermiczne
(ekwiskalarne).

Jezeli temperatura dowolnego punktu pola zalezy tylko od geometrycznego
polozenia tego punktu, nazywamy je ustalonym polem temperaturowym (stosuje si¢
takze nazwe¢ — stacjonarne pole temperaturowe), co mozna zapisa¢ rOwnaniem

T=T(x, y, 2). (2.1)

W ustalonym polu temperaturowym polozenie w przestrzeni i ksztalt po-
wierzchni izotermicznych sa niezmienne w czasie.

Jezeli temperatura dowolnego punktu pola zalezy nie tylko od potozenia punktu
w przestrzeni, ale takze od czasu, to pole takie nazywamy nieustalonym (lub
niestacjonarnym) polem temperaturowym. Okresla si¢ je réwnaniem:

T'= T % % 1) (2.2)

W nieustalonym polu temperaturowym ksztalt i polozenie w przestrzeni po-
wierzchni izotermicznych sa zalezne od czasu.

Kazdemu punktowi pola temperaturowego jest przyporzadkowany wektor
zwany gradientem temperatury, wyrazony rownaniem

dT
T _——) .
grad i (2.3)

gdzie n jest normalng w danym punkcie pola do powierzchni izotermicznej, na ktorej
ten punkt lezy. Gradient temperatury tworzy pole wektorowe (rys. 2.1).
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Rys. 2.1. Pole temperaturowe; Rys. 2.2. Przekazywanie strumienia Q ciepla
a — przekrdj powierzchni ograniczajacej pole przez powierzchni¢ F; AQ — czes$¢ strumienia
temperaturowe, b — przekroj powierzchni ciepla przekazana przez wycinek

izotermicznych AF powierzchni

Kierunek gradientu wyznacza normalna n, a zwrot jej jest skierowany ku
powierzchniom izotermicznym o wyzszej temperaturze.

W ustalonym polu temperaturowym gradient zalezy tylko od polozenia rozwaza-
nego punktu w przestrzeni, nie zalezy za$ od czasu. W nieustalonym polu
temperaturowym gradient jest funkcja nie tylko polozenia, ale i czasu.

Jezeli w okreSlonym odstepie At czasu jest przekazane ciepto Q to sredni w tym
czasie strumien O, ciepla wyraza si¢ wzorem*

Y

0= 4

Przez chwilowy strumien Q ciepta nalezy rozumieé¢ granice, do jakiej dazy
stosunek przekazanego Q ciepta do przedzialu czasu At, jezeli At dazy do zera**®

Q'=1img—dQ

40 AT dr

: (2.5)

strumien ciepta jest wektorem.

Kierunek przekazywania ciepla, a $cislej strumienia ciepta, jest wyznaczony przez
kierunek gradientu temperaturowego. Cieplo jest zawsze przekazywane od ciala
o temperaturze wyzszej do ciala o temperaturze nizszej, czyli zwrot wektora
strumienia ciepla jest zawsze przeciwny zwrotowi gradientu temperatury.

*) Ten strumien ciepta rowna si¢ cieplu przekazanemu w jednostce czasu.
**) Jezeli strumien ciepla jest liczony jako strumien ciepta przemiany, to dQ jest przystosowanym do
tej przemiany wyrazeniem dQ rézniczkowym.
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Stosunek strumienia Q ciepta do powierzchni F przekroju, przez ktory strumien
ten jest przekazywany, nazywamy srednia na tej powierzchni gestoscia ¢, strumienia
ciepta® (rys. 2.2).

(2.6)

Lokalna gestoécia ¢ strumienia ciepta nazywamy granice stosunku czesci 40
strumienia do wycinka AF powierzchni, gdy AF dazy punktowo do zera. Oznacza to,
ze wszystkie liniowe wymiary wycinka AF daza do zera (patrz rys. 2.2)

) .40 dO v
4= hm oF = 3F’ @7)
gesto$¢ strumienia ciepla jest takze wektorem.

Strumien ciepla zalezy migdzy innymi od powierzchni i tg¢ zaleznos¢ na rys. 2.3
symbolizuje linia pogrubiona. Dla skonczonej wartosci rozniczki dF, roéwnej
przyrostowi AF wycinka powierzchni, mozna na rys. 2.3 przedstawi¢ czes¢ AQ
strumienia ciepla, przekazana przez ten wycinek i rozniczke dQ tego strumienia.
Przez b (na rys. 2.3) rozumie si¢ warto$¢ bezwzgledna bledu jaki popelniamy,

ad
o 9P
Q
3
l¢ E
Rys. 2.3. Czeéé strumienia 4Q ciepla i rozniczka dQ wykreslnie;
b — bezwzgledny blad w traktowaniu rézniczki dQ strumienia £
ciepta jako czesci AQ strumienia dla skoniczonej wartosci dF aF-af

traktujac rozniczke dQ jako czes¢ AQ strumienia ciepta przekazanego przez element
dF = AF powierzchni. Z rysunku tego wida¢, ze dla malejacego do zera elementu dF
powierzchni blad b takze dazy do zera. Mozna wigc w tych warunkach traktowac
rozniczke strumienia ciepta jako strumien ciepta przekazany przez malejacy do zera
tzw. ,,dyskretny”** element powierzchni dF.

W dalszej czeéci tej publikacji operujemy rézniczka dowolnej funkcji (np. dQ)
jako przyrostem tej funkcji (np. 40 dla niewielkiego przyrostu zmiennej niezaleznej
dF). Przy takim uproszczeniu mozna wigc, bez popelnienia bledu w wynikach
rozwazan, rysunek 2.2 przedstawi¢ jako rysunek 2.4.

# Srednia gesto$¢ strumienia ciepta rowna sie strumieniowi ciepta przypadajacemu na jednostke
powierzchni.
**) Stosuje si¢ takze terminy: elementarny, infinitezymalny
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Rys. 2.4. Przekazywanie strumienia Q ciepla Rys. 2.5. Przestrzenny wycinek pola temperaturo-
przez powierzchni¢ F; wego: a — powierzchnie izotermiczne, b — po-

dQ — cze$é strumienia ciepla przekazana przez wierzchnia adiabatyczna, ¢ — linie strumienia
wycinek dF powierzchni ciepta

Droge, ktora jest przekazywany strumien ciepla, mozna przedstawi¢ graficznie
jako linig. Jej kierunek w kazdym punkcie pola temperaturowego jest normalny do
powierzchni izotermicznej przechodzacej przez ten punkt. Jezeli przyjmiemy, ze
liczba linii strumienia jest proporcjonalna do wielkoSci strumienia ciepla, to
zageszczenie linii Swiadczy o wzroScie gestosci strumienia ciepla.

Poniewaz w kierunku normalnym do linii strumienia ciepta nie ma roznic
temperatury, wigc nie ma w tym kierunku przekazywania ciepta. O liniach tych
zatem moOWwi sie nieraz, ze sq liniami adiabat, a powierzchnie obejmujace linie adiabat
nazywa si¢ powierzchniami adiabatycznymi (rys. 2.5).

2.1. Ogolny podzial przekazywania ciepla

Ze wzgledu na rodzaj pola temperaturowego materialnego osrodka, przekazywa-
nie w nim ciepla dzielimy na:

a) ustalone (lub stacjonarne), jezeli zachodzi w ustalonym polu temperatu-
rowym,

b) nieustalone (lub niestacjonarne), jezeli zachodzi w nicustalonym polu
temperaturowym.

Ze wzgledu na sposodb (mechanizm) przekazywanie ciepta dzielimy na:

a) przewodzenie, czyli kondukcje,

b) unoszenie (konwekcje),

¢) promieniowanie (radiacje).

Przewodzenie ciepla zachodzi wtedy, kiedy w kierunku przekazywania ciepta, tj.
kierunku gradientu temperatury, nie ma makroskopowego przemieszczenia substan-
cji. Przypadek taki z reguly wystepuje w ciatach statych, w ktérych nie zachodzi
makroskopowe przemieszczanie. Przykladem przewodzenia ciepta w cialach gazo-
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wych moze by¢ tzw. grzanie sufitowe, gdy zamykajaca od gory gaz pozioma
powierzchnia grzejaca ma wyzsza od niego temperature. Takze przekazywanie ciepta
przez waskie szczeliny wypetione plynem, gazem lub ciecza (gdy na skutek waskosci
szczeliny ruch plynu jest pomijalny) jest przykladem przewodzenia ciepla. Inne
przyklady przekazywania ciepla w plynie zaliczamy takze do przewodzenia, jesli
wplyw makroskopowego przemieszczenia substancji w kierunku gradientu tem-
peraturowego na wielko$¢ strumienia ciepla jest pomijalny.

Unoszenie ciepta zachodzi wowczas, gdy strumien ciepla jest przekazywany przez
makroskopowy ruch substancji w kierunku gradientu temperaturowego. W praktyce
zwykle wystepuje ono wtedy, gdy ruch ten decyduje o wielkosci strumienia. Unoszenie
ciepta zazwyczaj zachodzi w plynach oraz migdzy cialem stalym a plynem.

Przekazywanie ciepta przez promieniowanie odbywa si¢ za posrednictwem fal
elektromagnetycznych. Kazde cialo jest zrodlem promieniowania, zrodlem fal
elektromagnetycznych. Promieniowanie w odréznieniu od przewodzenia i konwekcji
moze zachodzi¢ w prozni.

W praktyce rzadko spotykamy sie z przekazywaniem ciepta tylko przez prze-
wodzenie, unoszenie lub promieniowanie. Czesciej zachodza przypadki polaczone.
Sa to:

Przejmowanie ciepla (wnikanie), to rzeczywiste, faktyczne przekazywanie ciepta
od ciala stalego do ptynnego, jako potaczony przypadek unoszenia i promienio-
wania.

Przenikanie ciepla — przypadek przekazywania ciepta miedzy ciatami ptynnymi
rozgraniczonymi przegroda stala. Wystepuje tu dwukrotnie (po stronie kazdego
plynu raz) przejmowanie ciepla i przewodzenie przez stala przegrode.

2.2. Rownowaga i ogodlne zaleznosSci w polu temperaturowym

Jednym z warunkow réwnowagi termodynamicznej jest stalosC temperatury
w obszarze, w ktorym rownowaga taka wystepuje. Pole temperaturowe jest wtedy
nie tylko ustalone, ale w kazdym punkcie ma t¢ sama temperature. Przejscie
z jednego stanu rownowagi termodynamicznej w drugi odbywa si¢ przez stany
nierOwnowagowe.

Teoretycznie po zakldceniu™ stanu rownowagi jego przejscie w inny stan
wymaga czasu nieskonczenie dlugiego. Praktycznie stan taki nastepuje po czasie
skonczonym, zaleznym od wielkosci obszaru (obiektu) i czasu trwania zaburzen.

*) Do najezgSciej spotykanych przyczyn zaktocen temperatury ukladu o réwnowadze termo-
dynamicznej mozna zaliczy¢ znajdujace si¢ w nim zrodla ciepla wszelkiego pochodzenia (tarcie, przeptyw
pradu pokonujacy opor elektryczny, reakcje chemiczne, jadrowe i in.), kontakt z ukladem o innej
temperaturze (na calej zewnetrznej powierzchni lub jej czedci), przeptyw przez uktad substancji, jej
przyrost lub zanikanie.
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Uznajemy, ze czas ustalenia rownowagi minal, jezeli istniejace jeszcze w obszarze
zmiany parametréw okreslajacych stan sa w rozwazanych zagadnieniach po-
mijalne.

Przechodzenie z jednego stanu rownowagi termodynamicznej w stan drugi moze
sie odbywa¢ w ustalonym lub nieustalonym polu temperaturowym. Aby przechodze-
nie takie odbywalo si¢ w ustalonym polu temperaturowym, wystepujace zaklocenia
musza spelnia¢ nastgpujace warunki: nie zawiera¢ wewnegtrznych zrodet ciepta,
a jezeli sa w rozwazanym obszarze, to ich rozmieszczenie i wydajno$¢ nie moga sie
zmienia¢ w czasie; kontakt rozwazanego obszaru z otoczeniem musi by¢ tego
rodzaju, by temperatura zewnetrznej powierzchni brzegu obszaru takze nie zalezala
od czasu.

Jezeli warunki te nie sa spelnione, pole temperaturowe nie jest ustalone. Po
zaniknigciu przyczyn powodujacych powstanie nieustalonego pola temperaturowe-
go, pole to samoczynnie przechodzi w ustalone. Teoretycznie przechodzenie to takze
trwa przez czas nieograniczenie diugi, w praktyce za$ czas skonczony zalezny od
pojemnosci cieplnej uktadu. W chwili, gdy zachodzace zmiany temperatury w czasie
mozemy uzna¢ w rozwazanych zagadnieniach przekazywania ciepta za pomijalne,
uznajemy to pole za juz ustalone (patrz rys. 2.6 1 2.7).

T
k
- \ /
Tou
>
T
/(T,
Iz
Rys. 2.6. Bilans energii wycinka pola temperaturo- Rys. 2.7. Przebiegi temperatury: T,, Ty, T. —
wego: Q,, Q, — przekazane strumienie ciepla ,,do- temperatury punktow odpowiednio A, B, C
prowadzony” i ,odprowadzony”, L, — praca na rys. 2.6, T,,, Tg,, T¢, — temperatury punk-
zewnetrzna przekazana do otoczenia, I, I, — en- tow A4, B, C po ustaleniu si¢ pola temperatu-
talpie substancji doprowadzonej i odprowadzonej rowego

Wezmy pod uwage dowolny obszar zamknigty™* pola temperaturowego (rys. 2.6)
i przeprowadZmy bilans energii substancji znajdujacej si¢ w tym obszarze.

*) Obszar zamkniety oznacza obszar otoczony zamknigeta powierzchnia, nie zas ukiad zamknig-
ty — patrz dalej s. 16 (odnos$nik).
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Przez obszar ten przelywa substancja o entalpii I, doprowadzonej i I, od-
prowadzonej. Pod wplywem przekazywania ciepta i przeptywu substancji uktad taki
moze przekaza¢ zewnetrzna pracg objetoSciowa jedynie na pokonanie sit po-
chodzacych od cis$nienia p,, jakim otoczenie dziala na rozwazany obszar. Prace
wewnetrzng uktadu, w ktorym w czasie At = 1, —1, pod wplywem przedstawionych
na rys. 2.6 dzialan objetos¢ z V, zmienia si¢ na V,, wyrazamy wzorem:

Vk
L, = { p,dV. (2.8)
Vv

P

Zgodnie z rownaniem bilansu energii dla ukladu przedstawionego na rys. 2.6

AE,=E,—E, = 0,+Q,+L,—Q,—I,—L,, (2.9)%
gdzie
E,, E, — energia doprowadzona i odprowadzona z ukladu,
Q,, O, — cieplo przekazane do i z ukitadu,
0., — cieplo z wewnetrznych zrodet.

Zatozmy poza tym, ze nie zmienia si¢ energia kinetyczna i potencjalna substancji
znajdujacej sie w ukladzie. Wtedy

AE,=E,—E,,=U—-U,, (2.9a)
gdzie
E, — energia ukladu w chwili 7, koncowej,
E,, — energia uktadu w chwili 7, poczatkowej,
U — energia wewnetrzna uktadu.
Zgodnie z rownaniami (2.9) i (2.9a) mozna napisaé
Uy=U,=0,;+0Q,+1,—0,—~L,, (2.10)

Przy stalym ci$nieniu otoczenia L, = p,(V,—V,), rownanie (2.10) mozna wigc
zapisa¢ w postaci:

Uk+p0Vk_(Up+p0Vk)=Q1+QW+II_Q2_12' (2.11)

Gdy substancja znajdujaca si¢ w rozwazanym obszarze jest w rownowadze
mechanicznej z otoczeniem, tzn. dla substancji ptynnych ciSnienie wewnatrz obszaru
jest rowne p,, wowczas U+p, V=1 rowna si¢ entalpii substancji znajdujacej sie
w ukladzie, czyli rownanie (2.11) mozna zapisaC w postaci:

L~1,= 0,4 1,—0,—1,. (2.12)

* W bilansie energii, w ktorym energia wewngtrzna U operuje si¢ jako energia wzgledna, ciepto
pochodzace z wewnetrznych zrédet traktujemy podobnie, jak przekazane z zewnatrz.
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Jezeli w rozwazanym obszarze znajduje si¢ substancja, ktorej objetos¢ pod
wplywem dziatan przedstawionych na rys. 2.6 praktycznie si¢ nie zmienia, np. ciato
stale lub ciecz, to dla tych substancji, zgodnie z (2.10)

U—U,~Q,+Q,+1,—0,—1,. (2.13)

Z rownan (2.12) 1 (2.13) obliczymy odpowiednio przyrost entalpii lub energii
wewnetrznej (entermii) substancji, znajdujacej si¢ wewnatrz zamknigtej powierzchni
otaczajacej uklad zamkniety™® lub otwarty, spowodowany dziataniami cieplnymi (w
ukladzie otwartym spowodowany takze przeplywem substancji).

Jezeli w omawianym obszarze pola temperaturowego ilo$¢ substancji si¢ nie
zmienia, nie zachodza przemiany fazowe (tzn. ilosci poszczegolnych faz nie ulegaja
zmianie), a pole temperaturowe jest ustalone, to zarowno przyrost energii wewnetrz-
nej, jak i entalpii substancji znajdujacej si¢ w tym obszarze, jest rowny zeru

u,—-uU,=1—-1,=0. (2.14)
Dla uktadu otwartego obowiazuje wtedy zaleznosc
iz“j1=Q.1+Q.w*Q2- (2.15)

Przyrost strumienia entalpii substancji przeplywajacej** przez uklad otwarty
rowna sie sumie strumienia ciepta doprowadzonego oraz z wewnetrznych zrodel,
pomniejszonej o strumien odprowadzony.

Dla uktadu zamknigtego

0,+0,=0, (2.16)

suma strumieni ciepta doprowadzonego oraz z wewnetrznych zrodel musi byc
odprowadzona z obszaru otoczonego zamknigta powierzchnig.
W obszarach bez wewnetrznych zrodetl ciepla

0y =0, (2.17)

ciepto, przekazane do otoczonego zamknigta powierzchnia obszaru o ustalonym
polu temperaturowym, musi by¢ odprowadzone.

Jezeli jako uklad otoczony zamknigta powierzchnia wyobrazimy sobie obszar
zrodia ciepta, a pole temperaturowe jest ustalone, to zgodnie z (2.17) strumien
O ciepta jest wtedy staly

0 = idem. (2.18)

*) Uklad jest zamkniety wowczas, gdy zawarta w nim substancja jest ciagle ta sama, nie ulega
zmianie. Uklad jest otwarty, gdy przeplywa przez niego substancja lub tylko doptywa, albo odptywa.

#%) W tym przypadku ilo$¢ substancji wplywajacej do ukiadu musi si¢ rownaé ilosci substancji
opuszczajacej uklad.



3. Przewodzenie ciepla (czes¢ I) — rozwiazania podstawowe

Mechanizm przewodzenia ciepla w cialach statych jest zjawiskiem skomplikowa-
nym i dotychczas niecalkowicie znanym. Niepo$lednia role odgrywa w nim drgajacy
(oscylacyjny) ruch atomow i czastek oraz ruch wolnych elektronow; ten ostatni
zwlaszcza w metalach. W ciatach gazowych i cieklych decydujace znaczenie ma ruch
dyfuzyjny.

3.1. Prawo Fouriera

Gestos¢ strumienia ciepla jest proporcjonalna do gradientu temperatury

g= —Agrad T. (3.1
Znak minus® wynika z tego, ze zwrot wektora gestosci strumienia ciepla jest
przeciwny zwrotowi gradientu temperatury (patrz rozdz. 2).
Poniewaz ¢ = dQ/dF, a wigc strumien ciepla nalezy obliczy¢ ze wzoru

Q= —[ Agrad TdF. (3.2)
F

Jezeli w polu temperaturowym mozna wybra¢ powierzchnie F, na ktorej 4 i grad
T nie zaleza od polozenia**), to

Q= —Flgrad T, (3.3)

*) Znak minus moze by¢ zlikwidowany przez odpowiednie obrocenie osi ukladu wspot-
rzednych.

**) Nie zaleza od zmiennych okreslajacych potozenia x, y, z, lecz moga by¢ funkcja czasu zwlasz-
cza grad T.
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co za pomoca wspotrzednych prostokatnych mozna zapisaé

. oT 0T N 0T
0=-FI[=% =52 (3.4)%
: 0x oy 0z
gdzie
0T|/ox, 0T/dy, 0T/0z — skltadowe gradientu temperatury (wektory); w nawiasie suma

wektorowa.

Dla jednoosiowego przewodzenia ciepta, np.

w kierunku osi x, przewodzony strumien ciepta

rggo-ﬂgf%% wyraza si¢ w najczesciej spotykanej szczegdlnej
postaci prawa Fouriera

tgp=grad,T

. dT
0= —Fig (3.5)

Roéwnania od (3.1) do (3.5) sa stuszne za-

rowno dla ustalonego, jak i nieustalonego

X przewodzenia ciepla. Jezeli mamy do czynienia

z ustalonym przewodzeniem, to rozklad tem-

Rys. 51, Teduousiows praewpdzenis pera.tury.(rys. 3.1) nie zmienia §i¢ z czasem,

ciepla; rozklad temperatur w chwili = @ wigc 1 dT/dx =tg ¢ takze jest w czasie

niezmienne; przy niezaleznym od czasu wspot-

czynniku przewodzenia, strumien ciepla, zgodnie np. z (3.5), jest staly. W przypadku
nieustalonego przewodzenia ciepta strumien ciepla jest funkcja czasu.

&

3.2. Wspoélczynnik A przewodzenia ciepla

Wspotczynnik proporcjonalnosci, wystepujacy w prawie Fouriera, nazywamy
wspOlczynnikiem przewodzenia ciepta**®. Zalezy on od rodzaju substancji (materia-
tu), jej gestosci 1 temperatury. Zestawienie porownawcze wspoOlczynnikow przewo-
dzenia ciepla podano w tab. 3.1.

3.2.1. Ciala stale metaliczne

Najwigksze wartosci wspofczynnika przewodzenia ciepla maja metale. Poniewaz
przewodnictwo ciepta w tych ciatach jest powodowane przede wszystkim ruchem
wolnych elektronow, zatem przewodnictwo cieplne jest uwarunkowane przewodni-
ctwem elektrycznym.

* Gdy zastosuje si¢ operator V' = (9/0x)+(/0y)+(0/0z) Hamiltona (nabla), wowczas rownanie (3.4)
przyjmie posta¢ Q = —FAVT.

##) Zoodnie z rownaniem (3.19) wspolezynnik przewodzenia ciepta rowna si¢ strumieniowi ciepla
przewodzonemu przez 1 m? powierzchni $ciany grubosci 1 m, jezeli réznica temperatur powierzchni
skrajnych wynosi 1 K.



Tabela 3.1. Wspolczynniki 4 przewodzenia ciepta

W/m-K Ciala stale W/m-K Ciecze W/m-K Gazy
450 Ag
350 Cu
250 Al
200 Mg
150 Zn
100 Ni
Fe
Pt
50 Li
U
Stop Monela
SiC
30
Kwarc
10 10 - Plyn Merkury
Lod
Piaskowiec
{ { Woda
Amoniak
Fibra Gliceryna
C,H.OH
0,2 Skora 02 A — 02 - H,
Sosna Benzol He
0,1 Guma 0,1 e 0,1 B
Azbest
Korek
0,03 Welna 003 - CH,
O,
N,
Powietrze
0,01 0,01 CO CoO,
SO,
0,001 0,001
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Zwiazek miedzy przewodnictwem cieplnym i elektrycznym podaje prawo Wide-
manna—Franza—Lorenza. ;
L= T (3.6)
gdzie L — liczba Lorenza, €
A, — przewodnosc elektryczna.
Jesli w rozwazaniach uwzglednia sie statystyke Fermiego—Diraca, liczbe Lorenza
mozna wyliczy¢ ze wzoru

2

j 3(?) = 24,5-10° (volt/K)> (3.7)

w ktorym z — ladunek elektronu,
B — liczba Boltzmanna.

Tabela 3.2%). Liczba Lorenza dla rzeczywistych metali w 0°C i 100°C

Metal 0°C 100°C Metal 0°C 100°C
Aluminium 21,2 22,3 Molibden 26,1 279
Bizmut 33,1 289 Nikiel 17,7 22,8
Kadm 24,2 243 Pallad 259 274
Miedz 223 233 Platyna 25,1 26.0
Ztoto 23,5 24,0 Ren 25,7 25,7
Iyydium 249 24,9 Srebro 23,1 23,7
Zelazo 249 25,6 Cyna 25,2 24,9
Otow 24,7 25,6 Tungsten 30,4 32,0

Cynk 23,1 233
420 W przeprovyad;onych wspék‘:zeénie ba-
400 ] o daniach wskazuje si¢ na odchylenia od teore-
380 Cu~99957 ] tycznej wartosci liczby Lorenza. Wyniki ba-
360 i T dan podano w tab. 3.2.
g 340° Przewodnos¢ cieplna ciat krystalicznych,
x> . . .« . .
3220%95%) a wiec metali, zmniejsza si¢ ze wzrostem
200+—A(992%) temperatury (rys. 3.2). Krysztaly czgsto wy-
180 7 kazuja anizotropowos$¢ przewodnosci ciepl-
—— . o o . ’ 7 .
160 o Py nej 1 znacznie wieksza warto$¢ przewodnosci
1%40 — niz np. przecigtnie spotykane metale (ciala
L N e = ~998,) o krysztatach nieuporzadkowanych). War-
102 o e tos¢ wspolczynnika przewodzenia ciepta
Zo ; w znaczne] mierze zalezy od czystosci che-
40 P 292%) micznej metalu, np. w czystej miedzi A =
20 g =386 W/m-K, a w miedzi zanieczyszczonej
T T o o sladgm arsenu — ok. 120 W/m-'K.. W od-
——t% powiednich stopach notuje si¢ mniejsze war-
Rys. 3.2. Wspdlezynnik A przewodzenia tosci A niz w czyst_ych skltadnikach (patrz tab.
ciepta metali 14.1 w zestawieniu na koncu).

* Wedlug Geigera i Schela.
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3.2.2. Ciala stale niemetaliczne

Ciala te sa stosowane przede wszystkim jako materialy konstrukcyjne pod-
stawowe lub izolacyjne (rys. 3.3). Notuje si¢ tu materialy, ktorych wspolczynniki
przewodzenia ciepla znajduja si¢ w przedziale liczb od ok. 0,2 do kilkunastu.
Orientacyjnie — materiaty, ktorych wspolczynnik przewodzenia jest mniejszy niz
ok. 0,15, nazywamy materialami izolacyjnymi, lecz granica ta nie jest wyraznie
okre$lana.

090
9 ./
/
Q8o
_— 8 |
¥ 7 0f="" e
S | 71—
/
050
e B N .
018
16 6
Rys. 3.3. Wspolczynnik przewodzenia ciepla ma- 014
terialow izolacyjnych i1 ogniotrwalych: 1 — po- 012 == 5 |
wietrze, 2 — wata mineralna p = 160 kg/m?, Q10 —— A —
3 — wata zuzlowa p = 200 kg/m>, 4 — newel qos T +—13 2
p =340 kg/m? 5 — sowielit p =440 kg/m?, Q06 ——
6 — cegla diatomowa p = 550 kg/m3, 7 — ce- Qo4 ————=
gla czerwona p = 1672 kg/m?, 8 — cegla zu- 002
zZlowa p = 1373 kg/m3, 9 — cegla szamotowa
p = 1840 kg/m? ¢ 100 W g 0

Wspolczynnik przewodzenia jest funkcja temperatury i w duzym zakresie
temperatur dla cial stalych niemetalicznych zalezno$¢ ta jest przyjmowana jako
liniowa. Nalezy zauwazy¢, ze dla cial bezpostaciowych, np. szkla, szamotu, wspol-
czynnik przewodzenia ro$nie wraz ze wzrostem temperatury — odwrotnie jak dla
cial krystalicznych.

Wspoélezynnik przewodzenia ciepta, zwlaszcza dla porowatych materialow izo-
lacyjnych, zalezy od gestosci tych cial. Wynika to z izolacyjnych wlasciwosci gazow
znajdujacych si¢ w porach. Gazy o najnizszych wartosciach wspolczynnika A (patrz
tab. 3.1), wystepujace w porach o rozmiarach i ksztattach, ktore uniemozliwiaja ruch
konwekcyjny gazow, zmniejszaja wydatnie przewodno$¢ cieplna. Technika wy-
twarzania materialow izolacyjnych o najnizszych wspoélczynnikach 4 polega na
tworzeniu w nich duzej liczby drobnych zamknigtych poréw, wypetlnionych gazem,
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Rys. 3.4. Wspolczynnik przewodzenia ciepla
materialow usypanych o przestworach
wypelnionych gazem

przy jak najmniejszej ilosci materiatu za-
mykajacego pory.

Duzy wplyw na przewodnos¢ cieplna
cial nasiakliwych ma ich wilgotnos¢, np.
piasek suchy ma A= 0,3, wilgotny 0,9,
woda za$ ~0,5. Wspotczynnik przewodze-
nia materialu zawilzonego moze by¢ wyz-
szy od tegoz wspolczynnika wody i mate-
riatu suchego. Ostatnio pojawilo si¢ wiele
prac wyjasniajacych to zjawisko [24].

W ciatach sypkich (nasypowch) wspot-
czynnik przewodzenia ciepla zalezy od
ubicia (gestosci) 1 jest bardziej zblizony do
przewodnosci gazu znajdujacego si¢ w po-
rach, niz materiatu, z ktorego powstato
cialo sypkie (patrz rys. 3.4).

3.2.2.1. Ciecze

Wspolczynnik przewodzenia cieczy nie-
metalicznych mieéci si¢ w granicach od
okoto 0,1 do 0,6, w cieczach metalicznych
jest znacznie wigkszy: Ay, oc = 8,7 W/m- K.

W cieczach, z wyjatkiem wody i gliceryny, A zmniejsza si¢ ze wzrostem temperatury

(patrz rys. 3.5) [19].

Stosuje si¢ rozne wzory stluzace do obliczenia A cieczy. Wzory te sa dosyc
uniwersalne, lecz wyniki sa mniej pewne niz uzyskane z bezposrednich pomiarow.
Otrzymanie wynikow dosy¢ zgodnych z doswiadczeniem umozliwia znany od dawna

A =0358 cp 3 /%, (3.8)%

wzor Webera w (W/m-K)

w ktorym

¢ — ciepto wlasciwe w kJ/kg-K,
p — gestos¢ w kg/dm?,

M — liczba molowa.

Dla cieczy takze wzoér Predwoditielewa (w W/m-K)

Ag =

_1,77-107*

8M1/3

jest dos¢ zgodny z pomiarami bezposrednimi.

*) Smith uwaza, ze stala nalezy powigkszy¢ do 0,430 [8].
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Rys. 3.5. Wspolczynnik przewodzenia ciepla cieczy: 1 — gliceryna bezwodna, 2 — kwas mrowkowy,

3 — alkohol metylowy, 4 — alkohol etylowy, 5 — olej rycynowy, 6 — anilina, 7 — kwas octowy,
8 — aceton, 9 — alkohol butylowy, 10 — nitrobenzol, 11 — alkohol izopropylowy, 12 — benzol,
13 — toluol, 14 — ksylol, 15 — wazelina, 16 — woda (skala z prawej strony)

Dla cieczy nie rozpuszczajacych sig¢ (np. benzol, toluol) ¢=1, dla cieczy
rozpuszczajacych si¢ (woda, alkohol) & > 1.
Hobler [6]* dla roztwordéw cieczy przytacza wzor przyblizony

Am= Y. Gy (3.10)
i=1
w ktorym
g; — udzial wagowy skladnikéw w roztworze,
A; — wspdlezynniki przewodzenia czystych sktadnikow roztworu.

* Wedlug Hsu [8] udzialy powinny by¢ objetosciowe. W cieczach o zblizonych gestosciach udziaty
objetosciowe niewiele odbiegaja od udzialow wagowych (uwaga autora).
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3.2.2.2. Gazy

Najnizsze wartosci wspotczynnika A, w granicach 0,005-0,55, maja gazy.
Z teorii kinetycznej gazoéw wynika prosty zwiazek miedzy wspolczynnikiem
J. a cieplem wlasciwym ¢, i wspolczynnikiem lepkosci # dynamicznej

A=dc,n, (3.11)

gdzie d — wspolczynnik zalezny od ilosci atomow w czastce gazu.
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Temperatura zredukowana Tr
Rys. 3.6. Zredukowany wspolczynnik przewodzenia ciepta gazow
Wyniki wyliczone za pomoca tego wzoru odbiegaja jednak od wynikow
pomiaréw i dlatego Eucken zaproponowal wzor empiryczny okreslajacy wielkosc
wspolczynnika d (w W/m-K)
d =0,299k—-5), (3.12)
w ktorym k — wykladnik adiabaty.



Wspolczynnik przewodzenia ciepta w ga-
zach zalezy od temperatury i wraz z jej wzros-
tem zwieksza si¢ bardziej niz w innych ciatach.

Znane sa metody okreslania A dla roznych
gazOwW na podstawie wprowadzonego pojecia
parametru zredukowanego A, = 1/4,,, podobnie
jak w termodynamice dla ci$nienia zredukowa-
nego p,=p/p,, 1 temperatury T,= T/T,,.
Ogolna zalezno$¢

4, =f(T,, p,) (3.13)
przedstawiono na rys. 3.6.

Jesli po odczytaniu z wykresu zredukowane;j
wartosci 4, chcemy obliczy¢ rzeczywista war-
tos¢ /4, to musimy pomnozy¢ A, przez /,, (tab.
3.3).

Wspolezynnik przewodzenia ciepta oblicza-
my z wzorow zwykle wowczas, gdy brak
danych bezposrednich. Najdokladniejsze sa
liczby wspoélczynnika przewodzenia ciepla
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Rys. 3.7. Wspolczynnik przewodzenia cie-

pla gazow: 1 — para wodna, 2 — tlen,
3 — dwutlenek wegla, 4 — powietrze,
5 — azot, 6 — argon

wziete z tabel® i wykresow opartych na bezposrednich pomiarach (rys. 3.7).

Tabela 3.3. Wartosci krytyczne wspolczynnika 4, (w W/m-K) przewodzenia ciepla dla gazow
(wedlug B. W. Gamsona)

' Aceton 0,0793 | Dwuchloro-
dwufluorometan

Acetylen 0,0550 | Dwutlenek siarki
Amoniak 0,0922 | Dwutlenek wegla
Argon 0,0256 | Etan

Azot 0,0329 | Eter etylowy
Benzen 0,1057 | Etylen

Chlorek etylu 0,0621 | Hel

Chloroform 0,0424 | Heptan
Czterochlorek wegla 0,9359 | Krypton

0,0379 | Ksenon 0,0143
0,0359 | Metan 0,0495
0,0450 | Neon 0,0215
0,0566 | Octan etylu 0,0830
0,0877 | Podtlenek azotu 0,0458
0,0495 | Tlenek azotu 0,0424
0,0149 | Tlenek wegla 0,0298
0,0531 | Woda 0,1350
0,0162 | Wodor 0,0641

3.3. Przewodzenie ciepla ustalone, bez wewnetrznych zrédel ciepla
— przypadki elementarne '

3.3.1. Sciana plaska

Pole powierzchni Sciany wynosi F, jej grubos¢ 6. Sciana jest zbudowana
z materialu o niezaleznym od temperatury wspolczynniku A przewodzenia ciepta.
Temperatury powierzchni zewnetrznych Scian wynosza odpowiednio &, i 3,. Celem

* Tabele 15.1-15.4 podano w Dodatku.
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rozwiazania jest okreslenie rozkladu temperatury wewnatrz Sciany i obliczenie
strumienia ciepla. Rozpatrywany przypadek (rys. 3.8) jest przyktadem jednoosiowego
przewodzenia ciepla, zatem po zastosowaniu rownania (3.5) dla ciala stalego
napiszemy

d9

Q_—md

(3.14)

Poniewaz rozpatrujemy ustalone przewodzenie bez wewnetrznych zrodet ciepla,
wiec zgodnie z roéwnaniem (2.18) O =idem; F oraz A nie zaleza od x, przeto
w réwnaniu (3.14) zmienne sa tylko 3 oraz x. Calkowanie mozna wigc przeprowadzi¢
rozdzielajac zmienne

Qdx = —F1d9, (3.15)
co daje w wyniku:

Ox = —FA9+ const. (3.16)

Z rownania tego mozna wyznaczy¢ zaleznos¢ 9 = 9(x), czyli rozktad temperatury
9 = —gx+const’. (3.17)
FA

Rownanie (3.17) przedstawia geometrycznie linig prosta przechodzaca przez
punkty o temperaturach 3; i 9,.

A A

uNV

\

4&\

NN\

N oo s i i 2 ] !
Rys. 3.8. Sciana plaska — rozklad temperatury Rys. 3.9. Sciana plaska trojwarstwowa —
o ustalonym przekazywaniu ciepta rozklad temperatury

Jesli chcemy obliczy¢ strumien ciepta, jaki jest przewodzony przez Sciang plaska
w warunkach ustalonych, to rownanie (3.15) musimy scalkowaé w granicach od
x =0 do x = 0. Temperatura zmienia si¢ wowczas odpowiednio od 3, do 3,, czyli

%

0
= —/IF991,

Ox| (3.18)
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Z réwnania tego otrzymujemy
: A
Q=F5(91—92). (3.19)

Jest to wzor do obliczenia strumienia ciepta przewodzonego przez jednowar-
stwowa S$ciang¢ plaska o ustalonym przekazywaniu ciepla.

Ze wzgledu na podobienstwo rozptywu strumieni ciepta do rozptywu pradu
elektrycznego, co wyraza si¢ w podobnej budowie rownan (traktujac jako wielkosci
analogiczne przewodnos$c elektryczna 1 przewodnos$¢ cieplna), wprowadza si¢ do
zagadnien przekazywania ciepla pojecie oporu cieplnego na wzor oporu elektrycz-
nego.

Dla Sciany plaskiej za wlasciwy opor R, przewodzenia ciepla przyjmujemy

o
R,= k (3.20)
wtedy wzor (3.12) przyjmie postac
. 3, —3
Q=F 1—R—2 (3.21)

Strumien ciepla jest proporcjonalny do réznicy temperatur, a odwrotnie propor-
cjionalny do oporu cieplnego. Jest to analogiczne do przeplywu strumienia elektro-
noéw w przewodniku elektrycznym, czyli natezenia pradu elektrycznego. Analogiem
temperatury jest potencjal elektryczny, analogiem za$ strumienia ciepla jest nat¢zenie

pradu.

3.3.1.1. Wielowarstwowa $ciana plaska

Niech $ciana plaska sktada si¢ z n warstw natozonych na siebie, z ktorych kazda
jest okreSlona przez rozne dla niej wartosci wspolczynnika 4; przewodzenia ciepla
oraz o, grubosci. Na rysunku 3.9 przedstawiono przykladowo przegrode trojwar-
stwowa. Znakami ,,prim”, ,.bis” itd. zaznaczono odpowiednio temperatury warstw
stykajacych sig, przez 3, 1 3, natomiast odpowiednio temperatury powierzchni
zewnetrznych. Po oznaczeniu temperatury warstw w miejscu styku zagadnienie
przegrody n-warstwowej mozemy roztozy¢ na n przypadkow powierzchni jednowar-
stwowych. Ten przyktad omoéwiono w p. 3.3.1.

Dla n warstw mozna napisa¢ odpowiednio n réwnan:

. 9, -9
dla warstwy 1 Q=F }2 , (3.22)
il
. 91_ 9/!
dla warstwy 2 Q=F > (3.23)
R;,
. S :1,— 15 ’92
dla n-tej warstwy Q=F—=. (3.24)
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W rownaniach tych R,,, R;, itd. (ogolnie R;;) sa cieplnymi oporami odpowiedniej
i-tej warstwy. W rownaniu (3.24) odnosnik n-1 przy temperaturze 3" oznacza liczbe
apostrof, jesli jest n warstw.

Jezeli uktad rownan (3.22)—(3.24) odpowiednio przeksztalcimy tak, ze po prawej
stronie pozostana tylko roznice temperatury, to otrzymamy:

0 ,

TR,y =99, (3.25)
Q 7 1

TR, =99, (3.26)
0 .

TR =919, (3.27)

Po zsumowaniu odpowiednio stronami otrzymujemy
0 R,;+R R,,)=9,—9 3.28
F( ntR+ .+ ;.n)—‘ 17V (3.28)
Temperatury warstw stykajacych sie wystepuja raz ze znakiem minus i raz ze
znakiem plus w réwnaniach nastepujacych po sobie, 1 po sumowaniu si¢ znosza;
stosunek Q/F we wszystkich przeksztalconych rownaniach dla ustalonego przewo-
dzenia jest staly i zostal umieszczony przed nawiasem.
Jezeli sume oporoéw znajdujaca si¢ w nawiasie nazwiemy oporem zastgpczym
oporow laczonych szeregowo i oznaczymy
izrg,

R, = ZR)',-z Z 7 (3.29)
i=1 i=174

to z rOwnania (3.28) otrzymamy wzor okreslajacy strumien ciepta przewodzony przez

plaska przegrode n warstwowa

. 3, —3

=F 2. 3.30

0-F=p (330)
Jest on identyczny ze wzorem (3.21), z tym ze opdr cieplny wystepujacy

w mianowniku jest oporem sumarycznym, zgodnie ze wzorem (3.29).

3.3.2. Sciana rurowa

Przyjmijmy, ze wspolczynnik przewodzenia ciepla jest niezalezny od temperatury
i czasu. Gdy zastosujemy wspotrzedne walcowe, mozemy przypadek ten rozpatrywac
w uktadzie dwu zmiennych & oraz x (patrz rys. 3.10).
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3.3.2.1. Jednowarstwowa S$ciana rurowa

Sciana rurowa (rys. 3.10) jest zbudowana z materiatu, ktorego przewodnosé
cieplna okresla wspotczynnik A. Srednice wewnetrzna i zewnetrzna rury okreslono
odpowiednio d, i d,, jej dlugos¢ zas symbolem L. W prawie Fouriera zastosowanym
do tego przypadku

. d3
Q=—Fi— (3.31)
dx
Z
zmiennymi sa: F = F(x), 9 oraz x. Po- g
wierzchni¢ mozna wyrazi¢ jako funkcje 7
zmiennej niezaleznej x w postaci: /
F = 2nlx, (3.32) . /
'///
gdzie x jest ograniczone przez d, i d,, tzn. ;/
zmienia si¢ w granicach od d,/2 do d,/2. Po v ’
podstawieniu (3.32) do (3.31) otrzymamy ro- - 5

wnanie rozniczkowe i

r

i Rys. 3.10. Rozklad temperatury
Q = —27[LX)«&’ (3.33) w jednowarstwowej Scianie rurowej

w ktorym wystepuja dwie zmienne x oraz 3. Zmienne te mozna rozdzieli¢ na-
stepujaco:

.d>
0% = _2n12d9, (3.34)
X
po obustronnym catkowaniu otrzymujemy
Qlnx = —2nLA%+ const, (3.35)
czyli 0
9= Tl Inx +const’. (3.36)

Rownanie (3.36) okresla przebieg temperatury w rurze. Na rysunku 3.10 jest to
linia logarytmiczna, przebiegajaca przez punkty o temperaturach 9, i 9,.

Aby znalez¢ warto$¢ przewodzonego strumienia ciepla, roOwnanie rozniczkowe
(3.34) nalezy scatkowa¢ w granicach od x, = d,/2 do x, = d,/2; wtedy temperatura
3 zmienia si¢ od 3, do 93,

d
) &
Olnx| = —27Li9 (3.37)

ER
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Po wykonaniu dzialan otrzymujemy

. d
and—2 = —2nLA(S,—9,), (3.38)
1
z tego za$
. 8,—9
0=nL> 2. (3.39)
In -2
d

Jesli za opor cieplny przewodzenia ciepla przez przegrode rurowa przyjmiemy
wyrazenie

d
lnd—2
R, = —1, :
= 57 (3.40)
to otrzymamy
- 3, =9
0= n;L—‘R 2, (3.41)

AY

Jest to wzor stuzacy do obliczania strumienia ciepta przewodzonego przez sciang
rurowa.

3.3.2.2. Wielowarstwowa $ciana rurowa

Na rysunku 3.11 przedstawiono $ciang trojwarstwowa jako przyktad przegrody
wielowarstwowej. Po wprowadzeniu oznaczenia temperatury &, 3" itd. na cylin-
drycznych powierzchniach styku ro6znych
warstw, $ciang¢ n warstwowa mozemy trak-

ﬁ towac¢ jako n Scian rurowych jednowarst-
\,} wowych. Do obliczenia strumienia ciepla
1

N / takich jednowarstwowych $cian wyprowa-
/ / \/ dzono wzor (3.41). Mozemy zatem napisac
/ ¥ /§ uktad n réwnan:
= ' o dla warstwy 0= L91"9’ (3.42
N s wewnetrznej ~™R o 42)
s Uz

/ | AN A dla warstwy 5 _ L'9'“‘9” 3.43
al Jabis nastepnej ¢="R, s

L rae d. ---------------

dz dla warstwy ) 2l
Rys. 3.11. Rozktad temperatury n-tej, tj. Q =nL R (3.44)

w wielowarstwowej $cianie rurowej zewnetrznej
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W réwnaniach (3.42)—(3.44) O oraz L maja takie same wartosci. Po przeksztat-
ceniu uktadu n réwnan w ten sposob, zeby po prawej stronie wystapity tylko réznice
temperatury, dodaniu stronami i wzigciu Q/nL przed nawias otrzymamy:

0 R R R,,,)=3 -39 3.45
E( /‘.r1+ A'r2+"'+ irn)_ 1= Y2 ( )

Jezeli sume¢ oporow R;,; znajdujaca si¢ w nawiasie lewej strony réwnania (3.45),
przyjmiemy za opoér wypadkowy wielowarstwowe]j $ciany rurowej o warstwach
faczonych szeregowo

i=n i=n 1 d
R~ - R 3 — = l Sl b
Ar ‘_:Zl Ari Z 21! n d

i=1 i

(3.46)®

to z réwnania (3.46) otrzymamy wzor do obliczenia strumienia ciepla przewodzo-
nego przez wielowarstwowa Sciang rurowa

. 9,9,
Q =nL R (3.47)

o budowie identycznej z rownaniem (3.41), z tym ze w rownaniu (3.47) R,, jest
oporem sumarycznym.

3.3.3. Sciana kulista

Rozpatrujemy przypadek przewodzenia ciepla przez wydrazona kule (rys. 3.12),
w ktorej temperatury powierzchni (sfery) wewnetrznej i zewnetrznej sa rozne.
Omawiany przypadek trojosiowego przewodze-
nia we wspotrzednych sferycznych mozemy roz- 5 "
patrywac¢ w uktadzie dwu zmiennych 9, x, gdzie
X jest promieniem omawianej sfery, ograniczo-
nym z dotlu przez r,, a z goéry przez r,. Do
takiego uktadu odniesienia zastosujemy prawo
Fouriera w postaci:

Q= —Fi

2

d9
= 348) [/ N .

gdzie F jest powierzchnia sfery, czyli 4
F = 4nx>. (3.49)

Po wstawieniu réwnania (3.49) do (3.48)
otrzymamy wzOr

. dg
— —4 2
0 X ldx

&

Rys. 3.12. Sciana kulista —
rozklad temperatury

: (3.50)

* d,,, nalezy rozumie¢ jako $rednice zewnetrzng rury wielowarstwowej, czyli d,.



32

w ktorym wystepuja tylko dwie zmienne x i $. Rownanie calkujemy przez
rozdzielenie zmiennych

0% = —4nias, (3:51)
z tego zas
—Q% = —4mid+const, (3.52)
czyli
C,9x+C,x—1=0, (3.53)

gdzie C, = 4nl/Q, C, = const/Q i sa to wielkosci stale.
Rownanie (3.53) przedstawia zaleznos¢ 3 od x, czyli rozktad temperatury
w ukladzie sferycznym. Jest to réwnanie przesunigtej hiperboli réwnoboczne;.
Aby obliczy¢ strumien ciepla przewodzony przez powierzchnie kuliste, nalezy
rownanie (3.51) scalkowa¢ w granicach. Jezeli x zmienia si¢ od r,, do r,, to § zmienia
sic od $, do 9,, czyli

r, %
xl
—Q; J = —4nl9 J (3.54)
' vy 31
Po rozwigzaniu (3.54) wzgledem Q otrzymamy
. 9,—9
Q = 4nA ; f- (3.55)

I r

w

Jest to wzor do obliczania strumienia ciepla przewodzonego przez Sciang kulista.
Jesli opor przewodzenia ciepla przez Sciang kulista oznaczymy przez
1 1

r, F
R, = 3, (3.56)
4
to wzor okreslajacy strumien ciepta mozna wyrazi¢ w postaci stosowanej w poprzed-

nich przypadkach przewodzenia:

9,—9,
R

Q=n (3.57)

Ao

Oznacza to, ze strumien ciepla przewodzonego jest proporcjonalny do roznicy
temperatur, a odwrotnie proporcjonalny do oporu cieplnego.
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3.3.4. Powierzchnia zastepcza $cian zakrzywionych

W wielu zagadnieniach jest wygodniej operowac Sciang plaska zastgpcza, nie za$s
sciana zakrzywiona. Rownania okreslajace strumien ciepla, opér cieplny i inne
wielkosci sa wtedy stosunkowo proste 1 pozwalaja w niektorych zagadnieniach tatwo
wyciaga¢ wnioski uogdlniajace.

Rozwazania tu przeprowadzone sa stosowane do wszelkich scian zakrzywionych,
ktorych powierzchni¢ przewodzenia ciepla mozna wyrazi¢ jako funkcje tylko jednej
zmiennej, np. F = f(x) (mozna to osiggna¢ rozpatrujac odpowiednie przypadki we
wspolrzednych walcowych, sferycznych itp.).

Zgodnie z prawem Fouriera

: dd
= — F 7 .
0= —F)iq (3.58)
mozna wtedy rozdzieli¢ zmienne
. dx
—— = —AdS. .
0 o) p (3.59)

Jesli sciana jest jednorodna, izotropowa o stalym wspoélczynniku 4, to calkujac
w granicach od x, do x, (temperatura 3 zmienia si¢ od 9, do §,) otrzymamy:

. %2 dx
— = A9,-9,). 3.60
Q ;[‘ F(x) (34 2) ( )
Roznica x;—Xx, = J jest gruboscia Sciany. RoOwnanie (3.60) zapiszemy wigc
w postaci
. o A
= ——(9,—9%,). 3.61
0 g s (9, ~9,) (361)
5 F(x)
Gdy wprowadzimy pojecie zastepczej powierzchni plaskiej F,., rownanie okres-
lajace strumien ciepla, zgodnie z rownaniem (3.19), powinno mie¢ postac

. A
0= FA..,;SA(S1 —93,). (3.62)
Réwnanie to bedzie spetnione, jesli F, wyrazi si¢ wzorem
0
F. = : !
. ,} i (3.63)
 F(x)

co wynika z poréwnania rownan (3.61) 1 (3.62).
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3.3.4.1. Powierzchnia zastgpcza $ciany rurowej

Powierzchni¢ F przewodzenia ciepla jednowarstwowej Sciany rurowej wyrazamy
funkcja (patrz rys. 3.10)

F =2nlx. (3.64)
Na podstawie rownania (3.63) mozemy napisac
0
Fe=ama— i (3.65)
a2 2nLx
gdzie d, i d, sa to S$rednice: wewnetrzna i zewnetrzna.
Jesli nL/2 wezmiemy przed catke, a 6 = (d,—d,)/2, to otrzymamy
d,—d
F,=mnL-2 ) L = nlLd,, (3.66)
In=2
n a,
przy czym d, — S$rednica zastgpcza.
Z rownania (3.66) mozemy napisac
d,—d F,—F
d, =2 -"1=-2_"-1, (3.67)
' d, F,
In—= In—=
dl Fl

gdzie F,, F, sa to powierzchnie: wewnetrzna i zewnetrzna Sciany rurowej, d,, jest to
$rednica, wedtug ktorej nalezy rozwina¢ $ciang rurowa, by przy nie zmienionym
strumieniu ciepla otrzymac $cian¢ plaska, oczywiscie przy nie zmienionych tem-
peraturach %, i %, powierzchni skrajnych i wspolczynniku A.

Wzor okreslajacy strumien ciepla przewodzony przez plaska powierzchnie
zastepcza F, = nd, L $ciany rurowej ma postac

. 2
0 = nd, L5 (9, —9,). (3.68)

Jezeli rozwiniecia przegrody rurowej dokonamy nie po S$redniej Srednicy d,,
logarytmicznej (wzor 3.67), lecz po sredniej arytmetycznej d,, Srednicy, przy czym

_dy+d,

d
ar 2

(3.69)

to do obliczania strumienia ciepta nalezy zastosowa¢ wspolczynnik  korygujacy

. L 4

Q = ndar J g (‘91 _'92) (370)
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Po porownaniu (3.68) z (3.70) wspotczynnik dla powierzchni rurowej*’ mozna
wyrazi¢ jako funkcje d,/d,
d,

—=+1
W 1d1+ ! 4, (3.71)
= — n-—- »
' 2d, { d,
d
Korygujacy wspotczynnik 1  jest
przedstawiony wykreslnie na rys. 3.13. 1 i , . _>gz/d1
Jak wynika z wykresu, gdy d,/d, <2, 126 :
woweczas i nie przekracza 1,04. Znaczy to, ,/
7e edy d,/d, <2, nie popelnimy bledu 5 // v
wickszego niz 4%, jesli zamiast $redniej I / ;_104
logarytmicznej $rednicy uzyjemy Sredniej 71 vV VAA
arytmetycznej. TF
Wielowarstwowa $ciang rurowa moze- T - A/, 41/ 103
my traktowa¢ jako n $cian jednowarst- M7 Z/
wowych. Piszac dla kazdej z nich wzor i 7 V0
okreSlajacy strumien ciepla otrzymamy 10T / JI /’ 102
uktad n rownan 7
: dg, A 106 v/
0= nL—l;—” 5—1 (9, —9) (3.72) [ / L
P 1024 //,/
: dyr 25 Pzas 100
Q=nL-"—= =(¥-9%" (3.73) )
v, 52( ) 1 12 14 16 d,/d1,'8 20
............................. Rye 315, Wepdlersmmik ¥ korsauiacy
=L l/er" ()—" (n-1— 92). (3.74)  d,,d, — $rednica wewnetrzna i zewnetrzna rury

Przeksztalémy uklad rownan tak, by po prawej stronie byly tylko roznice
temperatur, dodajmy stronami, a nastgpnie wyznaczmy strumien . Otrzymamy

0 =nlLd 3y =9, (3.75)
o Yidy 02 Va0 Uiy '
Al darl '12 dar2 /171 darn
gdzie
d, — srednia arytmetyczna $rednic wewnetrznej i zewnetrznej wielowarstwowej
sciany jako calosci,
d,; — srednia arytmetyczna Srednic wewnetrznej i zewnetrznej Sciany skladowe;.

*) Dla innych powierzchni zakrzywionych niz powierzchnia rurowa wzor okreslajacy wspotczynnik
korygujacy ¢ ma inna posta¢c — zalezy on od ksztaltu $ciany.
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Wzor (3.75) mozna zapisaé w skroconej postaci

: 9,9,

0 =nld, —577 (3.76)
igl Z dari

3.3.4.2. Zastgpczy wspolczynnik A, przewodzenia ciepla w wielowarstwowej
$cianie rurowej.

Gdy wprowadzimy A, wowczas zastgpcza plaska przegrode wielowarstwowa
grubosci 6 = (d,—d,)/2 mozemy traktowac jako jednowarstwowa, majaca ten sam
wspolczynnik przewodzenia ciepta. Wzor okre§lajacy strumien ciepla przyjmie
postac

. A,
Q0 =mnld, 5 3, —9,). (3.77)

Z porownania (3.76) 1 (3.77) wynika, ze zastepczy wspolczynnik A, przewodzenia
ciepta zastepczej Sciany ptaskiej dla wielowarstwowej przegrody rurowej

=0 (3.78)

o
dar Z —/_1' d

1 ari

3.3.4.3. Naroznik dwuscienny

Na rysunku 3.14 przedstawiono naroznik dwuscienny, oznaczenia jego wymia-
row i uklad 3 — x. Temperatury powierzchni wewngtrznej F, i zewnetrznej F, sa stale
i wynosza odpowiednio 9; 1 9,.

o

J
FZ
e

| E
X . /l_]’z

X
\\\ l
| S .

Rys. 3.14. Naroznik dwuscienny
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Pole powierzchni jednej czeSci naroznika
F = (a+x)l (3.79)

Na podstawie (3.63) Srednia powierzchni¢ zastepcza jednej czeSci naroznika
obliczamy z réwnania

0
{(a+x)l

Jesli przyjmiemy nowa zmienna z = a+x, to przy stalym [, dz = dx i catkowe
rownanie (3.80) mozna sprowadzi¢ do postaci

0
I

F=

n

(3.81)

N

“d

”
<

a i d0+a sa granicami dla z, gdy x zmienia si¢ od 0 do d.
Po catkowaniu otrzymamy wzor okreslajacy srednia powierzchni¢ F, zastepcza
jednej strony naroznika.
16
F,= . (3.82)

Ina+5

Wzor okreslajacy strumien ciepla przewodzony przez jedna cze$¢ dwusciennego
naroznika (na rysunku 3.14 czg$¢ t¢ zaznaczono linig ciagla) przyjmuje postac

0=F,%(3,-0,). (3.83)

3.3.5. Grubos¢ izolacji

Nakladanie izolacji ma na celu zmniejszenie strat ciepla. Oczywiscie nie
izolujemy takich elementéw powierzchni, w ktorych zmniejszenie strumienia ciepta
nie daje dodatnich skutkéw ekonomicznych (np. rurociag odprowadzajacy czynnik
w celu jego chlodzenia, kierujacy czynnik do atmosfery itp.), chyba ze decyduja inne
powody.

Naktadanie izolacji zmniejsza koszt Jednostkowy zapotrzebowania na ciepto,
a wigc koszt zuzycia paliw i energii; rownoczesnie zwigkszenie grubosci izolacji
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zwieksza koszty inwestycyjne. Grubos¢ izolacji powinno si¢ tak dobra¢ do danego
urzadzenia, by osiagna¢ minimum sumarycznych kosztow ciepla i1 inwestycji. Mozna
to uczyni¢ wykreslnie (patrz rys. 3.15).

a \ b
K K
Y t
\
4 i
d‘g d‘ d‘e d‘
Rys. 3.15. Ekonomiczna grubosc¢ ¢, izolacji: & — grubo$¢ izolacji, K — koszty (¢ — ciepla, i — izolacji);

a — male jednostkowe koszty ciepta; b — duze jednostkowe koszty ciepta

Podczas izolowania rurociagow, zwlaszcza cienkich, mimo naktadania izolacji
straty ciepta moga wzrasta¢ az do pewnej — tzw. krytycznej — $rednicy izolacji. Dla
przegrody rurowej opér ciepla

d
e
R, = + = (3.84
T ad, 24 a,d, (3-5)

Ze wzrostem zewnetrznej Srednicy d, izolacji rosnie wyraz srodkowy prawej
strony réwnania, a wyraz ostatni maleje. Przy nie zmienionej roznicy temperatur
strumien ciepta jest wigc maksymalny, gdy wystepuje minimum oporu. Jezeli
przyjmiemy, ze w rOwnaniu (3.84) «,, d,, A, «, sa niezmienne, a jedyna zmienna jest d»
(zewnetrzna $rednica izolacji), to po zrozniczkowaniu R,, wedlug d, i przyrownaniu
do zera otrzymamy:

dR,, 11 1

dd) "2y wdd bl

z tego za$ $rednica d, wyliczona z (3.84), dajaca minimum* oporu, zwana $rednica
krytyczna, wynosi

d, == (3.86)

*) Druga pochodna podiug d, po podstawieniu d, = d,, jest dodatnia, czyli funkcja ma minimum.



39

Na rysunku 3.16, jako funkcje d, mozna

Sledzi¢ przebieg strat ciepta Q dla stale- q
przesledzi¢ przebieg strat ciep
g0 A przy nie zmienionej roéznicy temperatury \
izolacji po stronie wewnetrznej i zewnetrzne;j.
Jak wida¢, istnieje taka grubos$¢ izolacji
o Srednicy d,, przy ktorej straty ciepla sa
takie same jak wowczas, gdy nie ma izolacji.
Przekroczenie tej srednicy powoduje zmniej- l N
szenie strat ciepta w odniesieniu do strat rury a a, 4d Ez

bez izo.lacj’i.‘ : G ; Rys. 3.16. Straty O ciepta izolowanego ruro-
Najezgsciej W' sxgcmchumeplnych d, .>.dk" ciagu jako funkcja $rednicy d, zewnetrznej

Wtedy naktadanie izolacji zawsze zmniejsza izolaci )

straty. Gdy jednak srednice sa mate 1 stabe

jest przejmowanie ciepla na zewnatrz (x,), wowczas znajomos¢ Srednicy krytycznej

jest konieczna dla wlasciwego rozwigzania zagadnienia. Znajomos¢ tej srednicy jest

wazna takze podczas uktadania kabli elektrycznych, gdy chodzi nam o jak

najintensywniejsze w danych warunkach chlodzenie.

Tabela 3.4. Ekonomiczne grubosci izolacji w mm

Temperatura pary 100 200 350

0°C Gerbel | Cammerer | Gerbel | Cammerer | Gerbel | Cammerer
Rura & 25 14 20 36 30 62 25
Rura ¢4 100 37 40 70 60 105 65
Rura ¢ 400 60 55 106 80 157 90
Sciana plaska 83 65 153 100 242 120

W tabeli 3.4 podano ekonomiczne grubosci izolacji wedlug Gerbela i Cammerera
dla izolacji o 2 = 0,0945 W/m-K, czasie eksploatacji 8000 h/rok, kosztach inwes-
tycyjnych 20% 1 przecigtnej cenie wytwarzania pary.

3.3.6. Przyklady obliczeniowe

Przyklad 1. Plaska murowana s$ciana budynku (oznaczenia jak na rys. 3.8) jest zbudowana z cegly
czerwonej dwustronnie otynkowanej. Wspolczynnik przewodzenia ciepta dla muru 4 = 0,6 W/m-K, dla
warstwy tynku 4 = 0,2 W/m- K. Grubo$¢ tynku wewnetrznego 6, = 0,015 m, muru 6, = 0,380 m, tynku
zewnetrznego 5 = 0,020 m. Obliczy¢ straty ciepla, jesli powierzchnia $ciany wynosi 20 m?, a temperatura
powierzchni wewnetrznej + 18 °C, zewnetrznej —20°C.

Obliczenie sumarycznego oporu cieplnego

6, 06, o5 0015 038 0,02

R,=—++24+2
1

: + 2 4 22 081 m*K/W.
4, 4,02 06 02 RE R
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Obliczenie straty ciepta

9,—9 18— (=20
F=L "2 =90 ( )=688W.

9=F— 0,81

Przyklad 2. Parociag dtugosci 50 m i $rednicy ¢ 108/100 jest izolowany ziemia okrzemkowa grubosci
warstwy 100 mm. Izolacja z ziemi okrzemkowej jest owinigta bandazem grubosci 3 mm z juty
wyprawionej cementem. Obliczy¢ straty ciepla rurociagu, jesli temperatura wewnatrz Sciany 9, = 120°C,
a zewnetrzna temperatura izolacji 9, = 35°C. Wspodlczynniki przewodzenia ciepta: dla stali 1 = 50
W/m-K, dla ziemi okrzemkowej 4 = 0,07 W/m-K, dla ocementowanego bandaza A =2 W/m-K.

Obliczenie oporu cieplnego (oznaczenia jak na rys. 3.11):

l dl 1 d! l d/l

n— In— In—

. dr o du L dl
LA TR TR 7

108 308 314

In— Inh— In—
100 + 108 N 308

2-50 2-0,07 2,2

ir =

=9,05m-K/W.
Obliczenie strat ciepta:

. 9,-9, 120—35
Q=nL =7-50 = 1480 W.
R,, 9,05




4. Przejmowanie (wnikanie) ciepla

Przejmowanie ciepta z reguty zachodzi migdzy cialem stalym i stykajacym sie
z nim plynem. Moze takze zachodzi¢ miedzy plynami, jesli da si¢ wyroznié
powierzchnie rozdziatu ptyndéw, np. powierzchni¢ rozdziatu fazy cieklej i gazowe;j.
Przejmowanie ciepta oznacza faktycznie przekazane cieplo migdzy omawianymi
cialami, a wiec przekazane zaroéwno przez konwekcje, jak 1 promieniowanie.
Zjawisko konwekcji jest skomplikowane; wazna role odgrywa w nim makroskopowy
ruch mieszania substancji i ruch dyfuzyjny w tzw. warstewce granicznej, zwanej takze
warstewka przyscienna lub Prandtla (rys. 4.1). W warstewce tej nie wystepuja
wyrazne ruchy makroskopowe ptynu w kierunku normal-
nym do powierzchni $ciany. Zagadnienie to bedzie oma-
wiane w dziale konwekcji. Ciepto przekazane przez promie-
niowanie zalezy od wtasciwosci emisyjnych ptynu i Sciany.
Zalezy takze od zakresu temperatur $Sciany 1 pltynu. Dla
tych samych wiasciwos$ci emisyjnych w niskich temperatu-
rach, uwzgledniwszy konwekcje, mozna niekiedy pomina¢ 4
wplyw promieniowania, czego nie mozna uczyni¢, gdy
temperatury sa wyzsze. Jesli wlasciwosci (zdolnosci) emisyj-
ne sa male, nieraz i w wzszych temperaturach wplyw

Rys. 4.1. Przejmowanie (wnikanie) ciepla od $ciany do ptynu: a — $ciana,
b — plyn, ¢ — warstwa przyscienna w plynie

promieniowania mozna pomina¢. Je$li wplyw promieniowania jest znaczny, np.
w wysokich temperaturach, mozna niekiedy w zjawisku przejmowania ciepta
pominaé¢ wplyw konwekcji; przypadek taki rozpatrujemy tylko jako promieniowa-
nie. Metody obliczenia ciepta Q, przekazanego przez promieniowanie beda omowio-
ne w rozdz. 10. Wykluczenie wplywu konwekcji lub promieniowania nalezy
rozpatrywa¢ indywidualnie.
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4.1. Prawo Newtona

W przejmowaniu ciepta taczny wplyw konwekcji i promieniowania wyraza sig
rOwnaniem zwanym prawem Newtona

0 = Fau(9—1), (4.1)
w ktoérym
F — powierzchnia cial stykajacych si¢, zwykle omywana ptynem powierzchnia
zewngtrzna ciala stalego,
o — wspotezynnik przejmowania (wnikania) ciepta,
39—t — roznica temperatury powierzchni ciala stalego i temperatury ptynu w pew-

nej odleglosci od Sciany.

4.2. Wspolczynnik o przejmowania (wnikania) ciepta™®

W celu zaznaczenia, ze przejmowanie ciepta taczy wpltyw konwekcji i promienio-
wania, wspolczynnik przejmowania ciepta rozklada si¢ na dwie czgsci, z ktorych
kazda odnosi si¢ do jednego z wplywow

o= oy +0o,, (4.2)
przy czym
o, — wspolczynnik przejmowania ciepta przez konwekcje lub krotko: wspotczyn-
nik konwekcji,
o, — wspolczynnik przejmowania ciepla przez promieniowanie [ub krotko: wspot-

czynnik o radiacji.

W tabeli 4.1. podano orientacyjne wartosci wspolczynnika konwekcji. Wspot-
czynnik ten zalezy tylko od parametréw plynu, nie za$ od $ciany. Sciana oddziatuje
na ten wspolczynnik tylko przez swoja chropowatos¢, jesli ta chropowato$¢ ma
widoczny wplyw na $rednia grubos¢ warstewki przys$ciennej; grubos¢ ta wplywa na
o, co omoOwiono w rozdz. 9.

*) Zgodnie z rownaniem (4.1) wspolczynnik przejmowania ciepla rowna sie strumieniowi ciepla
przekazanemu od plynu do 1 m? $ciany, gdy rdznica temperatur miedzy ptynem i $ciana wynosi 1 K.
Opor cieplny podczas przejmowania bedzie omowiony w rozdz. 5, gdyz jest on zwiazany z ksztaltem
przegrody rozgraniczajacej plyny. Dla $ciany plaskiej opor cieplny R przejmowania roOwna si¢ odwrotno-
sci o (R, = 1/o).
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Tabela 4.1. Orientacyjne wartosci wspotczynnika
konwekcji o,

Plyn o, W/m?-K
Powietrze 5-80
Ciecze lepkie 50-350
Woda nie wrzaca 500-10000
Woda wrzaca 1000-20 000
Para skraplajaca si¢ 4000-40 000

Wspotczynnik radiacji o, okreSla si¢ badz doéwi.adczalnie, badz z tablic,
najczescie] jednak wyznacza si¢ go liczac oddzielnie Q, metodami omdéwionymi
w rozdz. 10 za pomoca wzoru

0,
o, = ———- 4.3

W literaturze sq takze znane wzory empiryczne, stuzace do obliczenia sumarycz-
nego wspoélczynnika przejmowania ciepta o (tzn. o, +o,):

— dla $ciany ptaskiej (Nusselt)

o= 9774+0,07(%,—t,) W/m?-K, 4.4
— dla rury

o= 942+0,052(3,—t,) W/m*-K, 4.5)®
gdzie
3, — temperatura Sciany,
t, — temperatura otoczenia.

4.3. Przyklady obliczeniowe

Obliczy¢ gestos¢ strumienia ciepla miedzy plaska sciana o temperaturze $ = 200°C podgrzewacza
powietrza a spalinami o temperaturze ¢t = 450 °C. Wspotczynnik konwekcji o, = 60 W/m?, wspotczynnik
promieniowania o, =20 W/m?-K.

Wspolczynnik przejmowania ciepta
o= oy +o, =60+20 =80 W/m?-K.
Gestosc strumienia ciepta

g = aft—9) = 80(450—200) = 200 W/m?>.

* Wzory (4.4) i (4.5) zaczerpnieto z pracy [6]. Nalezy je traktowaé jako orientacyjne, gdyz nie ujmuja
wielu parametrow szczegotowych, np. wysokosdci Sciany lub $rednicy rury, ktére maja wplyw na o.
W rozdz. 9 podano wzory szczegdlowe, dokladnie okreslajace przebieg zjawiska.



5. Przenikanie ciepta — rozwigzania podstawowe

Rozpatrzono tu przenikanie ciepla w polu temperatury ustalonym bez wewngtrz-
nych zrodet ciepla.

Przenikanie ciepta z zasady zachodzi migdzy dwoma pltytami, rozgraniczonymi
przegroda stala®. Przypadek ten jest zlozony z przejmowania ciepla miedzy jedna ze
$cian zewnetrznych przegrody a ptynem omywajgcym te sciang, oraz przejmowania
ciepla miedzy druga $ciana przegrody omywang drugim plynem i przewodzenia
ciepla przez Sciang rozgraniczajaca plyny.

Wspolczynnik k przenikania ciepla zalezy migedzy innymi od wspolczynnikow
przejmowania ciepta obu plynow i rodzaju materiatu przegrody. Budowa wzoru
okreslajacego wspotczynnik k, zwany wspolczynnikiem Pécleta, zalezy od ksztaltu
$ciany rozgraniczajacej ptyny, co omowiono dalej.

5.1. Przenikanie ciepla przez przegrode plaska

Rozklad temperatury w czasie ustalonego przenikania ciepla przez jedno-
i wielowarstwowa przegrode plaska przedstawiono na rys. 5.1 i 5.2. W prowadzo-
nych tu rozwazaniach jest obojetne, z ktora z tych przegrod bedziemy mieli do
czynienia. Z poprzednich rozdzialow wiemy, ze wielowarstwowa przegrode plaska
mozemy zastapi¢ przegroda jednowarstwowa o zastepczym sumarycznym oporze R;.
Strumien ciepta nie ulegnie zmianie, jesli 3, i 3, pozostang bez zmian (rys. 5.1 1 5.2).

Przypadek przenikania ciepta mozemy rozpatrywac jako zlozony z oddzielnie
wystepujacych zjawisk: przejmowanie ciepla od ptynu 1 o temperaturze ¢, do Sciany
o temperaturze 3,, przewodzenia ciepla przez Sciang plaska o temperaturach skraj-

*) Jezeli dwa rozne ptyny przekazuja cieplo przez bezposredni styk, a istnieje wyrazna powierzchnia
rozdzialu tych plynow, np. powierzchnia cieczy i znajdujacy si¢ nad nia gaz, przypadek taki mozna
rozpatrywa¢ jako przenikanie ciepla przy zerowym oporze cieplnym plaskiej przegrody stalej.
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Rys. 5.1. Przenikanie ciepta przez jednowarst- Rys. 5.2. Przenikanie ciepla przez wielowarst-
wowa przegrode plaska — rozktad temperatury wowa przegrode ptaska — rozklad temperatury

nych powierzchni 9, i 3, oraz przejmowania ciepla od sciany o temperaturze 3, do
plynu 2 o temperaturze ¢,. Na podstawie juz poznanych wzoréw mozemy wiec
napisa¢ uktad rownan

Q':Fdl(t1~91)’ (5.1)
: 3,-9,

0= F—Ri ; (5:2)
0 = Fay(9,—1,), (5.3)

Jezeli przedstawiony uklad réwnan przeksztalcimy w ten sposob, ze po pra-
wych stronach beda tylko rdznice temperatury, a nastepnie dodamy stronami, to
otrzymamy:

0/1 1
=l =4 R, += |=t,—1,. .
= o(]+ ;_+a2 t,—t, (5.4)

W nawiasie otrzymaliSmy sume trzech wyrazen, z ktorych jedno R; jest oporem
cieplnym przewodzenia przez Sciang. Analogicznie pozostale wyrazenia nazywamy
oporami cieplnymi R, przejmowania ciepla po stronie plynu jednego i drugiego.

1

R, = —> (5.5)
&g
1

Rpp=—- (5.6)

os
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Przy tak pojetych oporach przejmowania ciepta dla sciany plaskiej wyrazenie
w nawiasie jest oporem sumarycznym, zwanym oporem cieplnym przenikania ciepla
przez przegrode plaska i oznaczonym R,

R, =R, +R,+R,,. (5.7)

Po wyliczeniu z rownania (5.4) strumienia ciepta i wykorzystaniu zaleznosci (5.7)
mozna zapisaé wzOr okreslajacy strumien ciepla przenikajacy przez przegrode
ptaska:

e L2 538
=t (58)
Rownanie to nazywa si¢ rOwnaniem Pécleta dla $ciany plaskie;.
Mozna je takze zapisa¢ w postaci:

O = Fk(t, —t,), (5.9)

gdzie k jest wspoOlczynnikiem przenikania*® ciepta dla Sciany plaskiej, zwany wspot-
czynnikiem Pécleta.
Oczywiscie obowiazuje zalezno$c¢

(5.10)

5.2. Przenikanie ciepla przez przegrode rurowa

Rozwazania tu przeprowadzone odnosza si¢ do przegrody rurowej zarowno
wielowarstwowej, jak jednowarstwowej, o oporze sciany R;. Wewnatrz rury
przeptywa plyn o temperaturze t, i wspdlczynniku przejmowania ciepta o,. Na
zewnatrz rura jest omywana pltynem o temperaturze ¢, i wspolczynniku o,. Rozklad
temperatury w czasie przenikania ciepla przez przegrode rurowa przedstawiono na
rys. 5.3.

Temperatura wewngtrznej i zewnetrznej Sciany rury wynosi odpowiednio &, i 3,.
Przenikanie ciepla przez rozwazana przegrode mozemy rozpatrywac jako przypadek
zlozony z traktowanych oddzielnie; przejmowania ciepla, przewodzenia i znow
przejmowania. Przedstawiajac przekazywanie ciepla w ten sposob mozemy ulozyc
odpowiednio uktad trzech réwnan:

*) Zgodnie z rownaniem (5.9) wspolczynnik k przenikania ciepta dla przegrody plaskiej mozna
interpretowaé jako rowny strumieniowi ciepta przekazanemu przez 1 m? $ciany od jednego do drugiego
ptynu, gdy roznica temperatur miedzy nimi wynosi 1 K.
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Rys. 5.3. Przenikanie ciepta przez wielowarstwowa przegrode rurowa —
rozklad temperatury

0 = nd, Lo,(t, —8,), (5.11)
. 9,—9

Q=nL>—2, (5.12)
0 = nd,Lay(9,—t,). (5.13)

Podobnie jak poprzednio, po przeksztalceniu uktadu rownan w ten sposob, aby
po prawej stronie byly tylko rdznice temperatur, dodaniu stronami i wzieciu
z lewych stron wyrazenia Q/nL przed nawias, otrzymamy:

0/ 1 1
— R, +—]=t;—t,. 5.14
nL oc,dw+ "'+oc2dz R ©-14)

W nawiasie otrzymaliSmy sume¢ trzech wyrazow, z ktérych R,, znamy jako opor
przewodzenia ciepla przez $ciane rurowa. Pozostale dwa wyrazy, wynikajace
z zastosowanych do przegrody rurowej rownan Newtona, nazywamy przez analogie
oporami cieplnymi przejmowania ciepla dla przegrody rurowej

1
=R 5.15
Otldw arl ( )
1
— =R .
azdz or2 (5 16)

Jedli sume tych trzech oporéw nazwiemy oporem R,, przenikania ciepta przez
przegrod¢ rurowa

er = szrl +R}.r+Rar2’ (517)
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to z zaleznosci (5.14) otrzymamy roéwnanie okreslajace strumien ciepta przenikajacy
przez przegrode rurowa, zwane rownaniem Pécleta dla tej przegrody

tl _t2

Q ==L (5.18)

kr

Gdy wprowadzimy pojecie wspolczynnika przenikania ciepta dla przegrody
rurowej k,, bedacego odwrotnoscia oporu przenikania, mozemy zapisa¢ rownanie
Pécleta w postaci

0 = nLk,(t,—t,). (5.19)

Rozpisany wzor okreslajacy wspolczynnik k, przenikania ciepla, zwany takze
wspolczynnikiem Pécleta dla przegrody rurowej, mozna napisa¢ nastgpujaco:

1
= . (5.20)
ldi+1
1 N i d, M 1
24, o,d,

1
Ei— —
er

5.3. Przenikanie ciepla przez przegrode kulista

Wewnatrz przegrody kulistej (rys. 5.4) znajduje si¢ ptyn o temperaturze t,
i wspolczynniku przejmowania ciepta o,. Przegroda od zewnatrz jest omywana
plynem o temperaturze t, i wspolczynniku przejmowania ciepta «,. Opor cieplny
Sciany kulistej wynosi R,,. Dla przejmowania ciepta wewnatrz przegrody, przewo-
dzenia przez $ciang i przejmowania ciepla na powierzchni zewnetrznej przegrody

Rys. 5.4. Przenikanie ciepla przez przegrode kuli-
sta — rozklad temperatury
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kulistej mozemy napisa¢ réwnania

Q = 4nr§,a1(t1‘—'91), (521)
° . 91 —192

O=mn R, , (5.22)
Q = 47rr30(2(92—t2). (523)

Po przeksztalceniu wzglgdem roznic temperatur, dodaniu stronami, wzigciu
przed nawias Q/n otrzymujemy nast¢pujacy wynik:

o/ 1 1
- 4rzocleR,ﬁm =t,—t,. (5.24)

W nawiasie tego rownania oporami R, cieplnymi przejmowania ciepta dla
przegrody kulistej sa:

1

R Ry (5.25)
1

T, R,z (5.26)

a opor przenikania ciepla R,, przez przegrode¢ kulista jest suma wszystkich
oporow

Rko = Raol +R}.0+R102' (527)

Rownanie Pécleta, wzor przenikania ciepta dla przegrody kulistej przyjmie wiec
postac

L —1,

= (5.28)

o=n

z czego po wprowadzeniu wspolczynnika k, Pécleta dla przegrody kulistej otrzy-
muje si¢

1
k = —= . :
= R T (5.30)

1 cTe T 1
4rio, 4 4ria,
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5.4. Przenikanie ciepla przez powierzchnie zastepcza

W punkcie 5.3.4 wprowadzono pojecie powierzchni zastgpczej plaskiej F,, dla
powierzchni zakrzywionych, spetniajacych podane tam warunki. Przyktadowo omo-
wiono Sciang rurowa 1 naroznik. Rozwinigcie sciany zakrzywionej, np. rurowej do
ptaskiej powoduje, ze powierzchnia wklesta na skutek rozwinigcia zwigksza sig od F,
do F,, a powierzchnia zewnetrzna (wypukla) zmniejsza si¢ od F, takze do F,,
(patrz rys. 5.5).

7

~d
g
%
% b
o
i
Rys. 5.5. Rozwijanie przegrody rurowej: a — przed rozwinigciem,

b — po rozwinigciu

Jesli rozpatrzymy oddzielnie przejmowanie ciepta w przegrodzie zakrzywionej
1 przewodzenie (traktujac przewodzenie jak w przegrodzie zastgpczej), otrzymamy
nastgpujacy uklad rownan, okreslajacy przenikajacy strumien cieplta Q.

Q = Fioy(t; —9y), (5.31)
Q = Ffré(gl —92), (5-32)
0 = F,a,(8,—t,). (5.33)

Gdy uklad rownan przeksztalcimy tak, aby po prawej stronie byly tylko roznice
temperatur 1 wezmiemy z lewych stron Q/F, przed nawias, otrzymamy:

QO (F,1 6 F,1
= (o e T 5.34)%
F, F1a1+i+F2a2 b2 (5:34)

* Dla Sciany rurowej F,/F, = d;/d,.
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0/A = R, jest zastgpczym oporem przewodzenia przegrody zakrzywionej, traktowa-
nej jako przegroda plaska. Przez analogi¢ pozostale wyrazy sumy w nawiasie
nazywamy zastgpczymi oporami przejmowania ciepla po stronie ptynu 1 i ptynu 2

F, 1
R, ,=—"—: 35
= (539)
F, 1
R,,=—"—"— 5.36
2z2 F~2(X2 ( )

Odwrotno$ci tak pojetych opordéw przejmowania ciepta nazywa si¢ nieraz
zredukowanymi wspolczynnikami przejmowania ciepla o, dla powierzchni zastepczej

1= Rotzl N al F.\'r, (537)
1 F
0 = E; =0y f’f (5.38)

Jesli do sumy wyrazen w nawiasie rownania (5.34) zastosujemy pojecie oporow
zastepczych, to otrzymamy tzw. zastgpczy opOr przenikania R,, ciepta przez
zastgpcza Sciang plaska

sz = Rzzl +R}.2+R122' (539)

Z rownania tego otrzymamy wzoOr okreslajacy strumien ciepta, przenikajacy
przez zastepcza przegrode plaska

0 =F,22, (5.40)

przy czym odwrotno$¢ oporu przenikania ciepta jest wspolczynnikiem Pécleta dla
powierzchni zastgpczej

1
azl ’1 azZ

Rownanie Pécleta dla powierzchni zastgpczej przyjmie znana juz postaé
Q = F:'rkz(tl —1y). (5.42)

W odniesieniu do zakrzywionej przegrody wielowarstwowej, w ktorej sumarycz-
na grubos¢ warstw wynosi 6, F. jest natomiast $rednia arytmetyczna powierzchni
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F, 1 F,, wzor (5.41) jest stuszny, jesli zamiast 4 wstawimy 4, obliczone z réwnania
(3.78). Po rozpisaniu wzor okreslajacy strumien cieplta w wielowarstwowej prze-
grodzie zastgpczej ma nastepujaca postac:

: t,—1
Q = F.\"rar 1 i=n é l//zF‘ 1 : (543)*)
we S F

gdzie  wspolczynnik korygujacy poszczegolnych warstw (patrz wzor (3.70) lub
rys. 3.13).

5.5. Obliczanie temperatury w wybranym miejscu przegrody

Przytoczone wzory do obliczania strumienia ciepta w ustalonym polu tem-
peratury bez wewnegtrznych zrodet ciepta maja budowe ogdlna:

: AT
Q=4 R (5.44)
gdzie
AT — rbznica temperatur,
R — opor cieplny,
A — wspoOlczynnik staty, zalezny od ksztaltu przegrody**.

Jezeli AT =1t,—t, jest calkowita rdéznicg temperatur, to R jest catkowitym
sumarycznym oporem przenikania ciepla. Jesli AT rozbijemy na czesciowe roznice
AT,, to opor cieplny R, jest przynaleznym do danej ro6znicy AT; oporem czesciowym.
Dla danej przegrody mozemy wigc napisac:

AT AT;

z tego za$ czeSciowy spadek temperatury AT; mozna wyliczy¢ jako:

AT -
AT,- = RI*R— (346)

Czesciowy spadek temperatury AT, na czesciowym oporze R; roéwna sig
iloczynowi tego oporu przez stosunek catkowitego spadku temperatury 47T do
oporu catkowitego R.

* W tym przypadku o, = o,(F,/F,,
[In(F,/F ).

**) Dla przegrody plaskiej A = F; dla rurowej A = nL; dla kulistej A = 7; dla zastepczej A = F,, lub
A=F,,, dla zebrowanej A = F. (podane dalej w niniejszym podrecznikuy).

Srar>

); O = 0)(Fa/Fsa); Fig=(F +F,)2; Fy=(F —F,)
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Rownanie (5.46) shuzy do obliczenia szukanej temperatury 9. w dowolnym
miejscu przegrody, np. odleglym o x od powierzchni F, (patrz rys. 5.6).
Zgodnie z rysunkiem 5.6 i rownaniem (5.46)

A A,
t,—t -
AT =t;=9, = (R, +R) =2 (547) TR
k N3
v
przy czym R, jest cieplnym oporem wycinka i \
$ciany grubosci x. 2. \@
Z rownania (5.47) wyliczamy temperature i / =
9, =t,—(R,+R,) 22 (5.48) /\v
x "1 ol Ax Rk J f‘; % 2
Do obliczania szukanej temperatury 3, mozna / \ 3
uzy¢ innego sposobu, analogicznego do stosowa- M? éL |
nego w elektrotechnice podczas obliczania spadku S e
napiecia na oporze elektrycznym. Na podstawie * :
rownania (5.44) mozna napisaé: Rys. 5.6. Wyznaczenie temperatury
. AT,
=A4—1 5.49
¢=ap (549)
z tego zas
AT—QR—'R 5.50)*
I q;R;. (5.30)

Czesciowy spadek temperatury AT, na oporze cieplnym R, rowna sie iloczynowi
jednostkowego strumienia ciepla ¢; i tego oporu.

5.6. Przenikanie ciepla przez prety proste

Pret, ktorego powierzchnia przekroju poprzecznego F i obwod tego przekroju
,0” nie zaleza od dlugosci, nazywamy pretem prostym. Rozpatrujemy przypadek
przenikania ciepla od zrodfa o temperaturze t do plynu (otoczenia) o temperaturze ¢,
tylko za posrednictwem preta. Z tego powodu na rys. 5.7 zaznaczono Sciang, w ktorej
pret jest zamocowany, jako Sciang izolowana, rozgraniczajaca oba plyny. Rozpatruje
si¢ prety, dla ktorych w rozwiazaniach praktycznych temperatura 3 calego przekroju
F jest jednakowa, lub gdy mozna ja za taka uwazad.

# () nalezy obliczyé ze wzoru okreslajacego przenikanie ciepla w danej przegrodzie.
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Rozpatrujemy przypadek stacjonarny,

w ktorym temperatura zalezy tylko” od

Q. t, zmiennej x. Polozenie uktadu odniesienia
‘ zaznaczono na rysunku 5.7. Przyjmuje sie,

[ Qi = 182 (xvd) U@VF ze wspolczynnik przejmowania ciep{g‘;ﬁ( na
Mok catej dtugosci preta jest staly. Przyjfnuje

sie takze, ze na skutek intensywnego prze-
kazywania ciepta od zrodla o temperatu-
rze t, np. przez dobry metaliczny kontakt,
temperatura 9, preta w migjscu jego zanu-
8 rzenia w zrodle ma temperature zrodia ¢
t, w praktyce niewiele od niej odbiegajaca.
Pierwszym etapem rozwazan jest wy-
znaczenie temperatury preta jako funkcji
Rys. 5.7. Przenikanie ciepla przez pret prosty — % & nastepnie obliczenie ciep}a przekaza-
rozktad temperatury nego od zrodla do otoczenia przez pret.

&

<
d0-a8

Dix)

Fe— X — QX L X

5.6.1. Obliczanie temperatury preta

Poniewaz w ustalonym polu temperaturowym przyrost energii uktadu wyodreb-
nionego na rys. 5.7 ostona bilansowa jest rowny zeru, wigc z rOwnan bilansu energii
wynika zwiazek

Q= Qi(x+dx)+an’ (5.51)
w ktorym
Ok, — strumien ciepta przewodzony wzdluz osi preta do wycinka preta dlu-
gosci dx,
Q';}(de) — strumien ciepla opuszczajacy wycinek wzdluz osi preta,
do, — strumien ciepta przejety do otoczenia od zewngtrznej powierzchni
wycinka.

Poniewaz 0, , ; 4xy— 0,, = dQ,, wigc rownanie (5.51) po obustronnym podziele-
niu przez dx mozna zapisa¢ w postaci
dQ'l an
— +
dx = dx

=0. (5.52)

Zgodnie z rownaniem (3.5) przewodzony strumien ciepta

dg
Fdx

0,=0=—F (5.53)
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a poniewaz F 1 A nie zaleza od x, wobec tego

do, d29

Na diugoéci wycinka preta dx strumien ciepta dQ, przejety do otoczenia od
zewnetrznej powierzchni, zgodnie z rownaniem Newtona, wynosi:

dQ, = o-dxo(9—t,), (5.55)
z tego zas
46
% — o0t (5:56)
Przyjmujemy oznaczenie
O =39—1,. (5.57)

gdzie @ jest nowa zmienna.
Przy stalym t¢,, d*9 = d>@ réwnanie (5.54) przyjmie postac:

do, d?
QA:F;\, @

I o (5.58)

Po wstawieniu rownania (5.58) i (5.56) do (5.52) i odpowiednim przeksztalceniu
otrzymamy
d’0 oa
— ——0 =0. 5.59
dx> Fi (209}
Gdy 11 o sa stale, (5.59) jest rOwnaniem rozniczkowym liniowym drugiego rzedu
o statych wspolczynnikach. Rozwiazaniem ogdlnym tego roéwnania (catka ogodlna)
jest

O = Me** 4 Ne™ 4, (5.60)
gdzie
oa
A= [—. 5.61
i (5.61)
M i N — stale calkowania, ktore nalezy wyznaczy¢ z warunkow brzegowych.

Rownanie (5.60), okreslajace zmienna © jako funkcje x, bedziemy dalej nazywali
ogoélnym réwnaniem preta prostego.

Poniewaz 3 = @ —t,, wiec rownanie okreslajace temperature preta jako funkcje
polozenia x rozwazanego przekroju przyjmie postac:

3 =t,+Me**+ Ne **. (5.62)
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5.6.2. Obliczanie strumienia ciepla

Strumien ciepla Q,, przenikajacy ze zrédla o temperaturze ¢t do otoczenia za
posrednictwem preta, mozna okresli¢ liczac strumien ciepla 0, przewodzony przez
przekroj poprzeczny preta u jego nasady (tj.: dla x = 0) lub strumien 0, ciepla
przejmowany od calej zewnetrznej powierzchni preta do otoczenia. Strumien 0,
sklada sie z czesci Q,, przejetej od pobocznicy preta, i czesci Q,. przejetej od
powierzchni czolowej preta (dla x = L).

1 s

Rys. 5.8. Pret prosty — rozplyw strumieni ciepta
tgp, = (dO/dx),=o; tg, = (dO/dx),_,,

Zgodnie z rownaniem (3.57), d% = d@, po zastosowaniu wzoru (3.53), mozna wigc
napisac:

. . de
=0, _o= —F\M — 5.63
Qk Q/,.x—O (dX>x=0 ( )
Na pdstawie rownania (5.60) mozemy napisac
de
— = AM-—N .64
(dx >x=0 ( ), (5 6 )

z tego za$ otrzymujemy wzor okreslajacy strumien ciepla, przenikajacy do otoczenia
przez pret ze zrodla ciepla, w ktorym jest on zanurzony

Q,= —FLAM—N). (5.65)
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Strumien ten mozna takze obliczy¢ jako ztozony z dwu czesci
Qk = Qab+Q1c' (566)

Strumien Q,, przejety od pobocznicy preta do otoczenia przyjmuje postaé
x=L
0,= | ouOdx. (5.67)
x=0
Jezeli do wzoru (5.67) zamiast @ wstawimy rownanie (5.60) 1 wykonamy
catkowanie w granicach od x =0 do x =L, to otrzymamy wzor okreslajacy
strumien ciepla przejety do otoczenia od pobocznicy preta

0.0 = % LM~ 1)~ N~ 1)]. (569

Strumien O, przejety od czola preta do otoczenia, wyznaczamy z warunku
rownosci tego strumienia ze strumieniem ciepla przewodzonym w koncu preta
(dla x = L)

Q,.=Fa®, = —F i(dﬁ> . (5.69)
x=L

gdzie @, jest to roznica temperatur konca preta i otoczenia (patrz rys. 5.8).
Po zrozniczkowaniu réwnania (5.60) podtug x 1 wstawieniu L za x, obliczymy

de
<—> = A(Me*"—Ne™4"). (5.70)
dX x=L

Jesli do roéwnania (5.69) wstawimy (5.70), to otrzymamy wzoOr okreslajacy
strumien ciepla, przejety od powierzchni czolowe] preta

Q,. = —FAA(Me*t—Ne™ L), (5.71)

Z rownan (5.68) i (5.71) mozemy obliczy¢ czesci sktadowe strumienia ciepta
przenikajacego do otoczenia przez pret prosty od zrodla, w ktorym pret jest
zanurzony. Ponadto rownaniem (5.69) mozemy si¢ postuzy¢ do wyznaczenia rdznicy
temperatury @, na koncu preta. Oczywiscie, z sumy wyrazen okreslajacych Q,, + O
po wykonaniu odpowiednich dziatan powstaje wzor (5.65).

oc?

5.6.3. Pret o nieskonczonej diugosci

Roéwnania tutaj wyprowadzone, cho¢ teoretycznie odnosza si¢ do preta nieskon-
czenie dlugiego (rys. 5.9), mozna takze zastosowa¢ do praktycznie spotykanych
odpowiednio dlugich pretow prostych. Mozna je stosowaé¢ do pretow skonczonej
dtugosci, jesli w danym zagadnieniu mozemy uznac, ze koniec preta ma temperaturg
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to
V,
2
t; p—— =" 2
L
t (¢}
Iy Yix)
@
Oy
ta
X
L
Rys. 5.9. Rozklad temperatury w precie Rys. 5.10. Rozklad temperatury w precie
nieskonczenie dlugim na koncu zaizolowanym

rowna temperaturze otoczenia (to znaczy, ze O, =0, zgodnie z podanym dalej
drugim warunkiem brzegowym).

Rozwiazanie zagadnienia preta nieskonczenie diugiego polega na wyznaczeniu
stalych catkowania M i N na podstawie nastepujacych warunkow brzegowych:

I Dla x =0 przyjmujemy, ze © =0, =1—1, gdyz zgodnie z zalozeniami
temperatura preta w miejscu jego zanurzenia ma warto$¢ temperatury t zrodia.

I1. Dla x = oo koniec preta ma temperature rOwna temperaturze otoczenia, czyli
O=06,=0.

Jesli obydwa warunki brzegowe wykorzystamy w rownaniu (5.60), otrzymamy
wzgledem M 1 N uklad rownan o dwédch niewiadomych

©,=M+N, (5.72)
0=M-x, gdy x— . (5.73)
Z rownania (5.73) wynika, ze M = 0; wobec tego z rOwnania (5.72) otrzymujemy
N = @ ,. Rownanie preta nieskonczenie dlugiego przyjmuje postac:
O = G, ™. (5.74)
Zgodnie z rownaniem (5.65) strumien ciepta przenikajacy za posrednictwem preta
nieskonczenie dlugiego ze zrodla do otoczenia wyrazi si¢ wzorem:

0= —FL40,. (5.75)

5.6.4. Pret o skonczonej dlugosci na koncu zaizolowany

Do wyznaczenia stalych calkowania postuzymy si¢ nastepujacymi warunkami
brzegowymi (rys. 5.10):

I. Gdy x =0, 3, =t, wowczas zgodnie z omowionymi poprzednio zalozeniami
O=3,-t,=0,
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1. Gdy x = L, wowczas Q,_,; = 0, co wynika z warunku istnienia izolacji na
koncu preta.

Warunek brzegowy II nalezy przystosowaé do bezposredniego wykorzystania
w rownaniu ogolnym preta.

Zgodnie z rownaniem (5.53), gdy d9 = d®, wowczas

. de
anfL <dx>x:L ( 6)
Poniewaz F i 1 sa roézne od zera, wigc (d@/dx),._, = 0.
Po zrézniczkowaniu roOwnania ogélnego preta, wstawieniu L zamiast x, przyrow-
naniu do zera, otrzymamy z II warunku brzegowego dla A #0

0 = Me*L — Ne™ 4L, (5.77)
a z I warunku brzegowego
©,=M+N. (5.78)

Z ukladu liniowych rownan (5.77) i (5.78) po rozwiazaniu otrzymamy stale M i N

e*AL

eAL

N = (H)”‘—e”‘LjLe‘AL' (5.80)
Rownanie preta na koncu zaizolowanego przyjmie wigc postac:

— AL eAL

_ . Ax - Ax
@—@pme l+@pme *. (581)
Na podstawie (5.65) wzor okreslajacy strumien ciepla przekazanego za posredni-
ctwem preta na koncu zaizolowanego mozna sprowadzi¢ do postaci

0, = FA0,tgh(AL). (5.82)%

5.6.5. Obliczanie poprawki okreslajacej blad termometryczny spowodowany tulejka

Rownanie preta na koncu zaizolowanego w praktyce stuzy najczesciej do
obliczania poprawki termometrycznej, wynikajacej z istnienia tulejki termometrycz-
nej. Zwykle tulejka termometryczna nie jest zaizolowana na koncu, gdy jednak
budowa tulejki (jej smuktoé¢) uzasadnia warunek, ze 0, < Q,,, wowczas taka tulejke
mozemy traktowac jako zaizolowana na koncu (rys. 5.10).

o sinh(AL) etf—e 4L
tgh(4L) = cosh(AL) T e AL
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Rys. 5.11. Tulejka termometryczna; @, — blad termometryczny

Roéwnanie okreslajace blad termometryczny ©,, wynikajacy z istnienia tulejki,
jest stuszne wowczas, gdy tulejka wewnatrz nie przekazuje ciepta (np. gdy jest
wewnatrz wypetniona materialem izolacyjnym), w praktyce takze wowczas, gdy nie
ma izolacji, poniewaz wilozony termometr
powoduje, ze ruch konwekcyjny plynu we-
wnatrz tulejki jest znikomy.

Jezeli w rownaniu (5.81) zamiast x wsta-
wimy L, to obliczymy &, bedace rdznica
miedzy temperatura konca tulejki 3, mierzo-
na termometrem, a temperaturag medium ¢,,
ktora chcemy mierzy¢; @, jest wigc bez-
wzglednym bledem termometrycznym, ktory
nalezy uwzgledni¢, jezeli pomiar temperatury
medium ma by¢ poprawny

cos h(AL)

- AL

Rys. 5.12. Przebieg funkcji |
cosh(AL) = f(AL) _ . %)
— linia tancuchowa 8, @p cosh(AL) (3.83)

Temperatura medium, ktora mierzymy termometrem zamontowanym w tulejce,
zgodnie z rys. 5.11 wynosi

tn=t,—0,. (5.84)

AL 4 g~ AL gAL_ o= AL
*) cosh(AL) = _E—; sinh(AL) =
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Dalsze rozwazania maja na celu takie
przeprowadzenie pomiaru f,, by blad byl | |
mozliwie najmniejszy. Funkcja coshAL od +—

|
I

AL ma przebieg jak na rys. 5.12; jest to tzw.
linia fancuchowa. Realna jest tylko prawa
¢wiartka wykresu, gdy AL > 0, wowczas ze
wzrostem AL ros$nie coshAL (rys. 5.12).
Blad termometryczny @, jest wigc maly,
gdy AL jest duze, gdy zatem jest dluga
tulejka, a przekroj poprzeczny F tulejki
(wydrazonego preta) oraz wspolczynnik
przewodzenia ciepta materialu A* sa male.
Wynikajace z tych rozwazan sposoby Rys. 5.13. Sposoby montazu tulejki
montazu tulejki przedstawiono na rys. 5.13. termometrycznej w rurociagu

5.7. Przenikanie ciepla przez przegrody zebrowane

Niejednokrotnie, aby uzyskac¢ zwarta konstrukcje wymiennika ciepla, stosuje si¢
przegrody zebrowane. Stosowanie takiej przegrody przynosi nieraz oszczednosci
w zuzyciu materiatu.

Gdy jeden ze wspolczynnikow przejmowania ciepta jest znacznie mniejszy od
drugiego, stosujemy powierzchnie zebrowane jednostronnie. Po stronie zebrowane;j
(powierzchni rozwinigtej) stosujemy plyn, ktorego o jest mniejsze. Obowiazuje
ogolna zasada, ze dajemy o mniejsze na powierzchni wigkszej. Na powierzchnie
zebrowane stosujemy material o duzym /, a wigc z reguly metale.

Jezeli oba plyny przekazuja ciepto przy matych o, a zalezy nam na zwar-
tej konstrukcji (tj. na malej objetosci), stosujemy powierzchnie dwustronnie ze-
browane.

Blizsze informacje na temat stosowania powierzchni zebrowanych podano
w p. 5.7.5.

5.7.1. Jednostronne Zzebra proste

Zebrami jednostronnymi nazywamy zebra osadzone na $cianie po jednej stronie;
prostymi — takie, w ktorych linie lezace na powierzchni tych zeber, a rownolegte do
powierzchni $ciany, sa liniami prostymi (patrz rys. 5.14).

*) Stal jest lepszym materialem na tulejke niz miedz. Uzycie mosiadzu lub miedzi na tulejke jest
podyktowane wigksza antykorozyjnoscia tych metali od stali, nie za§ dokladnoscia pomiaru.
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Rys. 5.14. Przegrody z jednostronnymi zebrami prostymi

F, jest polem powierzchni gladkiej omywanej plynem o temperaturze ¢,
i wspolczynniku przejmowania ciepta o,, F, jest polem powierzchni zebrowanej
omywanej plynem o temperaturze t, i wspoOlczynniku «,. Zebra sa osadzone
w Scianie plaskiej o polu powierzchni F, i grubosci 6. Material przegrody ma staty
wspotczynnik przewodzenia ciepta 4. Przyjmuje sig, Zze temperatura w miejscu
osadzenia zebra jest rowna temperaturze $ciany plaskiej, w ktorej zebra sa osadzone.
Stalymi wspoOlczynnikami sa takze o 1 o,.

Na podstawie znanych juz rownan okreslajacych przejmowanie ciepta i przewo-
dzenie przez $ciane plaska mozemy napisa¢ nastepujacy uklad rownan:

0 = F,o(t,—9,), (5.85)
. yl

Q=F, 5(91 —3,), (5.86)
0 = F,a,(%,,—1,), (5.87)

w ktorych 9,, — s$rednia temperatura powierzchni F, omywanej ptynem 2 (tj. ply-
nem o temperaturze t,).

Przeksztalcenie tego uktadu rownan wzgledem rdéznic temperatur po prawej
stronie i dodanie stronami nie eliminuje posrednich temperatur $,, 3,,; aby to
osiagna¢ wprowadzimy wspotczynnik ¢, zwany sprawnoscia powierzchni zebrowane;j
F,®, ktory jest odpowiednim stosunkiem roznic temperatur

_ Yl (5.88)
3,—t,

Jesli w rownaniu (5.87) zamiast 9,,,—t,, zgodnie z rbwnaniem (5.88), wstawimy
(9, —1,), to po przeksztalceniu ukladu réwnan od (5.85) do (5.87) wzgledem roznic
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temperatur i dodaniu stronami oraz wzieciu Q/F, z lewej strony przed nawias

otrzymamy
O(F,1 F,6 1) _ ,
F,\F, , + F. 2 +m2 =t;—t,. (5.89)

Po przeksztalceniu tego rownania otrzymamy wzér okreslajacy strumien O,
przenikajacy od ptynu pierwszego do drugiego poprzez przegrode jednostronnie
zebrowana zebrami prostymi

tl _t2
2
F,1 F,6 1
Y21, T20, 7

F,oa, F;1 e¢a,

Q=F (5.90)

Zgodnie z przyjetymi poprzednio prawidlami wyrazenie w mianowniku jest
oporem przenikania ciepta R,. przez powierzchni¢ zebrowana zebrami prostymi.
Jesli wprowadzimy stosunek

F,

zwany stopniem ozebrowania, to wzor okreslajacy opor przenikania ciepta przyjmie
postac
o 1 1
AP« _ (5.92)

Ry; = —+— = —-
. oz1+/1+£ocz k.

Wspotczynnik przenikania ciepla przez przegrode zebrowana zebrami prostymi k.
jest odwrotnoscia oporu R,..
Roéwnanie (5.90) dla tej przegrody w skroconym zapisie

0 = F,k(t,—t,), (5.93)

stuzy do obliczenia strumienia ciepla przekazanego przez powierzchni¢ plaska
jednostronnie zebrowana zebrami prostymi.

5.7.1.1. Jednostronne zebra proste o stalym przekroju

W jednostronnym zebrze prostym o stalym przekroju przekroj poprzeczny jest
niezalezny od wysokosci. Zebro to jest pretem prostym.

*) Jezeli 9, jest $rednia temperatura 9. powierzchni zewnetrznej samego zebra (bez wplywu
elementow powierzchni $ciany, w ktorej sa osadzone), to & jest nazywane sprawnosciag zebra i dla
odrdznienia bedzie oznaczone é:.
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Nieznajomosc¢ sredniej temperatury 9,,. powierzchni F, stwarza trudnos¢ w obli-
czaniu strumienia ciepta. Nie mozna wigc za jej pomoca obliczy¢ wspolczynnika
¢ wystepujacego w rownaniu (5.92). W dalszych rozwazaniach zajmiemy si¢
przyblizonym okreslaniem wielko$ci tego wspoOlczynnika na podstawie znanych
wymiaréw konstrukcyjnych. Niech wymiary te beda okreslone jak na rys. 5.15.

/'7‘--_/.T
: 7
/ .
- ~
e ra
e rd
/—*( Dsr
~i » - L
e h1
el & e—

Rys. 5.15. Przestrzenny rysunek zebra prostego;

I — podziatka osadzenia zeber

Jezeli zebra sa osadzone gesto, to wplyw na 9,, niewielkich elementow
nieozebrowanych powierzchni, w ktorej zebra sa osadzone, jest niewielki. Mozemy
przyjac, ze $rednia temperatura powierzchni F, jest wtedy w przyblizeniu rowna
$redniej temperaturze powierzchni zewnetrznej samego zebra. Poza tym, jesli zebra
sa dostatecznie cienkie (mata wartos¢ s) i wysokie (duza wartos¢ h), to strumien qu
przekazany przez elementy powierzchni nieozebrowanych w poréwnaniu ze strumie-
niem Q,,_, przekazanym przez same zebra jest pomijalny (patrz rys. 5.16)

ng < Q).h:O = Q;b‘*‘Qw (5.94)

Poniewaz w takich warunkach takze Q, < Q,*, zatem zebro mozemy traktowac
jako pret skonczonej dtugosci h zaizolowany na koncu. Obowiazuje wtedy w przy-
blizeniu zaleznos¢

Oin=0~ Oy (5.95)
a zgodnie z rownaniem (5.82), dla jednego zebra
Q=0 = LsAO, th(Ah). (5.96)

* W proponowanych dalej obliczeniach praktycznych wptyw Q,. na powierzchni czolowej czesciowo
uwzglednia si¢ przez powigckszenie wysokosci zebra o pol jego gruboscei (h = h+s/2). Jest to uzasadnione
tym, ze cala ta powierzchnia ma temperature konca zebra i przekazuje ciepto Q,,.
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Gdy 9,, = 9., jest $rednia tempe-
ratura powierzchni F. samego zebra, e Qe
a F, = 2Lh, wowczas dla jednego zebra

z prawa Newtona mozemy napisac Q Z 0 [ Ret
0,5 = 2Lhoy(%5 —1). (5.97) A
t
Zgodnie z (5.95), po pordéwnaniu .u“
(5.96) 1 (5.97), otrzymamy
95—ty  sAth(Ah O .
2 "2 "__L(,_). (5.97a)
@p 2]’!0(2 -
t2
Dla zeber cienkich i do$¢ dhugich, i -
zgodnie z (5.61), wspolczynnik h X
T, Rys. 5.16. Rozpltyw strumieni ciepla w zebrze
A = sz 2062. (5_98) prostym — rozklad temperatury
\/ F2 >\ sLa sh

Wobec tego, ze @, = 3,—t, (patrz rys. 5.15), rownanie (5.97a) przyjmie postac:

3. —1t,  tgh(Al
g = 2ol gh(4h) =, (5.99)

3,—t, Ah

lloczyn Ah zalezy od wspolczynnikow o, 1 4 (patrz rownanie (5.98)) oraz od s i h,
a wicc od wymiarow konstrukcyjnych zebra. ¢, jest podane na rys. 5.17 jako linia gorna.

;g &\\\\ /”% s=const. g
0'8' ‘\ /—% ngS(_;f_)f/z .
07} \\\‘k /% ]
- \\\\\\\ A SeS(F) 1

%
N

. % ses(3)%]
04 \& % st(ﬁ)

/\

02
01
) L 1 X 1 L 1 1 1 1 1 A 1 1 1 '} 1 1 1 1
0 10 20 3,0 04 \ /2
h AS

Rys. 5.17. Sprawnos¢ . jednostronnych zeber prostych
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5.7.1.2. Jednostronne zebra proste o zmiennej grubosci

Zmiana ksztattu przekroju zebra prostego powoduje, ze przy tej samej tem-
peraturze 3, w miejscu osadzenia zebra zmienia si¢ srednia temperatura 9., jego
powierzchni. Zmienia si¢ wigc takze wspoOlczynnik e., zwany sprawnoscia zebra.

Na podstawie analitycznych opracowan Gardnera, na rys. 5.17 wspolczynnik ten
podano wykreslnie dla réznych ksztaltow zebra prostego.

Jezeli powierzchnia jest ozebrowana gesto™), to sprawnos$¢ ¢. zebra rowna sig
w przyblizeniu wspotczynnikowi ¢ wystgpujacemu w rownaniu (5.92), okreslajacemu
sprawno$¢ calej powierzchni ozebrowanej. Mozna wigc z rownania (5.93) obliczy¢
strumien ciepta przenikajacy przez przegrod¢ zebrowana zebrami prostymi o zmien-
nej grubosci.

5.7.2. Jednostronne zebra iglowe

Powierzchni¢ przejmowania ciepta po stronie ptynu o matym o« mozna zwigkszac
takze przez konstrukcje tzw. zeber iglowych. W §cianie gtadkiej sa osadzone prety
o roéznych ksztattach i z rozna gestoscia (patrz rys. 5.18).
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Rys. 5.18. Sprawnos$¢ & jednostronnych zeber iglowych (palcowych)

*) Je$li przegroda jest ozebrowana rzadko, to wplyw na 9, gladkich elementow $ciany, w ktorej
zebra sa osadzone, jest niepomijalny. Taki przypadek jest rozwiazany dalej podczas omawiania zeber
dwustronnych. Znajac &., sprawno$¢ ¢, powierzchni F, nalezy obliczy¢ ze wzoru (5.127).
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Tok obliczenia i wzory (5.92)—(5.93) sa takie same jak dla zeber prostych, z tym
7e sprawno$¢ zebra iglowego, nie bedacego pretem prostym, nie jest okreslona
zaleznoscia (5.99). Wyniki opracowan Gardnera, dotyczace ¢. dla wybranych
ksztattow igiel, podano na rys. 5.18. Gdy igly sa osadzone rzadko, nalezy uwzglednic¢
wplyw Sciany gladkiej, co uczyniono w p. 5.7.4.

5.7.3. Jednostronne zebra okragle

Przegroda zebrowana, przykladowo przedstawiona na rys. 5.19 z zebrami o stalej
grubosci®, jest omywana wewnatrz na powierzchni F, plynem o temperaturze t,
i wspolczynniku przejmowania ciepta o,. Powierzchnia F, zebrowana zebrami
okraglymi jest omywana plynem o temperaturze ¢, i wspoOlczynniku «,. F, jest

DN

-

Rys. 5.19. Jednostronne zebro okragle o stalej grubosci

zewnetrzna powierzchnia rury gladkiej, w ktorej sa osadzone zebra, J jest gruboscia
tej rury. Temperatura $ciany w miejscu osadzenia zeber i elementdw zewngtrznej
powierzchni rury gladkiej, omywanej ptynem zewnetrznym, jest taka sama i wynosi J,.
Mozemy napisa¢ nastepujacy uktad roéwnan okreslajacych strumien ciepta

0 =F,a,(t,—9%), (5.100)
Q = Fs’rg("gl —‘92)’ (5.101)
0 = Fyu,5(9,4—15), (5.102)

gdzie
F, — plaska zastgpcza powierzchnia rury gladkiej (w ktorej sa osadzone zebra)
rozwini¢ta po Sredniej logarytmicznej $Srednicy

*) Wyprowadzony dalej wzor (5.107), okreslajacy strumien ciepla, jest stuszny dla przegrody
zebrowanej zebrami okraglymi roznych ksztaltow. Ksztalt zebra okraglego wplywa na ¢.,.
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F,—F
FS',— = 2 1’
l Fy
n‘,
F1
3,, — S$rednia temperatura powierzchni F,.

Gdy wprowadzimy pojecie wspolczynnika

'92s'r_ tZ

= ) 5.103
R (5.103)

ktory jest sprawno$cia powierzchni F, ozebrowanej zebrami okragltymi, rownanie
(5.102) mozna zapisa¢ w postaci:

0 = Fo,e,(9,—1,). (5.104)

Po przeksztalceniu ukladu (5.100), (5.101) 1 (5.104) tak, aby po prawej stronie
pozostaly tylko roznice temperatur, dodaniu stronami i wzigciu z lewej strony Q/F,
przed nawias, otrzymamy

O(F,1 F,6 1
—| =+ = c+— =t —1,. 5.105
F, Floc1+F A g0, v ( )
Stopnie ozebrowania oznaczymy:
F F
Ff =¢ oraz F—2 = @,. (5.106)

Na podstawie rownania (5.105) wzor okre$lajacy strumien ciepta, przenikajacy
przez przegrode Zzebrowana zebrami okraglymi, przyjmuje postac

5 ty—t

O=Fr 5 T
_+ sr +

oy A g0,

(5.107)

Wspolczynnik ¢, mozna wyrazi¢ jako funkcje ¢ ze wzoru (5.99) i dodatkowego
wspolczynnika ¢'. Wedtug Michiejewa [19] strumien ciepla Q.,, przekazywany przez

samo zebro okragle, w porownaniu ze strumieniem ciepta Q.,, przekazanym przez
zebro proste tej samej wysokosci, grubosci i powierzchni, mozna wyrazi¢ jako:

r Qio o F50a2('92.§rp_t2)

20 = ) (5.108)
Qip FfoocZ('ng"r_IZ)
czyli
Oy = 8IF50a2(‘925‘rp_t2)’ (5.109)
przy czym §,,, — Srednia temperatura powierzchni, jaka miatoby zebro proste.
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Na podstawie (5.99) dla zebra prostego

_ 92.€rp_t2

rownanie (5.109) mozna wigc zapisa¢ w postaci:
0., = E&F,,05(9,—1,). (5.111)
Dla zebrowania gestego, gdy mozemy przyja¢, ze Srednia temperatura calej

owierzchni F, jest taka sama jak S$rednia temperatura powierzchni F. samego
p 2 .] zo g
zebra,

0 = F,e'ea,(8,—t,). (5.112)
Z porownania (5.112) i (5.104) otrzymamy
g, =&k, (5.113)

gdzie ¢ oblicza si¢ ze wzoru (5.99), a poprawka &' jest wzigta z przytoczonego
przez Michiejewa wykresu podanego na rys. 5.20. Wspolczynnik ¢, ~ &. mozna
takze odczyta¢ z wykresow opracowanych przez Gardnera, podanych na rys. 5.21
i5.22.

6‘ v {
10 "f‘z r 1 /7:—
SRR
09 Fov e /, // =
08 — — T
a7 2 ///1
) 1 T8
a6 | = C/ il 1 :7)
’ Y
Y |
9 0 02 04 06 08 10
85 1

8p cash(Ah)

Rys. 5.20. Poprawka & okreSlajaca sprawno$¢ zeber okragtych
o stalej grubosci
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Rys. 5.21. Sprawnos$¢ e. jednostronnych zeber okraglych o stalej grubosci
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Rys. 5.22. Sprawnos¢ &, jednostronnych zeber okraglych o zmiennej grubosci
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Po wykorzystaniu pojecia oporu cieplnego przenikania przez powierzchnie
zebrowana zebrami okragltymi R,., i wspolczynnika Pécleta k., dla tej powierzchni,
na podstawie (5.107) napiszemy:

1 _ ¢ (ro.{'r(3 1

Ry, = — — 5.114
B a1+ A +£Ooc2 ( )

o

Rownanie okreslajace strumien ciepta przenikajacy przez przegrode z zebrami
okraglymi ma potac:

0 = Fyk,(t, —15). (5.115)

5.77.4. Zebra dwustronne

Na rysunku 5.23 przedstawiono dwustronnie zebrowana przegrode, w ktorej
zebra sa osadzone w S$cianie plaskiej grubosci 0. Rozwazania tu prowadzone sa
stuszne takze dla Zzeber osadzonych w $cianie zakrzywionej (np. rurze), dla ktorej
mozna wyznaczy¢ zgodnie z p. 3.3.4 zastepcza powierzchni¢ ptaska F,. grubosci d.
Oczywiscie zaktadamy, ze zaleznie od ksztaltu zeber jesteSmy w stanie okresli¢
sprawnos¢ ¢, tych zeber.

Rys. 5.23. Przegroda z dwustronnymi zebrami prostymi

F, 1 F, sa to calkowite pola powierzchni przegrody omywane plynami
odpowiednio o temperaturze ¢, i t,, wspoOlczynniki przejmowania ciepta wynosza
oy 1 o, Z calkowitej powierzchni F, mozna wydzieli¢ zewng¢trzna powierzchnie
samych zeber F., i powierzchnie F,, ktore stanowia nie zakryte zebrami elementy
powierzchni F, lezace na $cianie plaskiej, w ktorej zebra te sa osadzone. Oczywiscie

F,=F. +F,,. (5.116)
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Podobnie dla powierzchni omywanej ptynem 2
Fy=F,+F,,. (5.117)
Zebra w miejscu osadzenia maja temperatury Scian, w ktérych sa osadzone,
a wigc odpowiednio 3, 1 9,.
Srednie temperatury zewnetrznych powierzchni zeber (bez elementoéw $ciany,
w ktorej sa osadzone) wynosza odpowiednio 9., i 3.,. Sprawnosci zeber:

. . tl_lg;l
pierwszej strony £ = = (5.118)

t,—9,

.. t,—9,
drugiej strony 85 = =3 (5.119)

=9

Jesli Sciana gladka (np. po odlamaniu zeber), w ktorej sa osadzone zebra, jest
ptaska, to F, = F, = F. Jezeli jest zakrzywiona, to jej powierzchnia zastgpcza,
zgodnie z (3.67),

F,—F
By =—— (5.120)%
ln—=
F,

Jezeli bedziemy rozpatrywaé przenikanie ciepla jako zlozone z przejmowania
ciepla od powierzchni zebrowanych i przewodzenia przez Sciang gladka, otrzymamy
nastepujacy uktad rownan:

Q:Fg1“1([1_91)+F:‘1°‘1(t1_'9:'1)’ (5.121)
Q:a%wrwﬁ (5.122)
Q = Fypuy(9, — 1) + Fp05(9.,—15). (5.123)

Zgodnie z (5.118) i (5.119) t,— 3., = &,4(t; —9;) oraz 9,,—t, = &.,(3,—1,). Po
wykorzystaniu tych zaleznosci oraz réwnan (5.116) i (5.117) mozemy réwnania
(5.121) 1 (5.123) sprowadzi¢ do postaci

Q=F,q[ (1—e.)](t,— %), (5.124)

1— —_EL
Fl

. F.
Q:=4F2a2[1—-7;3(1—4%2ﬂ(92-5). (5.125)

2

*) Jezeli postugujemy si¢ zastepcza powierzchnia F,,. rozwinigta po $redniej arytmetycznej $rednicy,
nalezy w obliczeniach uwzgledni¢ wspotczynnik korygujacy y z rys. 3.13; obowiazuje zwiqzek F, =
= Fﬂ" l/l//'
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Wyrazenia w nawiasach kwadratowych oznaczaja sprawnosci ¢, i &, powierzchni
Fy i Es

F,

slzl—;fa—@o, (5.126)
F.

gy =1— F—'2(1—852). (5.127

2

Rownania (5.124) 1 (5.125) przyjma postac:
0 = Fiaye,(t,—9y), (5.128)
0 = Foa,e5(9,—t,). (5.129)

Po przeksztalceniu ukladu réwnan (5.128), (5.129) i (5.122) tak, by Ppo prawej
stronie byly tylko roznice temperatur, i wzigciu z sumy lewych stron Q/F,, przed

nawias, otrzymamy:
0/ F, o F,
e etk el Rl R 5.130

Fo\Fieo, A Faeyo, b ( :

Stosunek F,/F, =¢, 1 F,/F, = ¢, nazywamy stopniem ozebrowania po-
wierzchni F, i F,. Po wprowadzeniu tych oznaczen do rownania (5.130) mozemy
z niego obliczy¢ strumien ciepta

L—1L
1 0 1

P18 A Qa8

Q=Fsr

(5.131)

Zgodnie z przyjetymi poprzednio analogiami, mianownik rownania (5.131)
przedstawia opor cieplny R,., przenikania ciepta. Wspolczynnik k., Pécleta dla
przenikania ciepla przez przegrode dwustronnie zebrowana jest odwrotnoscia oporu
cieplnego:

= = 5.132
Ry:4 1 ( )

P08y

1

P08,

1
I
;L

Rownanie Pécleta, okreslajace przenikanie ciepta przez dwustronnie zebrowana
przegrode, mozna zapisa¢ w tradycyjnej postaci:

Q = Fok,(t,—t,). (5.133)®

* W odniesieniu do $ciany gladkiej zamiast F, nalezy wstawi¢ F.
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Nalezy zauwazy¢, ze strumien cieplny jest odniesiony nie do powierzchni
rozwinietej (zebrowanej), jak w rownaniach dla powierzchni jednostronnie zebrowa-
nych, lecz do powierzchni F, gladkiej, w ktorej zebra s3 osadzone. Z tego powodu
stopien ozebrowania jest inaczej umiejscowiony w réwnaniu (5.132), okreslajacym
wspOlczynnik Pécleta, niz w (5.114). Po obliczeniu lub odczytaniu z wykresow
sprawnosci ¢, i &,, zeber, sprawno$¢ ¢, i ¢, powierzchni ozebrowanej wyliczymy
z rownan (5.126) i (5.127).

5.7.5. Uwagi dotyczace stosowania powierzchni zebrowanych

Stosowanie powierzchni zebrowanych nie zawsze jest uzasadnione. Z zasady nie
stosujemy takich powierzchni, gdy wspotczynnik o ma duza warto$¢. Zachodzi
wtedy obawa, ze podczas intensywnego przejmowania ciepta zebro szybko przejmie
temperature plynu i stosowanie powierzchni rozwinigtych nie zwigksza strumienia
ciepla, lecz jedynie zuzycie materialu. Rozwazania co do optacalnosci stosowania
powierzchni zebrowanych przeprowadzamy na przyktadach jednostronnych zeber
prostych o stalej grubosci. Dla takich zeber jest stuszny wzor okreslajacy strumien
ciepla w precie prostym (5.65). W punkcie 5.6.4 do wyznaczania stalych catkowania
w zebrach cienkich i dlugich, ktore w praktyce mozna traktowac jak zaizolowane
na koncu, postuzylismy si¢ warunkiem, ze ciepto przekazywane na koncu zebra jest
rowne zeru. W odniesieniu do rozwazan przeprowadzanych obecnie przyblizenie to
jest mato Sciste. Wiasciwy wynik uzyskuje si¢ przez wprowadzenie do roOwnania (5.65)
stalych M i N calkowania, wyznaczonych z nast¢pujacych warunkow brzegowych:

Lx=0, ©=9,-1,=6,,

de
II. x=h, oy = —FAl — = Fo®_ _,.
X Q/.x h /<dx>x:h A =y

W drugim warunku brzegowym wykorzystujemy przejecie do otoczenia strumie-
nia ciepta przewodzonego na koncu zebra. @, _, jest roznicg temperatury konca
zebra i ptynu o temperaturze ¢, omywajacego to zebro. Po wykorzystaniu warunkow
brzegowych w rownaniu ogoélnym preta (5.60), wyznaczeniu statych caltkowania
i wstawieniu ich do rownania (5.65) otrzymujemy dokladny wzor okreslajacy
strumien ciepta przekazany przez zebro proste o statej grubosSci w postaci:

o
vy +tgh(Ah)
0=Fi0,——; (5.134)

o
1+ ——tgh(A4h
+Alg( )

A wyznacza si¢ z rownania (5.98).
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W réwnaniu (5.134) wysokos¢ h traktujemy jako zmienna. Stosowanie zebra staje
sic bezcelowe, jesli u nasady zebra

A
<E>h=0 =0. (5.135)

Po zrézniczkowaniu réwnania (5.134) wedtug dtugosci h i przyréwnaniu do zera
otrzymujemy zaleznosc:
24
as

1, (5.136)

w ktorej s — grubos¢ zebra.
Zaleznos$¢ t¢ mozna zapisa¢ w postaci:

1
—=o7 (5.137)

Oznacza to, ze gdy opor przejmowania ciepla jest rowny oporowi przewodzenia
polowy grubosci zebra, zebrowanie jest bezcelowe.
Zebrowanie jest celowe wowczas, gdy

24

as

>1, (5.138)

W praktyce stosuje si¢ je, gdy stosunek ten jest wigkszy niz 5, gdyz w rozwaza-
niach zaktadali$my, ze nie ma spadku temperatury w przekroju poprzecznym zebra
(nie ma oporu), co w zebrach rzeczywistych jednak wystepuje. Zwykle liczba ta jest
znacznie wieksza.

7 przenikaniem ciepla przez przegrody zebrowane wigze si¢ zagadnienie ma-
ksymalnej oszczednosci materiatu. Chodzi o to, by przy danym zuzyciu materialu
tak uformowac zebro proste, aby strumien ciepta byl maksymalny, tzn. odpowiednio
dobrac¢ stosunek dlugosci h zebra do jego grubosci s. Dla danej dlugosci L zebra
prostego (rys. 5.15) o stalej grubosci zuzycie materiatu jest proporcjonalne do
powierzchni przekroju poprzecznego F, okreslanego wzorem

F,=hs (5.139)

Zagadnienie optymalizacji sprowadzimy do tego, by przy stalym F, znalezc
grubo$¢ s, jaka powinno mie¢ zebro, aby strumien ciepta byl maksymalny.
Zagadnienie rozwiazemy, gdy wyrazimy strumien Q jako funkcje s i pochodna dQ/ds
przyrownamy do zera. Skorzystamy z uproszczonego wzoru (5.96)

Q = LsAO tgh(4h). (5.140)



76

Poniewaz dla zeber A = ./2a/sA, a h=F /s, przeto rownanie (5.140) mozemy
sprowadzi¢ do postaci:

0 =L/ 201560 tgh( 2;‘) (5.141)

Po rézniczkowaniu wedlug s i przyrownaniu do zera otrzymujemy wzOr

okreslajacy optymalng wartos¢ wysokosci h,,, zebra prostego o stalej grubosci

2A
as

h (5.142)

opt —

1419
2

Zgodnie ze wzorem (5.99) mozna stwierdzi¢, ze sprawno$¢ takiego zebra wynosi
e. = 0,457.

Po przeprowadzeniu podobnych rozwazan dotyczacych zeber prostych o prze-
kroju trojkatnym otrzymamy optymalna wysoko$¢ tych zeber:

2A
OCS

hope =1 309

(5.143)

przy czym s — grubo$¢ u nasady zebra prostego o przekroju trojkatnym.

Nalezy zauwazyC, ze jesli dla tego samego strumienia ciepla zamiast zeber
prostych o stalej grubosci stosujemy zebra o przekroju trojkatnym tej samej
wysokosci, zaoszczedzimy ok. 44% materiatu.

Najbardziej oszczedne w zuzyciu materiatu jest zebro proste zblizone do zebra
o przekroju trojkatnym. Gdy jednak powierzchnie boczne nie sa plaskie, lecz wklgste
walcowe paraboliczne, wykonanie takich powierzchni o optymalnej wysokosci
oczywiscie jest utrudnione i w praktyce stosujemy zebra o przekroju trojkatnym.

5.8. Przyklady obliczeniowe

Przyklad 1. Sciana chtodziarki (zigbiarki) o powierzchni 0,5 m? jest wykonana z poliuretanu (4 = 0,02
W/m-K) grubosci § = 80 mm, wypelniajacego przestrzen migdzy $ciana komory chtodniczej z polistyrenu
grubosci 4 mm (4 ='0,15 W/m-K) i warstwa blachy stalowej 1 mm (1 =50 W/m-K).

Obliczy¢ straty ,.zimna”, jesli temperatura otoczenia wynosi +25°C, a w komorze +2°C. Wspot-
czynnik przejmowania ciepta dla powietrza wewnatrz komory o = 12 W/m?-K, dla powietrza zewnatrz
chtodziarki o = 15 W/m?-K.

Obliczenie oporu przenikania ciepla (oznaczenia jak na rys. 5.2):
1 6, 6, 65 1

Ri=—+—+—"+—+—
AT T T

Ro_ L, 0004 000 0001 1 o
T2 015 T002 50 15 0™ '
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Obliczenie wspoélczynnika przenikania ciepla (Pécleta):

11
k=— = — = 0925 W/m?-K.
R, 108 /m

Obliczenie strat ,,zimna”:
0 = Fk(t,—t,),
0 =0,5-092525-2)= 10,6 W.

Przyklad 2. Rura stalowa J 65/50 mm o wspoétczynniku A = 40 W/m-K wewnatrz jest zanieczysz-
czona osadzonym kamieniem kotlowym grubosci 1 mm (1 =2 W/m-K). Na zewnatrz rure oplywaja
spaliny o wspolczynniku przejmowania ciepta o = 120 W/m? K, a wewnatrz woda kotlowa o wspolczyn-
niku o = 3500 W/m?-K. Obliczy¢ strumien ciepla przekazany przez 1 mb rury, jezeli temperatura spalin

wynosi 1000 °C, a wody 200 °C.
Obliczenie oporu R;, przenikania cieptla:

d d
In-2 In=2
o] d, d, 1
T ad, 24, 20, ad,
50 65
In— In—
1 48 50 1

Ro=r——t——+—+——-=0
¥ 73500-0,048 22 240 1200-0,065

Obliczenie wspoélczynnika k, przenikania ciepta:
1
"R, 0,146

= 6,85 W/m-K.

Obliczenie jednostkowego (na 1 metr biezacy) strumienia ciepta:
G = nk,(t, —t,) = - 6,85(1000—200) = 17200 W/m.

Przyklad 3. Temperatura kolby do lutowania wynosi 420°C. Kolba jest osadzona na precie
zelaznym ¢ 8 mm (A =40 W/m-K). Koniec preta jest zakonczony rekojescia drewniana (rys. 5.24).

1 2

_.T___A — ]

Rys. 5.24. Kolba do lutowania — szkic do obliczen

Obliczy¢ dlugos¢ preta, jesli jego temperatura w miejscu osadzenia rgkojesci nie powinna przekroczy¢
100 °C, a wspotczynnik przejmowania ciepla od powierzchni preta do otoczenia wynosi o = 12 W/m? K.
Temperatura otoczenia 20°C. Rekojes¢ nalezy traktowac jako izolacje na koncu preta.
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Dla preta na koncu zaizolowanego wzor (5.81) przechodzi w (5.83)

1
0,=0,——,
¥ TP cosh(AL)
6, 420-20

cosh(AL) = £ = =
@, 100—12

Zgodnie ze wzorem (5.61)

d= oo n0,008-12 1223
TN FA 00082 T
n———40
4
2,31
AL = arccosh 5 =~ 2,31, L= = 0,189 m.

T 12,23



6. Wymienniki ciepla (czes¢ I)

Wymienniki ciepta™® sa to urzadzenia (aparaty), w ktorych zachodzi przekazywa-
nie ciepta migdzy czynnikami. Najczesciej wystepuja dwa czynnniki, z ktorych jeden
przekazuje, a drugi zas$ przejmuje cieplo. Sa tez wymienniki, w ktérych czynnikow
moze by¢ wiecej**. Normalna praca urzadzenia, oprocz okresu rozruchu, moze
odbywac si¢ w ustalonym lub nieustalonym polu temperatur.

Niektore aparaty wymiany ciepta o dzialaniu okresowym sa przeznaczone tylko
do rozruchu, np. autoklawy, krystalizatory itp. W tym rozdziale oméwiono ogdlny
podzial wymiennikow, a szczegdlowo tylko jeden z typow, mianowicie wymienniki
powierzchniowe. Wymienniki z wypelnieniem omowiono w innym rozdziale, mie-
szankowe tylko ogolnie***),

6.1. Ogolny podzial wymiennikow ciepla

Wymienniki ciepta dzielimy na powierzchniowe (przeponowe), zwane rekupera-
torami, mieszankowe i wymienniki z wypelieniem.

Wymiennikami powierzchniowymi nazywamy aparaty, w ktorych przekazywanie
ciepta zachodzi migedzy czynnikami rozdzielonymi powierzchnia rozgraniczajaca.
W tego typu urzadzeniach zachodzi wigc przenikanie ciepta. Na powierzchnig
rozgraniczajaca dobiera si¢ materialy nie wchodzace w reakcje chemiczna z ptynami.
Zaleta tego typu urzadzenia jest to, ze w czasie normalnej pracy zachodzi w nich
ustalone przekazywanie ciepla oraz jest zapewniona czysto$C (niemieszanie sig)
pltynow.

*) Proponowane sa takze nazwy: przekazniki ciepla lub przekazywacze ciepla.

**) Okolo—Kutak opracowal teorie wymiennikow trojczynnikowych.

%) W wymiennikach mieszankowych chodzi czesciej o wymiang substancji, co jest zwykle domena
tzw. inzynierii procesowe;.
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Wymienniki mieszankowe sa to aparaty, w ktorych mieszaja si¢ czynniki prze-
kazujace cieplo, nie ma przegrody rozgraniczajacej i plyny stykaja si¢ bezposrednio.
W urzadzeniach tego typu duza role odgrywa przekazywanie substancji (mas), tak ze
nieraz proces przekazywania ciepla jest traktowany jako uboczny. Przyktadami tego
typu urzadzen moga by¢: skraplacz mieszankowy, w ktorym skraplanie uzyskuje si¢
przez wtrysk wody do pary, zraszacz (skruber) — gaz jest ochladzany lub ogrzewany
zraszajacym go pltynem, mieszalniki, w ktorych glownym zadaniem jest wymieszanie
czynnikow, zwykle tej samej fazy.

Zaleta wymiennikow mieszankowych jest intensywnos$¢ przekazywania ciepta, co
umozliwia konstrukcje matych — w poroéwnaniu z innymi — rozmiarow. Czynniki
mieszaja si¢; nie jest zachowana czysto$¢, co jest czasem wadq, a czasem zaleta.

Wymienniki ciepla z wypelnieniem. W wymiennikach tego typu znajduje sig
wypelnienie z ciala stalego (lub fluid), ktére moze bra¢ bezposredni udzial w przeka-
zywaniu ciepla, tzn. moze samo byc¢ jednym z czynnikow wymieniajacych ciepto lub
bra¢ udziat posredni, tzn. by¢ posrednikiem w przekazywaniu ciepta miedzy ptynami.
Wypelnienie moze by¢ nieruchome lub ruchome. Wymiennik, ktorego wypetnienie
ma wewnetrzne zrodlo ciepla, nazywamy reaktorem. Wymiennik ciepta z nierucho-
mym wypelnieniem bez wewnetrznych zrddel ciepta nazywamy regeneratorem.

Wymienniki ciepla z wypelnieniem nazywa si¢ nieraz wymiennikami masowymi.

6.2. Wymienniki powierzchniowe — rekuperatory

W wymiennikach powierzchniowych zachodzi przenikanie ciepla. Do obliczenia
strumienia ciepla postuzymy si¢ wiec rownaniem Pécleta.

Gdy dane sa wielkosci wspotczynnikow przejmowania ciepla, wowczas wspot-
czynnik k przenikania ciepta zalezy od ksztaltu przegrody. Ksztalt przegrody
rozgraniczajacej plyny moze by¢ réozny. Moze to by¢ przegroda plaska, rurowa,
kulista, zebrowana zebrami prostymi lub okraglymi. W okreslaniu wielkosci
wymiennika postuzymy si¢ wielkoscia powierzchni plaskiej (albo zastepczej), diugo-
$cia rury, promieniami przegrody kulistej lub powierzchnia zebrowana. Zagadnienie
to zostalo omowione w rozdz. 5. W tym rozdziale zajmiemy si¢ przede wszystkim
okreSleniem roznicy temperatur plynow przekazujacych ciepto. Przy okreslonych
wlotowych 1 wylotowych temperaturach czynnikow $rednia réznica temperatur
ptynow zalezy od ukladu pradow. Rozrozniamy wymienniki:

wspolpradowe, w ktorych kierunki 1 zwroty predkosci przeptywu obu czynnikow
sa zgodne,

przeciwpradowe, w ktorych kierunki predkosci przeptywow czynnikoéw sa zgodne,
a zwroty przeciwne,

krzyzowe, w ktorych kierunki predkosci przeplywow sa prostopadie,
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o pradach mieszanych, w ktorych kierunki predkosci przeptywow sa inne,

o dowolnych kierunkach pradow, w ktorych temperatura jednego z plynow jest
stata. Zwykle temperatura czynnika jest stala, jesli czynnik o izobarycznym
przeptywie przechodzi zmiany fazowe. Wymiennik, w ktorym zachodzi wrzenie,
nazywamy warnikiem lub parownikiem; taki za$, w ktorym zachodzi skraplanie —
skraplaczem.

Je$li w wymienniku temperatury obu czynnikow sa stale, np. w wyparce*, do
rozwiazania tego przypadku postugujemy si¢ podstawowymi rozwigzaniami roOwna-
nia Pécleta omowionymi w rozdz. 5.

6.2.1. Obliczanie roznicy temperatur plynéow jako funkcji
powierzchni wymiennika

W obliczeniach postuzymy si¢ przyktadem wymiennika wspolpradowego. Wyniki
obliczenia zostana dalej uogodlnione.

Na rysunku 6.1 schematycznie przedstawiono wymiennik wspolpradowy
i w uktadzie t-f przedstawiono temperatury ¢, i t, czynnikoéw przekazujacych cieplo.
Jezeli rozwazymy wycinek df powierzchni w dowolnym miejscu wymiennika, to
bedziemy mogli mowi¢ o przekazanych na tym wycinku strumieniach ciepta
przemiany czynnika pierwszego i drugiego dQ, oraz dQ,. Z reguly zachodzi w nich
przemiana izobaryczna**. Strumien ciepta przenikajacy od jednego czynnika do
drugiego mozna obliczy¢ takze jako strumien dQ, wyliczony z rownania Pécleta,
2dyz mozna przyja¢, ze na niewielkim (dyskretnym) wycinku powierzchni tem-
peratury 7, i t, pltynow niewiele si¢ zmienily i roznice temperatur oznaczona jako

0=t—t, (6.1)

w przedziale df mozemy przyja¢ za stala.

Rozpatrujemy przypadek normalnej eksploatacji wymiennika przy statych tem-
peraturach plynéw na wlocie 1 wylocie z wymiennika. Temperatury poczatkowe
(wlotowe) i koncowe (wylotowe) czynnikow sa oznaczone odpowiednio t,;, ty;
1 t,, t,, Pole temperatury w wymienniku jest ustalone. Bilansujac w takich
warunkach wycinek wymiennika o powierzchni df otrzymamy:

dQ, = dQ, = do,. (6.2)

* Wyparka jest to wymiennik ciepla, w ktorym podczas izobarycznych przeptywdéw czynnikow
odparowujemy jeden z czynnikow za pomoca skraplajacej si¢ pary czynnika drugiego. Jezeli oba czynniki
sa tego samego rodzaju, np. H,O, to po obu stronach przegrody plyny musza mie¢ rozne ci$nienia.

##) Spadki ci$nienia w wymienniku wynikaja tylko z oporow przeptywu. Nalezy projektowac
niewielkie opory, gdyz z ich wzrostem rosnie moc zuzyta na przetloczenie czynnikéw. W praktyce
przyjmujemy cis$nienie p = idem.
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Rys. 6.1. Schemat wymiennika wspotpradowego; przebiegi temperatur ptynow: dQ,, dQ, — przejete na
wycinku dF powierzchni strumienie ciepla przemiany ptynu 112, dQ, — przenikajacy przez wycinek df

strumien ciepta, f — liczona od poczatku ukladu do dowolnego przekroju powierzchnia wymiennika
(zmienna), F — calkowita powierzchnia wymiennika, t,,, t,; — temperatury ptynu 1 na wlocie i wylocie,
t,. l;, — temperatury plynu 2 na wlocie i wylocie. Wywod nie ulegnie zmianie, jezeli nie bedziemy

operowali powierzchnia f plaska i wspotczynnikiem k dla tej powierzchni, lecz inng liczba charaktery-
zujaca wielko$¢ wymiennika i odpowiednim wspoélezynnikiem Pécleta, np. L i k,; F. i k. itp.

Strumienie ciepla przemiany izobarycznej

dQ, = —Gc,dt,, (6.3)%
d0, = G¢,,d1;, (6.4)
przy czym
G,, G, — strumienie substancji przeplywajacych czynnikow 1 i 2,
Cp1s €, — ciepla wlasciwe tych czynnikow przy stalym ciSnieniu.

*) W réwnaniu tym znak minus wynika stad, ze ze wzrostem f przyrost dt; temperatury czynnika 1
jest ujemny.
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Zgodnie z rownaniem Pécleta strumien ciepla przenikajacy przez df

dQ = kedf, (6.5)
gdzie
k — wspolczynnik przenikania ciepta,
©® — roznica temperatury czynnika 1 1 2.
Jesli odpowiednio dla obu przeplywajacych czynnikow wprowadzimy réwno-
wazniki wodne przeptywu:

W, =G,c W, = Gchz, (6.6)

p1>
to rownania (6.3) i (6.4) mozemy zapisa¢é w postaci
dQl = —W,dt,, (6.7)
dQ, = W,dt,. (6.8)

Z porownania rownan (6.7) i (6.8) wynika:

W,  di
W,  dt, 69)

Po obustronnym dodaniu jednosci 1 wykonaniu mnozenia przez 1/W, otrzy-
mamy
W,+W,  dt;—dt,

w,Ww,  W,di, (6:10)

Wprowadzmy dla wspotpradu pojecie zastgpczego rownowaznika wodnego
przeplywow W_ obu czynnikow

11 WW
LIS S . i) 6.11)
w., W, W, w.\w,

wtedy po przeksztalceniu (6.10) otrzymamy

W,dt, = — W, (dt, —dt,). (6.12)
W,dt, = dQ,, zgodnie z rownaniem (6.2) dQ, = dQ, = kOdf, czyli

kOdf = — W, (dt, —dt,). (6.13)
Jezeli przy zmiennych ¢, i t, zrézniczkujemy rownanie (6.1), otrz, mamy

de = dt, —dt,. (6.14)
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Gdy rownanie to wykorzystamy w (6.13), otrzymamy rozniczkowe réwnanie
liniowe pierwszego rzedu

kOdf = —W.de, (6.15)

o zmiennych f 1 @. W réwnaniu tym mozna rozdzieli¢c zmienne:

do k
= ——df. 6.16
e W (6.16)
w wyniku catkowania po powierzchni f w granicach od 0 do F — wtedy

O zmienia si¢ od ©, do O, (patrz rys. 6.1) — otrzymamy rownanie algebraiczne:

O, kF
In =——

0, w

z

(6.17)

Z rownania tego otrzymamy wzor okreslajacy roznice temperatur @, czynnikow
na wylocie wymiennika jako funkcje¢ roznicy temperatur @, na wlocie i powierzchni
F wymiennika, zwany wzorem Hudlera:

0, = @ ¢ M-, (6.18)®

Jezeli interesuje nas roznica temperatury w dowolnym przekroju wymiennika, to
mozemy ja obliczy¢ na podstawie @, gdy wykonamy calkowanie wzdluz po-
wierzchni od wlotu do dowolnego przekroju odcinajacego powierzchni¢ f. Wtedy
rownanie Hudlera ma postac:

O = @,e - (6.19)

Roéwnania (6.18) 1 (6.19) zostaty wyprowadzone przy zatozeniu, ze temperatury ¢,
i t, sa zmienne. Jest to wigc takze stuszne dla skraplacza i parownika, w ktorych
jedna z temperatur jest stata. Oczywiscie nalezy pamiegtac, ze wtedy dla izobarycz-
no-izotermicznego przeplywu jednego z plyndéw cieplo wlasciwe, a wigc i rownowaz-
nik wodny przeplywu, jest rowny nieskonczonos$ci. Zastgpczy rownowaznik prze-
ptywu w parowniku

W,=Ww,, (6.20)
w skraplaczu za$

W, =W,. (6.21)

Wymiennik przeciwpragdowy w rownaniu (6.4) ma znak minus. Jes$li w ten sam
sposob przeprowadzimy matematyczne operacje dla przeciwpradu, uwzglednimy
znak minus w (6.4) 1 (6.8), to otrzymamy identyczny wynik (6.18) — wzor Hudlera.

* Wzor jest stuszny takze dla wymiennika przeciwpradowego, skraplacza i warnika.
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Odwrotno$¢ zastgpczego roéwnowaznika wodnego przeptywow (6.11) wyrazimy
odpowiednio jako réznice odwrotnosci indywidualnych rownowaznikow wodnych
przeptywu. Roéznica powinna by¢ tak utworzona, by W, bylo liczba dodatnia.
Dla przeciwpradu, gdy W, < W,,

1 1 1

W = W W (6.22)
gdy za§ W, > W,
R S (623)
W, W, W, '

6.2.2. Obliczanie wielkosci wymiennika za pomoca $redniej réznicy
temperatur plynow

6.2.2.1. Obliczenia dla wspodtpradu, przeciwpradu, skraplacza i parownika

Po scatkowaniu rownan (6.7) i (6.8) w granicach od temperatury poczatkowej
(wlotowej) do konca (wylotowej) obu czynnikow przy statym W, i W,, otrzymamy

t

Q = - .[ Wldtl = Wl(tpl_lkl) = W1A1a (6-24)
ip1
L2
Q= [Wydt, = Wylty,—t,,) = W,4,, (6.25)
tp2
przy czym
A, — bezwzgledna warto$¢ przyrostu temperatury czynnika pierwszego,
A, — bezwzgledna wartos¢ przyrostu temperatury czynnika drugiego.

Porownujac roéwnania (6.24) i (6.25) wykorzystujemy czesto w obliczeniach
zaleznosci
. A w
0 =W,4, =W,4,; A—; = Wf (6.26)®
Po dodaniu obustronnie jedno$ci do prawego réwnania (6.26) i pomnozeniu
przez 1/W, otrzymujemy
W, +W, A,+4,

_— i)
WoW, W, (6:27)

* Gdy operujemy bezwzglednymi wartosciami A, i 4,, wzory sa stuszne dla wspotpradu, przeciw-
pradu, skraplacza i parownika.
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Lewa strona tego réwnania jest odwrotno$cia zastgpczego roéwnowaznika
wodnego przeplywow. Mianownik prawej strony, zgodnie z (6.25), okresla strumien
QO przekazany w wymienniku, czyli

0 =W,(4,+4,). (6.28)

Temperatury t, i t, obu czynnikdw sa zmienne, zmienna jest takze rdznica
temperatur @ = At. Wprowadzmy pojecie takiej $redniej roznicy temperatur At
plynow przekazujacych cieplo, by mozna bylo obliczy¢ strumien ciepta przekazany
w wymienniku z réwnania Pécleta w postaci

0 = Fkdat,, . (6.29)

Lewa strona roéwnan (6.28) i (6.29) powinny by¢ réwne, wiec

FkAt, = W (4,+4,). (6.30)
Zgodnie z (6.17)
] e
Fk= —W,In—2 = W,In 2. :
In o, “In o, (6.31)

Jesli (6.31) wstawimy do (6.30), to

e}
W_In @—" At, = W (4,+ 4,). (6.32)

m

Suma 4,+4,, zgodnie z rys. 6.1 1 6.2, rowna si¢ ©,—0,,, srednia roznica
temperatur powinna wigc by¢ wyliczona ze wzoru

_9,-0,
sr 7@{}
"o,

At (6.33)%

m

Wzor (6.33) jest stuszny dla wymiennika wspolpradowego, przeciwpradowego,
skraplacza i parownika. Wywod nie ulegnie zmianie, jesli bedziemy operowali nie
powierzchnia F i wspotczynnikiem k, ale dtugoscia L i wspolczynnikiem k, lub —
dla przegrody zebrowanej — F. i k.. Wzor okreslajacy 4t,, dla wymiennika nie jest
wiec zalezny od ksztaltu przegrody rozgraniczajacej plyny, ale tylko od ukladu
pradow. Nalezy zauwazy¢, ze O, jest roznica temperatur plynow wigksza niz ©,, bez
wzgledu na to, czy wystepuje na jednym, czy drugim koncu wymiennika.

* Jesli ©,/0,,< 1,5, to z bledem mniejszym niz 5% mozna przyja¢ At, = (0,+0,)/2.
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~

Wy & W,

"'Az"r'— Qd —=™= ~
2 ——t= Gy
e— Q¢ —=r=-4,

8d
e A, —otes B
— O 4t —
Hd

2 7

Rys. 6.2. Przebiegi temperatur ptynow w wymiennikach:
a, b — przeciwpradowych, ¢ — w skraplaczu, d — w parowniku

Rownanie Pécleta (6.29), okreslajace strumien Q ciepta przenikajacy w wymien-
niku, zwany wydajnoscia wymiennika, mozna roéwniez zapisaé w postaci:

0 = nLk At,,, (6.34)
0 = F.k.At,,. (6.35)

Jesli mamy z gory zatozona wydajnos¢ Q wymiennika, to z rownan (6.29), (6.34)
lub (6.35) obliczymy wielko$¢ wymiennika, tj. powierzchni¢ gltadka F, sumaryczng
dtugos¢ rur L lub powierzchni¢ zebrowana F..

6.2.2.2. Obliczenia dla pradow skrzyzowanych i mieszanych

Do obliczenia wydajnosci Q wymiennika lub jego wielkosci mozemy postugiwaé
sie wzorami (6.29), (6.34) lub (6.35). Obliczenie $redniej roznicy At,, temperatur dla
pradu krzyzowego i mieszanego jest jednak znacznie bardziej skomplikowane, gdyz
zwykle w tych przypadkach temperatury ptynu nie da si¢ wyrazi¢ jako funkcji jedne;j
tylko zmiennej, np. f, ale raczej jako funkcje¢ dwu, a czasem trzech zmiennych
potozenia (rys. 6.3 i 6.4).
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T
=)
=)

\
N
s
1
e

Rys. 6.3. Schematyczne wymienniki: a — o pradach krzyzowych,
b, ¢, d — o pradach mieszanych, (d — rury Fielda)

(_____7
[ m—
| e
[ ——

d

Rys. 6.4. Schematyczne ukiady pradow: a — wspolprad, b — przeciwprad,
¢ — prad krzyzowy, d, e, f, g — prady mieszane

W celach praktycznych wyniki obliczen sprowadzamy do wyznaczenia poprawki
&4 jaka nalezy wprowadzi¢, jesli srednia roznicg temperatur obliczymy jako 4t ,
przeciwpradu

At,, = e, At . (6.36)%

Dla pradu krzyzowego poprawke ¢,,, odpowiadajaca zmiennym pomocniczym
X 1Y, mozna odczyta¢ z tabeli 6.1. lub odpowiadajaca zmiennym P, R — z wy-
kresu 6.5.

Aby skorzysta¢ z tab. 6.1, zmienne te nalezy obliczy¢ wedlug wzoru:

Al Al X Y — AZ _ AZ

X: — e — —
by —tyz  Alpa ty—ty At

, (6.37)

max

w ktorym At =t, —t,, jest maksymalng roznica temperatur wystepujaca w wy-
mienniku.

*) Wielko$¢ $redniej roznicy 4t, dla pradow skrzyzowanych i mieszanych jest zawarta miedzy
Aty,,, wyliczonym jak dla wspolpradu i At , wyliczonym jak dla przeciwpradu. Dlatego do obliczen
orientacyjnych, mozna przyjac, ze

Aat,, = (4t

+ A4t )1/2

srw sr p)
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Tabela 6.1. Poprawki ¢, dla pradu krzyzowego

h Y o 0,1 02 03 04 0,5 0.6 0,7 038 09
0 1 1 1 ! 1 1 ) 1 1 1
0.1 1| 0996 | 0994 | 0992 | 0988 | 0984 | 0978 | 0973 | 0961 | 0937
02 | 1 | 0993 | 0988 | 0983 | 0975 | 0967 | 0955 | 0942 | 0919 | 0873
03 | 1 | 0990 | 0983 | 0974 | 0962 | 0952 | 0935 | 0908 | 0872 | 0810
04 | 1 | 0987 | 0975 | 0962 | 0938 | 0935 | 0909 | 0873 | 0824 | 0738
05 | 1 | 0984 | 0967 | 0950 | 0935 | 0910 | 0875 | 0832 | 0,765 | 0,665
06 | 1 | 0980 | 0980 | 0935 | 0909 | 0877 | 0835 | 0,780 | 0,698 | 0,581
07 | 1 | 0975 | 0942 | 0911 | 0875 | 0832 | 0780 | 0710 | 0614 | 0485
08 | 1 | 0961 | 0919 | 0872 | 0824 | 0758 | 0698 | 0614 | 0,500 | 0360

09 | 1 ] 0928 | 0867 | 0801 | 0738 | 0678 | 0581 | 0490 | 0360 | 0220

Dla pradow krzyzowych i mieszanych poprawke ¢,,, odpowiadajaca zmiennym
pomocniczym P, R, mozna odczyta¢ z wykresow 6.5-6.12

p=d_x, p=4_X (6.38)
Aty ’ 4, ¥ ‘
10
64‘ = = :\ ~~
09 NANN \'\’:\\ A,
AN \\ \\\ \\ N N
08 VN N NAN
| k AN
07 R=40 \[30\ | 20 \] 13 10 \[08N\0§ \04
A
06 \WAN \
NER N\
05 | AVAY
o of 02 035 04 05 06 07 08 09
Rys. 6.5. Mnoznik ¢, dla pradow skrzyzowanych (strugi obu plynow sa prowadzone oddzielnie)
10
» SN : 4
Eat SNBN N P
09 \ h, N \\ ‘
S N N \ ) k
. \ NIVAVEN
4 \ \ \ \ - N
3 tp,— —= tk,
a7 R=40\30\ 20 15\ |10 0,.‘7\0,6\ 04\ 102\ .
'/ I A A W
06
WA tk,
. WANATE)
"0 of 02 03 06 03 05 07 08 09, 10

! " p

Rys. 6.6. Mnoznik ¢, dla pradow skrzyzowanych (strugi jednego z plynow sa prowadzone oddzielnie)
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10
Ent \\\ S C C tps
“ IAVERNARUNANEA M
i AVAY NAY
' VA NN IN TN - = s
o r=40Y301 20 19\ [ 1q\os\los\ lo#) | 02\ Pz
‘ \ \ W (
06 ‘ \ l
' ! tkq
05 I
S0 of 02 0 04 05 06 07 08 o g 10
Rys. 6.7. Mnoznik ¢, dla pradow skrzyzowanych
(strugi kazdego z ptyndéw nie sa prowadzone oddzielnic)
10 p—
£ 7'<\< P— ~_ \\ tp1
at
N ) N
Og \ ™ \‘ \\ N ' i
) N SN / k
08 \ thy vt
\ : =
- r=4p | 30| [200 | 15\ |10\ |a8h0&\0AC
! \ \ tpz
06 ) l
tky
09
0 o/ 0z 05 04 05 06 07 08 09 w0
p
Rys. 6.8. Mnoznik ¢, dla pradu mieszanego
5131{0 N \‘b\s‘\:*\\ ™~ tp,
09 N NN |
' \\\ \ | NN
08 tha
ISRRR S D
07 R=40 a0\ 200 15\ [10)\08\06\| 04\ | |22 S=-tp,
\L NI \L I
0 1A | )
\ tky
05 |
o ot 02 10

03 04 05 06 07 U,HPD.Q

Rys. 6.9. Mnoznik ¢, dla pradu mieszanego
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Rys. 6.10. Mnoznik ¢, dla pradu mieszanego

0

E.l ~ -~ P~
Qg N al N
; \ NA

N
N
A\ N

\
'1%1 10 ole\‘cjlls 04102

O'Q

05
o o

Q2 03 04 05 06 7 O,BPQQ 1.0

Rys. 6.11. Mnoznik ¢, dla pradu mieszanego

81.0 -

R=4,0] 30 20 15 10\08

as

oo,iozosox.asosa?oaposw

Rys. 6.12. Mnoznik ¢, dla pradu mieszanego
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6.2.3. Obliczanie wielkoSci wymiennika
za pomoca pojecia jego sprawnosci

Niejednokrotnie wygodniej jest wyznaczy¢ wielko$¢ wymiennika lub jego wydaj-
nos¢ za pomoca pojecia sprawnosci wymiennika. Przez pojecie sprawnos$¢ wymien-
nika rozumiemy stosunek jego wydajnosci do wydajnosci, jaka mialby on, gdyby
czynnik o mniejszym rownowazniku wodnym przeptywu wykorzystal calkowicie
maksymalna roznicg temperatur At =1, —t,,, wystgpujaca w tym wymienniku
w celu uzyskania zwigkszoego strumienia ciepta

: (6.39)

przy czym
Q0 — wydajnos¢ wymiennika,
Omax — Wydajnos¢ maksymalna z wykorzystaniem A4z, ..

At
th =
Q’E \\ -;.E
) =
E
- —
W 5 3 .
x E| X
g SiE &
5 3 <
S
h
Ff F i
Rys. 6.13. Rozktad temperatur w wymienniku Rys. 6.14. Rozklad temperatur w wymienniku
wspotpradowym, gdy réwnowaznik wodny przeciwpradowym, gdy rownowaznik wodny
przeptywu W, > W, przeptywu W, > W,

Catkowite wykorzystanie At,,, w celu uzyskania Q, . jest mozliwe w wymien-
niku przeciwpradowym (rys. 6.13) o nieograniczonej powierzchni. W wymienniku
wspotpradowym (rys. 6.14) jest to mozliwe jedynie wowczas, gdy jeden z rOwnowaz-
nikow wodnych przeplywu jest nieskonczenie duzy, a wiec w skraplaczu lub
parowniku. Dla innych wymiennikow wspotpradowych Q, . nie ma znaczenia
fizykalnego, ale tylko obliczeniowe®).

* Jezeli np. Q,,,, byloby zdefiniowane jako strumien ciepla przekazany w wymienniku o nieograni-
czonej powierzchni, to dla wspotpradu — do wzoru (6.40) okreslajacego Q,,,, — nalezy wprowadzi¢
mnoznik N/W_, n za$ pomnozy¢ przez W, /W,

in*
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Zgodnie z definicja
Ormax = Woninltp1 —t52) = WaninAltmass (6.40)
na podstawie za$ (6.24) 1 (6.25)
0=W = W (6.41)

minAmax max“ min>

gdzie 4,,. 4., — odpowiednio przyrosty temperatury czynnika o mniejszym
i o wigkszym réwnowazniku wodnym przeptywu.
Sprawnos$¢ wymiennika mozna wyrazi¢ przez

A Ain W
— max — min max — N R ‘42
i Atmax 4 lmax Wmin f( ' )’ (6 )
gdzie N i R — bezwymiarowe wielkosci pomocnicze,
N 6.43)
a Wmin ( .

R =D, (6.44)
Wmin Amin A 1

R = = = —
Wmax Amdx AZ

jest identyczne z jedna z liczb pomocniczych do wyznaczenia wspolczynnika
poprawkowego ¢,, podczas obliczania $redniej ro6znicy temperatur w wymienniku
mieszanym (patrz wzor (6.38)).

Obliczenie wydajnosci wymiennika polega na pomnozeniu przez sprawnos¢
n wymiennika wydajnosci maksymalnej O, . obliczonej z (6.40)

0 = Qpaxll- (6.45)

KN = kF|W o = (0/At,)/W i = (t,—1,)/A4t,, jest to liczba przenikania ciepla rowna przyrostowi

temperatury czynnika o mniejszym réwnowazniku wodnym przeptywu, przypadajacemu na kazdy stopien
$redniej roéznicy temperatur miedzy plynami.
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Wielko§¢ F wymiennika okreslamy z wyznaczonej z wykresu 6.15 lub 6.16
liczby N dla obliczonej sprawnosci n i liczby R.

w_.
F— N2, (6.46)
k
V Pt tpq
t
tp2 k2 tp, thy
t
T K thy
100
%o iAfﬁ —
0 e
L0 %>
60
40
i
20 20
N N
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Rys. 6.15. Zaleznos¢ n,, = f(N,R) dla wymiennika Rys. 6.16. Zalezno$c¢ 1, = f(N,R) dla wymiennika
wspolpradowego (patrz tab. 15.11) przeciwpradowego (patrz tab. 15.12)

6.2.3.1. Wzor okreslajacy sprawnos$¢ wymiennika wspotpradowego

Ze wzoru Hudlera

0, = 0,6 M=, (6.47)

Zgodnie z rys. 6.5 dla wspotpradu
O, =0,— (4. F dmnin)- (6.48)
Z pordownania (6.47) i (6.48), po wzigciu sumy przyrostoOw temperatur na strong
lewa i przeksztalceniu, mozemy otrzymac:
Aoyt Ain = Of(1—e H/W=), (6.49)
Zgodnie z (6.41)

=A Wmin 6 50
min ~ “ max Wmax : )

Jesli do (6.49) wstawimy (6.50) 1 wezmiemy 4.,z lewej strony przed nawias, to
otrzymamy:

A

W ..
Amx<1 +fw;"> = @,(1 —e *FIW=), (6.51)

max,



95

z tego zas

g (6.52)

Dla wspotpradu zgodnie z rys. 6.13
O, =1, —t; = Ay, (6.53)

Na podstawie (6.42) po podzieleniu odpowiednio stronami (6.52) 1 (6.53) mozemy

wzor okreslajacy sprawnos¢ wymiennika wspotpradowego n,, przedstawi¢ w postaci:
1___ —kF|W »

e (6.54)

1 e VVmin
|44

Wyrazenie e "= mozna przedstawi¢ jako funkcje liczby N i R w nastepujacy

Sposob:
dla wspolpradu

L1 + ! (6.55)
WZ B Wmm Wmnx ’ .
wobec tego
e KEIWz — GKF[Wiin(1+ Wein/Wia) — o~ N(1+R) (6.56)

Na podstawie tego rownania wzor okreslajacy sprawno$¢ wymiennika wspot-
pradowego mozna przedstawi¢ w funkcji N i R w postaci:

1_e~N(1 + R)

W= "TITR (6.57)

Wzér ten przedstawiono w postaci wykresu na rys. 6.15 oraz tabel 15.11
i 15.14.
6.2.3.2. Wzor okreslajacy sprawnos¢ wymiennika przeciwpradowego 7,
Zgodnie z rys. 6.14
Aty = O+ A, (6.58)
Na podstawie wzoru Hudlera mozemy napisac

At =@ M=y g (6.59)
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Jesli do (6.59) wstawimy zalezno$¢ widoczna na rys. 6.14, otrzymamy
@d = Atmax_Amin’ (660)

a po wymnozeniu i zgrupowaniu wyrazow

W
At (1 —™HFI72) = Amin(—Wm“ —e"‘”"”); (6.61)

min

z tego za$

A Wmax <1_ Wmin e—kF/Wz>

min Wmin Wmax
Ay = e - (6.62)

Zgodnie z (6.41)

P (6.63)

Wmax -_— -
A i W (1—e=k0Ms) | — o kFIW-
9, = min - - (6.64)
? A ) Wmax I_Wmin e—kF/W: l_Wmin e—kF/Wz
e Wmin Wmax max
Dla przeciwpradu
1 1 1
W.  W,.. W L
wobec tego
e KFIWz — o= KFIW min(1 = Wi/ W) — = N(1=R)_ (6.66)

Na podstawie (6.66) otrzymamy wzor okreslajacy sprawno$¢ wymiennika prze-
ciwpradowego

l_e-N(l—R)

ST Re MR (67)

My

Wzor ten podano w postaci wykresu 6.16 oraz tabel 15.12 i 15.13.
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6.2.3.3. Sprawnos¢ 1, wymiennikow o dowolnym kierunku przeptywu (skraplacz
1 parownik)

Dla podanych wymiennikow W, = oo, wobec czego R = 0. W obliczeniach
mozna postuzy¢ si¢ wzorem (6.57) lub (6.67); w wyniku otrzymamy:

ng=1—e"V. (6.68)

6.2.3.4. Sprawnos$¢ wymiennikéw #, o pradach skrzyzowanych i mieszanych

Zgodnie z 6.2.2, strumien Q, ciepta dla wymiennikéw o pradach krzyzowych
1 mieszanych obliczymy wprowadzajac do wzoru okreslajacego At, poprawke e,
a mianowicie

O, = Fke At ,. (6.69)

Poniewaz FkAt, ,= Q,, wigc

Qm = EAtQp‘ (670)
Wydajno$¢ wymiennika o pradach krzyzowych lub mieszanych jest rowna
wdajnosci wymiennika przeciwpradowego w tych samych warunkach, pomnozonej
przez &,.
Sprawnos¢ n,, wymiennikow krzyzowego 1 mieszanego

O 0

’7»1 — Q.max = SAt Q-mzx = SAtrlp (671)
rowna si¢ sprawnosci wymiennika przeciwpradowego pomnozonej przez po-
prawke ¢,,.

6.2.3.5. Obliczanie wielko$ci wymiennika krzyzowego 1 mieszanego

Dla wymiennikoéw krzyzowego i mieszanego o tej samej wydajnosci, jaka ma
wymiennik przeciwpradowy, przy nie zmienionych temperaturach czynnikow na
wlocie 1 wylocie oraz tym samym wspolczynniku przenikania ciepta, zwiazki miedzy
wielkosciami, tj. powierzchniami lub dlugosciami, mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

0, = F, ke, At , = F kAt, , = Q,, (6.72)

gdzie
F, — wielko$¢ wymiennika o pradach skrzyzowanych lub mieszanych,

m

F, — wielkos¢ wymiennika przeciwpradowego.



Tabela 6.2. Zestawienie wazniejszych wzorow stosowanych do obliczen wymiennikéw ciepta

86

t t i t t4 t
! £ | Vs £l | = } T ‘ i
E %‘é E s 3: "{E tkf 3 E E ] g g - £
: e |3 e | € - 1 IRAE 3| =
g |3 B3 CAIN I th | el |3 s |3 €
E iy i e Qf ‘ L& ) ? ? A 2k 5
© f f f ' f
= F F F F F F F
wspolprad przeciwprad dowolny kierunek pradu
W,>W, W, < W, W,>W, W, =W, W, <W, W, >0, W,=00 | W,>0; W, =0
' parownik skraplacz
1 1 N 1 1 1 1 _ 1 1 1 1 1
2 W, W, W, W, W, W, W, W, W, W,
@d— @m Atmax @d_ @m
At O, 1+N O,
: In— _— In—
@m tpl“tkl = TkZ_[pZ @m
Qmax WyminA[mnx = Wmin([pl “tpz)
1_e N1+R) [—e NO1-R) N ® 1—e-N1-R) !
" T T R,-NI-R) TN T R,NI-B) I—e™®
1+R 1-—Re N4 ~=R) 1+N 1—Re N1~
5 FkAts’r = ']vvmin(tpl —-Ipl) = nu/minAtmax
0
Wmin Amax = WmaxAmin Wmin A max
Wmin kF
R:—W—-, N:W—, Atmux=tp1—t,,2

*) 'Wzo6r otrzymano stosujac regule del’Hospitala.
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Z tego wynika
F,=-£ (6.73)

L
L,=-%> (6.74)
et
gdzie
L, — dlugos¢ rur wymiennika krzyzowego lub mieszanego,
L, — dlugos¢ rur wymiennika przeciwpradowego.

Wazniejsze wzory zestawiono w tab. 6.2.

6.2.4. Przyklady obliczeniowe

Obliczy¢ sumaryczne zapotrzebowanie rur stalowych & 57/50 (4 = 40 W/m-K), potrzebnych do
zbudowania wymiennika ciepla o wydajnosci Q = 100000 W, w ktérym olej jest chlodzony woda.
Wspolczynnik przejmowania ciepla dla wody wynosi o = 3000 W/m?-K, jej temperatura na doptywie
t,, = 15°C. Dla oleju o = 300 W/m?-K. Olej nalezy schtodzi¢ od temperatury t,, = 70°C do t,, = 40°C.
Woda przeplywa wewnatrz rury. Obliczenie przeprowadzi¢ dla ukladow pradow:

a) wspolpradu,

b) przeciwpradu,

¢) pradu krzyzowego.

Obliczenie oporu cieplnego przenikania (wspolczynnika Pécleta) dla rury:

d,
In —
R ! . d1+ 1
T d, 20 ayd,
57
In—
R ! + 50+ : 0,0670 m-K/W
= =i tp e =i} m- :
¥ 73000-0,050  2-40  300-0,057
1 1
k= — = —— = 1495 W/m-K.

"~ R, 00670

Oliczenie za pomocg $redniej roznicy At, temperatur:
a) dla wspotpradu (rys. 6.17a); przyjmuje si¢ podgrzanie wody w wymienniku do 25°C:

6,=170—15=55K,
6, =40-25=15K,

0,-0 55—15
at,,, = "@'"= o = 09K;
In—¢ 231g=

2]

m
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'}
; A[°c] t
0 [ D
S <_|
L o
40 ?I < 40! 1.E
> )
257 2% LE
‘I" vN \ IEQ
15 -
» »f
f =]

FL
a b

Rys. 6.17. Rozklady temperatur w wymienniku — szkic do obliczen:
a — wspotpradu, b — przeciwpradu

obliczenie ilosci potrzebnych rur:

L 0 100000
" onk,At,  m1495-309

>

b) dla przeciwpradu (rys. 6.17b):

45-25
At,, = =338 K,
231g 2
3lg s

100 000

= ———— =630 m,
n-14,95-33.8

c) dla pradow skrzyzowanych:
wielkosci pomocnicze
4, 70—40
= = 0,547,
at... 70—15

X =

4, 25-15
At 70—15

0,182,

dla obliczonych wartosci X 1 Y z tab. 6.1,
&4 = 0,961,

Aty = 41, = 0961338 = 32,5 K,

100000

=——— =655 m.
n-14,95-32,5
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Obliczenie za pomoca pojecia sprawnosci wymiennika
a) dla wspoélpradu:

A 70—40
=4 " 70-15

= 0,55,

Wain  dmin 25—15
R: mm_ﬁ_

= =033
Wow Ap 70—40

max

dla n=0,551 R=033 z rys. 6.15 (lub z tab. 15.11)

N =098,
_ kF kmL
T W, W

min

z tego za$

L 1 0 100 000 69.5

=-098——— —=69,5m
T (70—40)- 14,95

b) dla przeciwpradu:

dla n =0,55, R=0,33 z rys. 6.16 (lub z tab. 15.13), N = 0,89

1 0 1 100 000
LN 09— —632'm,
T Ak 7w (70—40)- 1495 =

c) dla pradow skrzyzowanych:
zgodnie z (6.74)



7. Wybrane rownania rozniczkowe stosowane w przekazywaniu ciepla

Jezeli rozpatrujemy zjawisko w duzym obszarze przestrzeni i duzym przedziale
czasu, zmienno$¢ w czasie 1 przestrzeni parametréOw opisujacych zjawisko utrudnia
lub wrecz uniemozliwia znalezienie zwiazku matematycznego migdzy tymi parame-
trami. Z reguly postepujemy wtedy nastgpujaco: zmniejszamy obszar do niewielkich
rozmiarow (np. dx, dy, dz) i w niewielkim przedziale czasu* (dt) szukamy zwiazku
miedzy parametrami. Jesli mamy odpowiednia ilo$¢ informacji, otrzymujemy w wy-
niku rownania rozniczkowe opisujace dane zjawisko, tzn. podajace zwiazek migdzy
parametrami w postaci roézniczkowe;.

W rozdziale tym przytacza si¢ wybrane, dos¢ ogdlne rdzniczkowe, stosowane
w przekazywaniu ciepta. Nie zajmujemy si¢ tu metodami ich rozwiazywania dla
skonczonego konkretnego obszaru przestrzeni i dowolnego przedziatu czasu.

7.1. Rozniczkowe rownania przejmowania ciepla

Jezeli rozpatrujemy przejmowanie ciepla miedzy powierzchnia ciata F (z reguly
stalego) a plynem, przy czym wspolczynnik o przejmowania ciepta zmienia si¢
wraz ze zmiang polozenia danego punktu na powierzchni, to przyjmujac, ze na
wycinku dF powierzchni wspolczynnik ten jest staly, zgodnie z prawem Newtona
otrzymamy:

dQ = a(3—1)dF. (7.1)

Jest to wzor okreslajacy czeSC strumienia ciepta przejmowanego na wycinku
powierzchni dF. Ta czg$¢ strumienia jest przewodzona przez warstwe graniczna,

*) W niewielkim obszarze przestrzeni i przedziale czasu przyjmujemy, Ze parametry opisujace
zjawisko sa niezalezne od czasu i przestrzeni, czyli sa w tym obszarze stale.
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a zwlaszcza przez jej cze§¢ laminarna, mozna wigc do jej wyliczenia zastosowac
prawo Fouriera

. ot
dQ = —1—dF. (7.2)

on
Z porownania (7.1) i (7.2) wynika odnoszacy si¢ do powierzchni ciala zwiazek

A Ot

—s ———, 7-3
== on {7.3)
w ktoérym Ot/on — gradient temperatury w plynie omywajacym powierzchnie

zewnetrzna ciala.

7.2. Rozniczkowe rownanie przewodnictwa cieplnego

Wyobrazmy sobie przedstawiony na rys. 7.1 dowolnie potozony niewielki
(dyskretny) prostopadloscian o bokach dx, dy i dz. Przez nieruchomy uktad
odniesienia moze przeptywaé substancja. Zaldézmy, ze przeplywa i niech to bedzie

o}

ddx

NN
v

Rys. 7.1. Rozklad przewodzonych strumieni ciepta w substanciji przeplywajgcej przez $ciany prostopadio-
$ciennego wycinka: dF, = dy dz, dF, = dx dz, dF, = dx dy — wycinki powierzchni, dg., de’ dQ;, doz,
dQ;’, dQ/, — skladowa strumieni ciepta przewodzone przez wycinki powierzchni
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ptyn. Dla okreslonych wspotrzednych polozenie dyskretnego szescianu nie zmienia
sig, a tylko plyn moze przez niego przeptywac. Pole temperatury ¢ (x y zt) substancji
znajdujacej si¢ w ukladzie nie jest ustalone. Substancja ma wewnetrzne zrodla ciepla
o wydajnosci ¢,.

Naszym celem jest ustalenie zwiazku migdzy zmianami temperatury i czasu dla
dowolnego polozenia rozpatrywanego punktu pola temperatur.

Skladowe strumienia ciepta doprowadzonego do prostopadiosciennego wycinka
substancji, zwanego dalej uktadem, sa oznaczone odpowiednio przez dQ., dQ;, dQq..
Sktadowe strumienia ciepta odprowadzanego oznaczono dQ, dQ;/, dQ! przekazy-
wane przewodzeniem przez odpowiednie Sciany dF,=dy dz; dF, = dx dz;
dF, = dx dy prostopadlosciennego wycinka. '

Rozpatrujac przewodzenie ciepta w kierunku osi x mozemy na podstawie prawa
Fouriera obliczy¢ sktadowa strumienia ciepta przewodzonego do uktadu

: ot
40, = —2 2L 4F, (7.4)
0x
i skladowa strumienia ciepta odprowadzonego z uktadu
A
4oy = — (‘—’) dF., (7.5)
0x

w ktorym 0t/0x jest sktadowa gradientu temperatury na powierzchni dF, odleglej od
poczatku uktadu o x, a (Jt/0x) jest sktadowa gradientu powierzchni dF, odleglej
o x+dx (patrz rys. 7.2).

N ; b0 . "
dF,

dfx tx,T) , tgfy= %&

tgf,= (‘2—)

> |~

Y

X dx

Rys. 7.2. Zmiana wzdluz osi x skltadowej dr/dx gradientu temperatury

Skladowa 0t/0x gradientu wzdluz osi x na odcinku dx zmienia si¢ o pewien

przyrost sktadowej, czyli
ot ot ot
—|==—+d—> 7.6
<6x> 0x * 0x (7.6)
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Z czego po obliczeniu otrzymujemy

ot ot 0%t

Jesli (7.7) wstawimy do (7.5), otrzymamy:

ot 0%t

Ze sktadowej strumienia ciepta przewodzonego wzdluz osi x pozostaje w ukla-
dzie:

dg, = dg;—dgy, (7.9)
Po podstawieniu rownan (7.4) i (7.8) do (7.9) otrzymujemy (gdy 4 = const):
.0
dQ, = /Lgx—zdx. (7.10)

Poniewaz dF = dydz, wigc w wyniku otrzymujemy

82
do, —/Ia 2dxdxdz (7.11)
Postegpujac podobnie otrzymujemy ze skltadowej strumienia ciepla przewodzo-
nego wzdiuz osi y

dQ = /LP dxdydz (7.12)
a ze skladowej strumienia wzdluz osi z
'72

do, = 1— p d‘cdydz (7.13)

Réwnoczesnie z wewnetrznych zrodel ciepta o wydajnosci® objetosciowej g,
w ukladzie powstania strumien dQ, ciepta

d0. = ¢, dxdydz. (7.14)
# Zrodla ciepla moga byé roztozone na powierzchni rownomiernie w calej objetosci wzdhuz linii lub

moga by¢ rozlozone punktowo nieregularnie, z wydajnosciami stalymi lub zmiennymi w czasie
i przestrzeni.
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Po zastosowaniu bilansu energii* otrzymamy strumien dQ ciepta przemiany
w rozwazanym uktadzie:

dQ = dQ,+dQ,+dQ,+dQ,. (7.15)
Po podstawieniu do rownania (7.15) réwnan (7.11)—(7.14) i przeksztalceniu
otrzymujemy
. ot o* 0%
=== +—=+= j ) :
dQ |: <8y2 + 2 + 622> + q,:| dxdydz (7.16)

Jesli przyjmiemy, ze zmiany ci$nienia ptynu w czasie przeplywu sa pomijane, to
zgodnie z pierwszq zasada termodynamiki strumien ciepla przemiany plynu znaj-
dujacego si¢ w uktadzie jest rowny przyrostowi strumienia entalpii tego plynu, czyli

dQ =dI. (7.17)
Przyrost strumienia dI entalpii
: Dt
dl = ¢,pdxdydz & (7.18)
T
przy czym
p — ciepto wlasciwe plynu przy stalym cisnieniu,
p — gestos¢ plynu,

Dt/dt — tak zwana substancjalna pochodna temperatury, okreslajaca catkowity
przyrost Dt temperatury w danym punkcie w czasie dt.
Gdy dx dy dz dazy do zera, przyrost temperatury w prostopadtosciennym
wycinku dazy do przyrostu temperatury w danym punkcie.
Po przyrownaniu (7.18) oraz (7.16) i podzieleniu obustronnie przez dx dy dz

otrzymamy

Dt ot 0%t 0t

S, g R T 7. 7.1
P 4 l(@xz + 0y? + 622> +dr (7.19)

Substancjalng pochodna temperatury rozpiszemy w nastgpujacy sposob: tem-
peratura w dowolnym punkcie pola

£ =1(x, y,2,7) (7.20)
Tak zwana rozniczka zupelna funkcji #(x,y,z, 1) jest wyrazenie

ot ot ot ot
Dt =— — —dy+—dz. .
t ardr+axdx+ay y+az z (7.21)

* Cieplo z wewnetrznych Zrodel ciepta w bilansie energetycznym traktuje sie jako doprowadzone
z zewnatrz; cieplo w upustach (ujemnych zrodiach ciepta) jako odprowadzone.
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Po podzieleniu (7.21) obustronnie przez dt otrzymamy:

Dt ot otdx oJtdy Otdz

— =t ——4+——+4—— 7.22
dr 6r+8xdr+0ydr+8zdr (7.22)

Poniewaz dx/dt, dy/dt i dz/dt sa odpowiednie skladowymi w,, w,, w, predkosci
przeptywu substancji, wigc substancjalna pochodna temperatury mozemy zapisa¢
w postaci

Dt ot ot ot ot

e W, —w,, 7.23)%
dr 61+6xwl+@ywy+('}zwz (7.23)

gdzie wplyw zmian lokalnych (0t/dtr) 1 konwekcyjnego ruchu substancji
(Ot/ox)w, +(0t/dy) w, + (Ot/0z) w, jest rozdzielony na przyrost temperatury w danym
punkcie.

Gdy (7.23) wstawimy do (7.19) 1 podzielimy obustronnie przez iloczyn c,p,
otrzymamy nieliniowe rownanie rézniczkowe drugiego rzedu, okreslajace zwiazek
miedzy zmianami temperatury i czasu w dowolnym punkcie przestrzeni dla
przepltywajacego plynu

ot ot ot ot (82): 0%t 6%) q,

ox L o2 | Bt

: (7.24)

oWt Wk W, =14
ot ox * oy ¥ 0z °
w ktorym a = i/c,p jest to tzw. wspdlczynnik wyrownywania temperatury, zwany
takze wspolczynnikiem przewodzenia temperatury.
Na podstawie rozniczkowego operatora \/* Laplace’a

& 9 .

CpP

=+ =+ 7.25
v ozt oy? t oz (7)
rownanie (7.24) mozna zapisa¢ w uproszczonej formie
ot ot ot ot .. 4
el —W,+—=w, = t+—— 7.2
aﬁaxwﬁaywﬁaz“* a¥ +cpp (7.26)

Gdy przeptywajaca substancja nie ma wewngtrznych zrodel ciepta, rownanie
(7.26) przechodzi w rownanie Fouriera—Kirchhoffa

ot ot ot ot 5
— pras— — — —_ - .2
6r+6ywx+0yw"+8zwz a\/"t (7.27)

*) Podobnie liczy si¢ substancjalna pochodna innych niz temperatura wielkosci fizycznych, np.
ci$nienia, predkosci, gestosci i innych, gdy wplyw na zmiane w czasie tych wielko$ci maja zmiany lokalne
i przeplyw substancji. Jezeli wielkosci te ogolnie zaznaczymy przez ¢, to ¢ = (xyzt), pochodna
substancjonalna

Do dp d¢ o de
—=—+—w,+—w,+—Ww,.
dt o0t ox * o9y ¥ o0z °
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Jesli mamy do czynienia z plynem nieruchomym lub cialem statym, to
w,=w,=w, =0. Wtedy przyrost temperatury w czasie zalezy tylko od zmian
lokalnych. Réwnanie Fouriera—Kirchhoffa uprosci si¢ i, np. dla ciala stalego,
przyjmie posta¢ rozniczkowego réwnania Fouriera dla nicustalonego przewodzenia
ciepta

dg = @725 (7.28)®
dr

Jezeli mamy do czynienia z ustalonym przekazywaniem ciepta, czyli wowczas,
gdy 3#3(r) a 09/0t = 0, rébwnanie rézniczkowe Fouriera przyjmie posta¢ rOwnania
Laplace’a '

V29 = 0. (7.29)

Dla jednoosiowego ustalonego przewodzenia ciepta przyjmuje ono najprostsza
postac: '

@ _

2= (7.30)

ktora mozna si¢ postuzy¢ np. do okreslenia wzoru (3.21) dla sScianki plaskie;j.

7.3. Rézniczkowe rownanie ruchu plynu

W przekazywaniu ciepta w ciatach ptynnych lub migdzy cialem stalym a omywa-
jacym je ptynem ruch plynu ma duze znaczenie. W osrodku lepkim ruch ten zawsze
jest wywolany silami dziatajacymi na plyn lub na jego czes¢. Wyobrazmy sobie
prostopadtoscienny wycinek o bokach dx, dy i dz, dowolnie potozony w uktadzie
X, y, z, usytuowany nieruchomo w poruszajacym si¢ plynie. Ruch plynu w tym
wycinku powoduja sity réznego pochodzenia. Sa to dzialajace od zewnatrz na plyn
sity parcia, wynikajace z roznych ci$nien oddziatujacych z zewnatrz na rozpatrywany
wycinek plynu, sita ciezko$ci i1 sity tarcia. Skladowe tych sit w kierunku osi
X przedstawiono na rys. 7.3. Zwroty tych sil sg tak ustalone, jak gdyby ptyn poruszat
si¢ zgodnie z osia x.

Algebraiczna suma sil dzialajacych na substancje, zgodnie z druga zasada
dynamiki Newtona, rowna si¢ illoczynowi masy zawartej w rozpatrywanym prosto-
padtosciennym wycinku i przys$pieszenia. Przy$pieszenie jest substancjalna pochodna
predkosci pltynu (patrz odsylacz do rownania (7.23)). Sktadowe sily wypadkowej
(algebraicznej sumy sil) nadaja sktadowe przyspieszenia ptynowi.

*) Réwnanie to najczesciej jest stosowane do obliczania przewodzenia ciepta w ciatach statych,
dlatego temperatur¢ oznaczono przez 3.
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Rys. 7.3. Sktadowe w kierunku osi x sit dzialajacych na plyn przeplywajacy przez nieruchomy
prostopadioscienny wycinek

Jezeli na poruszajacy si¢ ptyn nie dziataja z zewnatrz sity parcia, mowimy, ze ruch
jest swobodny. Jest on wtedy wywotlany tak zwanymi sitami grawitacyjnymi, tj.
sitami wyporu. Sity te wynikaja z roznic gestosci miedzy rozpatrywanym elementem
plynu a jego blizszym lub dalszym otoczeniem w polu grawitacyjnym.

Jezeli na masg przepltywajacego plynu, znajdujacego sie w prostopadtosciennym
wycinku przestrzennym, zwang dalej elementem plynu, dzialaja sily przedstawione
na rys. 7.3, to skladowe tych sil wylicza si¢ w nastgpujacy sposob:

Sita ciezkosci dK, elementu pltynu rowna si¢ iloczynowi masy przez przyspiesze-
nie grawitacyjne

dK,=pgdxdydz, (7.31)
przy czym
p — gestos¢ plynu,
g — przyspieszenie grawitacyjne o skladowych, g., g,, g..
Skladowa tej sity w kierunku osi x wynosi
dK, .= pg,dxdydz. (7.32)
Sila parcia K, dzialajaca na element plynu od gory,
dK, . = pdydz, (7.33)

gdzie p jest to cisnienie dzialajace na gorna powierzchni¢ dF, = dydz.
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Sita parcia dK, ., dzialajaca na element ptynu od dotu,
. ap
dK, .= —|p+ adx dydz, (7.34)
gdzie p+ (dp/0x)dx — cis$nienie dzialajace na plyn od dolu (patrz rys. 7.4).

Znak minus w (7.34) wskazuje, ze sila dziata
z przeciwnym zwrotem niz o$ Xx.

. % v Algebraiczna suma sit parcia dK, . jest
sktadowa sit zewnetrznych, dziatajacych na ele-
x o ment plynu
dFy dFy
“‘\\H 111 dK, . = dK, +dK} .. (7.35)
3 ‘Sy*%rsydy Po wstawieniu (7.33) 1 (7.34) do (7.35) i wyli-
czeniu otrzymujem
””J;J s ymujemy .
+8P g 3
G dK, , = —-Ldxdydz. (7.36)
' 0x
Poza tym wystepuja sily tarcia wynikajace
% z lepkosci ptynu. Skladowe s, tych sil, dziatajace

na jednostke powierzchni, przedstawiono na
Rys. 7.4. Cisnienie i sily tarcia dzialajace  rys. 7.4. Zgodnie z rownaniem Newtona na
na wycinek plynu: p — cisnienie, s — jed-  jeqnogstke powierzchni omywanej lepkim ply-
nostkowa sila tarcia . . .
nem dziala w kierunku x sita

S, = 6yx’ (7.37)
przy czym n — wspolczynnik lepkosci dynamicznej.
Na powierzchnie dF, = dxdz, odlegla o y od poczatku uktadu, dziala sifa tarcia
dK/, = —s,dxdz, (7.38)
na powierzchni¢ dF,, odleglta o y+dy dziala sila
dK/, = <sx - %—b; dy) dxdz. (7.39)

Na podstawie (7.38) i1 (7.39) czgsciowa skltadowa wypadkowe;j sity tarcia (algeb-
raiczna suma) mozemy zapisa¢ W postaci:

6‘
0K, , = dK| .+ dK/ = aiy-'dx dydz. (7.40)
Po zrézniczkowaniu wedlug y rownania (7.37) przy stalym n otrzymamy:
0 0*
S JRL (7.41)

ay oyt
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Jesli do (7.40) wstawimy (7.41), otrzymujemy wzor okreSlajacy czeSciowa sktado-
wa sit tarcia
*w,
7 dxdydz. (7.42)
Na rysunku 7.4 przedstawiono dla danego x zarys profilu sktadowej w_ predkosci
w zaleznosci od y. Gdy przeplyw rozpatrujemy ogoélnie jak na rys. 7.3, to
w niewielkim przedziale dt czasu sktadowa predkosci w, = w(x, y,z). Nalezy wigc
uwzglednic, oprocz czesciowe) predkosci sktadowej sit tarcia, wyliczonej za pomoca
rownania (7.42), takze czeSciowe skladowe wynikajace z gradientow predkosci w,
w innych kierunkach. Calkowita skladowa dK,  w kierunku osi x sil tarcia,
dziatajacych na element plynu, wynosi
?*w, 0w

0*w.
= *d ; ;
a2 - 3 - 822> xdydz (7.43)

aK!,x =n

(]

dK, . = 11(

Na podstawie rozniczkowego operatora Laplace’a rOwnanie to mozna zapisac¢
w skroconej formie
dK, , =nV?w,dxdydz. (7.44)
Sita wypadkowa dK,, dzialajaca na element plynu w kierunku osi x, jest
algebraiczna suma sktadowych sily ciezkosci, sit parcia i sil lepkosci. Mozemy
napisac

dK, = dK, +dK, . +dK, .. (7.45)

Jezeli do rownania (7.45) wstawimy (7.32), (7.36) i (7.44), to w wyniku sumowania
otrzymamy

0
dK = <gxp—z£+nvzwx>dx dydz. (7.46)

Sita wypadkowa dK , nadaje masie dm plynu zawartego w prostopadlosciennym
wycinku przyspieszenie a, w kierunku osi x

dK, = a,dm. (7.47)

Masa ptynu
dm = pdxdydz. (7.48)
Przys$pieszenie a, jest pochodna predkosci w, wzgledem czasu. Poniewaz

w, = w,(x,y,2,1), wigc przyspieszenie jest znana nam (patrz odsylacz do réwnania
(7.23)) pochodna substancjalna Dw_/dzt

Dw, ow, ow, ow,, ow,
= = w.+ w, 4+

I A LA M e (749
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Jezeli rOwnania (7.46) i (7.47) przyrownamy do siebie, zamiast dm i a, wstawimy
odpowiednio (7.48) i (7.49), obie strony podzielimy przez iloczyn dxdydz, to
otrzymamy:

(7.50)%)

op T ow, n ow, . ow,, 0 ow,,
g.p— = = w w w, ).
pr ax ’1 X ,0 ar ax X ay y aZ z
Jesli podobnie przeanalizujemy sily dzialajace w kierunku osi y oraz skutki ich

dziatania, dojdziemy do réwnania

ap 2 ow, ow, ow, ow,
— =p| 2+ -2 —2w, ). 7.50
gy,P ay+r]V w, p((’)r + P w,+ 3 w,+ P W, (7.50a)
podobnie dla kierunku z
0 ow, ow, ow, ow,
gzp——p—l—quwz:p L+ W“warOW‘w‘nLLwZ . (7.50b)
0z ot X dy 7 0z

Uktad réwnan rézniczkowych ruchu plynu (7.50) zwie sie ukltadem Navie-
ra-Stokesa. Podaja one dla dowolnego polozenia czastki plynu o stalej lepkosci**
zwiazek miedzy przyrostami predkosci i czasu w polu sil cigzkosci, sit zewnetrznych
1 tarcia.

Podczas ruchu swobodnego w ukladzie rownan znikaja czastkowe pochodne
przestrzenne ci$nienia (0p/0x = dp/dy = dp/0z = 0). Ruch odbywa si¢ wtedy na
skutek sit wyporu, wiec w uktadzie rownan zamiast sktadowych odniesionych do
jednostki objetosci sity cigzkosci g.p, g,p, g.p pojawiaja si¢ odpowiednio sktadowe
sity wyporu*** W = g(p—p,), mianowicie g.(0—p,), g,(p—p,) 1 g.(p—p,); p, jest
gestoscia w temperaturze t, ptynu w pewnej odleglosci od wycinka.

7.4. Rozniczkowe rownanie ciaglosci

Roéwnanie ciaglosci wynika z bilansu substancji. Jezeli w przeptywajacym plynie
wyobrazimy sobie prostopadloscienny, nieruchomy, dowolnie polozony wycinek
przestrzenny o bokach dx, dy, dz, to po zastosowaniu do wplywajacego do niego

*) Wszystkie skladniki ukladu rownan (7.50) maja wymiar sily odniesionej do objetosci.

*#) Lepko$¢ nie jest stala. Przy stalym ci$nieniu jest funkcja temperatury n = n(t). W przedziale dt
czasu temperatura ¢ = t(x, y, z), wigc i lepko$¢ n = n(x, y, z). Gdy uwzglednimy te zmiane lepkosci
rozniczkujac rownania (7.37), to we wzorze (7.43) okreslajacym skladowa sily tarcia otrzymamy
dodatkowy czlon rézniczkowy. Czilon ten wejdzie do ukladu rownan (7.50).

**%) Sile wyporu W, odniesiona do jednostki objetosci, mozna wyrazi¢ za pomoca wspolczynnika
rozszerzalnosci objetosciowej f. Przy stalym ciSnieniu zwiazek miedzy gestoscia w temperaturze ¢
i gestoscia w temperaturze t, jest wyrazony przez p, = p (1 + fAt), stad p—p, = — pfAt, wige sita wyporu
W = —gppAt.
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i wyplywajacego plynu bilansu substancji otrzymamy roézniczkowe rownanie ciaglo-
$ci (rys. 7.5). Prostopadlo$cienny wycinek przestrzenny z zawartym w nim plynem
bedziemy dalej nazywali wycinkiem.

7 dGZ* / dGy
y 7
dx/
dy|  d6x
dGy
/
/ dz
/1
[
Z dGy | dG;
Rys. 7.5. Skladowe strumieni substancji ptynu X
doplywajacego do prostopadtosciennego wycin- /‘J X

ka przestrzennego

Przez $ciang dF, = dydz, odleglta o x od poczatku ukladu odniesienia, do
rozpatrywanego wycinka wplywa zgodnie z osia x strumien substancji

dGL = pw, dydz. (7.51)

Przez $ciang dF , odlegla od poczatku ukladu odniesienia o x+dx, z wycinka
wyplywa w kierunku osi x

X

. 9
a6y = |:p W+ (g w")dx:| dydz. (7.52)

Przyrost strumienia substancji w kierunku osi x na dlugosci dx wycinka powoduje
ubytek strumienia dG, substancji z obszaru wycinka

dG, = dG} —dG., (7.53)
Po wstawieniu (7.51) i (7.52) i wykonaniu dzialan otrzymamy
: 0
dé. = Apws) 4 dydz. (7.54)
Ox
Podobnie dla przeptywu wzdtuz osi y
s 0
dG, = Bty dydz (7.55)
ay
1 wzdluz osi z
ac, = 20%) 4y gy (7.56)

z 0z
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Calkowity przyrost strumienia substancji w obszarze wycinka jest suma przyro-
stow wzdluz osi x, y oraz z

dG = dG,+dG,+dG.. (7.57)

Jezeli wstawimy (7.54), (7.55) 1 (7.56) do réwnania (7.57) okreslajacego catkowity
odniesiony do czasu przyrost ilosci substancji wyplywajacej z obszaru wycinka,
otrzymamy wzor:

Y _ a(pWX) 6(pwy) a(pWZ)
dG_[ 0x + dy + 0z

Odniesiony do czasu przyrost dG ilosci substancji wyplywajacej z obszaru
wycinka powoduje w tym obszarze odniesiony do czasu spadek gestosci o dp/dt.
Obowiazuje wigc rOWNos¢

:idx dydz. (7.58)

.9
dG = —a—: dx dydz. (7.59)

Po przyréwnaniu (7.58) z (7.59), podzieleniu przez iloczyn dx dy dz i przeniesieniu
wyrazéw na jedna strong otrzymamy obowiazujaca w kazdym punkcie prze-
plywajacego plynu (gazu lub cieczy) zaleznosé¢

dp  dpwy)  o(pw,) , 3(pw.)

ot 0x dy oz 0, Gl

zwana rozniczkowym rownaniem ciaglosci.
Jezeli mamy do czynienia tylko z ciecza, dla ktorej mozna przyjac¢ p = const, to
d(pwy) _  Ow,

dp
E_O oraz ox U ox

Dla cieczy rézniczkowe rownanie ciaglosci przyjmuje postaé

ow,  Ow, Jw,

My 4 M=, 7
o (7.61)

W kazdym punkcie suma przyrostow predkosci cieczy wzdhuz osi x, y 1 z jest
rowna zeru.



8. Teoria podobienstwa

Rownania rozniczkowe nie nadaja si¢ do bezposredniego wykorzystania w pro-
jektowaniu i eksploatacji konkretnych maszyn i urzadzen technicznych. Moga by¢
przydatne jedynie do okreslania kierunku zmian wielkosci wystepujacych w zjawis-
kach opisanych rownaniem, bez okreslenia konkretnych liczb interesujacych nas
wielkosci.

W wyniku catkowania réwnania rézniczkowego tez nie otrzymujemy konkret-
nych liczb potrzebnych w postgpowaniu technicznym. Dopiero wowczas, gdy
wyznaczy si¢ stale catkowania, roOwnanie staje si¢ konkretnym wzorem obliczenio-
wym. Niejednokrotnie brak nam informacji do ustalenia warunkéw koniecznych
do wyznaczenia stalych calkowania, a nieraz operacje matematyczne utrudniaja
lub wrecz uniemozliwiaja analityczne wyznaczenie tych statych. Z tych wzgledow
niejednokrotnie jestesmy zmuszeni do szukania rozwiazan eksperymentalnych.
Nawet jesli mamy juz wyliczony konkretny wzor obliczeniowy, to popraw-
nos$¢ przyjetych zatozen i uproszezen umozliwiajacych wyznaczenie statych catkowa-
nia mozna niezawodnie sprawdzi¢ zazwyczaj za pomoca badan eksperymental-
nych™®.

Gdy decydujemy si¢ na postepowanie eksperymentalne, nasuwaja si¢ pytania:

— jakie wielkosci mierzy¢ w prowadzonych badaniach?

— w jaki sposob opracowa¢ wyniki badan prowadzonych na konkretnym
obiekcie, czy mozna wyniki te przenie$¢ na obiekty inne, podobne?

Odpowiedz na te pytania zawiera teoria podobienstwa zjawisk. Teori¢ t¢ nazywa
sie nieraz teoria modeli, poniewaz badania prowadzimy zwykle nie na gotowych
obiektach (bo te na przyktad maja by¢ dopiero budowane), ale na modelach. Teoria
ta jest stosowana w przekazywaniu ciepla, a zwlaszcza w konwencji i promieniowa-
niu. Aby moc moéwi¢ o podobienstwie zjawisk, najpierw musimy ustali¢ warunki
konieczne do jednoznacznego ich okreslenia.

*) W odniesieniu do zjawisk, w ktorych nie jesteSmy w stanie ustali¢ matematycznych zaleznosci
miedzy wielkosciami nawet w postaci rozniczkowej, badania eksperymentalne sa jedynym sposobem
rozwigzania.
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8.1. Warunki jednoznacznosci

Zjawisko fizyczne nie jest jeszcze jednoznacznie okreslone, gdy znamy roznicz-
kowy zwiazek miedzy wielkosciami decydujacymi o jego przebiegu. Odnosi si¢ to
takze do przypadku, gdy znamy zalezno$¢ ogolna (catke ogolna).

Wystepujace tam ogolne state catkowania umozliwiaja uzyskanie roznych i weale
niepodobnych, konkretnych wynikow.

Oprocz rownania rozniczkowego lub ogdlnego rownania catkowego, aby jedno-
znacznie pod wzgledem matematycznym okresli¢ zjawiska, nalezy sprecyzowac tzw.
warunki jednoznacznos$ci. Obejmuja one:

a) warunki geometryczne obiektu (ksztaltu),

b) wiasciwosci fizyczne obiektu i optywajacego go plynu,

c) warunki dotyczace przekazywania ciepla na powierzchni obiektu, czyli tzw.
warunki brzegowe,

d) warunki przekazywania ciepta w konkretnej chwili, czyli tzw. warunki czasowe
(poczatkowe lub koncowe); te ostatnie sa stosowane podczas badan nieustalonego
procesu przekazywania ciepla).

Dopiero zespdt rownan rozniczkowych lub ogolnych catkowych i warunkow
jednoznacznosci okreslaja jednoznacznie pod wzgledem matematycznym zjawisko
i jego przebieg.

8.2. Niezmienniki zjawiska*

Teoria podobienstwa zjawisk wywodzi si¢ z podobienstwa figur geometrycznych.
Dwie figury sa podobne, jesli stosunki odpowiednich wymiarow liniowych obu figur
sa sobie rowne (rys. 8.1)

l'/l,:l%:lfizcz- (8.1)
ll 12 3

Gdy jest spelniony warunek proporcjonalnosci wymiaréw liniowych, wowczas
odpowiednie katy w obu figurach sa sobie rOwne, sa niezmienne.

Jesli rozpatrujemy podobienstwo dwu zjawisk fizycznych, to musimy pamigtac,
ze stosunki odpowiednich wielkosci opisujacych te zjawiska nie musza by¢ i z reguly
nie sa stale. Sa one bezwymiarowe, poniewaz odnosimy do siebie wielkosci tego
samego rodzaju, a wigc o tym samym wymiarze. Nie mozna ich wszystkich
przyjmowac¢ dowolnie, chociaz sa one rozne.

*) Niezmienniki zjawiska nazywa si¢ takze liczbami znamiennymi, liczbami kryterialnymi lub
modutami bezwymiarowymi.
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2 g
Rys. 8.1. Trojkaty podobne: [3/l7 = 15/l5 = I5/I5 = C,

Rozpatrzmy przyktadowo zjawisko ruchu ciala sztywnego poddanego dzialaniu
sity. Zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona

K =ma, (8.2)

przy czym m — masa, K — sila, a — przyspieszenie.
W pierwszym zjawisku zachodzi rownos¢

K =md, (8.3)
a w drugim
K'=m"a". (8.4)
Stosunki odpowiednich wielkosci decydujacych o przebiegu zjawiska, zwane
statymi podobienstwa, sa nastgpujace:

(8.5)

na ogoél
Cx#C,#C,.

Na podstawie stosunkow C,, C, oraz C, wielkosci decydujace o przebiegu
pierwszego zjawiska K', m’ i @’ mozemy wyrazi¢ za pomoca wielkosci z drugiego
zjawiska

K =C,K"; m=C,m"; ada=C,ad, (8.6)
Po wstawieniu zaleznosci (8.6) do rownania (8.3) otrzymamy

C,K'=C,C,m"a" (8.7)
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Zjawisko pierwsze wyraziliSmy za pomoca parametrow zjawiska drugiego.
Poniewaz w rownaniu (8.4) i (8.7) wystepuja te same parametry, rownos¢ (8.7) moze
by¢ spelniona jedynie na zasadzie tozsamosci z roOwnaniem (8.4). Wtedy

Cc.=C,C, (8.8)

co mozna napisa¢ w postaci

2=1. 8.9
= (89)
Rownanie to ogranicza mozliwo$¢ dowolnego doboru liczb podobienstwa C,, C,,
oraz C,.
Jezeli zaleznosci (8.5) wykorzystamy w rownaniu (8.9) 1 odpowiednio rozdzielimy
wielkosci opisujace oba zjawiska, otrzymamy:

ml a/ ml( a//

Poniewaz rozpatrujemy dwa dowolne zjawiska opisane rownaniem Newtona,
wiec dla wszystkich zjawisk tego typu zachodzi réwnos$c:

’”?“ — idem = Ne. (8.10a)

Jest ona niezmiennikiem zjawiska, zwanym liczba znamienna Newtona*). Moze-
my powiedzie¢, ze dwa zjawiska ruchu ciala sztywnego poddanego dzialaniu sity sa
podobne, jesli liczby znamienne Ne w obu zjawiskach sa rowne.

Omowione zjawisko ruchu substancji jest stosunkowo proste, opisuje je tylko
jeden niezmiennik. Postarajmy si¢ obecnie ta metoda ** znalez¢ niezmienniki tych
zjawisk, ktore sa opisane rownaniem roézniczkowym w rozdz. 7. Sa to zjawiska
przekazywania ciepta w cialach statych i poruszajacym si¢ plynie, wigc glownie
zjawiska konwekcji.

Dla uproszczenia zastosujemy rownania w postaci nie najogolniejszej.

Ruch plynu jest opisany rownaniem ciaglosci

dw, Ow, Ow,

- = 8.11
0x + ay + 0z (8.11)
i rObwnaniami Naviera-Stokesa, ktore napiszemy tylko dla kierunku x
op 5 ow, 0w, ow,, ow,,
—— = = = 2 “w, ). A2
g.p az+1’/V W, <8r + ™ w,+ 3 w,+ P wh) (8.12)

*) Nazwy liczb znamiennych tworzy si¢ od pierwszych liter nazwisk uczonych i badaczy, ktorzy
zastuzyli si¢ w rozwoju danej dyscypliny nauki.
**) Sa znane inne sposoby okreslenia liczb znamiennych.
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Dla dwu roznych zjawisk opisanych tymi samymi rOwnaniami mozemy napisac
uktady réwnan:
— dla zjawiska pierwszego
owy  Owy,  Ow;

8>c'+6y’+ oz

(8.13)
.y 8p/+ — , 6w;+8w; +aw; ,+8w; ,
9xP —5¢ Wy =p| =7+ o7 Wet =W cws s
GxP g 1 P\ " ax oy "5
— dla zjawiska drugiego
owy! + owy + ow.
axu ayu az/; =
(8.14)

"

, ., Op R . ﬁw;c’_i_@w;’ +6w;’ ”+0W;C/ )
xP T3 Wx = S T W Wy Wz |
= ox P\ ™ ox oy’ "’ oz
Dla wielkosci zmiennych opisujacych zjawiska mozemy napisa¢ stale podo-
bienstwa

’ ’ ’ ’

X A we w w.
TZLHZTZCI; —=—=—=0C,;
X y z wy  ow ow
(8.15)
!’ T/ !’ 14 Y 4
Crlzrl_n’ TZCN _pT‘— P> E//=Cp’ i//__Cg
p p g

Jesli wielkoSci opisujace zjawisko pierwsze wyrazimy za pomoca wielkosci
opisujacych zjawisko drugie oraz stalych podobienstwa, otrzymamy

’ ", | o P /7.
X =Cx"; we=C,wy; 7v=Cr1"

/ 1 / 1/ i " (8'16)
pPF=Cp"; P=Cp"; gw=0C,g:.
Po wstawieniu zaleznosci (8.16) do (8.13) otrzymamy
Ly (7w%’+6wly’,’+8w’_i” 0.
C, \ 0x dy 0z
(8.17)%

C, op’ C,C
_p n=w_ 12 10—
C,ox T g1V ™
C,Cy Wi C,Ci (0wl , owl , owi
— T Wy w w, |
.Cr 'Dar” Cz p axu ayu y. azu

Cg Cﬂg;/ p//_

*) Stale podobienstwa pochodnych (takze zapisanych operatorem) wyznaczamy nastepujaco:

a(C,w") _C, ow" *(C, ) @ (C,0) C, 0%

a(Cx")  C ax”’  3(Cx? 9(Cx) a(C,x) CIox*
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Zjawisko pierwsze mozemy opisa¢ parametrami zjawiska drugiego, jesli uktady
rownan (8.14) i (8.17) sa odpowiednio tozsame.
Wynikaja stad réwnosci

w

C
— = const

oraz

c, ¢cc, ¢, CC
CC=—2="1_¥__9¢"w_ _p ¥ 8.18)*
L ¥ C? C, C, (8.18)
Gdy przyrownamy odpowiednio wyrazenia zawierajace stale podobienstwa
z rownania ruchu, mozemy napisac:

=St s ot =
C”C?‘% =C,C,, stad C-C"‘%C' =1, (820)

c% ?i _ g,l, stad c,,Ca% _q, (8.21)
c,,;i _ C"C,Ew’ stad Qi%w_c_: -1 (8.22)

Jesli w rownaniach (8.19) do (8.22) za state podobienstwa wstawimy odpowiednio
(8.16) i rozdzielimy zmienne opisujace zjawisko pierwsze i drugie, to otrzymamy

"

d lf ¥ l,f lub ? = Ho = idem, (8.23)
! ’ ’” l’/ l
o gl b 9 pr—idem. (8.24)
w w w
F__ P — b - = Bu=idem, (8.25)
p'w p"'w pw
’ ’ ll " rn l// l
£ ;" =P ;” ub 2% — Re = idem. (8.26)

Ho, Fr, Eu, Re sa to niezmienniki zjawiska ruchu plynu. Niezmienniki te, bedace -
kryteriami tzw. podobienstwa mechanicznego, zwie si¢ odpowiednio liczbami

*) Roéwnania ciagtoSci napisane dla obu zjawisk sa zawsze tozsame bez wzgledu na wielko$¢
stosunku C,,/C,. Rownania te nie stwarzaja ograniczen w doborze statych podobienstwa.
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znamiennymi Hodgsona, Froude’a, Eulera, Reynoldsa. Jesli zalezy nam na uchwy-
ceniu wplywu nie ciSnienia p, lecz jego rdznicy, liczbe Eulera przedstawia sie
w postaci

Ap_

ow? Eu (8.27)

Lczba ta jest stosowana w pomiarach okreslajacych spadek cisnienia w funkcji
liczby Reynoldsa.

Liczby znamienne w réwnaniach (8.23)—(8.26) okreslaja warunki ruchu ptynu,
ktory ma duzy wplyw na zjawisko przekazywania ciepla, zwlaszcza miedzy cialem
staltym a omywajacym to cialo ptynem. Zjawisko przekazywania ciepta na po-
wierzchni jest opisane rownaniem

Lo
9—t on

o (8.28)

Przewodzenia ciepla w poruszajacym si¢ plynie dotyczy rownanie (7.26)*. Dla

uproszczenia, pomijajac wpltyw wewngetrznych zrodet ciepla, zastosujemy rownanie
Fouriera-Kirchhoffa

ot ot ot N ot 0t N 0%t N 0%t
w w, =al| — — 5
¥ : ox* 0y* 0z*

0z

Po zastosowaniu rownan (8.28) 1 (8.29) do zjawiska pierwszego otrzymamy uktad
rownan:

) Aot
o =—- —>
(9—t) on’ (8.30)
ot et , o , o , [0 ot ot
afﬂ-wwx-ka—y,wy-{-ng—a <8x’2+ay’2+6z’2>’ (830)
i dla zjawiska drugiego
. }(l’ a[H
~(9—1) o’ (8.31)
ot N o’ L a’ + ot 4 o*t” 5 o%t"” " o%t" 831)
— et — W+ —w +—w] = . .
aT// ax// X ay// y az// z axuz ay//z 821/2

*) Na podstawie rownania (7.26) zwigcksza sig liczby kryterialne, opisujace zjawisko o liczbe ujmujaca
wplyw wewnetrznych zréddet ciepta.



122

W omawianych dwoch zjawiskach przekazywania ciepta stale podobienstwa sa
nastepujace:

(‘ a/ C xr y/ Z/ n/ C tl (S_t)l
“a a//’ l x// y// ZH n//’ t t// (S_t)//’
(8.32)
we W, W, A’ 7 a’
Co=mme=rp=ni Gi=l C=—3 G o
wy o owy) o ow, A T a

Jezeli parametry okreslajace zjawisko pierwsze wyrazimy za pomoca parametrow
zjawiska drugiego, pomnozonych przez odpowiednie stale podobienstwa i wstawimy
do ukladu réwnan (8.30), otrzymamy

C,at" C, G, [ot" w4 ot” o4 at”w,,
— ————‘/ oy =
Ct aTr/ Cl axrr X ayu y aZ// z
C,C, o A o A e A
= & , 8.33
C? “ <6x”2+8y”2+8z”2 (@3
C}‘ A/I at/l
C " S i e e
wd C, (9=10)" on”
Z warunku tozsamosci ukladow rownan (8.33) i (8.31) wynika
c cC,C C,G C,
oL c,=—= 8.34
C.C ¢ ¢ T ST (6.39)
Grupujac odpowiednio réwno$ci mozemy napisac:
C CaC r aCr
Ei = 2 Y,z tego za$ <7 =1, (8.35)
c,c, cC,cC ¢, C
EI t— "C Y,z tego za$ *éa—l =1, (8.36)
C c.C
C, = C’Z, z tego zas$ él P=1. (8.37)

Jezeli w rownaniach (8.35), (8.36) i (8.37) zamiast statych podobienstwa wstawimy
stosunki parametrow podane w (8.32) i odpowiednio mnozac stronami rozdzielimy
parametry okreslajace oba zjawiska, to otrzymamy:

O(/‘C, OC”T”

! czyli % = Fo = idem, (8.38)

! l/ " l/l l
WEW O eyl Y = Pe = idem, (8.39)

a a a
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a/l, O(”l”

7 — T’ czyli O(_l = Nu = idem, (8.40)

A

gdzie Fo, Pe i Nu sa niezmiennikami zjawiska, nazywanymi odpowiednio liczbami
znamiennymi Fouriera-Pecleta i Nusselta. Sa to liczby okreslajace tzw. cieplne
podobienstwo zjawisk.

Oczywiscie w zjawiskach przekazywania ciepla, oprocz podobienstwa cieplnego,
musza by¢ spelnione warunki okreslajace podobienstwo mechaniczne.

W przekazywaniu ciepla, oprocz wymienionych liczb znamiennych, spotykamy
takze inne, powstale badz z przeksztalcenia wymienionych liczb znamiennych,
badz otrzymane z innych albo nieco zmienionych réwnan opisujacych zjawiska.
Sa to:
liczba znamienna Grasshoffa
gpl3aT

Gr = Fr RCZﬂA T = T (841)

liczba znamienna Prandtla

P I
=t WY, (8.42)

Pr=— —
: Re a wl

co mozna przedstawi¢ nastepujaco:

ARY Ve, p
P =—=— == £ ’ 4
F=a=21%P=3 (3:45)
liczba znamienna Stantona
N l AL
St=—0=2 -2, (8.44)
Pe 1 wec,lp wpec,
liczba znamienna Biota
ol '
Bi = ; 8.45
= (8.45)

rr
sc

Liczby znamienne Gr Grasshoffa, podobnie jak Fr Froude’a, dotycza wlywu pola
grawitacyjnego na ruch plynu. Liczba znamienna Pr dotyczy tylko parametrow
okreslajacych wlasciwosci fizyczne osrodka™, w ktorym zjawisko zachodzi.

Liczby znamienne St i Bi, podobnie jak liczba znamienna Nu, sa funkcja
wspolczynnika o« przejmowania ciepla. Jest to ich wspolng cecha charakterystyczna.

*) Dla gazow idealnych o stalej liczbie czastek liczba Pr jest stala i dla gazow jednoatomowych
Pr = 0,67, dla dwuatomowych Pr = 0,72, tréjatomowych Pr = 0,8, cztero- i wigcej atomowych Pr = 1.
Dla gazow rzeczywistych Pr nie jest stale i odbiega od wymienionych wartosci.
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W liczbie Bi, ktora wyraza si¢ takim samym wzorem jak liczba Nu, wystepuje
wspolczynnik przewodzenia ciepta Sciany Ay, nie za$ plynu jak w liczbie Nu.
W liczbie Stantona nie wystepuja wymiary liniowe oplywanego przedmiotu, co jest
nieraz korzystne w przedstawieniu wynikow badan.

Oprocz wymienionych liczb znamiennych moga wystgpowac liczby znamienne
o innej budowie, uzyskane nawet z opisanego uktadu rownan (np. przy innym
wykorzystaniu wymienionych w (8.35), (8.36) 1 (8.37) réwnosci). Ilo$¢ znamiennych
liczb niezaleznych dla danego zjawiska jest $cisle okre$lona.

Z innych sposobow znajdowania niezmiennikow zjawiska nalezy wymienic
sposob oparty na teoremacie Buckinghama i analizie wymiarowej. Sposob ten jest
korzystny zwlaszcza wtedy, gdy nie znamy szczegotowych zwiazkow matematycz-
nych miedzy wielkosciami opisujacymi zjawisko. Znamy tylko zalezno$¢ ogodlna,
o ktorej wiemy, ze jest wielkosciowa i jednorodna*, homogeniczna.

A=f(a byc..), (8.46)

przy czym A, a, b, ¢ sa wielko$ciami wymiarowymi (parametrami), opisujgcymi
zjawiska.

Zgodnie z teorematem Buckinghama, kazda zalezno$¢ matematyczng powyz-
szego typu, z dostateczna dla praktyki doktadnoscia, mozna przedstawi¢ w postaci
iloczynu potggowego

A=>~const a% b*, c7 ... (8.47)

o wyktadnikach potegowych o, f, 7, ...
To z kolei moza przedstawi¢ w postaci roOwnania

d(n,mymy...) =0, (8.49)

w ktorym m,, m,, my sa bezwymiarowymi modulami (liczbami kryterialnymi).

[los§¢ moduléw bezwymiarowych nie jest dowolna. Zalezy ona od liczby
n wielkosci wymiarowych, ujetych w funkcji (8.46), i od liczby r wymiarow
zasadniczych, dajacych w analizie wymiarowe] niezalezne rownania liniowe wyklad-
nikoéw potegowych. Tlos¢ i modutdw wyrazi sig liczba i = n—r.

Dla przyktadu, za pomoca obecnie omawianej metody wyszukiwania kryteriow
podobienstwa rozpatrzmy omowione poprzednio zjawisko ruchu ciala sztywnego
poddanego dziataniu sily.

Zalozmy, ze na podstawie obserwacji i analizy myslowej doszlismy do przekona-
nia, ze sila K dzialajaca na ciato zalezy od masy m tego ciala i przyspieszenia a.
Przyjmijmy rowniez, ze znamy tylko zalezno$¢ ogdlna w postaci

K = K(m, a) (8.50)
*) Zalezno$ci wielko$ciowe sa stuszne w kazdym spdjnym (koherentnym) ukladzie jednostek, np. SI;

C, g, s, KMS. Zaleznos¢ jest jednorodna, homogeniczna, jesli wszystkie jej skladniki (wyrazy sumy) maja
ten sam wymiar.
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i wiemy, ze zalezno$¢ jest wiclkosciowa i homogeniczna, co zwykle wystepuje
w zjawiskach fizycznych.
Zgodnie z teorematem Buckinghama zalezno$¢ t¢ mozemy przedstawi¢ w postaci

K = Cm=*a®. (8.51)

Wymiary wystepujacych wielkosci K, m oraz a tworza rownosc

[kgs;m] = [ke]* [m/s?)". (852

Dla zastosowanych jednostek podstawowych kg, m, s mozemy ulozy¢ rownania
wyktadnikow potegowych:

dla jednostek kg, 1 =a, (8.53)
dla jednostek m, 1 = f3, (8.54)
dla jednostek s, —2 = —2p. (8.55)

Roéwnania (8.54) i (8.55) sa tozsame. Niezalezne réwnania wyktadnikow potego-
wych sg dwa, wystarcza wige tylko dwa wymiary zasadnicze, np. kg i m lub kgis do
ulozenia niezaleznego uktadu rownan.

W naszym przypadku uklad rownan jest stosunkowo prosty 1 wynika z niego, ze
o =1 oraz f = 1. Réwnanie (8.51) przyjmie wigc postac

K=Cma. (8.56)

Wiemy skadinad, ze uktad rownania jest poprawny, okreslenia wymaga jedynie
wspofczynnik C. Jest to liczba stala 1 wyznaczy¢ ja mozemy na podstawie
eksperymentu. Po przeprowadzeniu eksperymentu w prozni, zmierzeniu sity, masy
i przyspieszenia otrzymamy C = 1. Gdyby z réznych pomiarow wynikaly rézne
stale, znaczytoby to, ze w rownaniu wyjsciowym (8.50) nie uwzglednilismy wszystkich
wielkosci majacych wplyw na przebieg zjawiska ™.

Z roéwnania (8.56) mozemy okreslic niezmiennik podobienstwa, a mianowicie
liczbe Newtona

ma .
K= Ne = idem.

Poniewaz liczba ta dla rozpatrywanego zjawiska jest zawsze stata, mozemy wigc
powiedzie¢, ze wszystkie przypadki ruchu ciata sztywnego, poddanego dziataniu sily,
sa podobne. Liczba kryteriow podobienstwa jest rowna jednosci, a to jest zgodne
z poprzednio podanymi zaleznos$ciami. Liczba n wielkosci wymiarowych wynosi trzy,
a liczba r wymiarow uzytych do niezaleznego ukladu roéwnann wykladnikow

potegowych — dwa, wigc i =3—-2=1.

*) Na przyklad, gdybysmy analizowali zjawisko spadania ciala w prozni, a dokladny pomiar
wykonali w powietrzu, wowczas stala w roznych pomiarach mogtaby by¢ rozna. Nie bytaby uwzgledniona
sita tarcia osrodka. Po jej uwzglednieniu pomiary bylyby powtarzalne i C byloby stale.
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8.3. Warunki podobienstwa zjawisk i wnioski

O podobienstwie zjawisk mozemy mowi¢ wowczas, gdy jesteSmy w stanie opisa¢
zjawisko matematycznie. Moga to by¢ konkretne zaleznosci matematyczne lub
zapisy rozniczkowe z podanymi warunkami jednoznacznosci, albo zalezno$ci mate-
matyczne w postaci ogolnej, lecz wielkosciowe i homogeniczne.

Twierdzenie 1 (Newtona). Zjawiska do siebie podobne maja takie same liczby
znamienne. '

Wynika z tego oczywiscie, ze liczby znamienne, znalezione dla wycinka prze-
strzeni opisanego rownaniem rozniczkowym, sa stuszne dla calego rozpatrywanego
obszaru.

Twierdzenie II (teoremat Buckinghama). Zaleznosci matematyczne jednorodne
i stuszne w kazdym spdjnym ukladzie jednostek, zachodzace migdzy wielkosciami
okre$lajacymi przebieg zjawiska, mozna przedstawi¢ w postaci zaleznosci ogolnej
miedzy liczbami znamiennymi dla tego zjawiska.

@ (my, Ty, Ty .oe) =0.

Z twierdzenia tego wynika, ze zalezno$¢ ogolna, znaleziona dla jednego zja-
wiska, jest stuszna dla wszystkich zjawisk podobnych. Wynika z niego rowniez,
ze aby zachodzita rownos¢ wszystkich liczb znamiennych w zjawiskach podobnych,
wystarczy okreslic tylko pewng, minimalna ilo$¢ tych liczb, tzw. liczb znamien-
nych ustalajacych (okreslajacych), a pozostale nieustalajace (zalezne) beda sobie
rowne.

Poprzednie twierdzenia odnosilty si¢ do zjawisk podobnych. W twierdzeniu III
podaje si¢ warunki, jakie musza by¢ spelnione, aby mozna bylo powiedziec, ze
rozwazane zjawiska sa podobne.

Twierdzenie III (Guchmana—Kirpiczewa). Zjawiska sa podobne, jezeli ustalajace
liczby znamienne dla tych zjawisk sa identyczne, a warunki jednoznacznosci
podobne.

Z twierdzenia tego wynika migdzy innymi warunek geometrycznego podobien-
stwa ksztaltu i ulozenia w przestrzeni przedmiotow bioracych udziat w zjawiskach
podobnych*®.

Z omoOwionych warunkow podobienstwa zjawisk wynikaja wnioski, ktore daja
odpowiedZ na postawione na poczatku dzialu pytania dotyczace sposobu prze-
prowadzania i opracowania wynikow eksperymentu.

W przeprowadzonych badaniach eksperymentalnych nalezy mierzy¢ te wielkosci,
ktore wystepuja w liczbach znamiennych opisujacych dane zjawisko.

*) Zdarza si¢ w praktyce, ze odstepujemy od bezwzglednego przestrzegania podobienstwa geome-
trycznego, jesli stwierdzimy, ze odstepstwo od niektorych wymiaréw nie powoduje znaczacych odchylen
interesujacej nas wielkosci.
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Wyniki badan nalezy przedstawi¢ w postaci rownan uogolnionych, podajacych
zwiazek migdzy liczbami kryterialnymi. Wyrazaja one liczbe znamienna nieustaja-
ca® jako funkcje liczb ustalajacych. Funkcja ta ma zwykle posta¢ iloczynu
potegowego.

W badaniach na modelach, oprocz podobienstwa geometrycznego, nalezy
zachowa¢ podobienstwo pozostatych warunkéw jednoznacznosci. Oczywiscie, nale-
zy spelni¢ warunki podobienstwa mechanicznego 1 cieplnego.

*) Jako liczbe nieustalajaca stosuje si¢ zwykle liczbe Nu, Bi lub St, gdyz najczesciej zalezy nam na
okresleniu wspolczynnika «, ktory w tych liczbach wystepuje.



9. Unoszenie ciepla — konwekcja

Przekazywanie ciepla przez unoszenie, zwane konwekcja, zachodzi w osrodku
pltynnym, w ktorym wystepuja makroskopowe ruchy plynu, zwane ruchami konwek-
cyjnymi.

W technice najwazniejsze znaczenie ma konwekcja, ktora zachodzi migdzy
powierzchnia ciala stalego a plynem optywajacym tg¢ powierzchnie. Rozpatruje si¢
takze przypadki konwekcji migdzy dwoma plynami, jesli mozna wyraznie okreslic
powierzchnig styku oddzielajaca je, np. powierzchni¢ rozdziahu fazy cieklej i gazowe;.

Omawiane przypadki przekazywania ciepla opisuje pod wzgledem matematycz-
nym rozniczkowe rownanie przewodnictwa cieplnego (7.26).

Mozna powiedzie¢, ze konwekcja jest takim przypadkiem przewodzenia ciepla
w plynie, w ktorym ruch ptynu ma wplyw na wielko$¢ przewodzonego strumienia
ciepla, a wigc na zachowanie si¢ pola temperatury. W kierunku strumienia
okreslonego kierunkiem gradientu temperatury istnieja wtedy rozne od zera sktado-
we predkosci makroskopowego ruchu ptynu.

Do przewodzenia natomiast (mimo istniejacego ruchu plynu) zaliczamy te przy-
padki przekazywania ciepta w ptynie, w ktorych ruch ten nie ma wptywu na wielkosc¢
strumienia ciepta. Zachodzi to wowczas, gdy w kierunku gradientu temperatury nie
ma skladowych ruchu konwekcyjnego®, o czym byla mowa w p. 2.1.

Przyczyny powstania ruchéw konwekcyjnych moga by¢ rozne. Ruchy moga byc
spowodowane sitami dzialajacymi z zewnatrz na ptyn. Mowimy wtedy, ze ruch jest
wymuszony. Moga go powodowac sity grawitacyjnego wyporu, tzw. sity grawitacyjne;

*) Ruch plynu nie ma wplywu na wielko$¢ strumienia ciepla, gdy w danym osrodku gradient temperatury
na skutek tego ruchu nie zmienia si¢. Kierunek gradientu jest normalny do powierzchni izotermicznych. Jezeli
przyjmiemy taki kartezjanski uktad odniesienia xyz, ze kierunek x pokryje si¢ z kierunkiem grad i, to
0t/dy = 0t/oz = 0, gdyz plaszczyzna yz jest styczna do powierzchni izotermicznej. Jezeli rozpatrujemy przypa-
dek przekazywania ciepta w plynie, to w kierunku grad ¢ nie ma sktadowych predkosci ruchu konwekcyjnego,
tzn. ze w, = 0. Wtedy pochodna substancjalna Dt/dt = 0t/dt+(0t/0x)w, +(0t/0y)w,+(0t/0z)w., okreSlajaca
w danym punkcie zmiang temperatury w czasie, a wiec i grad #(t), rowna si¢ dt¢/0t. Jest to identyczna postac jak
dla przypadku braku ruchéw konwekcyjnych, gdy w, = w, = w, = 0. Ten przypadek przekazywania ciepta
traktujemy jako typowe przewodzenie ciepla w cialach statych.
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wtedy ruch nazywamy ruchem niewymuszonym lub grawitacyjnym. Sily grawitacyjne
wystepuja zawsze, gdy w plynie znajdujacym si¢ w polu grawitacyjnym istnieja obszary
o roznych gestosciach. Roznice gestosci moga wynika¢ z réznych rodzajow ptynow,
a w danym jednorodnym plynie moga by¢ wywolane réznicami temperatury.

Powstawanie ruchow powoduja rozne przyczyny. Niezaleznie od nich ruch
danego plynu zalezy od sytuacji geometrycznej i zakresu predkosci.

Juz w 1884 r. Reynolds — na podstawie obserwacji przeplywu w rurociagu
zabarwionej strugi — stwierdzil, ze gdy zostanie przekroczona pewna charaktery-
styczna dla danego rurociagu i plynu predkos¢, zwana predkoscia krytyczna,
rownoleglte dotychczas strugi pltynu zaburzaja sie. Wtedy zostaje przekroczona
krytyczna liczba Re,, = 2100.

W cieczach lepkich przejscie z ruchu laminarnego w ruch turbulentny nie
odbywa si¢ natychmiast po przekroczeniu Re,,, lecz po przekroczeniu pewnego
dodatkowego przedziatu, zwanego strefa przejsciowa. Dla gestych olejow dopiero po
przekroczeniu Ru = 10* mamy pewnos¢, ze przyptyw jest burzliwy. W cieczach
rzadkich, np. gdy $ciany przewodow sa przecigtnie szorstkie, przejScie z ruchu
uwarstwionego w ruch burzliwy zachodzi wowczas, gdy Re > 3000.

Wymienione tu przyczyny wyjasniaja, ze ruch plynu moze by¢ bardzo skom-
plikowany, tak ze nie zawsze jesteSmy w stanie opisa¢ go matematycznie w sposob
wystarczajacy. Jest to powodem, ze tylko nieliczne przypadki konwekcji sa rozwiaza-
ne analitycznie. Wigkszo$¢ rozwiazan jest oparta na modelowych badaniach
eksperymentalnych.

9.1. Warstewka przyscienna, temperatury obliczeniowe

Juz Prandtl zauwazyl, ze podczas przeptywu wewnatrz kanalow lub optywu
zewnetrznego przedmiotow przez plyny lepkie, tuz przy $cianie predkos¢ plynu
maleje 1 dochodzi w miejscu styku do zera. Zjawisko to wystepuje nawet wtedy, gdy
prawie w calej objetosci ruch jest turbulentny. Te warstwe ptynu, w ktorej predkosc
wyraznie maleje, nazywamy warstwa przyscienna. Zwie si¢ ona takze warstewka
graniczna lub warstewka Prandtla (patrz rys. 9.1 1 9.2).

a
A

-——L’

=G OO

T

Rys. 9.1. Tworzenie si¢ warstewki przysciennej: a — odcinek rozbiegowy
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S L

Rys. 9.2. Warstewka przyscienna: a — czg$¢
/ /// / 7 laminarna, b — czg$¢ przejsciowa, ¢ — rdzen

turbulentny

[~

Warstewka graniczna charakteryzuje si¢ tym, ze istnieja w niej tylko ruchy
laminarne. Jezeli powstaje ona podczas oplywania powierzchni izotermicznej, to
zachodzi w niej przewodzenie ciepta w Scistym znaczeniu. Dopiero poza nig ruchy
konwekcyjne maja wptyw na wielko$¢ przekazywanego strumienia ciepta 1 sa one
bardzo czesto dominujace.

Karman sugeruje, ze migdzy rdzeniem turbulentnym strugi a warstewka przy-
Scienna istnieje warstewka przejSciowa.

Scislejsze okreslenie grubosci warstewki przyéciennej

/] wymaga blizszych okreslen, ktore tutaj nie beda oma-
é C wiane.

C Pojecie warstewki granicznej pozwala w sposob

%4 jakosciowy omowi¢ wplyw pewnych parametroOw na

wielko§¢ wspolczynnika konwekeji o.

Na rysunku 9.3. symbolem ¢’ oznaczono temperature
na granicy zetknigcia warstwy przysciennej z pozo-
stalym plynem, nazywanym dalej rdzeniem strugi.

Jesli pominiemy przypuszczalny wplyw promienio-
wania podczas przekazywania ciepta od $cianki do

¢ plynu, to mozemy do konwekcji zastosowal prawo
Newtona
C 0 = Fa(9—1). ©.1)

Podczas optywania Sciany przez ciecze, ktore czesto
odznaczaja si¢ duza zdolnoscia pochlaniania promienio-
wania, a wigc 1 duza nieprzezroczystoscia, przejmowanie
(wnikanie) ciepla migdzy Sciana a ptynem odbywa si¢
w zasadzie przez konwekcje. Jezeli sciang oplywa gaz, to przejmowanie ciepla
najczesciej nastepuje przez konwekcje 1 promieniowanie lacznie.

Strumien ciepla przekazany konwekcyjnie migdzy $ciang a ptynem jest przewo-
dzony przez warstewke graniczna. Jesli optywana powierzchnia jest izotermiczna lub
zblizona do izotermicznej na tyle, abysmy mogli przyjac, ze gradient temperatury jest
normalny do $ciany, to zgodnie z rownaniami okreslajacymi przewodzenie przez
Sciang plaska mozemy napisac:

AAANARNARRNRRNNY

\
LN

Rys. 9.3. Rozktad tempera-
tury w plynie stykajacym sig
ze Sciana

R
0=F5(8-1). 9.2)



131

Z pordéwnania (9.1) z (9.2) otrzymamy:
A (9=t

T (90

Wspolczynnik konwekcji o, jest wprost proporcjonalny do przewodnosci cieplnej
ptynu, a odwrotnie proporcjonalny do grubosci warstewki przysciennej. Wspolczyn-
nik proporcjonalnosci, wyrazony stosunkiem roznic temperatur, zalezy od intensyw-
nosci ruchow konwekcyjnych. Ze wzrostem predkosci zwigksza sie¢ warto$¢ tego
wspOlczynnika, zmniejsza si¢ natomiast grubos¢ warstewki granicznej. Temperatura
wplywa na lepkos¢ 1 przewodnos¢ plynu, przy czym dla cieczy 1 gazow zawsze
stosunek 4/l ro$nie z temperatura.

Rownanie (9.3) uzasadnia wigc, ze zwigkszenie si¢ predkosci plynu i1 jego
temperatury powoduje zwigkszenie si¢ wartosci konwekcyjnego wspoiczynnika
przejmowania ciepla. Orientacyjne wartosci tego wspolczynnika podano w tab. 4.1.

W rozdziale po$wigconym konwekcji przez symbol o rozumie si¢ wspolezynnik
konwekcji a,.

Z dotychczasowych rozwiazan wynika, ze wspolczynnik konwekcji zalezy migedzy
innymi od wspolczynnika /4 1 grubosci warstewki granicznej. Ta z kolei jest
uwarunkowana nie tylko predkoscia, ale 1 lepkoscia plynu 7. Wspolczynnik
przewodzenia zalezy od gestosci p. Na wielkos¢ o ma wplyw takze cieplo whasciwe
plynu ¢, i inne wielkosci.

Wymienione tu parametry: 4, p, 1, ¢, itd. zaleza od temperatury, jest wigc istotne,
dla jakiej temperatury nalezy je przyjmowac. W zasadzie parametry niezbedne do
okresSlenia o przyjmuje si¢ w zalezno$ci od potrzeb dla jednej z trzech temperatur
obliczeniowych (rys. 9.4):
dla sredniej temperatury plynu

: 9.3)

L+t

b= ”2 LS (9.4)
gdzie
t, — temperatura plynu na wlocie,
t, — temperatura plynu na wylocie;
dla $redniej temperatury S$ciany

9 = -9p+9k’ 9.5)

2

przy czym
3, — temperatura Sciany przy wlocie,
3, — temperatura $ciany przy wylocie;

dla $redniej temperatury warstwy przysciennej

_ tpl+‘93_

t, = E5 (9.6)
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Rys. 9.4. Temperatury czynnika, Sciany i warstwy przysciennej

Ilekro¢ w nastgpnych rozdzialach mowi sig, ze parametr zalezy od temperatury,
np. #, 1 jest oznaczony dodatkowym symbolem np. #, lub #,,, to znaczy, ze parametr
ten jest przyjety lub liczony odpowiednio dla $redniej temperatury $ciany lub
warstwy przysciennej. Brak dodatkowego oznaczenia wskazuje, ze parametr jest
przyjety dla sredniej temperatury plynu.

9.2. Uogolnione rownania i podzial konwekcji

Poniewaz w przypadku konwekcji naszym gléwnym celem jest okreslenie jej
wspolczynnika, wigc jako liczby nieustalajacej uzyjemy liczby Nu. Uogodlnione
rOwnanie przyjmie wigc postac:

!
Nu = (D(Fo, Pe, Re, Gr [-1> 9.7

2

lub

Nu = <P<Fo, Re, Gr, Pr %) (9.8)
2

gdzie simpleks [,/l, ujmuje podobienstwo zasadniczych wymiardéw okreslajacych
ksztatt przedmiotdéw, jesli catkowite podobienstwo geometryczne nie musi by¢
zachowane. Jesli rozpatrujemy podobienstwo zjawisk w obszarach wyodregbnionych,
wystapia w rownaniu uogolnionym bezwymiarowe simpleksy polozenia x/I,, y/l,,
z/l,, w ktorych [, jest umownym wymiarem odniesienia.

Gdy mamy do czynienia z ustalonym przekazywaniem ciepta, w uogolnionym
rownaniu nie uwzgledniamy liczby Fo, charakterystycznej dla przypadku nieustalo-
nego 1 upraszczamy roéwnanie:

Nu = (I><Re, Gr, Pr, 5—1> (9.9)

2
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Dla ruchu tylko wymuszonego lub tylko grawitacyjnego réwnanie uogdlnione
przyjmie postac:
dla ruchu wymuszonego

Nu = @(Re, Pr, ;—1>, (9.10)
2

dla ruchu grawitacyjnego
[
Nu = cD(Gr, Pr, l—‘> (9.11)
2

Jezeli rozpatrujemy przypadek ustalonej konwekcji ptyndw o statej liczbie Pr, np.
rownoatomowych gazow, to dla ruchu wymuszonego

Nu = rp(Re, 5—‘> (9.12)
2

i dla ruchu niewymuszonego

Nu = (D(Gr, 5—1> (9.13)
2

Wymienione rownania uogoélnione mozna wyrazi¢ za pomoca innych liczb znamien-
nych i simpleksoéw, co nieraz bedzie czynione podczas szczegoltowego omawiania
dziatow konwekcji.

Schematyczny podzial konwekcji na dzialy

Konwekcja
o ruchu wymuszonym o ruchu niewymuszonym o ruchu
/ \ (grawitacyjnym) mieszanym
. ., / / \ N
burzli-  przejs- uwarst- konwek- splyw skrap-  wrze-
wym ciowym wionym  cja na-  grawi- lanie nie
(turbu- (lami- turalna  tacyj-
lentnym) narnym) ny

Juz z przytoczonych wzoréw uogolnionych wynika, ze ze wzgledu na skom-
plikowany przebieg konwekcji, podczas szczegdtowego omawiania i eksperymen-
towania konwekcje nalezy podzieli¢ na dziatly. Kryterium podzialu stanowi za-
chowanie si¢ pola temperatury i rodzaj ruchu plynu (patrz schemat).
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9.3. Konwekcja o wymuszonym ruchu burzliwym

Z rozwazan nie przytoczonych tutaj wynika, ze w konwekcji wymuszonej o ruchu
burzliwym wspolczynnik o zalezy od $rednicy d kanatu®), predko$ci w przeptywu,
gestosci p, wspotczynnika lepkosci dynamicznej pltynu 7, ciepta wlaSciwego ¢,
i wspolczynnika przewodzenia ciepta plynu A. Zaleznos¢ ogoélna ma postac:

o= fld, w, p, 1, c,, A). (9.14)

Zgodnie z (8.47) zaleznos¢ t¢ mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu pote-
gowego

a = Cd"wWplc, imn*. (9.15)

Rownanie ma by¢ homogeniczne, wigc wymiary musza spelnia¢ zalezno$¢

kg m ['[ kg [ kg [F[ m* |'[kgm |"
$K [m]h[;} [F} [m_s s2-K ||s*K ©.16)

wyrazona w jednostkach podstawowych**).
Do stosowanych jednostek podstawowych (tab. 9.1) mozna ulozy¢ rownania
wykladnikow potggowych

dla kg 1 =j+k+n,

dla s —3=—i—k—2l—3n, 9.17)
dla K —1=—1-—n,

dla m 0=h+i—3j—k+2l+n.

Rownania uktadu (9.17) sa niezalezne. Liczba jednostek podstawowych r = 4. Liczba
wystepujacych w rownaniu (9.14) wielkosci wymiarowych n = 7. Liczba modutow
bezwymiarowych opisujacych rozwazane zjawisko wynosi 7—4 =3 (moduly te
znajdujemy w podany dalej sposob).

*) JeSli przeplyw odbywa si¢ w kanale o przekroju poprzecznym, innym niz kolowy, za srednice
przyjmuje si¢ Srednice hydrauliczng

d=d,=4F)o,
gdzie
F — pole przekroju poprzecznego kanatu,
o — obwod zwilzony.

**) Analize wymiarowa mozna przeprowadzi¢ takze za pomoca jednostki ciepla J (dzul), ktora
traktuje si¢ jako pomocnicza jednostk¢ w systemie jednostek podstawowych.
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Tabela 9.1. Zestawienie jednostek wybranych wielkosci termodynamicznych

Wymiar Wymiar
Lp. Wielkos¢ Symbol w jednostkach | w jednostkach
technicznych | podstawowych
1 Cieplo, praca, energia O, L E J (dzul) kg-m?/s?
2 | Strumien ciepta, moc 0, N W (wat) kg-m?/s3
3 | Wspolczynnik przejmo- 5 5
wania ciepta @ W™K kg/m®-K
4 | Wspolczynnik przewo- 3
dzenia ciepla 4 Wim-K kgm/s®- K
Ciepto wilasciwe ¢, J/kg K m?/s?-K
Sita K N (niuton) kg -m/s?
7 | Cisnienie P Pa = N/m? kg/m-s?
(paskal)
8 | Wspolczynnik lepkosci |
dynamicznej n kg/m s kg/m:s
9 | Wspolczynnik lepkosci 5 5
v m-/s m~/s

kinetycznej

Przedstawiony uklad czterech rownan o sze$ciu niewiadomych wyktadnikach
potegowych mozemy sprowadzi¢ do ukladu réwnan, w ktorych niewiadome wyraza
si¢ za pomoca 6 —4 = 2 wybranych wyktadnikéw, np. przez n oraz i. Po wykonaniu
otrzymamy

h=i—1, j=i, k=1—i—n, I=1-—n. (9.18)
Jezeli otrzymany wynik wstawimy do (9.15), rownanie przyjmie postac:
x = Cdtwiptyl—Frel=nJn, (9.19)

p

W réwnaniu tym wielkosci mozna zgrupowaé w zespoly bezwymiarowe

ad _(wpd\ (nc,\' ™"
i_C<n ><;t : (9.20)

przy czym od/Ai = Nu; wpd/n = Re; nc,/A = Pr. Ogolna zalezno$¢ (9.11) mozna
wigc zapisa¢ w postaci roOwnania modulowego

Nu = C Re? Pr®, 9.21)

Wzor ten jest uogdlnionym rownaniem dla konwekcji wymuszonej o ruchu
burzliwym.
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Wspolczynniki C, A, B wyznacza si¢ eksperymentalnie dla danej sytuacji
geometrycznej i ksztattu przedmiotow. Podano je w tab. 9.2.

Tabela 9.2. Wspoélczynniki C, A, B do wzoru (9.21) wedlug Hoblera

Lp. Przypadek C A B Uwagi
1 Przeplyw w rurze
— mala lepko$¢ czynnika 0,023 0,8 0,4 Re > 2100
(rys. 9.5)
2 Przeptyw w rurze n \%14 (Sieder 1 Tate)
— duza lepkos¢ czynnika 0,027 <—> 0,8 0,33 | n, lepkos$¢ przy tempera-
n > 2n wody s turze Sciany Re > 10 000
3 | Bluepiyw prostopady 0.26 0.6 03 Re > 1000
do rury pojedynczej
4 | Przeplyw prostopadly (Colburn)
do 10 rzedow rur 0,33 0,6 0,33 Re > 2000 Obliczone na
ustawionych szachowo predkos¢ miedzy rurkami
5 Przeptyw prostopadtl . .
do l%yrzqzc[l)(')w ot 0,26 0,6 0,33 | Obliczone na predkosc
ustawionych korytarzowo migdzy rurkami
6 Przeplyw prostopadty (Davis)
do drutu 0,86 0,43 03 Re = 0,1-200
600
Nu 500 _POWIETRZE o’
Ae*
40 a Carrier 7/ =
® Nussel . »
300 v Rietschel d
x Roys and Campbell
20 v Josse o4 <
A4 Fobinson *
# Guchmann ot
e Colbum and Coghian
INNE_GAZY 8
100 e Nusselt CO, b A
80 + Nusselt gaz swietlny T—g \
P
60 >
50
40 P,
I's
30 o
o
2 °
¢
A
156
10 |
2 3 4 56 810 2 L5 s 10° 2 3 4

Re

Rys. 9.5. Przeptyw gazoéw o liczbie Pr = 0,74 (dwuatomowych) wewnatrz rury (wedlug Mc Adamsa):
linia A-A spetnia rownanie Nu = 0,023 Re®® Pro#
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Wzor (9.21) mozna przedstawi¢c w uktadzie podwojnie logarytmicznym jako
prosta lub zbior prostych réwnoleglych. Po zlogarytmowaniu (9.21) otrzymamy:

lgNu =1gC+AlgRe+BlgPr. 9.22)

Jesli jedna ze zmiennych liczb Re lub Pr potraktujemy jako staly lub parametr, to
(9,22) w ukladzie podwdjnie logarytmicznym przedstawia roOwnanie linii prostej lub
zbior linii rownolegtych.

Po zlogarytmowaniu (9,21) otrzymamy

lgNu =1lgD+ AlgRe, (9.23)
gdy Pr jest stale lub jest parametrem oraz
lgNu =1gH+ BlgPr, (9.24)

gdy Re jest stale lub jest parametrem.

igNu lgNu

o%\

Re2
Rel ¢
Ret
L T
=) o
=
’ lgRe IgPr

Rys. 9.6. Graficzne przedstawienie réwnan (9.23) i (9.24)

Rownania (9.23) 1 (9.24) przedstawiono na rys. 9.6.

Jezeli wzor jest stosowany w szerokim przedziale zmiennej niezaleznej (np. liczby
Re, rys. 9.7), to wyniki doswiadczen nie zawsze uzasadniaja liniowy przebieg
zaleznosci uogolnionej w uktadzie podwdjnie logarytmicznym, zwlaszcza wtedy, gdy
zmienno$¢ Re jest w takim zakresie, ze wychodzimy z obszaru o ruchu burzliwym do
przejsciowego lub laminarnego. Wyniki dos$wiadczen przedstawia si¢ niekiedy za
pomoca nieliniowe]j zaleznosci typu

Nu = (C'+ C Re*)Pr?. (9.25)
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Dla niektorych przebadanych przypadkéw w tab. 9.3 podano wartosci wspol-
czynnikow C', C, A i B.

Tabela 9.3. Wspotczynniki C', C, A, B do wzoru (9.25)

Lp. Przeptyw C (& A B Uwagi

L. | Praeplyw prostopadly 0,35 0,47 0,52 03 | Re=0,1-1000
do rury pojedynczej

2 | Przeptyw prostopadty do Re = 0,1-2000,
peku rurek (10 rzedow) 0,437 0,587 0,52 0,3 obliczone na predkosci
ustawionych szachowo miedzy rurkami

3 Przeptyw prostopadty Re = 0,1 — 2000,
do rurek, W szeregu 0.35 047 0.52 03 ot?llczone na pfgdkosc
(10 rzedow) ustawionych miedzy rurkami
korytarzowo

Uwaga. Parametry przyjmowac dla temperatury warstwy przysSciennej

Podczas oplywania peczkow rur wielkos¢ wspolczynnika konwekcji zalezy
miedzy innymi od tak zwanego rownoleglego i szachowego ich ustawienia. Wida¢ to
w réznych wspoélczynnikach podanych w tab. 9.2 (poz. 4 i 5). Podano tam wzor
Colburna, w ktorym nie uwzglednia si¢ podziatki ustawienia rur. Sa tez inne wzory
(Grimson) do tego przypadku uwzgledniajace podziatke (rys. 9.8). Wizualizacje tego
przeplywu pokazano na rys. 9.9.

Gdy naptyw czynnika na rurke nie zachodzi pod katem prostym do osi rury,
wtedy nalezy stosowac poprawke ¢, zalezna od kata ¢ padania strugi. Podobnie jest
dla naplywu na pegk rur (rys. 9.10a i b):

o, = 0y &, (9.26)
przy czym
o, — wspolczynnik konwekcji przy kacie padania ¢,
o, — wspolczynnik konwekcji dla naptywu prostopadiego.

Jezeli przeptyw czynnika w kanale ujmuje wlot do tego kanatu, a stosunek
dlugosci do srednicy L/d < 60, nalezy uwzgledni¢ poprawke wynikajaca z istnienia
strefy rozbiegowe;j.

Strefe te przedstawiono na rys. 9.1. Na wlocie warstewka graniczna jest ciensza
(tworzy si¢) 1 wspolczynnik konwekcji jest tam wigkszy. Gdy sa krotkie odcinki
rurociggow, wplyw odcinka rozbiegowego na $rednia wartosc¢ jest szczegolnie duzy.
Podobnie jest podczas oplywu Scian.

Jezeli przez o, oznaczymy wspotczynnik konwekeji dla przepltywu ustabilizowa-
nego (poza odcinkiem rozbiegowym), to srednia warto$¢ wspolczynnika o z uwzgled-
nieniem odcinka rozbiegowego obliczymy ze wzoru

o = 0, €r, (9.27)
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Rys. 9.7. Oplyw poprzeczny pojedynczego walca (wedlug Mc Adamsa):

linia B-B dla cieczy wedtug formuly Davisa (tab. 9.2, poz. 6), linia A-A4 dla gazow
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Rys. 9.8. Ukiad peku rur: a — rownolegly — korytarzowy,

b — przestawny — szachowy

przy czym ¢, jest poprawka obliczona ze wzoru opracowanego przez Boeltera,

Younga i Iversena dla L/d > 5,

d
& = 1+FZ7

gdy d jest wewnetrzna Srednica rury, a L jej dlugoscia.

(9.28)
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Rys. 9.9. Przeplyw prostopadly przez peczki rur (wedlug H.T. Thoma):
a — uklad rownolegly — korytarzowy, b — uklad przestawny — szachowy

]

Eyp
10 g o ,
N Ey
\\ \
08 N 08 N\

N 06 A
06 ~T %\r \
|
90° 70° 50° 30° " o Q00 00 300y

Rys. 9.10. Wspolczynnik ¢, poprawkowy dla naplywu ptynu
pod innym katem niz 90° do osi rury:
a — dla rury pojedynczej, b — dla pegku rur

Wspolczynnik F dla roznych ksztaltow wlotow nalezy przyjac z tab. 9.4,
sporzadzonej na podstawie wynikéw badan wymienionych autorow.

Jeszke podaje wzor okreslajacy przeptyw plyndw przez wezownice o promieniu
zagigcia R 1 $rednicy wewnetrznej d = 2r:

oy = a,,,<1 +3,54 %) (9.29)
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przy czym Tabela 9.4. Wspotczynnik F
ar — wspolczynnik konwekcji dla wezownicy, do wzoru (9.28)
%, — wspOlczynnik konwekcji dla rury prostej. L/0e>5
Zwiekszenie burzliwosci strumienia zakrzy- ezttt wioh F
wieniem kanalu powoduje wzrost o.
-
9.3.1. Oplyw powierzchni zebrowanych ::] - 1'2
wbl\‘
Dla optywu przez plyny powierzchni zebro- _ ~3
wanych zebrami prostymi i okragtymi, Norris __wlot~g
i Spofford ustalili wzor uogolniony, ktory moz- 14
na zapisa¢ w postaci: —
P i ) ¥ ~ 5
Nu = Re®?-Pr%33 (9.30)
gdzie s ___H ~ 7
Nu = aZ /i — zastgpcza liczba Nusselta, —
~ p Ee e T |
Z; — zastepczy wymiar liniowy, ) -— ~ 16
Re=gZ,/n — zast@Pczg liczbg Reyno}dsg, -
w ktorej gestos¢ ¢ strumienia —, e e 7

substancji jest liczona w prze-
kroju najwezszym,
Pr=c¢,n,/4 — liczba Prandtla liczona dla sredniej temperatury® plynu.
Wzor zostal przebadany w zakresie Re = 260-12000 dla zeber o dobrym
kontakcie metalicznym z rura, na ktorej sa one osadzone, np. przez ocynkowanie.
Omowienia wymaga zastgpczy wymiar liniowy Z,. W zebrach prostych jest on
rowny podwojnej drodze wzdluznego optywu zebra

z,=2L, (9.31)

w zebrach okraglych jest rowny podwojnej drodze optywu zastgpczego zebra
prostego o tej samej powierzchni, przekroju poprzecznym i wysokosci, jakie ma
zebro okragle. Wynika z tego zaleznos$¢ (rys. 9.11).

F,
Z,=2 /; : (9.32)

W pracy Kaysa i Londona przytoczono wiele wykresow opracowanych dla
peczkow rur zebrowanych wysokimi zebrami $rubowymi 1 zeber plytowych. Wy-
kresy te przedstawiaja uogoélniona zaleznos¢

*) Hobler podaje, ze « nalezy liczy¢ dla sredniej temperatury t,, warstwy przyscienne;.
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Podziatka
Rys. 9.11. Zebra: a — proste, b — okragle
St Pr?/® = f(Re), (9.33)
przy czym
St = a/gc, — liczba Stantona,
Re = gd,/n — liczba Reynoldsa,
g — gesto$¢ strumienia substancji w najwezszym przekroju peczka,
d, =4L(F,/F.) — zastgpcza $rednica hydrauliczna peczka,
¢, — cieplo wlasciwe,
F. — pole powierzchni ozebrowania peczka,
F,, — minimalne pole powierzchni przekroju wolnego,
L — dlugos$¢ peczka mierzona w kierunku przeptywu (rowna iloczynowi [ po-
dzialki 1 liczby n rzedow),
F, — pole przekroju kanalhu,
F, — pole przekroju pgczka rur (poprzecznego),
F. — minimalna powierzchnia wolnego przekroju przeplywu,
F — powierzchnia wymiennika.

W tabeli 9.5 podano charakterystyke peczkow z rur zebrowanych zebrami
Srubowymi, a w tab. 9.6 1 9.7 charakterystyki powierzchni ptytowych z zebrami
gtadkimi. Dla wymienionych typoéw powierzchni zebrowanych na wykresach od 9.12
do 9.20 przedstawiono zaleznosci (9.33) w szczegOlowej postaci.

9.3.2. Oplyw roznych profili

Podczas optywu przez pltyn powierzchni walcowej, np. o przekroju kolowym,
wspolczynnik konwekcji nie jest staly na calym obwodzie przekroju, lecz zalezy od
potozenia rozwazanego punktu. Na rysunkach 9.21 1 9.22 przedstawiono w uktadzie



Tabela 9.5. Charakterystyka geometryczna peczkdéw rur z zebrami $rubowymi
w ukladzie szachownicowym
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Umowne oznaczenia peczka, jednostki A B C
Srednica zewnetrzna rurek D, mm 9,65 9,65 10,67
Srednica zewnetrzna Zzeber D., mm 234 234 21,9
Podziatka w kierunku poprzecznym D,, mm 24,77 24,77 24,77
Podzialka w kierunku wzdluznym S,, mm 20,38 20,38 20,38
Liczba zeber na odcinku rury dilugosci 1 m n, szt. | 289 343,3 3433
Srednica hydrauliczna® d, = 4r,, mm 4,75 3,93 442
Grubos$¢ zeber s, mm 0,457 0,457 0,483
Wzgledny swobodny przekroj peczka FyF,, 0,538 0,524 0,494
Powierzchnia odniesiona do jednostki objetosci peczka  F./V, m?/m?| 4593 534,8 446.9
Stosunek powierzchni zeber do catkowitej powierzchni
zewnetrznej F./F - 0,892 0910 0,876
Tabela 9.6. Charakterystyka geometryczna zeber plytowych gladkich
Umowne oznaczenia pegczka, jednostki D E
Uktad rurek w peczki w szachownicg
Typ ozebrowania gladkie
Srednica zewnetrzna rurek D, mm 10,2 17,2
Liczba zeber na odcinku rury diugosci 1 m n, szt. 315 305
Srednica hydrauliczna d, = 4r,, mm 3,64 3,87
Grubos¢ zebra S, mm 0,33 0,41
Wzgledny swobodny przekrdj peczka F/Es — 0,534 0,497
Powierzchnia odniesienia do jednostki objetosci peczka F./V,  m?*/m? 585 515
Stosunek powierzchni zeber do catkowitej powierzchni
zewnetrznej F./[F — 0,839 0,905
Tabela 9.7. Charakterystyka geometryczna powierzchni ptaskich z zebrami gladkimi
Umowne oznaczenia powierzchni, jednostki F G H J
Odleglos¢ miedzy plytami h, mm 6,35 12,20 10,60 6,35
Liczba zeber na 1 m szerokosci pakietu n, szt. 4370 4374 593,7 7819
Srednica hydrauliczna d, = 4r,, mm 3,08 3,52 2,67 1,857
Grubos¢ zeber s, mm 0,152 0,203 0,152 0,152
Dlugos¢ zebra mierzona w kierunku
przeplywu czynnika L, mm 63,50 | 203,20 173,74 63,75
Powierzchnia odniesiona do jednostki
objeto$ci miedzy plytami F.)V, m?/m?|1204,05 |1023,60 |135825 |1840,53
Stosunek powierzchni zeber do catkowitej
powierzchni wymiany ciepla F,|F, — 0,756 0,854 0,870 0,849

* 4r,/L = 4F /F =d,/L,
gdzie
4r, =d, — srednica hydrauliczna,
L — dlugo$¢ powierzchni wymiennika.
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Nu=i300 S0

Rys. 9.21. Zalezno$¢ lokalnej wartosci Nu = f(Re) od kata na obwodzie

— duza predkos¢ optywu
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Rys. 9.22. Zalezno$¢ lokalnej wartosci Nu = f(Re) od kata na obwodzie

— mata predko$¢ optywu
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biegunowym zalezno$¢ lokalnej liczby Nu od kata okreslajacego potozenie punktu
dla réznych liczb Re. Wynika z niej, ze gdy jest mniejsza Re, a wigc i predkosci,
najwigksza wartos¢ « znajduje si¢ w miejscu czotowego (rys. 9.21) naptywu na
powierzchni¢ walcowa. Gdy predkosci sa wigksze, powstajace za oplywanym
walcem, wiry powoduja wzrost o po stronie przeciwnej niz miejsce czotowego
naptywu (patrz rys. 9.22).

We wzorach obliczeniowych podaje si¢ warto$¢ $rednia na catym obwodzie.

Badania optywu poprzecznego pojedynczych rur i réznych profili prowadzili
Reiher 1 Hilpert. Wyniki tych badan zostaly ujete w postaci wzoru uogdlnionego

Nu = C-Re". (9.34)
W tabeli 9.8 podano wartosci dla optywu pojedynczej rury gazami lub ciecza.

Tabela 9.8. Stale C i n do wzoru (9.34) dla oplywu pojedynczej rury

(rys. 9.23)
c
Re n
gazy ciecze

1-4 0,33 0,891 0979 - pr'3
4-40 0,385 0,821 0911 - pri3
40-4000 0,466 0,615 0,683 - pri/3
4000-40 000 0,618 0,174 0,193 - pr'3
40 000—-250 000 0,805 0,0239 0,0266- Pr'/3

Rys. 9.23. Oplyw rury pojedynczej (Prandtl-Tietjens)

W tabeli 9.9 podano wartosci C i n dla oplywu przez powietrze rdznych
pojedynczych profili oraz zakres stosowalnosci wzoru (9.34).



Tabela 9.9. Stale C i n do wzoru (9.34) dla optywu pojedynczych profili powietrzem
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Profil Zakres Re (& n Uwagi
— O 5000100 000 0,222 0,588 Hilpert
— () 2500-15 000 0,224 0,612 Reiher
— <:> 5000100 000 0,138 0,638 Hilpert
—> O 5000—19 500 0,144 0,638 Hilpert
— 5000100 000 0,092 0,675 Hilpert
=
—> 400015 000 0,205 0,731 Reiher
—> 19 500100 000 0,053 0,782 Hilpert
v
h
—> 300015 000 0,083 0,804 Reiher
bcnses?

9.3.3. Wzory uproszczone

Ze wzgledu na nieskomplikowana budowe wzory uproszczone sa chetnie
uzywane mimo ograniczenia zakresu stosowalnosci. Jesli stosowanie uogolnionego
wzoru dla przeplywu pltynu wewnatrz rurociagu Nu = C Re” Pr® ograniczy¢ do
gazow, dla ktorych mozna przyjac statos¢ liczby Pr, to ulegnie on uproszczeniu

1 przyjmie postac

Re = C’'Re“.

(9.35)
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Poniewaz Pr = c,n/, wigc

_ P

p

n (9.36)

Jezeli to rownanie zastosujemy do obliczenia Re we wzorze (9.35), otrzymamy

. A . A
Nu = C’<gdc”> = const(ijc”> . (9.36)

Pri

Wyrazenie w pdc,/4 jest bezwymiarowe 1 zwie si¢ liczba Pecleta

Nu = const - Pe“, (9.37)
czyli
oud wpdc, \*
— = t L. 9.38
7 cons ( ] > (9.38)

Dla gazéw mozna przyja¢ uproszczenie:

WP = W0, (9.39)
przy czym
w, =w(T,/T) — predko$¢ zredukowana na warunki normalne,
T — temperatura gazu,
p, — gestos¢ gazu w warunkach normalnych.
Jezeli (9.39) wstawimy do (9.38) i przeksztalcimy, to otrzymamy:

a = const A' " (p,c ) wid A (9.40)

Po uzgodnieniu (9.40) z wynikami doswiadczen roznych badaczy Schack za-
proponowal réwnanie:

Wg.75

o =243(p,c,) 771923 yUELR

W/m?-K. (9.41)

Poniewaz dla danego gazu o stalym cisnieniu ¢, 1 4 sa funkcja tylko temperatury,
a p, = const, (9.41) mozna zapisa¢ w postaci

W0,75

«= ¢ 75 (9.42)

przy czym ¢ = ¢(t). Wartos¢ liczbowa tego wspolczynnika dla réznych gazow
podano w tab. 9.10.
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Tabela 9.10. Warto$¢ funkcji ¢ do wzoru (9.42) dla gazow
o ci$nieniu 0,1 MPa, przeptywajacych wewnatrz rur

Czynnik @ Czynnik 1]
t
Powiet 4,13+0,195 — CH 4,84 105—
owietrze + 160 3 + 0
CO 0,335T C,H 495+1,73 —
2 e AR
t t
H, 6,33+0,34 100 Gaz koksowniczy 6,07+ 0,65 100
t t
H,O (ge 421+0,35— Spali 4,19+0,26 —
20 (ga2) 100 Py + 100
(CO, — 17,6%
H,O — 6,5%

Dla opltywu peczkow rur przez gazy Schack podaje inny wzoér

malnych,
— podziatka (patrz rys. 9.8),
» = ¢,(t) — wspolczynnik, ktory dla roznych gazéow podano w tab. 9.11.

Tabela 9.11. Wartos¢ wspotczynnika ¢, do wzoru (9.43)

Czynnik ®, Czynnik 0,
Powietrze 1,60%/T gaz koksowniczy 0,712 /T
Spaliny 1L728/T H, 2,083/T
Para 0356%/T
t

CcO 6,52+1,07 — CH 7,7140,161 —

100 N 100

Wzor (9.43) obowigzuje dla w,,,.d <0,2.

151

w061
—f9p s Wim? K (9.43)
w ktorym
f, — wspolczynnik zalezy od uktadu rur,
fo=107—0,65(s;/d)"*/(sy/d)* — dla ukladu korytarzowego, (9.44)
0,286
fa —0874+( )’ +0,84s,/d — dla ukladu szachowego, (9.45)
T

— predkos¢ w najwezszym przekroju zredukowana do warunkow nor-
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Dla cieczy przeplywajacej burzliwie wewnatrz kanatow Schack podaje wzor
o bardzo prostej postaci:
o=@, w8, W/m?K, (9.46)

w ktorym ¢, nalezy obliczy¢ dla s$redniej temperatury ptynu z zaleznosci poda-
nych w tab. 9.12 dla réznych pltynow.

Tabela 9.12. Wspolczynnik ¢, do wzoru (9.46)

Czynnik ®,
Woda 3372(1+0,014 1)
Olej lekki 350(1+0,014 1)
Olej cigzki 170(1+0,014 1)

9.3.4. Przyklady obliczeniowe

W rurach o $rednicy wewnetrznej 50 mm plynie powietrze ze Srednia predkoscia 15 m/s, srednia
temperatura powietrza wynosi 100°C, cisnienie 0,1 MPa. Obliczy¢ wspolczynnik konwekcji o.

Dla powietrza o cisnieniu 1 MPa, temperaturze 100°C, z tab. 14.2 wynika: 1 = 0,0311 W/m"K,
9 =23,3-10"° m?/s, Pr = 0,708. Po sprawdzeniu liczby Re otrzymujemy
wd  15-0,050

Re = —

= W = 32200 > Rck,.
v 3,3

Przeptyw jest burzliwy i wymuszony (co wynika ze znacznej predkosci przeplywu), obowiazuje
wiec wzor
Nu = CRe“Pr®.

Z tabeli 9.2 otrzymujemy
C =0,023; A=08; B =04,
Nu = 0,023 -32 200°-%-0,708%* = 80,91.

Wspolczynnik o wynosi
~ Nuz  8091-0,0311

= =52 W/m? K.
=T 0,050 f
Obliczenie za pomoca uproszczonego wzoru Schacka
w0,75
gi=Q 4025

Z tabeli 9.10 dla powietrza otrzymujemy

¢ 100
— 41340195 — = 4,13+0,195 — = 4325,
& - 100 & 100

2732 273,2
w,=Ww = =11 m/s,
2732+t 273,24 100
0,75
o = 4,325 =55 W/m-K.

0,050%-25
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9.4. Konwekcja o wymuszonym ruchu uwarstwionym

Jest to dzial konwekcji, ktoremu poswiecono stosunkowo najwiecej rozwazan
analitycznych dzigki uwarstwieniu strug. Zgodno$¢ z wynikami doswiadczen jest
jednak wystarczajaca tylko dla bardzo malej liczby Graetza Gz (dalej omowionej).
Dzieje si¢ tak, poniewaz mimo stosunkowo prostego ruchu ptynu wplyw zmiennosci
parametrow, zwlaszcza lepkosci, jest przy wigkszych predkosciach niepomijalny.
Gdy srednice kanatow sa wigksze, dochodzi dodatkowo wplyw sil grawitacyjnych,
powodujacy zaburzenie strug przeptywu laminarnego. Na ruch wymuszony na-
ktadaja si¢ elementy ruchu swobodnego.

Na wlocie do kanalu powstaje odcinek rozbiegowy (patrz rys. 9.25). Jezeli
przeplyw odbywa si¢ w kanale stosunkowo krotkim, to wplyw tego odcinka jest
szczegblnie duzy. Wplyw ten jest ujety stosunkiem d/L, okreslajacym smuktosé
przewodu (rys. 9.24 1 9.25).

Gdy lepkos$¢ jest niezmienna, profil predkosci w ru- 010
rociagu kotowym w ustalonym przeptywie laminarnym "
jest paraboidalny (patrz rys. 9.24). '

Jezeli uwzglednimy zmiane lepkosci wynikajaca ze 0100
zmian temperatury w poprzecznym przekroju strugi, to
zaleznie od tego, czy mamy do czynienia z grzaniem w
plynu (temperatura Scianki wyzsza od temperatury ply- 000
nu), czy chlodzeniem, profil predkosci w tym samym omo%
kanale ulegnie zmianom (rys. 9.24). ) '

0
Rys. 9.24. Profil predkosci podczas laminarnego przeplywu: I — gdy

lepkos¢ plynu jest stala, gdy lepkos¢ zalezy od temperatury: II —
podczas chiodzenia, I1II — podczas grzania

P

e ﬁ.:aozye Re —— ol

Rys. 9.25. Tworzenie si¢ profilu paraboidalnego u wlotu rury

Jezeli do wlotu rurociagu doplywa pltyn ze stala predkoscia, to w odcinku roz-
biegowym naste¢puje ustalenie profilu predkosci do paraboidalnego (patrz rys. 9.25),
gdy po ustaleniu profilu przeptyw odbywa si¢ z liczba Reynoldsa Re < Re,,.
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Zalezno$¢ ogodlna dla wymuszonego przeptywu pltynu w kanale, gdy ruch jest
laminarny, mozna przedstawi¢ w postaci:

o =f(G, ¢, A d, L). (9.47)
przy czym
G = (nd?*/4)j — strumien substancji,
g =wp — gestos¢ strumienia substancji,
¢, — cieplo whasciwe,
A — wspolczynnik przewodzenia ciepta plynu,
d — érednica kanatu,

I, — dlugos¢ kanatu.
Po zastosowaniu teorematu Buckinghama i analizy wymiarowej zaleznosc (9.47)
mozna przedstawi¢ w postaci uogélnionej

4 a
Nu = const (; Gz) - (9.48)

gdzie Gz = Gch/aL jest liczba Graetza, charakterystyczna dla wymuszonego prze-
plywu laminarnego.

Wyrazenie (4/n)Gz mozna przedstawi¢ w postaci

4 . 4Ge, dgc,

e T 1)

4 N CAYEEAYE AN d
;GZ_<)1></1><L —RePrL (9.50)

Uogolniona zaleznos$¢ (9.48) mozna takze zapisa¢ w postaci

(9.49)

i dalej

d a
Nu = const Re“Pr“(Z) . (9.51)
Wszystkie omowione wczesniej przyczyny powoduja, ze dla wymuszonego
laminarnego przeplywu ptynu w rurociagu stosuje si¢ rozne wzory, zaleznie od tzw.
zakresu laminarnosci okreslonego wielkoscia liczby Graetza lub wyrazeniem do niej
proporcjonalnym [6], a wynikajacym z rownosci
4 d
— Gz =RePr—
i L
Na rysunku 9.26 przedstawiono linia ciagla zaleznos¢ liczby Nu od Gz. Gdy

iGz: RePri<4,5,
T L
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Rys. 9.26. Nu = f(Gz) dla wymuszonego przeptywu laminarnego

linia ta dazy do teoretycznej zaleznosci (linia A—E na rys. 9.26), okres$lonej row-
naniem

4
Nu = 0,5 (— Gz) = 0,5RePr ﬁ (9.52)
i L

Gdy (4/n)Gz = RePrd/L > 13, zalezno$¢ jest okreslona réwnaniem doswiad-
czalnym

4 1/3 d 1/3
Nu = ],62(; Gz> = 1,62Re”3Pr”3<z) (9.53)

(linia B na rys. 9.26).

W rownaniu (9.53) nie sa uwzglednione zmiany liczby Nu w zaleznosci od grza-
nia lub chlodzenia. ktore — jak wynika z przeprowadzonych pomiaréw (patrz
rys. 9.26) — sa jednak niepomijalne. Z tego wzgledu dla danego zakresu laminarno-
$ci (RePrd/L > 13) Sieder i Tate przeprowadzili korelacje wynikow doswiadczen
roznych badaczy, ustalajac powszechnie stosowany wzor

n 0,14
Nu = 1,86(;) Gz!5, (9.54)

w ktorym wplyw grzania lub chlodzenia ujmuje stosunek lepkosci (n/n,)%'*.
Wz6r mozna zapisa¢ w postaci:

n 0,14 d\1/3
Nu = 1,86(—) Re”3Pr”3<~> (9.55)
s L
przy czym
n — wspolczynnik lepkosci liczony dla s$redniej temperatury ptynu,

n, — wspolczynnik lepkosci liczony dla $redniej temperatury $ciany.
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Wplyw sit wyporu, czyli konwekcji swobodnej, na wielko$¢ wspolczynnika
konwekcji podczas wymuszonego przeplywu laminarnego przez poziomy kanat,
okresla si¢ wzorem przytoczonym przez Michiejewa

0.25
Nu = 0,17 Re®?3 Pr%43 Gr°‘1<§—r> , (9.56)

I

w ktorym wplyw konwekcji naturalnej wyraza liczba znamienna Grasshoffa Gr,
charakterystyczna dla tej konwekcji

ATd}p?
Gr = #P4Tdip”
n
Pr, — liczba Prandtla liczona dla $redniej temperatury Sciany,
Pr — liczba Prandtla liczona dla $redniej temperatury plynu,

AT — S$rednia roznica temperatury Sciany i ptynu (liczona jako $rednia arytme-
tyczna na wlocie 1 wylocie),
d, — S$rednica hydrauliczna przewodu.
Roéwnanie (9.56) przedstawiono wykreslnie na rys. 9.27.

Nu-Pr %Py /pr, 9%

20 A
QOZHI?el iz
20
L
0 = :’:’/
5 o 11;
Tt AT A
A il
1 =T "‘/G&""‘(ﬁm 4%
L o1
Q5 ; —

290 510 17 2107 5102 10° 210° 5107 10 Re

Rys. 9.27. Konwekcja o ruchu laminarnym w kanale poziomym
(wedlug wzoru (9.56))

Wzor (9.56) ma charakter og6lny 1 jest stuszny dla r6znych ptynow i przekrojow
kanalow. Jest on opracowany dla kanatow dtugich, dla ktorych L/d > 50. Jezeli
kanatl jest krotszy, to wspolczynnik konwekceji wyliczony z (9.56) nalezy pomnozy¢
przez poprawke ¢, wzigta z tab. 9.13.
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Tabela 9.13. Mnoznik ¢, dla rurociagow krotkich

L/d 1 2 5 10 15 20 30 40 50

& 1,90 1,70 1,44 1,28 1,18 1,13 1,05 1,02 1

9.5. Konwekcja o wymuszonym ruchu przejSciowym

Przejsécie ptynow lepkich z ruchu laminarnego do turbulentnego lub odwrotnie
zachodzi w tak zwanej strefie przejsciowej. Plyn poruszajacy si¢ burzliwie w tej strefie
nie uwarstwia sie samoczynnie, a uwarstwiony nie zaburza. Zaburzenie ruchu
laminarnego w tej strefie nie powoduje samoczynnego powrotu do ruchu uwarst-
wionego.

W plynach gestych strefa przej$ciowa rozciaga si¢ w zakresie liczb Re = 2100-10%.

Na rysunku 9.28 przedstawiono zmiennos¢ liczby Nu w réznych zakresach ruchu
wymuszonego dla plynu o liczbie Pr =1 oraz n/n, = 1.

f I

Przeplyw _ |Stref Przeptyw -~
uwar stwiony |przeysch burzliwy
o wa
10
Z
10*

10!

10? 10° 2100 104 10° 0*
Re —»—

Rys. 9.28. Potozenie strefy przejéciowej na wykresie Nu = f(Re)

Proces przekazywania ciepla w strefie przejsciowej nie jest ustabilizowany 1 otrzy-
mane wyniki badan nie sa jednolite. Z tego wzgledu jako przyblizenie mozna polecic
w ukfadzie podwojnie logarytmicznym liniowa interpolacje liczby Nu. Interpolowac
nalezy miedzy wartosciami Nu obliczonymi dla Re = 2100 ze wzoru okreslajacego
przeplyw laminarny i dla Re = 10* w wypadku ruchu burzliwego.
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Zawronkow, Malusowa i Malafiejew dla przeptywu w kanalach cylindrycznych
podaja wzor:

Nu = 0,00069 - Pr9  Re*2*, (9.57)

sprawdzony w zakresie 200 < Re < 10*.

Hausen dla przeplywu w strefie przejsciowej w zakresie 2300 < Re < 10°
proponuje rownanie

d 2/3 0,14
Nu:0,116(Re2/t125)Pr”3[1+<z> ](3) ; (9.58)

Colburn opracowat dla przeptywu w strefie przejSciowej wykres, okreslajacy
funkcje (patrz rys. 9.29)

0,14
StPr2/3<}i> — f(Re), 9.59)
w ktorej St — liczba Stantona.

0005
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i /4
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e

Rys. 9.29. Wykres dla strefy przejsciowej (Colburn)

9.6. Konwekcja naturalna (swobodna)

W konwekcji naturalnej ruch jest spowodowany sitami grawitacyjnymi, czyli
sitami wyporu wynikajacymi z roznic gestosci ptynu znajdujacego si¢ w polu
grawitacyjnym.



Jezeli miedzy przedmiotem a otaczaja-
cym go plynem istnieje roznica temperatur,
to istnieje ona réwniez w samym plynie,
chocby tylko w warstwie granicznej. Roznica
ta przy statym ci$nieniu powoduje lokalne
zmiany gestosci, a te z kolei grawitacyjny
ruch plynu. W konwekcji naturalnej zacho-
dzi scisly zwiazek miedzy polem temperatury
i polem predkosci. Na rysunku 9.30 przed-
stawiono profil temperatury i predkosci
plynu podczas oplywania $ciany pionowe;j.

Dla danego plynu, zaleznie od roznicy
temperatur, wysokos$ci oplywanego przed-
miotu, a takze jego ksztattu, ruch moze
mie¢ charakter laminarny, przejsciowy lub
turbulentny. Z tego wzgledu konwekcje na-
turalna rozpatruje si¢ w trzech zakresach.

159

\
\

N

\
A
\
N\
A)
/ b \
N
\
\
A\
\|~~~_ _Temperatura __|
/ \\pl"edkaﬂ‘

5 0 15 20 25
Odstep od plity w mm —o

3 g

R

Temperatura w °C —e &

Fredkosc w mfs  —e R

Rys. 9.30. Temperatura i predkos$¢ plynu
przy plycie pionowej — ruch grawitacyjny

Za kryterium podziatu przyjmuje si¢ zwykle iloczyn GrPr.

Charakter ruchu jest niezwykle wazny
przysciennej, wpltywa bowiem na wielkos¢

w procesie tworzenia si¢ warstewki
wspolczynnika konwekciji.

Warstewke przyscieng mozna uwidoczni¢ na kliszy fotograficznej za pomoca
metody cieni lub metody interferencyjnej. Gdy stosuje si¢ metode interferencyjna,
sa uwidocznione takze powierzchnie izotermiczne. Na fotografiach (rys. 9.31 1 932)
pokazano obraz warstewki przysciennej wykonany obu metodami.

Rys. 9.31. Swobodny oplyw rury poziome;.
Prady uwidocznione metoda cieni (Schmidt)

Rys. 9.32. Swobodny oplyw rury poziome;.
Prady uwidocznione metodg interferencyjna.
Widoczny rozktad izoterm (Eckert, Sochengen)
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Podczas optywu wysokiej plyty (patrz rys. 9.33) mozna zaobserwowa¢ wszystkie
trzy rodzaje ruchu. Na skutek wzrostu predkosci, spowodowanego dtuzszym czasem
dziatania sily wyporu, ruch poczatkowo (u dotu) laminarny przechodzi na pewne;j
wysokosci w burzliwy. Wida¢ to takze na rys. 9.31; struga cieplego
plynu nad rura zaburza si¢ na pewnej wysokosci.

Wspotczynnik konwekcji naturalnej

a=f(4 n, ¢, AT, h, p, B, 9) (9.60)

w ogolnym ujeciu zalezy od wspotczynnika przewodzenia ciepla 4,
lepkosci n, ciepla wilasciwego c,, roznicy temperatur AT, wymiaru
h pionowego optywanego przedmiotu (dla rury poziomej h = d),
gestosci p, wspOlczynnika rozszerzalnosci objetosciowej f plynu™
i przy$pieszenia grawitacyjnego g.

Zaleznos$¢ ogolna mozna uja¢ w postaci modulowego roéwnania
uogolnionego o postaci

Nu = CGr*Pr*, (9.61)

w ktoérym
Nu = ah/A,
Gr = gBATh*p?/n>. ‘

Jezeli wprowadzimy [6] pojecie wspolczynnika

},’2 1/3
g = <2> ; (9.62)
gp

ktory ma wymiar w jednostkach dtugos$ci i spelnia role zastepczego
wymiaru poprzecznego strugi, co zostanie uzasadnione w p. 9.4.2.1, to

_(p4 T)h? (8. = v
Gr = TR vV P . (9.63)
We wzorze (9.63)
V =pAT

i spelnia warunki liczby kryterialne;.
Rownanie (9.61) mozna przeksztalcic do postaci:

ad,\ h AN\

Rys. 9.33. Oplyw $ciany pionowej. Prady uwidocznione metoda interferencyjna -

*) Wielu badaczy zaleca liczenie wspolczynnika rozszerzalnosci objetosciowej f gazow w sposob
przyblizony f =~ 1/T,1/K, gdzie T jest $rednia temperatura plynow wyrazona w K (dla gazow
doskonatych f = 1/273,2).
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Po wykorzystaniu pojecia zastepczej liczby Nusselta

3
Nu="2 o8 (9.64a)
(9.61) mozemy zapisa¢ za pomoca nastgpujacego wzoru uogédlnionego:
) ) 9" 1—3i
Nu=C V'Pr'(ﬁ) . (9.65)

Rownanie (9.65) jest zapisanym za pomoca innych liczb znamiennych rowna-
niem (9.61).

Warto$¢ wykladnika potegowego i dla réznych zakresow konwekcji podano
w tab. 9.14.

Tabela 9.14.% Wartos¢ wykladnika i do wzoru (9.61) 1 (9.65)

dla GrPr=VPr(%,/h) > =X <X, i<

e B

dla GrPr=VPr(%,/h) *=X =X, do X, =

R B

dla GrPr=VPr(3,/h) > =X > X, i=

(OSH

Uwaga. W konwekcji naturalnej parametry przyjmuje si¢ dla sredniej tem-
peratury t, warstwy przyscienne;.
Wartosci wspotczynnika C dla roznych zakresoéw konwekcji podano w tab. 9.15.

Tabela 9.15.%) Wartos¢ wspolczynnika C do wzorow (9.61) i (9.65) [6]

Zakresy stosowalnosci C dla wartosci
X = GrPr = VPr($,/h)3

Lp. Uklad p—
od X, |[dox,| ¢ [P Xy 11 ¢ Zrodto
2
1 Sciana pionowa, 10* 10° 0,59 > 10° 0,13 | Weise, Sandera,
cylinder pionowy 5-10% 2-107 0,54 | >2-107 Mc Adams, Michiejew
2 Rura pozioma, 103 10° 0,53 Eberle, Warmsler,
drut 10° 10° 0,47 Koch, Mc Adams,

> 10° 0,11 | Rice, Braun i Marco

3**)| Plyta pozioma, odda-
jaca ciepto ku gorze

Fischenden

10° 2-107 054 | >2-107| 0,14 |.
1 Sandauers

4 Plyta oddajaca ciepto

; 103 10° 0,35 > 10° 0,08 | Braun i Marco
w dot

*) W obliczeniach uproszczonych w przyblizeniu mozna przyjac, ze wartosci liczb X, i X,, podane
w tab. 9.15 (X = GrPr = VPr(9,/h)”3), wynosza X, ~ 10, X, =~ 10°.

**) Dla plyty poziomej h jest rowne mniejszemu bokowi, dla ptyt w ktérych h > 0,6 m, nalezy przyjaé
Py = 0,6 m.
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9.6.1. Konwekcja naturalna w szczelinach

Przekazywanie ciepta przez ptyny umieszczone w waskich przestrzeniach ujmuje
si¢ zwykle w ten sposob, ze wprowadza si¢ dla tych ptynoéw pojecie skorygowanego
wspolczynnika przewodzenia ciepta A,. Jezeli 4 jest wspolczynnikiem przewodzenia
ciepla dla ptynu, gdy nie ma w nim ruchow konwekcyjnych, to 4, ujmuje istniejace
w szczelinie ruchy konwekcyjne.

Dla réznego ksztaltu szczelin Niemann ustalil nastgpujaca zaleznos¢:

A m(Gr Pr)
4 GrPr+n

4 (9.66)

Na podstawie badan Niemanna w tab. 9.16 podano wartosci wspolczynnikow
m, n, r dla réznych szczelin i1 kierunkéw przekazywania ciepla.

Tabela 9.16. Wspotczynniki m, n, r do wzoru (9.66)

Ksztalt szczeliny
i kierunek strumienia m n ¥
ciepta
0,119 1,45-10% 1,270
7
0,070 1,32-10% 1,333
0,0236 1,01-10* 1,393
"
450 0,043 0,41-10* 1,360
1l
)
450 0,025 1,30-10* 1,360
|

Gdy GrPr < 1700, ruchy konwekcyjne w szczelinie nie maja wplywu na wielko$¢
strumienia ciepla, tzn. 1,/ = 1.
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Wzory innych badaczy ujmuja takze wptyw szerokosci 6 i wysokosci H szczeliny.

Jacob na podstawie wynikow badan Mulla, Reihera Nusselta oraz Schmidta
podat wzory dla szczelin pionowych wypelnionych powietrzem, w ktorych H/6 jest
zawarte w przedziale od 11 do 42:

1/9
% _ 0,18Gr”4<%> : (9.67)

gdy 2-10* < Gr < 2-10° oraz

L

/‘L 5 1/9
7 = 0,065Gr”3<ﬁ> , (9.68)

gdy 2-10° < Gr < 11-10°.

We wzorach (9.66), (9.67) nalezy przyjmowac parametry odpowiadajace $redniej
temperaturze gazu w szczelinie, rownej $redniej temperaturze otaczajacych szczeling
Scian.

9.6.2. Wzory uproszczone

Jesli ograniczy sie stosowalno$¢ wzorodw uogodlnionych, mozna uzyska¢ wzory
o prostej budowie, przydatne do wazniejszych rozwiazan praktycznych.

W wypadku $ciany pionowej, gdy (wedlug tab. 9.14 i 9.15) 5-10* < GrPr =
= VPr(9,/h) 3 <2-107, i = 1/4, C = 0,54, wzor (9.61) mozna sprowadzi¢ do po-
stact:

A\
a=A<7> . W/m?K, (9.69)

gdzie wspoélczynnik A jest funkcja tylko temperatury.
Wartos$¢ tego wspotczynnika dla powietrza i wody podano w tab. 9.17 i 9.18.

Tabela 9.17. Warto$¢ wspotczynnika A do wzoru (9.69) dla powietrza

t 0 50 100 200 300 500 1000

A 1,42 1,32 1,279 1,22 1,10 0,99 0,81

Tabela 9.18. Wartos¢ wspolczynnika A do wzoru (9.69) dla wody

t 0 20 40 60 80 100 150 200

A 70 111 149 178 205 226 273 305
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Jezeli GrPr = VPr(9,/h)™> >2-107, i =1/3, C = 0,135, wzor (9.61) przyjmie
postac:
a=A-At'?,  W/m?-K, (9.70)

gdzie A jest takze funkcja temperatury; wartos¢ tego wspolczynnika dla powietrza
i wody podano w tab. 9.19 i 9.20.

Tabela 9.19. Wartos¢ wspolczynnika 4 do wzoru (9.70) dla powietrza

t 0 50 100 200 300 500 1000

A 1,68 1,47 1,33 1,13 0,99 0,81 0,56

Tabela 9.20. Wartos¢ wspoélczynnika 4 do wzoru (9.70) dla wody

t 0 20 40 60 80 100 150 200

A 102 198 291 362 425 480 610 714

W celu szybkiego sprawdzenia, w jakim znajdujemy si¢ zakresie naturalnej
konwekcji, wystarczy sprawdzi¢ tylko warto$¢ iloczynu At-h* i skorzysta¢ z wyra-
zenia B
- 10°92

BPr 9.71)

B

ktorego wartos¢ dla powietrza i wody podano w tab. 9.21.
Gdy 4th® < B, wowczas GrPr < 10°,
gdy Ath® > B, wowczas GrPr > 10°.

Tabela 9.21. Wartos¢ B

dla powietrza

‘, 50 100 200 300 500 1000

B 15,65 29,45 79 184 682 5760
dla wody

‘, 20 40 60 80 100 150 200

B 0067 | 0026 | 0015 | 001 | 0007 | 0003 | 0002
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Gdy mamy do czynienia z opltywem innego przedmiotu niz $ciana pionowa,
wowczas we wzorze (9.61) ulegnie zmianie wspolczynnik C pociagajac za sobg
zmiang wspotczynnika 4. W tym celu nalezy wprowadzi¢ poprawiony wspolczyn-
nik A do wzorow (9.69) i (9.70) obliczony z zaleznosci

’ C,
A=A c’ (9.72)
w ktorej C ma warto$é 0,54, gdy 5-10> < GrPr < 2-107 lub 0,135, gdy GrPr >
> 2-107, C' za$ jest odpowiednim wspolczynnikiem z tab. 9.15 dla danej sytuacji
geometrycznej i zakresu konwekcji.

W ten sposob stosowalnos¢ wzorow (9.69) i (9.70) rozszerza si¢ na przypadki, gdy

jest znany wspolczynnik C'.

9.6.3. Przyklady obliczeniowe

Sciana pieca o wysokosci h = 8 m ma zewnetrzna temperature 90°C. Temperatura otoczenia wynosi
15°C, a cinienie 0,098 MPa. Obliczy¢ o konwekcji.
Wzor ogolny (9.61) ma postac
Nu = CGr'Pr; Nu = ah/A
lub (9.65)
Nu, = CVPri(9,/h)' ~*;  Nu, =03,/A.

Srednia temperatura warstwy przy$ciennej (wzor 9.6) wynosi

et 90415

3 =52,5°C.
2

Na podstawie tabel 14.2 i 14.7 dla t,, = 52,5°C i ci$nienia 0,098 MPa mozemy napisac¢
2 =274-10"2 W/m-K; Pr =0,722; 3, =330-10"° m.

Wstepne okreslenie zakresu konwekcji naturalnej:

1
V=04t —At= ————
T, 273,24+ 52,5

3, 330-107%\73
GrPr=V 7 = 0,231 — =238-10"2 > 10°.

Z tabeli 9.14 i 9.15 wynika, ze gdy GrPr > 10°, wowczas C = 0,135, i = 1/3.
Dla rozpatrywanego zakresu konwekcji wzor ogolny przyjmie postac

(90— 15) = 0,231,

Nu = 0,135(GrPr)!/3
lub
Nu, = 0,135(VPr)'/3,

Nu = 0,135(2,38-10'2)!/3 = 1800,
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Nui  1800-0,0274
a= " = = 6,18 Wm» K.

Obliczenie za pomoca uproszczonego wzoru (9.70), stusznego gdy GrPr > 10°:
o= AAt'3.
Z tabeli 9.19 wynika, ze gdy ¢, = 52,5°C, A = 1,46, wowczas
o = 1,46(90—15)13 — 6,15 W/m?-K.

9.7. Splyw grawitacyjny

Rozwaza sie tutaj przypadki konwekcji zachodzace migdzy powierzchnia przed-
miotu a omywajacym te¢ powierzchni¢ gazem, oddzielonym od $ciany spltywajaca
warstwa cieczy (rys. 9.34).

scaana

AN

S N warslwa cieczy
“_.%J( L
£
Rys. 9.34. Rozktad temperatury podczas Rys. 9.35. Sptyw po $cianie warstwy cieczy:
grawitacyjnego spltywu cieczy a — S$ciana, b — warstwa plynu

Zjawisko zmienia si¢ zasadniczo wraz ze wzrostem ilosci cieczy sptywajacej na
jednostke dlugosci Sciany przedmiotu. Inaczej przebiega ona, gdy warstwa jest
bardzo cienka, inaczej — gdy jest gruba; wtedy z reguly ciecz spltywa burzliwie. Gdy
warstwy sa bardzo cienkie, przekazywanie ciepta w duzej mierze zalezy od
wlasciwosci o$rodka gazowego. Jesli warstwa jest gruba, konwekcja zachodzi
glownie miedzy powierzchnia przedmiotu a spltywajaca ciecza; wplyw osrodka
gazowego jest zwykle pomijalny.
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Jezeli s jest Srednia gruboscia splywajacej warstwy cieczy (rys. 9.35), mozemy
napisa¢ roOwnania:

0 =F.a,At, (9.73)

w ktérym

a, — wspolczynnik konwekcji migdzy powierzchnig splywajacej cieczy a gazem,

At — roznica temperatur gazu cieczy stykajacej sie z gazem powierzchni spltywaja-
cej cieczy (patrz rys. 9.34),

F, — zewnetrzna powierzchnia splywajacej cieczy,

oraz
: A
Q=F-—-A4t", (9.74)
s
w ktorym
At” — roznica temperatur $ciany i powierzchni cieczy nie stykajacej si¢ ze Sciang
(patrz rys. 9.34),
F — powierzchnia $ciany,
s — grubos$¢ splywajacej strugi.

Jezeli grubo$¢ s warstwy cieczy nie jest duza, to niezaleznie od ksztaltu
powierzchni chtodzacej F, = F. Po przeksztalceniu (9.73) i (9.74) w ten sposob, ze po
prawej stronie pozostana roznice temperatur, i dodaniu stronami otrzymamy:

QG +5> = At + 41" = 9—t, 9.75)
Fl\o, 4

gdzie

3 — temperatura Sciany,

t — temperatura otoczenia gazowego.

Wprowadzmy pojecie zastepczego oporu konwekcyjnego przekazywania ciepla
dla sptywu grawitacyjnego, ktory w odniesieniu do niezbyt grubych warstw cieczy
w postaci

1 s

1
S~ 42, 9.76
o oc+/l ( )

)

Opor s/A warstwy cieczy jest tu traktowany jako dodatkowy opodr pogrubione;j
o s warstwy przysciennej. Z tego wzgledu mozna mowi¢ o dwu sktadnikach oporu
cieplnego dla sptywu grawitacyjnego: 1/a, dla gazu i 1/o, dla warstwy cieczy, gdzie

1 s
Ot—z = 9.77)
Po wprowadzeniu (9.77) mozna (9.76) przedstawi¢ nastgpujaco:
=22 % (9.78)

o, +a,
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a, nalezy obliczy¢ oddzielnie. Wspotczynnik ten zalezy od wlasciwosci osrodka
gazowego; metody jego obliczenia sa podane w innych rozdzialach poswigconych
konwekcji. Tutaj natomiast zajmiemy si¢ blizej wspolczynnikiem o, ktory wynika
z istniejacej cienkiej warstwy splywajacej cieczy.

9.7.1. Splyw grawitacyjny cienkich warstw

Zjawisko takiego sptywu wystepuje miedzy innymi podczas chtodzenia mieszanin
gazowych, gdy jeden ze skladnikoéw na skutek zetknigcia z zimna $cianka skrapla si¢
tworzac cienka warstwe cieczy na $ciance. Temperatura $ciany jest wtedy nizsza od
tzw. punktu rosy dla skraplajacego si¢ gazu. Zjawisko takie spotykamy np. podczas
chlodzenia wilgotnego powietrza.

W rozwazanym tu przypadku konwekcji grubos¢ warstwy cieczy nie jest stala.
Jest rowna zeru u gory przedmiotu, a maksymalna u dotu. Gdy sa oplywane
poziomo rury lub niewysokie $ciany, sptyw jest zwykle laminarny. Dla bardzo
wysokich S$cian, zwlaszcza w nizszych partiach Sciany, moze dojs¢ do spltywu
burzliwego.

Mozna uzasadni¢ analitycznie (por. réwnanie (9.83)), ze $rednia grubos¢ s,
warstwy skroplin dla rury pionowe;j

1
==

9,Rel’?, (.79)

dla rury poziomej (skraplanie na zewnatrz)

. 1 1/3

By = L—292Rez , (9.80)
przy czym
Re, = gd,/n = g4f/n, = 41I]n,
d, = 4fJo — zastgpcza $rednica hydrauliczna sptywajacej warstwy (patrz rys. 9.35),
I'=Glo — ilo§¢ G cieczy sptywajaca u dotu wymiennika cieczy, przypadajaca na

jednostke dlugosci o obwodu zwilzonego.
Wzory (9.79) i (9.80) mozna zapisa¢ w jednej postaci, jako:

1

= 9.Rel”, (9.81)

S.s‘r =
gdzie C jest odpowiednig stala.
Poniewaz o, = A/s,,, wigc:

§ro

B

o, = cgiRe* 13, (9.82)
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co mozna przedstawi¢ w postaci
Nu, = CRe; 173, (9.83)

przy czym Nu, = o3,/ jest zastepcza liczba Nusselta.

Analityczny wzor (9.83) znajduje potwierdzenie w doswiadczeniach, gdy
Re, < 2100, czyli w odniesieniu do sptywu laminarnego (lub pseudolaminarnego). Na
podstawie wynikow eksperymentéw nalezy przyjac

— dla rury pionowej C =1,5; I'=G/2L; L — dtugo$é rury,

— dla rury poziomej C =12; I =G/nd; d — $rednica rury.

Interesujaca jest interpretacja fizyczna parametru 3,, wprowadzonego juz wczes-
niej w p. 9.6.

W odniesieniu do $ciany pionowej (a w przyblizeniu takze do rury poziome;j)
mozna napisac:

s~3Rel® dla Re,=1 s=39,

Parametr $, roOwna si¢ wigc grubosci strugi cieczy splywajacej po $cianie, jezeli
liczba znamienna sptywu wynosi Re, = 1. Z tego wzgledu &, nazwano zastepcza
gruboscia strugi. Jako wymiar strugi parametr ten jest szczegélnie korzystny, gdy
ciecz nie przeptywa kanalem.

Podczas sptywu warstwy skroplin, gdy Re, > 2000, przebieg zjawiska 1 obliczenie
przebiegaja odmiennie niz dla sptywu laminarnego.

I»-— Przeptyw laminamy ——e-t=— Przeplyw burzliwy — — =,

—» Nu;
2ERRREE"
N\
N

U
!
]

N

2 2.
022 ’J‘,’%}

0 = 7

i ¥
O 1ot 2 345681 2213 4568 2 3456 8¢p
—» Re;

Rys. 9.36. Nu, = f(Re,) dla splywu grawitacyjnego

Dla rury pionowej Kirkbride i Badger podaja réwnanie:
Nu, = 0,0076 Re2*. (9.84)

Przebieg zaleznoSci Nu, od Re, w odniesieniu do rury pionowej przedstawiono
na rys. 9.36. Dla cienkich warstw, a wigc dla sptywu laminarnego, wzrost grubosci
warstwy, a zatem Re,, powoduje spadek Nu, gdy Re > 2000 liczba Nu, a wigc i a,
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ros$nie wraz ze wzrostem Re. Burzliwos¢ powoduje, ze warstewka graniczna jest
wtedy znacznie ciensza od grubosci sptywajacej strugi.

9.7.2. Grawitacyjny splyw laminarny

Rozpatrywane tu przypadki sptywu laminarnego odnosza sie do warstw cieczy
uzyskanych za pomoca tzw. urzadzen zraszajacych (rys. 9.37). Obliczony z przyto-
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Rys. 9.37. Przyklady urzadzen zraszajacych [6]
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czonych dalej wzorow wspdlczynnik konwekceji dotyczy strumienia ciepta przekaza-
nego od sciany do splywajacej cieczy.

Van der Ploeg podaje, ze aby utrzyma¢ pelne pokrycie powierzchni ciecza,
minimalna ilo$¢ wody konieczna do rozprowadzenia na rurze poziomej powinna
wynosi¢ nie mniej niz 300 kg na 1 metr biezacy (I',,;, = 150 kg/m na kazda strong).
Tworzaca si¢ warstwa splywajacej cieczy ma charakter laminarny lub pseudo-
laminarny.

Gdy zwigksza si¢ ilos¢ wody, grubos¢ strugi rosnie. Za maksymalna ilo$¢ I, ,,
zraszajacej cieczy uznajemy umownie te ilo$¢, przy ktoérej odprysk splywajacej
warstwy wody przekracza 15% calej ilosci.

Minimalna ilo$¢ zraszajacej wody nie zalezy w zasadzie od konstrukcji urzadze-
nia zraszajacego i mozna ja obliczy¢ w sposob przyblizony

I, =30d°3"—-0,5t+5, kg/m-h, (9.84a)

gdzie d — srednica, t — $rednia temperatura wody.
Maksymalna ilo$¢ zraszajacej wody natomiast w znacznej mierze zalezy od
konstrukcji urzadzenia zraszajacego. Spotykane wartosci stosunku I", /I’
dla rur gtadkich I, /I".;, wynosi od 1,3 do 1,85,
dla rur z blachami zabkowanymi I' /I ;. Wynosi od 3,5 do 5,5,
przy czym rozrzut wynika ze stosowanych konstrukcji i odstepu rur.
Do obliczenia wspotczynnika konwekcji w omywanych woda rurach poziomych
Mc Adams podaje wzor, ktory przeliczony na jednostki uktadu SI ma postac

min*

max

I 1/3

Van der Ploeg podaje rownanie doswiadczalne opracowane dla rur poziomych
omywanych réoznymi pltynami

0,267
a=mras(L+n), Wjm?K, (9.86)
w ktoérym
L, = (nd/2)x — sumaryczna droga Scieku cieczy,
x — liczba rzedow rur.

Wspotczynniki m oraz n podano w tab. 9.22

Tabela 9.22. Wspdlczynniki m oraz n do wzoru (9.86)

Plyn m n
Woda 406 0,0135
Gliceryna 19,2% 321 0,0093
Gliceryna 46,5% 183 0,0126
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Dla laminarnego (Re > 2000) sptywu po $cianach lub rurach pionowych
Mc Adams podaje wzor, ktory mozna zapisa¢ w postaci modutowe;:

9 1/3
u, = 0,67 Rezl’gPrm(f) , (9.87)

w ktorym Nu, = a3,/4, Re, =rl/y.

9.7.3. Grawitacyjny splyw burzliwy

W splywie tego typu wplyw otoczenia gazowego mozna zwykle pomina¢, cho¢
niewatpliwie oddzialuje ono na intensywniejsze przekazywanie ciepla migdzy po-
wierzchnia chlodzonego przedmiotu a sptywajaca po jego powierzchni ciecza. Jest to
wazne zwlaszcza wtedy, gdy ciecz sptywa po zewnetrznej powierzchni rury. Przeka-
zywanie ciepta zachodzi jednak gléwnie miedzy $ciana a ciecza. Intensywne
przekazywanie ciepla migdzy $ciana a ciecza zachodzi przy duzej predkosci prze-
plywu cieczy. Nie zawsze jest wygodne i1 oplacalne uzyskiwanie duzych predkosci
przeptywu w pelnym strumieniu w kanalach. Niejednokrotnie wygodniejsze jest
uzyskanie duzych predkosci cieczy przez splyw grawitacyjny warstwy ptynu po
Scianie. Tego typu chlodzenie stosuje si¢ w ociekowych skraplaczach amoniaku
wchodzacych w sktad wyposazenia urzadzen chtodniczych, ociekowych chtodnicach
brzeczki w piwowarstwie i in. Eksploatacja tego typu wymiennikow jest w wielu
wypadkach bardziej optacalna. Wspodlczynniki konwekcji dla burzliwego sptywu
grawitacyjnego, gdy Re, > 2000, mozna wyliczy¢ ze wzoru o budowie modulowej:

Nu, = 0,001 Rel/*Pr!/3, (9.88)

w ktorym Nu, = a3,/4, Re, =rl'/y dla $redniej temperatury t, warstwy przy-
Sciennej.

9.8. Skraplanie

Zjawisko skraplania wystgpuje zawsze, gdy temperatura $ciany jest nizsza od
temperatury nasycenia pary dla jej ci$nienia.

Drobne nierownosci powierzchni $ciany sa osrodkami kondensacji i tam po-
wstaja pierwsze kropelki cieczy. Kropelki te zwykle tacza si¢ i tworza tzw. blonke,
czyli film kondensatu, ktory sptywa po powierzchni w dot. W tym wypadku dalsza
kondensacja zachodzi na zewnetrznej powierzchni btonki. Jest ona w tym wypadku
zasadniczym osrodkiem kondensacji. Mozliwe sa jednak sytuacje, ze kropelki
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kondensatu odrywaja si¢ od $ciany i opadaja nie tworzac blonki. Zjawisko to wy-
stgpuje wowczas, gdy sily napigcia powierzchniowego kropli przewyzszaja sity
przylegania (adhezji). Taka kondensacj¢ nazywamy kondensacja kroplowa albo
perlista i zachodzi ona wtedy, gdy stosujemy tzw. materialy niezwilzajace ciecz.
Kondensacja tego typu wystepuje zawsze na dolnej powierzchni plyty poziome;.
Niezwilzalnos$¢ powierzchni mozna takze uzyskac przez powlekanie Sciany substan-
cja, ktora ma wiasciwosci niezwilzania, np. tluszczem, lub przez dodanie odpowied-
nich substancji do pary. Zjawisko kondensacji kroplowej zachodzi jednak rzadko
i wystepuje wtedy, gdy powierzchnie sa $wieze. Po pewnym czasie pracy, wskutek
powstania wzerow, osadow, zmycia powleczonej substancji, kondensacja przechodzi
w kondensacje blonkowa, ktéra ma zasadnicze znaczenie w aparatach przemy-
stowych.

Warstewka graniczna plynu podczas skraplania jest inna niz w innych przy-
padkach konwekcji. Takze sam mechanizm przejmowania ciepta jest odmienny.
Ruch pary jest skierowany ku Sciance, przy ktorej nastepuje przemiana fazowa pary
w ciecz. Znikanie objetosci pary na skutek skraplania powoduje, ze nowe porcje pary
sa kierowane ku $ciance. Ciepto skroplenia musi by¢ przekazane do $ciany, musi
wigc by¢ przekazywane przez blonke kondensatu. Grubos$c¢ tej blonki stanowi
0 oporze przejmowania przez Scianke ciepla. Blonka kondensatu spetnia wiec role
warstewki przysciennej. Podczas skraplania kroplowego (perlistego — rys. 9.38)

Rys. 9.38. Kondensacja perlista wedtug Hampsona

warstewki tej praktycznie nia ma, wigc uzyskuje si¢ maksymalne wartosci wspolczyn-
nika konwekcji (do 120 000 W/m? - K).

Obecnos¢ gazow obojetnych (nie skraplajacych si¢) w parze utrudnia przejmowa-
nie ciepta. Para musi dyfundowa¢ przez te gazy ku Scianie. Zanieczyszczenia
powierzchni, np. rdza, powoduja pogrubienie blonki, a wigc zmniejszenie o.
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Ogolne wzory obliczeniowe mozna uzyska¢ stosujac analize¢ wymiarowa; anali-
tycznie wzory obliczeniowe dla kondensacji blonkowej wyprowadzit Nusselt.

Z analizy mechanizmu przejmowania ciepla podczas skraplania otrzymujemy
zalezno$¢ ogolna

OC:f(r’At’j'c’ r’c’ pc7h> g), (989)
ktora w wyniku zastosowania regul analizy wymiarowej mozna sprowadzi¢ do
postaci

oh .\ p2h3g b/2

—_— = C ¢ . :

- ) (5 o

Na podstawie wynikow eksperymentéw oraz dalej przytoczonych analitycznych
rozwazan Nusselta mozna przyjaé, ze a = b/2 = 1/4, wzér (9.90) mozna wigc zapisac
w postaci

h(Kp2rg\'
B o

c

gdzie ah/A, = Nu jest liczba znamienna Nusselta, a wyrazenie w nawiasie, zwane
liczba C, (skraplania Nusselta), ma charakter modutu podobienstwa. Jezeli wprowa-
dzimy zastepczy wymiar poprzeczny spltywajacej warstwy kondensatu

7]2 1/3
9, =< ”2> ; (9.92)
gp:

to liczba skraplania

Wprg r cae(h\
C — —— —— b 4
At c At A\, P23

gdzie

r/c, At = K ma charakter liczby znamiennej,
¢n./4. = Pr, jest liczba znamienna Prandtla dla skroplin,
czyli

9 -3
C,= KPrc<f> : (9.94)

Rownanie modutowe (9.91) dla skraplania mozna zapisa¢ w postaci

h { -3/4
“7 = CK”“Pr}“(%—) , (9.95)

(4

a po obustronnym pomnozeniu przez 3,/h

9 9.\"9
“lz = CKI/“PrZ‘/“(f) <. (9.96)

c
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Wyrazenie o9,/4, jest wyprowadzona juz poprzednio zastepcza liczba Nusselta,
w ktorej wystepuje zastepczy wymiar poprzeczny strugi. Wzor (9.91) przyjmie postac

Nu, = CK1/4Pr1/4<9—Z>1/4-
: h

(9.97)

Stata C zalezy od ksztaltu i usytuowania powierzchni, na ktorej zachodzi

skraplanie (tab. 9.23).

Tabela 9.23. Wspotczynnik C do wzoru (9.97)

Powierzchnia C Uwagi
Sciana pionowa, rura pionowa 1,13 h — wysokos$c
Rura pozioma, skraplanie zewnetrzne 0,725 h=d — srednica
N rur poziomych jedna pod druga 0,725 N'* | h=d — $rednica rury
Rura zebrowana pozioma, skraplanie zewnetrzne | 0,689 h=D zast.

Dla kondensacji blonkowej Nusselt okreslit wzor do obliczenia o.
Na rysunku 9.39 przedstawiono przekrdj poprzeczny sptywajacgo filmu skroplin. Jego
grubo$¢ [ =I(x) jest zmienna, gdy x=0 na gorze, jest rowna zeru i rosnie ku

dotowi. Cieplo skroplenia pary musi by¢ prze-
kazane $ciance, wigc musi byC przewo-
dzone przez warstwe skroplin grubosci I Ges-
to$¢ przewodzonego strumienia ciepta

P ;
@:f@—@:%m, 9.98)

przy czym
A. — wspolczynnik przewodzenia ciepla skro-
plin,
9 — temperatura Scianki,
t, — temperatura nasycenia pary,
a takze
4y = o (t,—9) = At (9.99)

Po porownaniu (998) z (9.99) lokalny
wspolczynnik przejmowania ciepta o, podczas
blonkowego skraplania pary mozemy wyrazi¢
wzorem

. 3 (9.100)

by

o
I

X

Rys. 9.39. Splyw blonki skroplin

* Wzor (9.97) mozna zapisa¢ takze nastgpujaco: Nu = C(GaPrK)", przy czym Ga = gh®y? — licz-

ba znamienna Galileusza.
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Aby wyznaczy¢ o,, nalezy zna¢ grubo$¢ warstwy skroplin. Lokalna gesto$c
strumienia powstatych skroplin (liczba skroplin powstajaca na jednostce powierzch-
ni w jednostce czasu)

g, =2, (9.101)
v
gdzie r — cieplo skroplenia (lub parowania) pary.

Rozpatrzmy splyw blonki skroplin jednakowej szerokosci b =1 na S$cianie
wysokosci h (rys. 9.39).
Przyjmijmy w rozwazaniach, ze temperatura $cianki 9 jest stala, cho¢ w od-
niesieniu do $cian wysokich i roznych warunkéw chlodzenia moze ulega¢ pewnym
zmianom. Powierzchnia blonki skroplin na calej wysokosci po stronie pary ma stala
temperature ¢, Na tej powierzchni tworza si¢ z pary coraz to nowe skropliny,
a nastepnie sptywaja w dob Tak wigc przyjmuje sie, ze niezaleznie od polozenia
rozpatrywanego przekroju blonki x, spadek na niej temperatury ¢,—3 jest staly.
Wyobrazmy sobie wycinek rozpatrywanej czesci blonki o wymiarach dx dy
i dlugosci b = 1 (patrz rys. 9.39 1 9.40). Ruch wycinka jest wynikiem dziatania sitami
cigzkosci K, 1 tarcia K, na warstwy przylegte.

y Poniewaz na skutek lepkosci ruch powstatych
skroplin szybko przechodzi w jednostajny, moze-
my napisac

tn dK,+dK, =0, (9.101a)

gdzie ciezar wycinka

AN dK, = y.1dxdy, (9.102)

X
LALLM Y
e

dx

a sumaryczna sita tarcia dzialajaca na wycinek

dK, = 1dx[(s+ds)—s] = 1dxds, (9.103)

Wi przy czym

y. — cigzar wlasciwy skroplin,

s — sila tarcia dzialajaca na jednostke po-
wierzchni (patrz rys. 9.40).

3 Po wstawieniu (9.102)1(9.103) do (9.101) i prze-

ksztalceniu otrzymujemy

AL

Rys. 9.40. Przekrdj poprzeczny
splywajacej btonki skroplin ds = —ydy. (9.104)

Poniewaz zgodnie z prawem Newtona

dw

s =g (9.105)



177

wiec, gdy 7, jest stale
ds d*w

Po poréwnaniu (9.106) i (9.104) mozemy napisac
d?w P,
?17 = — E (9.107)

Jesli scatkujemy dwukrotnie rézniczkowe roéwnanie (9.107), otrzymamy

w= —%y2+C1y+C2, (9.108)

c

gdzie C,, C, — stale catkowania.
Gdy y =0, w= 0, predkos¢ warstwy stykajacej si¢ ze $ciana jest rOwna zeru,
stad C, =0

W= — 221,y (9.109)
2,
Dla warstwy skroplin odlegltej od S$ciany o y =1 dw/dy =0, gdyz tarcie
s powierzchni blonki kondensatu o nasycona par¢ mozna pomina¢. Po zroznicz-
kowaniu (9.109) wedtug y i przyréwnaniu do zera otrzymamy

dw

——liyee 0 (9.110)
dy

c

Poniewaz wzoOr ten przyjmuje warto$¢ zerowa, gdy y =1, wigc
€ = 2
= ——1. (9.111)
e
Rownanie okreslajace predkos¢ strugi kondensatu, odleglej o y od Sciany, ma

postac

Ve 2, Ve '
w=——Sy> 4]y, 9.112
27, my ( )

Srednia predkos$¢ strug kondensatu

1

1
w, == | wdy = 2212, (9.113)
! 31,

0
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Strumien substancji spltywajacego kondensatu

2
G =lw,p, = gf—r‘;cﬁ = %13, (9.114)

gdyz y. = gp.. ,
Przyrost strumienia G substancji na dlugosci dx

2
4G = 9% 1241 (9.115)

Ne

jest rowny rozniczce funkcji (9.114). Przyrost ten jest spowodowany wykroplong
para na wycinku powierzchni dlugosci dx, czyli

dG = 1dxg = q—r"dx. (9.116)
Na podstawie rownania (9.98) mozemy napisaé

dG = )“;Azdx. (9.117)

r

Z porownania (9.117) i (9.115) mozna napisac

2
gp’r
= ——[3dl. N
dx AnAt ©.118)

Po scatkowaniu obu stron otrzymujemy

1 gp’r
x=-2""J*+C. 9.119
= dana T LeEL)

Gdy x = 0, grubosc¢ [ btonki skroplin jest rowna zeru, stad C = 0. Z rownania
(9.119) po przyjeciu C = 0 mozna wyliczy¢ grubos¢ [ = I(x), czyli

4700\
1=<g’;‘§’rx> - (9.120)

Poniewaz zgodnie z (9.100) lokalny wspoétczynnik przejmowania ciepla o, = 4./1,

wigc
2,13\ 1/4
gp-ri;
= . 9.121
% <411Atx> ( )
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Srednig wartos¢ o wspolczynnika przejmowania ciepla dla $ciany wysokosci h,

wyliczamy ze wzoru
1 4/ gp*ri\'*
= — ‘d = — 5 .
o h_[a* X 3<411Ath (9.122)

z tego za$ po przeliczeniu szczegotowym otrzymujemy

2 13 1/4
= 0,94<95Azh‘> : 9.123)

Jest to wywiedziony przez Nusselta wzor do obliczania $redniej wartosci o dla
skraplania na $cianie pionowej.

Wspolczynnik 0,94 we wzorze (9.123) na podstawie doswiadczenia nalezy
skorygowa¢ do wartosci 1,13

2.)\'3 1/4
= 1,13(9:;41’”1‘) ; (9.124)

Niektorzy badacze tlumacza to tym, ze wobec znacznej wysoko$ci h napigcie
powierzchniowe btonki kondensatu powoduje, iz sptyw skroplin po Scianie pionowej
odbywa sie ruchem falowym. To intensyfikuje przekazywanie ciepla. Przy skorygo-
wanym wspolczynniku wzor Nusselta dotyczy dowolnych czynnikow.

W wypadku sptywu, ktory odbywa si¢ nie po Scianie pionowej, lecz nachylone;j
pod katem ¢ do poziomu, réwnanie (9.102) zapiszemy nastgpujaco:

dK, =7, sinpdxdy. (9.125)

Uwzglednienie tego rownania pozwala na okreslenie wspolczynnika o, przej-
mowania ciepta w odniesieniu do S$ciany pochylonej wzgledem poziomu o kat ¢

a, = od/sin @, (9.126)

przy czym o jest wspolczynnikiem dla Sciany pionowe;.

Podczas skraplania pary zachodzacego na rurze poziomej mozna zewngtrzng
powierzchni¢ rury traktowa¢ jako niewielkie plaszczyzny pochylone pod katami ¢.
Po catkowaniu w zakresie 0 < ¢ < 180° otrzymamy wzor okreslajacy srednia
wartos¢ wspotczynnika przejmowania ciepta podczas skraplania na rurze poziomej
o srednicy d

2 /{S 1/4
o= 0,72(95 A’; d) : (9.127)

Wzor ten zostal potwierdzony doswiadczalnie.
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9.8.1. Wplyw przegrzania pary

Gdy mamy do czynienia ze skraplaniem pary
/ g przegrzanej t,>t, (rys. 9.41), do wyprowadzenia
/ | wspolczynnika o mozna si¢ postuzy¢ rozumowaniem
| poprzednio przytoczonym z tym, ze nalezy wprowa-
£ ( tp dzi¢ pojecie zastgpczego ciepla skraplania
4 | L #
7 tn r'=r+q,, (9.128)
3 /] ” . .
= '/ gdzie g, oznacza cieplo przegrzania pary. Pozostale
7 warunki jak poprzednio:
7 f At =t,— 9.
/, Ut
7 \ |
// ,’ \ Rys. 9.41. Skraplanie pary przegrzanej:
/ ) ( \ t, — temperatura pary przegrzanej, t{, — temperatura pary na-
syconej

Poniewaz ' > r, wigc zgodnie ze wzorem (9.124) dla skraplania pary przegrzanej
o jest wigksze niz dla nasyconej. Zostalo to potwierdzone doswiadczalnie przez
Gnama. W technice wzrost o najczesciej nie przekracza 3%.

9.8.2. Wplyw usytuowania powierzchni

Podczas konstruowania skraplacza nalezy odpowiednio usytuowa¢ powierzchnie
chtodzace, tak by uzyska¢ w danych warunkach mozliwie duze o. Korzystniejszy jest
wiec uklad rur poziomy niz pionowy*. Rozpatrujemy stosunek o dla pojedynczej
rury o $rednicy d i dlugosci L w zaleznosci od jej ustawienia poziomego lub
pionowego. Zgodnie ze wzorami (9.124) i1 (9.127)

o, 072 [L
o 1 5V d ©.129)
s >

Ze wzoru wynika, ze dla smuktych rur o ustawieniu poziomym, np. dla rury, w ktorej
®=20mm, L=1m,a,, /o, =17, ojest wigksze. Jezeli skraplacz jest zbudowany
z wigkszej liczby odcinkow rur poziomych, to zaleznie od ich rozmieszczenia @ moze
by¢ wigksze lub mniejsze.

* W obliczeniach rurg¢ pionowa traktujemy jako $ciang pionowa o wysokosci rownej dtugosci rury.



Rys. 9.42. Usytuowanie rur poziomych w skraplaczu: a — korytarzowe,

b — przestawne-szachowe, ¢ — przestawne Ginabat
10 =
fn ‘\ [
59 N 1
MAANEE
N N
q7 — - \;: S
e N T
Rys. 9.43. Zaleznos¢ stosunku o,/a = ¢, od ilosci 08 +—r b g 3|
rzedow rur ponad soba: I — uklad Ginabad, 05 o
2 — szachowy, 3 — korytarzowy, o — wspoOlczynnik
. . , . 04 -
konwekgcji dla jednego rzedu rur, o, — wspolczynnik p 5 g 173 17 24
n rzedow

konwekcji, gdy jest n rzedoéw rur

7 wymienionych na rysunku 9.42 usytuowan najwigksze o wy-
stepuje w uktadzie przestawnym rur, zwanym uktadem Ginabat. Na
rysunku 9.43 przedstawiono wplyw liczby rzedow rur utozonych jedna
nad druga na wielko$¢ o. Ze wzrostem liczby rzedow rur rosnie
grubos$¢ warstwy skroplin i maleje o.

Gdy uklad rur jest pionowy, intensyfikacje o mozna przepro-
wadzi¢ za pomoca nakladania na rurg pierscieni nasadczych, ktore
odprowadzaja skropliny zapobiegajac wzrostowi grubosci blonki
(rys. 9.44).

Rys. 9.44. Piericienie nasadcze do odprowadzenia skroplin na rurze pionowej
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Konstrukcyjne usytuowanie rur poziomych (typu Ginabat) pokazano na

rys. 9.45.

P e S g S

Rys. 9.45. Usytuowanie rur w duzym skraplaczu z rurami poziomymi [19]: A, B — okapy

acznie wieksze od

, gdyz o skraplania zwykle jest zn

Nalezy zauwazy¢, ze intensyfikacja o podczas skraplania nie zawsze jest opla-
wspotczynnika o drugiego plynu.

calna w razie przenikania ciepla

9.8.3. Wplyw predkosci przeplywu pary

tworzacego si¢ filmu
skroplin, a wiec i na o. Gdy predkosci sa wigksze od okoto 25 m/s, jest wazne, czy

rr

ror

Predkos¢ pary do 10 m/s nie ma wplywu na grubosc

ruch pary jest zgodny ze sptywem skroplin, czy przeciwny. Predkosci powyzej 50 m/s

przy wyzszych ci$nieniach maja istotny wptyw na «. Na rysunku 9.46 przedstawiono

wplyw na zmiang o, wywolana predkoscia przeptywu pary.
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. Rys. 9.46. Wplyw predkosci przeptywu Rys. 9.47. Wplyw na «, /o zawartosci powietrza w skrap-

pary na o,/0, podczas skraplania: o, — lajacej si¢ parze: o, — wspodlezynnik konwekcji, gdy

wspoOlczynnik konwekcji, gdy para ma w parze jest powietrze, « — wspoOlczynnik konwekcji

predkos¢ w, o, — wspolczynnik konwek- czystej pary, y, — cigzar wlasciwy powietrza w parze,
cji, gdy w=0 ¥, — cigzar wlasciwy pary

9.8.4. Wplyw zawartosSci gazow obojetnych® w parze

Zawarto$¢ gazoOw obojetnych ma znaczny wplyw na o. Przebieg zjawiska jest
wtedy nieco odmienny. Ruch pary ku zimnej Scianie jest utrudniony, gdyz w poblizu
warstwy skroplin gromadza si¢ gazy obojetne. Koncentracja tych gazow przy Sciance
jest znacznie wigksza niz w pozostalej masie pary. Para skrapla sig, a gazy obojetne
pozostaja przy $ciance, co powoduje wzrost ich koncentracji.

Wzrost koncentracji gazow obojetnych jest ograniczony na skutek dyfuzji tych
gazow do jadra pary, gdzie koncentracja jest mniejsza. Ruch pary ku sciance napotyka
wiec na dodatkowy op6r i odbywa si¢ w pewnej mierze na zasadzie dyfuzji przez
warstwe gazow obojetnych. Na rysunku 9.47 przedstawiono zaleznos¢ stosunku o, (dla
pary zawierajacej powietrze) do wielkosci a (podczas skraplania czystej pary) od za-
wartosci powietrza w parze.

9.8.5. Obliczenie uproszczone

Parametry 7, p,, 1. we wzorach obliczeniowych nalezy przyjmowac w odniesieniu
do $redniej temperatury skroplin, ciepto za§ parowania r do temperatury nasycenia dla
danego ciSnienia pary. Wzor obliczeniowy dla $ciany pionowej mozna zapisac
grupujac parametry uzaleznione od tych samych temperatur

1 1/4
o= C(pl'”4<M> 5
przy czym

¢ = ¢(4, p, n.) nalezy przyja¢ dla $redniej temperatury warstwy skroplin,
r — dla temperatury nasycenia.

(9.130)

* Nie skraplajacych sie.
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Tabela 9.24. Wspotezynnik ¢ i r'/* do wzoru (9.130)

t, °C 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Q 984 1203 1390 | 1553 1683 1788 1870 | 1927 | 1951 1967 1975

it 7,05 7,02 7,01 6,98 6,94 6,90 6,87 6,81 6,717 6,69 6,61

W tabeli 9.24 podano wartosci ¢ oraz r'/* dla pary wodne;.

9.8.6. Przyklady obliczeniowe

W skraplaczu na rurach poziomych o zewnetrznych $rednicach ¢ 57 mm skrapla si¢ para nasycona
o cisnieniu 540 hPa (t, = 83,5°C).

Obliczy¢ srednie (na powierzchni zewnetrznej) o, jesli roznica temperatur Sciany i pary wynosi 7 K.

Obliczenia wykona¢:

a) dla rury pojedynczej,

b) dla N =4 warstw rur potozonych pionowo nad soba.

Wzor ogdlny (9.97)

1/4
Nu, = CK‘/“Pr"“(&) / .
- h

Dla pary nasyconej o p = 540 hPa, r = 2299 kJ/kg. Srednia temperatura warstwy przysciennej
(skroplin), zgodnie ze wzorem (9.6) wynosi
ty+9, 83,5+(83,5—7)

§ o= + = 80°C.
w 2 2

Dla skroplin o temperaturze t, = 80°C
Pr, = 2,25; 9, =2390-10"° m;
. =0,673 W/m-K; ¢, =4,194 kJ/kg K.

Z tabeli 9.23 wynika:
C = 0,725 dla rury pojedynczej,
C=0,725 N~ Y% dla N rur poziomych ulozonych jedna nad druga,
h=d dla rury poziome;.
r 2299

K=— = =
cAt 41947

Obliczenie dla rury pojedynczej:

23,90 - 1076\ /4
Nu, = 0,725-78,114-2254 Z22__— )} =0,378
0,057
Nu,-Z  0,378-0,673
9,  2390-107°

z

— 10644 W/m?-K

o=
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Obliczenie uproszczone:

o = Cor'/* L 1/4'
hAt

Z tabeli 9.24 dla skroplin, ktorych t, = 80°C, ¢ = 1683, gdy t, = 83,5°C, r'/* = 6,94, wynika:

o =0,725-1683- 6,94
0,057-7

1 1/4
) = 10654 W/m?*-K.

Obliczenie dla rur o czterech rzedach:
C=0,725-4"1*=0,513,

23,90-10" %\ /4
Nu, = 0,513 78,1-2,25 ———— = 0,267
0,057

Nu,4A  0,267-0,673
o= =
3 23,90-10°

= 7518 W/m?-K.

Obliczenie uproszczone:

1/4
o= 0,513'1683'6,94< > = 7539 W/m?-K.

0,057-7

9.9. Wrzenie

Jezeli w czasie przekazywania ciepta od scianki do ptynu temperatura Scianki jest
wyzsza niz temperatura nasycenia pary przy danym ci$nieniu cieczy, to nastapi
wrzenie. Z cieczy otrzymujemy pare, nastgpuje przemiana fazowa. Pierwsze pecherze
powstaja przy $ciance, rosna, a nastepie odrywaja si¢ i unosza ku gorze. Jak
wykazuja obserwacje, objetos¢ unoszacych si¢ pecherzykoéw pary rosnie. Zwigksza
si¢ takze ilos¢ pary w pecherzyku, mimo Ze jego kontakt bezposredni z grzejaca
Sciana zostal zerwany. Jest to mozliwe, poniewaz w czasie wrzenia temperatura
cieczy w swojej masie jest nieco wyzsza od temperatury nasycenia, przyjmuje si¢
jednak, ze w stanie rownowagi jest jej roOwna. Przecigtnie zwyzka ta miesci si¢
w granicach od 0,4 do 0,8 K, cho¢ Jacob i inni zaobserwowali lokalne przegrzania
cieczy nawet powyzej 10 K. Warstwa cieczy bezposrednio stykajacej si¢ ze Sciana
(pewien rodzaj warstewki granicznej) ma temperature najwyzsza. Tam powstaja
pierwsze pecherzyki pary. Pecherzyk po oderwaniu od $cianki przyjmuje postaé
kulista lub do niej zblizona, co wynika z napigcia powierzchniowego na granicy faz.
To napiecie powoduje, ze ciSnienie pary w pecherzyku jest nieco wyzsze od ci$nienia
otaczajacej go cieczy. Nadwyzka ci$nienia Ap zalezy od promienia [, krzywizny
pecherzyka i napigcia powierzchniowego o. Z warunku rownowagi sil wynika

nl?Ap = 2nlo, (9.131)
z tego za$

Ap ~dp = =7 (9.132)
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Powstanie 1 powigkszenie si¢ pecherzyka jest oczywiscie mozliwe, gdy dp > 24/1,.
Z tego warunku wynika, ze pecherzyk pary powstanie wowczas, gdy promien
krzywizny jest wigkszy niz [, . Jesli uwzglednimy poprawke Thomsona okreslajaca
podwyzke ci$nienia nasycenia nad zakrzywionym meniskiem oraz przyjmiemy, ze
dp = (dp/dt),4t, to wzor okreSlajacy [, mozemy zapisaé w postaci

n

20 o’
s (dp/dt),At p'—p" 0-133)
przy czym
p', p” — gestos¢ cieczy i pary nasyconej przy danym ci$nieniu cieczy,
At — nadwyzka temperatury cieczy nad temperatura nasycenia.
(dp/dt) mozna obliczy¢ z réwnania Clausiusa—Clapeyrona
C dp rp”
100}—] ( dt) A (9.134)
108 n
107 w ktorym ¢y = gp’ — ciezar wlasciwy cieczy w stanie nasycenia
k] (rys. 9.48).
§106 Z rownania (9.132) wynika, ze wrzenie rozpoczyna si¢ tam, gdzie
12 105[— Ap, a wigc 1 przegrzanie cieczy jest najwieksze, tj. przy Sciance
104 grzejacej. Na podstawie [, okresla si¢ takze dla danego At naj-
103 mniejszy promien krzywizny $cianki, w ktorym moze powstaé
pierwszy pecherzyk pary, tzw. zarodz.
102 irowerachnd wody W miarg grzania p@cherzyk rosnie i gdy sila
101 . wyporu pokona sily przylegania cieczy ota-
H004° Para 3 . . o
180 —{100° czajacej pecherzyk, odrywa si¢ on od Sciany.
L1 Na miejsce oderwanego pecherzyka naptynie

0 1 2 3 4 5 6 7m?8 .
Odleglosc od powierzchni grzejnej sasiednia ciecz. W tym samym miejscu po-

Rys. 9.48. Temperatura wody i pary pod- W_Stanie IlaS.tQpI?y p¢CherZyk3 gdy ciecz (?Si?ig'

czas wrzenia nad pozioma powierzchnia nie odpowiednie przegrzanie. Czestotliwose

grzejaca odrywania si¢ pecherzykow jest zalezna od

ich $rednicy i gestoéci strumienia ciepta. Im

$rednica mniejsza, tym czestotliwos$¢ wigksza. Wyzsza temperatura $ciany powoduje

takze, ze warunki w wigkszych zakrzywieniach powierzchni sprzyjaja powstawaniu

zarodzi®. Jest wiec wowczas wiecej odrywajacych sie pecherzykdéw w jednostce
czasu. Wymaga to oczywiscie zwigkszenia gestosci strumienia ciepta.

Pecherze pary nie tworza si¢ w masie cieczy przegrzanej poza warstwa przyscien-

na, maja tam jedynie warunki wzrostu. Mozna powiedzie¢, ze przegrzana woda

® Dla wody, gdy jej przegrzanie wynosi At =5 K, [, =67-10"* mm; gdy 4t =25 K,

[ . =134-10"3 mm. ’

Fmin
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jest nosnikiem ciepta od $ciany do pecherzykow pary. Ze wzgledu na krotki czas
pozostawania pecherzyka przy $ciance i znacznie mniejszq zdolno$¢ przekazywania
ciepta od scianki do pary niz do plynow ilos¢ ciepta przekazanego w czasie kontaktu
pecherzyka ze $cianka jest niewielka.

W masie cieczy moga powstac zarodzie jedynie podczas gwaltownego obnizenia
ciSnienia cieczy o stanie nasycenia.

Ksztatt powstajacego przy $ciance pecherzyka zalezy od tak zwanej zwilzalnosci
lub niezwilzalnosci $cianki (rys. 9.49). Zwilzalno$¢ jest tym wigksza, im kat @ jest
mniejszy. Za ciecze nie zwilzajace Scianki uwaza si¢ takie, w ktorych @ > 90°.

I

it

Rys. 9.49. Ksztalt powstajacego pecherzyka przy
Sciance: a — zwilzajacej, b — nie zwilzajacej

Dla wody ©® = 50°. Srednice pecherzyka pary w chwili jego odrywania si¢ od $cianki
mozna obliczy¢ ze wzoru

d,=20 | —2—, mm, (9.135)
(' —p")g

po wstawieniu @ 1 ¢ dla wody otrzymamy

’ 1\ 3
_ p'—p
d, = 2,67 < 1000 > > mm. (9.136)

Napiecie powierzchniowe maleje ze wzrostem temperatury, w punkcie krytycz-
nym znika.

9.9.1. Rodzaje wrzenia

Podczas zwigkszania gestosci ¢ strumienia cieplnego zwigksza sig¢ czgstotliwosce
odrywania si¢ pecherzykow i ich liczba. Poniewaz glownym nos$nikiem ciepla jest
woda, wigc czesto odrywajace si¢ pecherzyki przerywaja warstewke graniczna
i wprowadzaja dodatkowe w niej ruchy, intensyfikujac przekazywanie ciepta, co
wyraza si¢ wzrostem o. Ten obszar wrzenia nazywa si¢ wrzeniem pecherzykowym.
Jezeli na skutek wzrostu ¢ liczba powstajacych przy scianie pecherzykow jest duza,
pecherzyki stykajgc si¢ ze soba tworza film lub blonke parowa. Wtedy warunki
przekazywania ciepla sa gorsze: maleje zarowno przekazywanie ciepta do osrodka
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gazowego, jak 1 wspotczynnik o przejmowania ciepta. Ten obszar wrzenia nazywa si¢
wrzeniem blonowym lub filmowym. Przejscie od wrzenia pecherzykowego do
blonowego zachodzi po przekroczeniu charakterystycznej dla danego ptynu roznicy
temperatur migdzy Scianka a ptynem, zwanej temperatura krytyczna. Z tego powodu
wrzenie pecherzykowe nazywa si¢ wrzeniem takze
podkrytycznym, a btonowe nadkrytycznym. Dla

7
v wody At, = 25 K (rys. 9.50).
1of ; ,,':r‘\\ /’/
gﬂ;ﬁ:::a' //_i b o 9.9.2. Wzory obliczeniowe
10° ’;Wrzenie 2 powsta
v / :Y‘“’”""" e Z rozpatrywanego przebiegu procesu wrzenia
101 q/ /- wynika, ze wspolczynnik o zalezy od liczby od-
I,/ £} \J.._ rywajacych si¢ pecherzykow, czyli od gestosci
10’ .,// | strumienia ciepla, a zatem od rdéznicy temperatur
// f miedzy $ciana i ptynem. Ogodlnie wigc zalezno$¢ o
- l mozna zapisa¢ w postaci
o1 1 10" 107 10’
Atk a=f(¢g) lub a=f"(4), (9.137)
Rys. 9.50. Zalezno$¢ wspotezynni- gdzie
ka konwekcji o i gestosci strumie- At = §—t,,
nia ciepla ¢ od roznicy temperatury 3 — temperatura gciany,

t, temperatura nasycenia.

Michiejew przytacza wzory Kruzylina*. Maja one t¢ zaleta, ze sa zapisane
w postaci modulowej, uogolnionej. Odnosza si¢ do wrzenia zwilzajacych powierzch-
ni¢** cieczy o wigkszej objetosci. Wzory te zostaly sprawdzone wedlug danych
doswiadczalnych, gléwnie Cichelliego i Bonili i podane w postaci

Nu = 0,075 K- K4/? Pr=%3. (9.138)

Dla krytycznej gestosci strumienia ciepla

K, =995 Pr®° K, %°¢ Ar'/4. (9.139)
We wzorach tych:
oo
Nu=—
A
gdzie 6 — wymiar charakterystyczny, proporcjonalny do wielkosci pecherzyka

w chwili odrywania si¢ od $cianki,

* W oryginalnej pracy Kruzylina wspolczynniki nieco si¢ roznig.

##) Co do wplywu rodzaju materiatu $cianki na « poglady nie sa jednoznaczne i brakuje pewnych
danych. Wedlug Michiejewa wplyw ten istnieje, gdy gesto$¢ strumienia cieplnego ¢ < 10°.

y g ) pineg
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= Vi =
Y=y (0" —p")g

Pr =cn/4 — liczba Prandtla dla cieczy,
Ar _ 9531)!2 pl_p//

2 ’

— liczba Archimedesa,

n p
po*p —p’ . : . . o .
K,= P liczba znamienna, ujmujaca wplyw ilosci czynnych miejsc
p powstawania pecherzykow,
p = <d_p> — r}: 4 — = rgfo £ — — pochodna na linii nasycenia wedlug rowna-
dt/, T(p'=p")  Tlp'=p") nia Clausiusa—Clapeyrona,
p'co p

— — ——— — liczba znamienna ujmujaca wpltyw czestosci odrywania sig
prrop p'—p pecherzykow,
¢, n, A, 0 — parametry odnoszace si¢ do cieczy.

Po rozpisaniu i przeksztalceniu wzgledem o rownania (9.138) otrzymujemy
wygodniejszy do obliczen wzor okreslajacy wspolczynnik konwekcji ciepta podczas
wrzenia, o postaci o = f(q):

" 0,033 v\ 1/3 0,8 50,7
o= 1,278~10‘2<pr> <l> 17)“7‘7 (9.140)

o—p' e 0.5,1/60.37

przy czym n w kg/ms, y' = gp/, ciez. wh. w N/m?, ¢ w N/m*.
Wzor Kruzylina (9.140) mozna przedstawi¢ w postaci o = f(41), tj.

" 0,1099 Ay i) /’LZ,()(?AIZ.33
v = o,492~10-6<—/p—r,,> <’—) . Wm2-K,  (9.141)
n

o 1.667(,0.5557'*1.233

u

oznaczenia jak poprzednio.
Roéwnania Kruzylina dla wody przyjmuja tatwa do obliczen posta¢ uproszczona
o= 2,65-0,10p"17%¢%7,  W/m?-K, (9.142)
lub
o =258-0,10p"%4t*33,  W/m?-K. (9.143)
Roéwnania te przedstawiono wykreslnie na rys. 9.51 1 9.52.
T. Hobler przeprowadzil korekcje statej w réwnaniu Kiczigina i Tobilewicza,
stosujac pewne modyfikacje i uproszczenia. Wzor ten wyrazony w jednostkach SI

ma postac
V 1,5 517 1,75
Nu, = O,242<E”> <> > (9.144)
a
gdzie
Nu, =ad,/4; V,=p'[p"; p w MPa,
K =r/cAt — liczba znamienna,

o=\/oly =/0olpg.

* Wedlug wzoru Baczynskiego dla wody ¢ = 0,070(p’— p”/1000)* N/m.
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Jest wiele rownan uogolnionych, odnoszacych si¢ do wrzenia, jak: Labuncowa, Ni-
schikawy i Yamagaty, Iwaszkiewicza i in. Jezeli wrzenie odbywa si¢ w rurach piono-
wych, proces komplikuje si¢ jeszcze bardziej. Jacob proponuje w tym przypadku pod-
wyzszy¢ warto$¢ o 0 25%. Pokrywa si¢ to z badaniami Fritza dla rur pionowych dtugosci
0,46—2 m, ktory uzyskat wartosci o 28% wigksze niz dla wrzenia na $cianie poziome;j.

Mimo istnienia teoretycznych i uogélnionych réwnan proces wrzenia nie jest
jeszcze dosy¢ dobrze opanowany. Z tego wzgledu stosuje si¢ wzory empiryczne, pew-
niejsze, lecz 0 miejszym zastosowaniu. Zwykle sa to wzory o bardzo prostej budowie.
Mozna tu wymieni¢ wzor Jacoba—Fritza dla wrzenia pod ciSnieniem 980 hPa (1 at)

o =c+dg, W/m*-K. (9.145)
Stale ¢ i d dla roznych pltynéw podano w tab. 9.25.

Tabela 9.25. Stale ¢, d do wzoru (9.145)

Ciecz c d Ciecz c d
woda 1080 0,07743 nafta 567 0,05402
amoniak 1080 0,07743 metanol 567 0,05402

Jezeli wrzenie zachodzi pod ci$nieniem p # 980 hPa, « nalezy pomnozy¢ przez x.
Mnoznik x podano w tab. 9.26

Tabela 9.26. Mnoznik x dla wrzenia przy réznych temperaturach
(roznych ci$nieniach)

x o4 05 | o6 [ 07 | o8 [ oo [ o | 11 [ 12 | 16 | 18
temperatura wrzenia
woda | 35 | 53 68 783 | 866 | 933 | 989 | 104 | 109 | 200 | 309
nafta 1833 | 1933 | 2033 | 2136 | 220 | 222
mietanol 189 | 322 | 422 | 516 | 589 | 644 | 689 | 716

Wzo6r podany przez Kutatetadze, sprawdzony w zakresie ok. 0,2-10 barow, ma
postac
20,7

o =275¢ p>*4%7, W/m?-K, (9.146)

g w W/m? p w barach.
Wspolczynnik ¢ dla roznych ptynow podano w tab. 9.27.

Tabela 9.27. Wspolczynnik ¢ do wzoru (9.146)

Piyn ® Piyn 1)
woda 1 alkohol etylowy 0,45
nafta 0,31-0,56 | alkohol metylowy 0,36
benzol 0,31 24-proc. roztwor wodny NaCl 0,62
25% roztwor cukru 0,57 9-proc. roztwor wodny NaCl 0,86
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9.9.3. Przyklady obliczeniowe

Woda wrze pod cisnieniem 0,1 MPa (1 bar). Obliczy¢ a konwekcji, jesli réznica temperatur miedzy
Sciang a wrzaca woda wynosi 8 K.
Dla cisnienia 0,1 MPa T = 373 K; (parametry cieczy przyjeto dla 100°C z tab. 15.3 i 15.5)

p = 95845 kg/m3, p" = 0,598 kg/m?3, r = 2256,7 kJ/kg, 3, =20,63-10"° m,
2=0,682 Wm-K, n=27753-10"° kg/m-s, ¢ =4211kJ/kg K.
Obliczenie ze wzoru (9.141) Kruzylina:

" 0,1099 1,11 2,66 4+2,33

B p"'r g P\ ASOCAL*
o =0,492-10 6(—) <—> —_———
o —p" y1667.0,555 1,233

= [ C

0,598 - 2256,7 \*:1099
—_————— = 1,03;
958,45—-0,598

958,45—0,598
o=00/——0—m
1000

P\ (9,81-95845\ 11
L) = (Z==2") 0 =5960108,
7 0,059

22156 = 0,682%°¢ = 0,361

4
) = 0,059 N/m,

A3 =823 = 127,1; 7567 = (277,53-107 91557 = 1,174 107
T1233 = 3731233 1480,

0,361-127,1
1,174-107°-2,198 - 1480

o=0492-10"°-1,03-596-10° ~ 3680 W/m?-K.

Obliczenie z uproszczonego wzoru (9,143) Kruzylina:
o= 258p2 8 Ar%33,
o =258-1,02%-8233 = 3280 W/m?-K.
Obliczenie ze wzoru (9,145) Jacoba—Fritza™®:

o =c+dq = c+dadt,
c
o= .
1 —dat

Z tabeli 9.26 dla wody wynika: ¢ = 1080, d = 0,07743,

1080

4= —— = 2840 W/m?-K.
1—0,07743-8

*) Ze wzoru Jacoba-Fritza otrzymuje si¢ wartosci nizsze, jednak zgodne z nowszymi wzorami
podanymi przez tego autora [26] oraz badaniami Cryder i Finalbargo [8], [1]; sa to wzory dla wrzenia na
powierzchni miedzianej. W pewnych sytuacjach sa to wartosci bezpieczniejsze. Dla miedzi uzyskuje sie
warto$ci « wigksze niz dla innych materiatow [8].
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Obliczenie ze wzoru (9.146) Kutateladze:
o = 2,75pp%*G%"
Z tabeli 9.27 dla wody (¢ = 1) ¢ = adt,
o = 2,75+ 104 .40.7.80.7
o3 =275-436 = 11,99,
o= 11,9993 = 3910 W/m?-K.

Obliczenie ze wzoru (9.144) Hoblera:

15 5!,
Nu, —0242< > ( )
K o

p’ 958,45 r 2256,7 V,\'? 16031\
V,= = = 1603, K= =670, — =|— = 1173,
p” 0,588 cAt 4211 8 K 66.9

0,059 5. 5-p\7° 2,505-10 31 i
0= =2,505-10" . =|———=—]=395-10"3,
9,81- 958 45 g 0,059

Nu, = 0,242-117,5-3,95-107* = 0,112,
_ Nu  0,112-0,682
9, 2063-107°

= 3700 W/m?-K.

9.10. Konwekcja o ruchu mieszanym

Ruchem mieszanym plynu nazywamy taki ruch, ktéry jest spowodowany
rownoczesnie sitami zewnetrznymi i grawitacyjnymi. W danym ruchu udzial sit
zewnetrznych i grawitacyjnych moze by¢ rozny. Gdy jeden z ruchdéw mozna
pominac, ruch traktujemy jako tylko wymuszony lub tylko swobodny i przypadek
ten rozpatrujemy jako konwekcje wymuszona albo swobodng. Gdy jednak oba
rodzaje sit decyduja o ruchu, musimy go traktowac jako ruch potaczony. Ruchy tego
typu nie maja zbyt wielu opracowan, a te ktore sa, dotycza tylko niektorych
przypadkow usytuowan powierzchni. W odniesieniu do przeptywu mieszanego
wewnatrz rury poziomej, gdy L > 50 d, Aladiew podaje wzor

Nu = 0,74 Re®?(GrPr)*'1Pr%2, (9.147)

Dla rur krotszych, w ktorych L < 50 d, badacz ten podaje poprawke ¢, (tab.
9.28), ktora nalezy pomnozy¢ przez o obliczone ze wzoru (9.147)

Tabela 9.28. Poprawka ¢, dla rur, w ktorych L <50 d

L/d 1 2 5 10 15 20 30 40 50
8y 1.9 1,7 | 144 | 1,28 | 1,18 | 0,13 | 1,05 | 1,02 | 1,0

W rownaniu (9.147) wystepuja liczby znamienne, charakterystyczne dla ruchu
wymuszonego i swobodnego.
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9.11. Systematyka budowy wybranych réwnan uogolnionych

Wprowadzenie przez T. Hoblera w szerszym niz dotychczas zakresie parame-
tru &, liczb znamiennych V oraz K, oprdcz ograniczenia ilosci stosowanych liczb
znamiennych, umozliwia przytoczenie podanej dalej systematyki. Ze wzgledow
dydaktycznych jest ona korzystna, cho¢ nie obejmuje wszystkich przypadkow

konwekcji.

Roéwnanie ogolne konwekcji ma postac

=1 = CnPr? h ’
7 L,

A
Ruch wymuszony Ruch niewymuszony
=d (grawitacyjny)
R l =3,
/ \
/T
burzliwy uwarstwiony konwekCJa sptyw spltyw skra—
n = Re m = Re naturalna grawi- grawi- planie
D=0 n=V tacyjny  tacyjny =K
burzliwy laminarny
n=Re 7m=Re,

D=0



10. Promieniowanie (radiacja)

Wszystkie ciala (T > 0 K) sa zrodtami fal elektromagnetycznych; mowimy, ze
promieniuja. Jest to spowodowane przede wszystkim oscylacjami fadunkow elekt-
rycznych w powloce elektronowej. Fale elektromagnetyczne sa nosnikami energii.
Predkos¢ C rozchodzenia si¢ fali zalezy tylko od rodzaju osrodka, w prozni
C =300 000 km/s.

Zwiazek miedzy predkoscia, dlugoscia 4 fali 1 jej czestotliwoscia v wyraza si¢
wzorem

C = Jv. (10.1)

Ciala stale i ciekle wysylaja promieniowanie, w ktorym znajduja si¢, praktycznie
biorac, fale wszystkich dlugosci w zakresie od 4 >~0 do 4= co. Gazy wysylaja
promieniowanie tylko w pewnych zakresach dlugosci fal: mowimy, ze promieniuja
selektywnie. Widmo cial statych i ciektych jest ciaglte; widmo gazow — pasemkowe.

Energie, jaka przekazuje wiazka promieniowania, nazywamy emisja tej wiazki.
Znajdujace si¢ w wiazce promieniowania fale elektromagnetyczne, zaleznie od ich
diugos$ci, mozemy umownie podzieli¢ na:

ponizej 107° pum — promieniowanie kosmiczne,

od 107° do 10™* um — promieniowanie 7,

od 107* do 107% um — promieniowanie Roentgena,

od 107% do 0,35 um — promieniowanie ultrafiotkowe,

od 0,35 do 0,70 um  — promieniowanie widzialne (Swietlne),
od 0,70 do 400 um  — promieniowanie podczerwone (cieplne),
od 0,40 do 1000 um — ultrakrotkie fale radiowe,

powyze] 1 m — fale radiowe.

Emisja poszczegolnych fal zalezy od temperatury, rozmiarow i wlasciwosci ciata
wysylajacego promieniowanie. W tabeli 10.1 zestawiono procentowy rozdzial emisji
tak zwanego ciala doskonale czarnego na zakresy promieniowania.
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Tabela 10.1. Procentowy rozdzial emisji ciala doskonale czarnego
na zakresy promieniowania

Temperatura ciala Zakresy promieniowania
emitujgcego
°C podczerwone | widzialne ultrafioletowe
ponizej 1200 100 - —
2000 98 2 —
2500 95 S —
4000 75 24 1
6000 45 43 12
10000 18 40 42

Z tabeli 10.1 wynika, ze gdy temperatura cial wynosi do 2000°C, tzn. jest taka
z jaka mamy najczesciej do czynienia w technice, prawie cala emisja jest przenoszona
przez promieniowanie podczerwone, ktore z tego powodu nazywa si¢ promieniowa-
niem cieplnym.

W zaleznosci od whasciwosci cial, na ktore pada emisja, jest ona rozdzielana na
rozne czesci (rys. 10.1).

<

NANNN

™
£

V)

Rys. 10.1. Rozdziat emisji padajacej na dane ciato Rys. 10.2. Model ciala doskonale
‘ czarnego

Jezeli oznaczymy przez E, emisje padajaca na dane cialo, E, — emisj¢ odbita,
E, — emisj¢ zaabsorbowana, E, — emisj¢ przenikajaca przez dane cialo, to:

E,/E, = R nazywamy zdolnosciag odbijania emisji albo refleksyjnoscia ciala,

E,/E, = A zdolnoscia pochlaniania, absorpcji emisji, albo absorpcyjnoscia ciala,

E,/E, = D zdolnoscia przepuszczenia emisji, przezroczystoscia albo transmisyj-
nos$cia ciala.
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Zachodzi oczywiscie zwiazek

A+R+D=1. (10.2)

Wspotczynniki A, R, D moga przyjmowac¢ wartosci od 0 do 1. Jezeli jeden z nich
jest rowny jednosci, to pozostale musza by¢ réwne zeru. Ciala, dla ktorych
wymienione wspotczynniki przyjmuja jedno$¢, maja specjalna nazwe.

Ciato spelniajace warunek A4 = 1 nazywamy cialem doskonale absorbujgcym lub
doskonale czarnym. Ciato takie w przyrodzie nie wystepuje. Modelem jego moze by¢
maly otwor lub szczelina utworzona w przestrzeni obudowanej cialem nieprze-
zroczystym. Promien wpadajacy do takiej przestrzeni praktycznie nie wychodzi, czyli
zostanie catkowicie pochtonigty (patrz rys. 10.2). Najbardziej zblizone (4 ~ 0,95) do
wlasciwosci ciata doskonale czarnego™ sa wlasciwosci sadzy.

Cialo spelniajace warunek R = 1 nazywamy cialem doskonale bialym, a gdy jest
gladkie, wypolerowane — doskonatym zwierciadlem. W przyrodzie nie wystepuje.

Cialo spelniajace warunek D = 1 nazywamy cialem doskonale przejrzystym lub
przezroczystym. Gaz dla promieniowania, ktorego sam on nie emituje, jest do-
skonale przezroczysty. W innych przypadkach D < 1.

Efektywna (mierzalna) emisja danego
ciata sklada si¢ z emisji wiasnej 1 obcej,
odbitej przez dane cialo lub przez nie prze-
chodzace;.

Na rysunku 10.3 przedstawiono sklad
emisji ciala nieprzezroczystego (D = 0).

E, jest to emisja wlasna ciala, zalezna od
temperatury 1 wlasciwosci tego ciata; zwyk-

le dalej krotko nazywa si¢ ja emisja ciala. —
E, jest to emisja padajaca na dane cialo, i
pochodzaca z efektywnego promieniowania
cial otaczajacych dane ciato. Jest ona czes-
ciowo pochtonigta w ilosci 4, E,, a reszta
(1—A))E, zostaje odbita. Przez efektywne

A,.Dy=0

N

E et

E2

SNNNNSSNNNSNNNNN
>
A

Rys. 10.3. Skiad emisji ciata nieprzezroczy-

E,,, promieniowanie danego ciala, tj. takie,  gego: E, — emisja wlasna, E, — emisja
ktore zmierzylibySmy przyrzadem, rozumie- padajaca, E,,, — emisja efektywna
my sume emisji wlasnej i odbitej

E,,,=E +(1—A))E,. (10.3)

Nalezy zauwazy¢, ze sktad emisji odbitej nie zalezy od temperatury i wlasciwosci
(oprocz absorpeyjnosci) danego ciala.

*) Wielkosci bedace whasciwosciami ciata doskonale czarnego lub odniesione do nich dalej oznacza si¢
odnosnikiem ¢, np. E, T, A.=1, ¢.= 1.
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Jezeli na drodze emisji wystanej od danego ciala znajdzie si¢ promieniujace
drugie ciato, to migdzy nimi zajdzie przekazywanie Q, _, ciepla droga promieniowa-
nia, a S$ciSlej wymiana emisji.

Ciepto to mozna liczy¢ takze za pomoca pojecia tzw. ,ciepla rezultatywnego” Q, ,,
bedacego czgscia, a przy braku innych dziatan — catym cieptem przemiany danego
ciata, spowodowanym promieniowaniem

0 =E —AE; =E, ,—E,. (10.3a)

Cieplo rezultatywne jest rowne roznicy wypromieniowanej emisji wilasnej E,
i pochlonigtej przez to cialo emisji E,, padajacej na dane cialo.

Uwzgledniajac przede wszystkim wlasciwosci emisyjne cial promieniowanie
dzielimy na: '

a) promieniowanie cial stalych i ciektych,

b) promieniowanie gazow,

¢) promieniowanie plomienia $wiecacego.

10.1. Promieniowanie cial stalych i cieklych
Ciala stale 1 ciekle promieniuja wszystkimi dlugosciami fal.

10.1.1. Podstawowe prawa promieniowania

10.1.1.1. Prawo Kirchhoffa

A=A =T, T, A, Przeprowadzmy bilans wymiany emisji miedzy
cialem doskonale czarnym i dowolnym. Zgodnie
z rysunkiem 10.4, gdy E, jest emisja (wlasna)

&
dowolnego ciala nieprzezroczystego, a E, emisja
ciata doskonale czarnego, ciepto wymienione przez
) / promieniowanie
\\,@ Q1-2= Ec_El_Ec(l_Al)' (10.4)
<o ; e ;
Jak wynika z do$wiadczenia, temperatury roz-
patrywanych cial wyréwnuja si¢ po odpowiednim
v czasie (jesli nie ma dodatkowych zaburzen spowo-
Rys. 10.4. Promieniowanie migdzy dowanych innymi ciatami). Wtedy Q, _, = 0, czyli

dowolnym cialem szarym

a doskonale czarnym E, =E(1-1 -f—A]) = AE.. (10.5)
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Jesli wymienimy dane cialo oznaczone odno$nikiem 1 na inne dowolne bez
odnosnika, to

E=AE,, (10.6)

czyli dla wszystkich cial o tej samej temperaturze

E, E, E _
Arl-Az—A—Ec—f(T) (10.7)

stosunek emisji tych ciat do ich zdolnosci absorpcyjnych jest staly i rowna si¢ emisji
ciala doskonale czarnego o tej samej temperaturze. Jest to wypowiedZ zwana
prawem Kirchhoffa.

10.1.1.2. Prawo Plancka

Jak wynika z tabeli 10.1, fale elektromagnetyczne roznej dlugosci niosa roézne
cze$ci emisji. Intensywno$¢ promieniowania (emisji) wyraza si¢ zaleznoscia
dE
1; = T
- da

(10.8)

w ktorej dE — cze$S¢ emisji niesiona przez fale o zakresie dtugosci d/ (patrz rys. 10.5).

V4

Rys. 10.5. Przechodzenie czeSci dE emisji przez )<_
blende przepuszczajaca fale o zakresie dA d

Intensywnos$¢ promieniowania zalezy od diugosci fali A, temperatury absolut-
nej T ciata promieniujacego 1 od jego wielkosci; I, cial nieprzezroczystych zalezy od
temperatury czastek lezacych na lub blisko zewnetrznej powierzchni ciata

L,=f(AT,F), za$ i,=f(@4T) (10.9)

Dla ciata doskonale czarnego Planck znalazl teoretyczna zalezno$c

: (10.10)
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zwang prawem Plancka. Stale maja wartos¢ C, =0,374-10"'> W-m?, C, =

= 0,01438 m-K. Jesli T potraktujemy jako parametr, rownanie (10.10) mozemy
przedstawi¢ wykres$lnie w ukladzie dwuosiowym (patrz rys. 10.6).

’
1071, 5
KW

m: /
Nl
i

N NN
v /*‘%‘ 8%§\

L
Z

[ | 800 SS

I I — T —

%1 2 3 &[5 6 7 8 i
da “

Rys. 10.6. Zalezno$¢ i., = f(T,4) dla ciata doskonale czarnego

10.1.1.3. Prawo Wiena

Na rysunku 10.6 wida¢, ze dla ciala doskonale czarnego o danej temperaturze
istnieje dtugosc 4, fali, ktora ma maksymalna intensywnos¢. Mozna powiedziec, Ze
intensywno$¢ ta nadaje barwe promieniowaniu.

Ze wzrostem temperatury ciala promieniujagcego maksimum intensywnosci
przesuwa si¢ ku falom krotszym. Dla emisji ciala doskonale czarnego Wien ustalil
zwiazek

AT = 2,9 mm-K.

(10.11)
10.1.1.4. Prawo Stefana—Boltzmanna

Strumien emisji wlasnej ciala doskonale czarnego (rys. 10.7)
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Ja

Rys. 10.7. Promieniowanie ciata doskonale czarnego i szarego:
linia @ — dla ciala doskonale czarnego, linia b — dla ciala doskonale szarego
1.

_Ec; m[l]]m_& Ei=i=£

E.=F J i, (10.12)
A=0

Po wstawieniu (10.10) do (10.12) i scatkowaniu otrzymamy

6,494C,
Ci

E=F T* =F const T*. (10.13)
Nalezy nadmieni¢, ze prawo to zostalo odkryte do$wiadczalnie przez Stefana
(1879) i uzasadnione teoretycznie przez Boltzmanna (1881) jeszcze przed sfor-
mulowaniem prawa Plancka (1901).
Ze wzgledu na stala, do celow technicznych jest wygodniej zapisa¢ prawo Stefa-

na—-Boltzmanna w postaci:
T

4
E,=FC|—]| > 10.14
gdzie C, = 5,67 W/m?-K* — stala promieniowania ciala doskonale czarnego.
Z tego wzoru obliczamy emisj¢ wlasna ciala doskonale czarnego. Ciala rzeczywi-
ste 0 tej samej temperaturze wysylaja emisj¢ mniejsza, mozna wigc mowi¢ o ich

zdolnosci emisyjnej ¢, przy czym
E
=|—= 10.15
’ (EC>T ( )
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jest to stosunek emisji danego ciala do emisji, jaka by ono mialo, gdyby przy tej
same]j temperaturze bylo doskonale czarne.
Z (10.15) mozna napisac

E =¢E,, (10.16)
czyli dla ciat rzeczywistych ich strumien emis;ji
: T\
E=F — > ]
8CC<IOO> (10.17)

co nieraz nazywa si¢ takze prawem Stefana-Boltzmanna dla ciat rzeczywistych.
Zapisuje si¢ je takze

: T \*
E= Fc<m> ) (10.18)
gdzie C — wspolczynnik promieniowania ciala rzeczywistego, oczywiscie
C=¢eC, (10.19)

Cialo, w ktorym dla kazdej dtugosci fali stosunek intensywnosci promieniowania
do intensywnosci promieniowania ciala doskonale czarnego jest staly i wynosi ¢,
nazywamy cialem doskonale szarym (linia b na rys. 10.7).

Zdolno$¢ emisyjna ciata doskonale bialego ¢ = 0, a doskonale czarnego ¢ = 1.
Z tego wzgledu & nazywa si¢ takze stopniem ,.czerni” powierzchni lub czerni.

Na podstawie (10.7) mozna napisa¢ E/E, = A. Po poréwnaniu z (10.15) wy-

nika®), ze
E
=[=—]=4 10.2
€ <E> , (10.20)

c

czyli zdolno$¢ emisyjna cial stalych i cieczy rowna si¢ zdolnosci absorpcyjne;.

10.1.1.5. Prawo Lamberta

Emisja wysylana przez dane cialo jest skierowana we wszystkich kierunkach.
Sumaryczna, calkowita emisje wlasna wysylana przez cialo o powierzchni F i danej
temperaturze T, obliczamy z prawa Stefana—Boltzmanna. Emisja ta nie jest
rownomiernie roztozona w przestrzeni. Jezeli wyobrazimy sobie powierzchnie
F ptaska ciata (rys. 10.8), to pod katem ¢, mierzonym od normalnej do tej
powierzchni, jest skierowana czg$¢ emisji E,

E,=E, cos ¢, (10.21)

gdzie E, — czg$¢ calkowitej emisji, skierowana normalnie do powierzchni.

* Prawo Kirchhoffa mozna zapisa¢ takze w postaci: E, = Efe = f(T).
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Rys. 10.8. Rozktad emisji kierunkowej
Jesli mamy do czynienia z powierzchniami nieptaskimi, to wycinnek dF po-
wierzchni bez zalaman mozemy traktowa¢ jako plaski. Wtedy
d’E, = dE, cos pdQ (10.22)

jest najogolniejszym matematycznym ujeciem prawa Lamberta (patrz rys. 10.9), dE,
jest czescia emisji skierowana normalnie do elementu dF, dQ2 — katem brylowym
wiazki promieniowania d’E, skierowanej pod katem ¢ do normalne;j.

W rownaniach (10.21) 1 (10.22) niewiado-

me sa E,. Poniewaz potrafimy obliczy¢ cal- dE,

kowita emisja E wypromieniowana przez W

plaski element we wszystkich kierunkach \<E,
polprzestrzeni (z prawa Stefana—Boltzman-

na), wiec catkujac w polprzestrzeni emisje ¥

kierunkowa E, wyznaczymy E,.
Wyobrazmy sobie potprzestrzen sferycz-

na oparta na plaszczyznie, na ktorej lezy

promieniujacy element dF powierzchni. Niech

r bedzie promieniem sfery. Z elementu dF dF

jest wystana pod katem ¢ i umownie liczo- Rys. 10.9. Ilustracja rozniczkowego

nym katem 1, wiazka dZE(p emisji. Kat bryto- prawa Lamberta

wy dQ wiazki wycina na powierzchni sfery jej

element dF’. Na rysunku 10.10 przedstawiono kat dQ ograniczony katami ptaskimi

dse

7

do 1 dy.
Czes¢ emisji skierowana normalnie do elementu dF wynosi:
dE, = ¢,dF, (10.23)
gdzie ¢, — gesto$¢ strumienia emisji skierowanej normalnie do powierzchni.

Na podstawie prawa Lamberta
d?E = ¢é, cos ydQdF. (10.24)
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74

Rys. 10.10. Rozklad emisji d*E, w polprzestrzeni

Zgodnie z definicja kata brylowego, jego rdzniczka (przyrost)

dF’
dQ = —- (10.25)

Poniewaz dF’ rowna si¢ iloczynowi bokow wycinka sfery, wiec

dF" = rdor'dy, (10.26)
gdzie ¥ =rsing, z czego po wstawieniu do (10.25) otrzymamy
ri’sinpdedy |
d’Q=—F""" =sinpdedy. (10.27)

>
Jesli w (10.24) wykorzystamy (10.27), otrzymamy

d3E = édFdysinpcospdo. : (10.28)
Calka rownania (10.28) w przestrzeni sferycznej, to jest gdy ¢ zmienia sie

w granicach 0 do 7m/2, natomiast y w granicach od 0 do 2%, ma postac

. 2n /2
dE =¢,dF [ dy [ singcosepde, (10.29)

Yy=0 p=0
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czyli
2n /2
dE = é,dFy J (%sin%p) J = né,dF, (10.30)
0 0
Z prawa Stefana—Boltzmanna wiemy, ze
: T \* T \*
dE = édF = C(W) dF = 8CC<W> dF, (10.31)

z czego po poroéwnaniu z (10.30) otrzymamy

ot 2 BGL T 1032
“= 27 7 \100 %)

Ze wzoru tego wynika, ze powierzchnia promieniujaca w kierunku normalnym
wysyla 1/m czgs¢ catkowitej, wypromieniowanej przez t¢ powierzchnie emisji wlasne;.

Dla cial szarych wprowadziliSmy pojecie niezaleznej od kata promieniowania
zdolnos$ci emisyjnej &. Mozna rowniez wprowadzi¢ pojecie kierunkowej zdolnosci
emisyjnej &,

£, = —2- (10.33)

W tym pojeciu nalezy ¢ rozumie¢ jako warto$¢ $rednia kierunkowej zdolnosci
emisyjnej &,.

Rys. 10.11. Kierunkowa zdolno$¢ emisyj-

na¢,: I — drewno, 2 — korund, 3 — utle-

niona miedz, 4 — bizmut, 5 — braz
aluminiowy, 6 — platyna
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Dla ciala doskonale czarnego kierunkowa zdolnos¢ emisyjna ¢, jest stala
i wynosi 1. Nie zalezy ona od kierunku. Dla cial rzeczywistych matowych
(chropowatych) e, mozna przyjac za stale dla kata ¢ < 60°. Gdy ¢ — 90°, wowczas
&, — 0 (patrz rys. 10.11). Nie ma to wigkszego praktycznego znaczenia, gdyz dla cial
matowych (chropowatych) $rednia warto$¢ ¢ =~ ¢, zdolnosci emisyjnej w kierunku
normalnym. W wypadku cial wypolerowanych $rednia zdolno$¢ emisyjna ¢ ~ 1,2¢,.
Dla tych cial, gdy ¢ > 80°, ¢, silnie maleje i dazy do zera. Najwigksze odstepstwa od
¢ zachodza, gdy 60° < ¢ < 90°.

10.1.2. Wzory obliczeniowe ciepla przekazywanego przez promieniowanie

10.1.2.1. Rownolegle powierzchnie blisko polozone (teoretycznie nieskonczenie duze)

Niech ptyty maja odpowiednie temperatury i absorpcyjnos¢ T, A, oraz T,A4,
1 niech beda nieprzezroczyste D, = D, = 0. Emisje wlasne plyt wynosza odpowiednio
E, i E,. Rozpatrzmy zachowanie si¢ emisji plyty pierwszej. Plyta ta wypromieniowuje
w kierunku ptyty drugiej strumien emisji E; oraz po wielokrotnym odbiciu od plyty
drugiej absorbuje cze$¢ wlasnej emisji, oznaczona przez Qg,, pochlania takze po
wielokrotnym odbiciu czes¢ O, emisji E, plyty 2. Proces wielokrotnego odbicia
i pochlaniania emisji jest szczegotowo opisany na rys. 10.12. Proces ten, w spo-
sOb uproszczony uzasadniajacy bilansowanie energii, przedstawiono na rys. 10.13.

rp A1 rZI AZ
a A, E, 4 e A, E,
hA, TA,
b Ar(1-AZ)Es <=4 Re 2,(1-4,)E, B Y @ =
C A1) (1-4) B S A,f1-A)(1-4)E, o7 N
Qp, ] Nt
2: . 7 N
d  Ap-Aj- 4 E =4 R Af1-A)11-8)E; N
2 o
e Afraf1-a)E, <3 R /14, {1-A,)E, %, 7 >
2 3. N 3
f o A(rANI-A)E 4 o Af1-A) (1-A)E,
Rys. 10.12. Wymiana emisji migdzy nieprzezroczystymi Rys. 10.13. Wymiana emisji migdzy nie-
powierzchniami rownoleglymi przezroczystymi powierzchniami réwno-

leglymi — rysunek uproszczony
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zgodnie z tym rysunkiem na podstawie bilansu plyty 1 mozemy obliczy¢
Q1—2=E1—QE1“Q52~ (10.34)

Strumien ciepla przekazanego od plyty 1 do 2 przez promieniowanie Q,, jest
suma parzystych wyrazow nieskonczonego szeregu zbieznego, oznaczonych na rys.
10.12 przez b, d, f itd., czyli

Opy = E\(14+p+p*+p>+...)(1—A4,)A4,, (10.35)
gdzie
p=(1-4,)(1-4,) <1. (10.36)
W pierwszym nawiasie rownania (10.35) znajduje si¢ suma nieskonczonego
szeregu zbieznego. Suma ta ma granice 1/(1—p), zatem

. E(1—A4)A4,
Qr: =————1(1 )4, (10.37)
-p
Podobnie mozna obliczy¢ sume¢ nieparzystych wyrazow a, ¢, e itd. W wyniku
otrzymujemy

. . E, A
Qp, = E,(1+p+p*+ ... +)A4;, = 12_ 1, (10.38)
Jesli (10.37) 1 (10.38) wstawimy do (10.34), otrzymamy
. . E/(1—A,)A, E,A
,=E = L 10.39
Ql 2 1 l_p l_p ( )
co po rozpisaniu 1—p jako A,+A,—A,; A, mozna przeksztalcic do postaci
. E,A,—E,A,
=— 10.4
Qi-> A +A,—A A, Q220
Identyczny wzor otrzymamy operujac efektywnymi emisjami ptyty 1 1 2:
Q1—2=Elef_E2ef* (10-41)
gdzie
E, ., =E,+(1—A)E,,, (10.42)
E,.,=E,+(1-A4,)E,,. (10.43)

Po rozwigzaniu uktadu rownan (10.42) i (10.43) wzgledem E, ;1 E,, , otrzymamy

E,+E,—A,E
E, =1 "2 "12, (10.44)
1/ " A, +A,—A, A,
E,+E,—A,E
E29f=———1+ 2 2L (10.45)

A +A,—A,A,
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Jesli (10.44) i (10.45) wstawimy do (10.41), otrzymamy

. E,A,—E,A,
= ) 10.46
wzor ten jest identyczny z (10.40).
Emisje wlasne E, i E, obliczymy z prawa Stefana—Boltzmanna
. /i T,\*
E =Fe, Cc<m) ; E,=Fg, Cc<@> . (10.47)

Rozwazania sa Sciste, gdy F = oo; otrzymany wzor ma znaczenie praktyczne
w odniesieniu do roznych* od nieskonczonosci powierzchni skonczonych F.
Mozemy go stosowa¢, gdy w porownaniu z caltym strumieniem ciepla, przekazywa-
nym przez plyty, straty emisji na obrzezach plyt sa pomijalne.

Jesli (10.47) wstawimy do (10.46), otrzymamy

T.\* [(T,\*
Q,_,=Fe, CCKF)}@) - (@> } (10.48)

Jest to wzor do obliczania strumienia ciepta przekazanego od plyty 1 do
rownoleglej jej plyty 2, w ktorym zastgpcza zdolno$¢ emisyjna

1 1
g, = 1 i = 1 1 . (10.49)
—_—t— 1 —4+—-1
A, & &
f,
/ A
! 4
h
[

7777777777777
7

Rys. 10.14. Powierzchnie zamykajace si¢

*) Gdy powierzchnie réwnolegle nie sa rowne, za F nalezy wstawi¢ powierzchni¢ mniejsza.
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10.1.2.2. Powierzchnie zamykajace si¢ (rys. 10.14)

Jesli przeprowadzimy rozumowanie podobne do poprzedniego, to otrzymamy

wzOr Christiansena
y S el O
Q-2=¢ CCFIKﬁ) —(10—6> ] (10.50)

do obliczenia strumienia ciepla przekazanego przez promieniowanie od powierzchni
F,, mniejszej i niewklestej, do powierzchni F,.
Zastepcza zdolno$¢ emisyjna &, nalezy obliczy¢ ze wzoru

1
&, = : (10.51)

1 F, /1
—+——=1
81+F2<32 )

10.1.2.3. Powierzchnie dowolnie usytuowane

Na rysunku 10.15 przedstawiono dwie powierzchnie F, i F, dowolnie usytuowa-
ne. Podzielimy je na elementy dF, i dF,. Na rysunku sa wybrane dwa dowolnie
polozone elementy dF, i dF, powierzchni. Obliczymy strumien ciepta d2Q,_,
wymieniony miedzy tymi elementami, a nastepnie, catkujac po powierzchni F, i F,,
obliczymy catkowity strumien Q,_, ciepta przekazanego przez promieniowanie od
jednej powierzchni do drugie;.

<« N

Rys. 10.15. Powierzchnie dowolnie
usytuowane dFy
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Zgodnie z (10.24) strumien emisji d?E,_, skierowany od elementu dF, po-
wierzchni i trafiajacy w dF, przyjmuje posta¢ wzoru:

d?E,_, = é,,cosp,dQ,dF,, (10.52)
gdzie dQ2 — brylowy kat widzenia wycinka dF, z miejsca na wycinku dF,,
\

dF
dQ, = —2°7%, (10.53)

r

Podobnie z wycinka dF, trafia wiazka emisji d?E,_, na element powierzchni
dF,: _
d’E,_, = é,,c08p,dQ,dF,, (10.54)
gdzie dQ, — brylowy kat widzenia dF, z miejsca na wycinku dF,,

dF,cosp,
—1rL.

d2Q, = (10.55)

Z padajacej na dF, wiazki d’E, _, emisji wycinek dF, powierzchni zaabsorbuje
A, d’E, _,, a reszta odbita ulega rozproszeniu i nie wraca do dF,. Z wiazki d’E, _,
wycinek dF, zaabsorbuje A4,d*E,_,.

Strumien ciepta d?Q,_, przekazany przez promieniowanie z dF, do dF,,

d?Q,_, = A,d*E, _,—A,d%E,_,. (10.56)

Po podstawieniu (10.52)—(10.55) do (10.56) i uporzadkowaniu otrzymamy

COS (COSP
—— L —"2dF dF,. (10.57)

d2Q1—2 = (Azénl“Alénz)
Zgodnie z (10.32)

'—ICT14' ‘—ICT24 (10.58)
enl _7[81 c 100 s (112_72:82 c 100 *

Jesdli (10.58) wstawimy do (10.57) i uwzglednimy, ze 4, =¢,, A, = ¢,, mozemy
napisac
T,\* (T,\*7cos ®, COS @
d’Q,_,=¢¢ Cc|:<—1> _<—“2> —— —_T24F. dF,. 10.59
-2 = 5825 (190) ~\ 100 —; 1 dF;. (10.59)

Aby obliczy¢ strumien ciepta przekazany przez promieniowanie z ptyty 1 do 2,
rozniczkowe rownanie (10.59) nalezy podwojnie scatkowa¢ po F, i F,:

T.\* /(T,\*
Q) ,=¢8 Cc[(ﬁ) _<ﬁ> :|(P1—z, (10.60)
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gdzie
P1_,= deszdF1- (10.61)
nr
Fy Fy

¢,_, nazywa si¢ Srednim wspolczynnikiem katowym lub wspolczynnikiem kon-
figuracji.
W powszechnie stosowanych obliczeniach przyjmuje sie, ze

1 COS (@, COS @
¢=% J J*—i'z—z dF, dF,, (10.62)

FL Fl
gdzie F jest tzw. powierzchnia obliczeniowa (odniesienia). Moze nia by¢ F, albo F,,
albo jeszcze inna powierzchnia. Wzor (10.60) przyjmuje wtedy postac

. T.\* (T,\
0r-2=Fensc (i) (i) Jo o

Jesli za powierzchni¢ odniesienia przyjmiemy F,, to ¢ = ¢,_,, jesli F,, to
@ = ¢,_,; obowiazuje wigc zwigzek zwany prawem wzajemnosci

Fiop,=F, ¢, ;. (10.64)

Gdy za powierzchni¢ odniesienia przyjmiemy F,, wzor strumienia ciepla
przekazany przez promieniowanie z plyty 1 na plyte 2 przyjmie postac

T 4 T 4
QI—2=F1 €4 82Cc|:<ﬁ> _<Ib%> :l(P1—za (1065)

1 COs (@, COS @
P12 :n—lleJ‘#%—‘_‘z‘dFl dFZ (1066)

zas

Fy Fy

Wspotczynnik konfiguracji okreslony rownaniem (10.66) mozna takze zdefinio-
wac jako )
El =2

(pl_z = E-1 ) (1067)
gdzie
E,_, — czei¢ emisji wlasnej wypromieniowanej przez powierzchnie F; w kierunku F,,
E, — emisja wlasna powierzchni F,.

E,_, obliczamy z réownania (10.52), ktore po uwzglednieniu (10.53) przyjmuje
postac

COS @, COS @
LY lin, R, (10.68)

27 _ s
d°E,_, =¢, ;
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Po scalkowaniu wedlug F, i F,

E, :énlfjwﬁﬂm dF,. (10.69)

Fy Fy

Poniewaz E, = F, é,, a zgodnie z (10.32) é,, = é,/n, wigc

E, _ 1 cos cos
f:n—ﬂfj—"’ir;&dﬂ dF, = ¢, _,, (10.70)

Fy Fy

co byto do udowodnienia.

Jezeli powierzchni¢ F,, oprécz F, otaczaja jeszcze inne powierzchnie, tak ze
tworza krag zamkniety powierzchni (patrz rys. 10.16), to emisja wybranej z nich,
np. F,, zostaje rozdzielona na t¢ sama po-
Fs wierzchnig, gdy F, jest powierzchnia wkle-
sta, pozostala czgs$¢ zostaje natomiast roz-
Fa dzielona na powierzchnie pozostate. Stusz-
ne wigc jest rownanie dla n powierzchni:

E1~1 E1—2 E1—3

4 L
Fs Fe E, E, E, +
E, .
— =1, 10.71
e (10.71)
/ czyli
Qr-1+P2t@ 3t ... +
Fa +o,_,=1, (10.72)
/ Fe
zwane prawem zamknietosci. Jesli po-
Rys. 10.16. Zamkniety krag powierzchni wierzchnia F, jest wypukla lub plaska,
¢4 =0.

Istnieja rozne metody [15, 19] obliczania lub wyznaczania wspolczynnika
konfiguracji. Omoéwimy metode optyczna i nitkowa Polaka.

Rozpatrzmy najpierw dowolnie usytuowane elementy dF, i dF, (patrz rys. 10.17).
Elementarny wspolczynnik konfiguracji

é cos cos
a3 __*(pl—z‘_(/.)zdFldF
d _d°E; , m r _COS (@ COS @,
Pr2="gg T ¢dF, T

dF,. (10.73)

Na rysunku 10.17 wyznacza si¢ graficznie dF’ = (cos ¢, cos @,/r*)dF, i zgodnie
z (10.73) d¢,_, =dF'/xn.

Jesli mamy do czynienia z powierzchniami catkowitymi F, i F,, dzielimy je na
elementarne wycinki dF, i dF,. Dla jednego elementu dF,, powierzchni pierwszej,
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df, cosy

df

casy,

£ / R
oF'= 2% g
Rys. 10.17. Graficzne wyznaczenie

wspolczynnika konfiguracji miedzy
powierzchniami dF, i dF, Fy

catkujac po powierzchni F,, znajdujemy powierzchni¢ F jako zakreskowany rzut na
rys. 10.18. ¢@j-, = F/n jest stosunkiem otrzymanej powierzchni F do rownej
n powierzchni kotla, ktorego r =1 na plaszczyznie xy.

Y

Rys. 10.18. Wykreslne wyznaczenie wspolczynnika ¢, _,

Zmieniajac elementy dF, (catkujac po F,) wyznaczymy kazdorazowo ¢’ _,. Po
zsumowaniu otrzymanych wartosci ¢’ -, 1 podzieleniu przez F, znajdziemy ¢, _,.
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Stosowanie metody optycznej czesto jest jednak zbyt uciazliwe.

Dla wybranych usytuowan dwu powierzchni walcowych nieskonczonych dtugo-
sci (w praktyce dlugich) Polak podaje prosta analityczna metode obliczenia ¢, _,.
Po zastapieniu, brakujacych do zamknigcia, powierzchni pomyslanymi plyszczyz-
nami ¢ 1 d oraz zastosowaniu prawa zamknigto$ci znalazt zaleznos¢:

a+b)—(c+d
P12 2(1)21( ) (10.74)
1

Metode te takze zwie si¢ metoda nitkowa, gdyz odcinki a, b, ¢, d i | mierzy sie

naciggnieta nicig (rys. 10.19, np. dla wykonanego w skali ukladu rzeczywistego).

<

f
! \\é /‘ / +®
I G ¥
| Z

Zas _

Uy
Rys. 10.19. Ilustracja do wzoru (10.74)

Dla powierzchni rownolegtych i zamykajacych sig, omowionych w p. 10.1.2.2,
wspolczynnik konfiguracji ¢, _, = 1. Po podstawieniu do (10.65) nie otrzymujemy
jednak wzordéw (10.48) ani (10.50). Dzieje si¢ tak, poniewaz podczas wyprowadzania
wzoru (10.65) pominglismy wtorne odbicia emisji jako nieistotne. W zwiazku z tym
niektorzy badacze Mc Adams, Hottel i inni proponuja dla powierzchni dowolnie
usytuowanych wzor

T.\* [/T,\*
Q1-2=2,, CJ“H':(@) *<T(%> :I’ (10.75)
1
1 +l_1+5<i_1>
Pr-2 & F,\¢,

* ¢,_, uimuje takze wplyw odbijajacych wlasciwoéci Scian bocznych poza F, i F,, jesli takie
istnieja.

w ktorym

b, = (10.76)*
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Gdy F, =F,, otrzymujemy wzér (10.48); gdy za$§ F,<F, przy ¢,_, =1,
dochodzimy do wzoru Christiansena (10.50).

10.1.2.4. Ekrany

Stosowanie ekranow ma istotny wplyw na zmniejszenie przekazywania ciepta
przez promieniowanie. Jesli przyja¢ jednakowa zdolno$¢ emisyjna powierzchni F,
F, i ekranu, to wstawienie ekranu o tej samej emisyjnosci (patrz rys. 10.20) zmniejsza

AT

Ekran z

Rys. 10.20. Ekran miedzy promieniujacymi L2

powierzchniami /4/////,///,’,’/// / Y 7 ////////g

o polowe strumien ciepla. Zastosowanie n ekranow zmniejsza strumien n+ 1 razy.
Silniej zmniejszany jest strumien ciepla, jesli ¢, >¢, <¢,, przy czym g, oznacza
zdolno$¢ emisyjna ekranu.

10.1.3. Promieniowanie stoneczne
W tabeli 10.12 podano gestosci strumienia emisji Stonca.

Tabela 10.12. Gegsto$¢ strumienia emisji Storica na powierzchni Ziemi
pod 40° szerokos$ci geograficznej w jasny dzien, w W/m?

Powierzchnia pionowa zwrocona Powierzchnia
Godziny ;
] : ] pozioma
na wschod |na potudnie | na zachod
6%° 227 - — 47
900 608 81 - 674
1200 - 244 — 948
15%0 — 81 610 674
18°° — — 547 47

10.1.4. Przykiady obliczeniowe

Przyklad 1. Dwie duze ptaskie ptyty blisko potozone maja zdolnosci emisyjne ¢; = 0,8 i ¢, = 0,7 oraz
temperatury T, = 1000 K i T, =400 K. Obliczy¢:

a) gestos$¢ strumienia ciepla przekazanego przez promieniowanie,

b) gesto$¢ strumienia jesli migdzy ptytami jest wstawiony cienki ekran o jednakowej emisyjnosci
obu stron ¢, = 0,3.
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Ze wzgledu na bliskos$¢ potozenia, plyty rozpatruje si¢ jako rownolegle, w ktorych F = oo (rys. 10.21).

T,=1000°K £ = 03 T 400°K
\ é &=07
\
\ \
N N\
N
N
§ Rys. 10.21. Promieniujace powierzchnie rownolegle
N ze wstawionym ekranem — szkic do obliczen
-t
Zgodnie ze wzorem (10.48)
Tu\ [T
Cll—=] | =
ies = (5) () |
a) obliczenie gestosci strumienia:
1 1
g, = = = 0,604,

11
—+——1
& &

1
8
400\*
_, = 0,604-5,67 = 33943 W/m?;
100 100

b) obliczenie gestosci strumienia §j-,, gdy jest wstawiony ekran:
oznaczamy temperature ekranu przez T,.

T 4 T 4
G- =8, C, [(102)) ——(106> :I — strumien liczony miedzy plyta 1 a ekranem,

T,\* /T.\*
Go-2 = &;,C, |:<100> _(102)> :I — strumien liczony miedzy ekranem a plyta 2,

qi-e=qe—2=4q1-2;

po porownaniu i wyeliminowaniu T, otrzymamy

’ €217 622 T, ¢ Tz
qi1-2 = Cl\ = ’
€1+ €, 100 100

1 1
€4 = = = 0,279,
11 1 . 1
8 &g 08 03
1 1
&5 = = = 0,266,
1 1 1 1 - 1
8 &y 03 07

., = 02790266 [(1000 (400N] 0 oime
11-2= 557910266 100 100) | "
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Przyklad 2. W betonowej kanalizacji kablowej o $rednicy kanatu 150 mm, emisyjnosci powierzchni
&, = 0,8 znajduje si¢ kabel o zewnetrznej srednicy 50 mm i emisyjnosci &, = 0.,9.

Temperatura kabla podczas maksymalnego przepltywu pradu wynosi 60°C, temperatura $ciany
kanatu 5°C. Obliczy¢:

a) przekazany przez promieniowanie jednostkowy (na 1 mb) strumien ¢; ciepla,

b) wspolczynnik « promieniowania w przeliczeniu na powierzchnie kabla i kanalu, jesli temperatura
powietrza w kanale wynosi 30°C (rys. 10.22).

T,=323°% /ﬂi”‘l‘

Rys. 10.22. Umieszczenie kabli elektrycznych w kanalizacji kablowej — szkic do obliczen
Wzér podstawowy (10.50)

) F,e.C Ty (I
0, ,=F¢, c|:<100) _<100) :|’

1
=——— F,<F,;,

sz
1 F1<1 >
—+—(—=1
g, F,\e
1
= = 0,798
1 =m005-L (1
_.+-—— —_—
0,9 m0,150-L \0.8

3332\* [2782\*
4;=0051-0,798-577( — | — = 56,5 W/mb
100 100

a) obliczenie ¢;:

b) obliczenie o, promieniowania:
— dla powierzchni kabla

Q1—z © 56,5 2
o,y = = =12 W/m*-K,
F,(%—1) 70,05-1(60—30)
— dla powierzchni kanatu
), - 56,5
_ Qe =48 W/m?-K.

2= F(9—1) 70150 1(30—5)
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10.2. Promieniowanie gazow
Gazy promieniuja tylko w pewnych zakresach dtugosci fal; promieniowanie ich jest

selektywne (rys. 10.23). Dalsza roznice migdzy gazami a cialami stalymi i cieklymi
stanowi to, ze gazy promieniuja w calej swojej objetosci, podczas gdy wiekszos¢ ciat

i Ag
c 1 < 7
i Q /
J—M;l--hl:-ln A oan, oA BT 4___1 Y oy _“’/._Ax

Rys. 10.23. Tlustracja intensywnosci promieniowania i, i zdolnosci absorpcyjnej 4, gazoéw na tle
promieniowania ciata doskonale czarnego C i szarego S

statych i cieczy tylko na powierzchni. Kazdy promieniujacy gaz zawiera charakterys-
tyczne widmo promieniowania. Na podstawie analizy spektralnej mozna okresli¢
sktad promieniujacej mieszaniny gazéw, np. dwutlenek wegla wysylta emisj¢ w pas-
mach dtugosci fali

od A, =236 um do 1} =3,02 um; 44, = 0,66 pm,

od 4, =401 pm do 45 =480 um; 44, = 0,79 um,

od A; =125 pm do A5 =16,5 um; 44; =4,0 um.

Gaz absorbuje padajaca nan emisj¢ jedynie w tych zakresach diugosci fali,
w ktorych sam emituje, w pozostatych dlugosciach fal jest doskonale przezroczysty.
Na zdolnos$¢ absorpcyjna danego gazu wplywa grubos$¢ jego warstwy i zawarto$¢
w nim czastek danego gazu, ktoéra zwykle okresla si¢ wielkos$cia ci$nienia czastko-
wego. Gdy chodzi o promieniowanie selektywne, zdolnos¢ absorpcyjna okresla sie
wzorem

E, I
A, =—2=2=((T, pl), (10.77)®
. E,lc I/lc
w ktorym
p — cisnienie czastkowe gazu promieniujacego,
I — grubos¢ warstwy gazu,

T, — temperatura gazu.
Nalezy zwroci¢ uwage, ze zdolno$¢ emisyjna ¢, gazu nie rowna si¢ zdolnosci
absorpcyjnej A4,.

*) QOperuje sie zawsze iloczynem pl.
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Jesli chodzi o emisje gazow jedno- i dwuatomowych, to zakresy w ktorych one
emituja sa tak waskie, ze gdy interesuje nas tzw. promieniowanie energetyczne, czyli
ilos¢ wypromieniowanej emisji, wowczas mozemy ja pominac. Uwzgledniamy
w obliczeniach emisje gazoéw troj- 1 wiecej atomowych.

Emisja roznych gazéw zalezy od roznych temperatur, np. CO, emituje z pot(;:gcl
T3, para wodna z potega T°.

W celu ujednolicenia obliczen przyjmuje si¢ obecnie, ze emisja wszystkich gazow

T 4
E,=¢,C 10.78
~ <100> (10.78)
odstepstwa zas sa uwzglednione w zdolnosci emisyjnej ¢, gazu, czyli
e, =f(T, pl).

10.2.1. Wzory obliczeniowe dla promieniujacych gazow

Strumien ciepta przekazany przez promieniowanie na jednostke powierzchni, tj.
gesto$¢ strumienia ciepta migdzy promieniujaca bryla gazow a $ciana otaczajaca te
bryle oblicza si¢ ze wzoru

. , T 4 T. 4 .
dg-s = E.scc[8g<m> —A, <100> ] W/m (10.80)
16

P Przy cisnieniu
o B = 980 hPa(1

14

13 P

12 5

LW
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Rys. 10.24. Poprawka f uwzgledniajgca wigksze stgzenie pary wodnej w mieszaninie gazow o ciSnieniu
calkowitym 980 hPa
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w ktorym
& = (e,+1)/2 — efektywna zdolno$¢ emisyjna $ciany (gdy e, = 0,8-1),
&, = &co, + Pen,o—4e, — zdolno$¢ emisyjna gazu,
B — poprawka uwzgledniajaca wigksze stezenia pary H,O (z rys. 10.24 lub
10.25),
Ade, — poprawka uwzgledniajaca wzajemne pochlanianie emisji roznych gazow

promieniujacych, gdy pasemka czeSciowo sie nakladaja (z rys. 10.26),
. — temperatury odpowiednio gazu i Sciany,

0.65
Ay = g, <F"> + Bey,0—Ae, — zdolnos¢ absorpcyjna gazu,

€co, — Z Tys. 10.27,
én,0 — 2 1ys. 10.28.

2,0 T T T 5 T
Pes, L =0%0,006-10° Pa-m é
15 ' e
=
Bcoz| o075 015 03 075 =
WO N\ e
08 —_— e
: L —"‘@“,A >
06 = = 75
B X
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> // \
03 0:0006 N.0015| \ 0036
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Rys. 10.25. Poprawka fcq, dla ci$nienia calkowitego, réznego od 980 hPa
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Rys. 10.26. Poprawka 4e, dla promieniujacych mieszanin pary wodnej i dwutlenku wegla
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Rys. 10.27. Zdolnos¢ &g, emisyjna promieniujacego CO,
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Rys. 10.28. Zdolnos¢ &, emisyjna promieniujgcej pary wodnej
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Rys. 10.29. Zalezno$¢ emisyjna &g, promieniujacego
gazu SO,

Niewielkie ilosci SO, w gazie,
co wystepuje w spalinach, mozna
uwzgledni¢ jako Peo, = Pco,+ Pso,
i korzysta¢ z wykresu ilustrujace-
g0 &co,. Gdy zawartos¢ SO, jest
wigksza, &, i A, nalezy obliczy¢
z uwzglednieniem &g, z wykresu
10.29 (dodajac &g, do ¢, i A,).

Omowienia wymaga jeszcze gru-
bos¢ warstwy gazu, ktora zalezy od
ksztattu brylty. Wzor (10.80) odnosi
si¢ do powierzchni (Sciany) opromie-
niowanej przez potkolista bryle gazu
o promieniu [ (patrz rys. 10.30). Inne
ksztalty bryly gazu sprowadza si¢ do
zastepczej grubosci [, rownej pro-
mieniowi bryly polkoliste] o tej sa-
mej objetosci

4V
= 7 (10.81)

z

gdzie V, F — objetos¢ bryly gazu
1 jej powierzchnia zewnetrzna.

Rys. 10.30. Opromieniowanie powierzchni F przez bryle gazu

grubosci [

Dla nieduzych, zwykle spotykanych w praktyce wartosci iloczynu pl, zastepcza
grubosc¢ [ bryly gazu jest okolo 15% mniejsza od wyliczonych ze wzoru (10.81)

Tabela 10.3. Zastepcza grubos¢ I, warstwy gazu z uwzglednieniem poprawki dla spotykanych przecietnie

wartosci pl

Lp. Ksztatt bryly gazu l,

1 Kula o srednicy d 0,60 d
2 | Szescian o krawedzi a 0,60 a
3 | Walec nieskonczenie diugi o $rednicy d 0,90 d
4 Walec wysoko$ci rownej srednicy d — opromieniowanie $ciany bocznej 0,60 d
5 | Walec wysokosci rownej srednicy d — opromieniowanie na srodek podstawy 0,77 d
6 | Plaska nieograniczona warstwa grubosci ¢ 1,8 o
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10.3. Promieniowanie plomienia Swiecacego

Plomien $wiecacy jest promieniujacym plomieniem gazowym z zawiesina drob-
nych czastek stalych — jest promieniujacym solgazem.

Drobne czastki stale w ptomieniu to: sadza, pyt weglowy, popiot, lotny koksik
i inne. Sadza wydziela si¢ podczas rozpadu weglowodoréw w ptomieniu. Drobne
czastki popiotu i lotnego koksiku sa porywane ciggiem kominowym z rusztu, pyl
weglowy jest podawany jako paliwo do palenisk pylowych.

W wysokiej temperaturze plomienia czastki stale, zanim ulegna zgazowaniu,
wzmagaja emisje promieniujac we wszystkich zakresach fal. Gorace gazy znajdujace
sic w ptomieniu emituja selektywnie.

Plomien §wiecacy sprawia wrazenie nieprzezroczystej brylty, jakby promieniujace-
go ciala stalego; ma zwykle barwe zoltopomaranczowa (zalezna od temperatury
plomienia).

Plomien nie S$wiecacy jest bryla gazowa promieniujaca w pewnych tylko
zakresach dtugosci fal; zwykle jest on przejrzysty (nie ma w nim czastek stalych).
Ptomien spalanych paliw, zawierajacych wigksze ilosci weglowodorow, jest zawsze
Swiecacy.

Strumien ciepla przekazany od $wiecacego plomienia do $cianki mozna obliczy¢

wedlug wzoru -

) T, \* T \*

Qpl‘.\' = SSEP/CL‘F.\'I:<E%> _<1030) :|’ (1082)
w ktorym

F, &, T, — odpowiednio powierzchnia opromieniowanej $ciany, zdolno$¢ emisyjna
$ciany, temperatura S$ciany,
& T,y — odpowiednio zdolnos¢ emisyjna plomienia i temperatura plomienia.
Zdolno$¢ emisyjna plomienia, w zaleznosci od stosowanych paliw, nalezy
przyjmowa¢ wedlug tab. 10.4.

Tabela 10.4. Zdolno$¢ emisyjna plomienia

Epi
Lp. Rodzaj ptomienia i paliwa zdolnos$¢ emisyjna
plomienia
1 Nie $wiecacy plomien gazowy i plomien antracytu 0,40
2 | Plomien pylu antracytu 0,45
3 Plomien wegla kamiennego chudego 0,60
4 | Plomien wegla kamiennego gazujacego,
wegla brunatnego 1 torfu 0,70
5 | Plomien mazutu 0,85

Wzor (10.82) jest znany od dawna, ma prosta budowg i stuzy do okreslania emisji
plomienia.
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Jesli zmienia si¢ temperatura ptomienia w palenisku nad rusztem i u wylotu,
nalezy do (10.82) wstawi¢ $rednia warto$¢ temperatury wyliczona ze wzoru

Top=af T, Ty (10.83)
w ktoérym
T, — temperatura plomienia w palenisku nad rusztem,
T, — temperatura spalin u wylotu z komory paleniskowe;.

Do obliczenia powierzchni paleniska opromieniowanego Gurwicz i Konakow [19]
podaja uogolnione wzory oparte na analizie rownan proceséw spalania. W rowna-
niach tych wystepuja liczby znamienne, charakterystyczne dla tych procesow.

Wzor Gurwicza ma postac:

#BWM <T )2
F,=—=—"E23/| =21 (10.84)
eC.T3Tx \ \Tk

gdzie
B — strumien spalonego paliwa,
W, — warto$¢ opatowa paliwa,
u — stosunek ilosci ciepla przekazanego do powierzchni opromieniowanych
w kotle do ciepia uzyskanego ze spalenia paliwa,
n, — sprawnos¢ paleniska (zwykle 0,9-0,97),
C, — stala promieniowania ciala doskonale czarnego,
T, — temperatura ptomienia nad rusztem,
Ty — temperatura plomienia u wylotu z opromieniowanej komory paleniskowej,
¢ — zdolno$¢ emisyjna opromieniowanej komory paleniskowe;.
Wzér ten pc wprowadzeniu liczby znamiennej Bo — Boltzmanna przyjmuje postac¢
Tx Bo?°
T, ~ 14+Bo%° (1085)
gdzie
Bo = Bch/Ccst T, liczba znamienna Boltzmanna,
V' — objetos¢ spalin otrzymanych z jednostki paliwa,
Ve, — pojemno$¢ cieplna spalin uzyskanych z jednostki paliwa.

Zakladajac, ze istnieje podobienstwo podl temperatury w paleniskach Konakow
[19] otrzymal wzor uogdlniony dla palenisk w postaci

Ty 14K,
—_———F. 10.86
r, 1+17K, ( )
gdzie
K, — liczba podobienstwa dla palenisk opromieniowanych
T 3
Cl—=| F
K = M (10.87)
" BVc =

p
ktora jest proporcjonalna do odwrotnoéci liczby Boltzmanna.
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Rys. 10.31. Badania réznych palenisk y = f(x)
y=14+K,+T,/T, i x=K, T,/T,

Wzor 10.86 o tyle jest wygodniejszy w stosowaniu, ze nie jest potrzebna
znajomos¢ zdolnosci emisyjnej opromieniowanych Scian paleniska (zawarta w podo-
bienstwie). Sprawdzony eksperymentalnie bfad wynikajacy ze wzoru Konakowa nie
przekracza 8% (patrz rys. 10.31).



11. Przewodzenie ciepla (czes¢ II) wybrane zagadnienia analityczne

11.1. Nieustalone przewodzenie ciepla w cialach z wewnetrznymi zrodlami ciepla

Jezeli w substancjach przekazujacych ciepto zachodza termiczne reakcje chemicz-
ne lub jadrowe, przeptywa prad elektryczny przy 1stnlejqcym oporze substancji lub
wystepuje tarcie, to w wyniku tych dziatan pojawia si¢ ciepto, ktore w obliczeniach
traktujemy jako pochodzace ze zrodel. Zaleznie od sytuacji rozmieszczenie zrodet
ciepla moze by¢ rozne. Moga to byc zrodla punktowe rozmieszczone dowolnie lub
zaprogramowane, zrodla plaskie lub objetosciowe. Ich wydajnos¢ moze by¢ stata lub
zmienna.

W wyniku dzialania zrodel temperatura ciala zostaje dodatkowo podwyzszona.
W celu sprawdzenia czy nie zostaja przekroczone dla danego materiatu temperatury
dopuszczalne lub w innych celach wyznacza sie profil temperatury i okresla
temperature maksymalng. Dane te sa konieczne np. do wlasciwego zaprojektowania
wielkosci 1 ksztattu elementow reaktoréw jadrowych itp.

Przewodzenie ciepta w ciatach z wewnetrznymi zrodtami ciepta ujmuje rownanie
(7.26), ktore dla nieustalonego przewodzenia w cialach statych, w ktorych
w,=w, =w, =0, przyjmuje postac

dg j
& avi+ I, (11.1)»
i dr Cpp
gdzie
V? — operator rozniczkowy Laplace’a,
q, — wydajnos¢ zrodel ciepta,
a= ilc,p — wspoélczynnik wyrownywania temperatury.
* Rownanie (11.1) we wspotrzednych walcowych (r, x, @)przyjmuje postac
d9 Lo 0T\ 2T 1277 4 ©
= =P e ; a
dz ror\ or ox*rtoe* | cp

w zapisie wektorowym:

? : : 4
-=a div gre ' T+ .
dr Cop

(b)
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Rozwiazanie rownania (11.1) prowadzi do znalezienia funkcji
9 =3x,y,z,7) (11.1a)

tj. temperatury w kazdym punkcie rozpatrywanego obszaru w czasie. Rozwiazanie to
w postaci ogolnej ma by¢ rozwiazaniem calki, ze szczegolowymi wartosciami statych
calkowania. Aby to uzyskac, nalezy dla rownania (11.1) okresli¢ warunek poczat-
kowy i warunki brzegowe. )

Sq rozne metody rozwiazywania zagadnien brzegowych rownania (11.1) przewo-
dzenia ciepla, tj. znalezienia catki ogolnej lub szczegdtowej. Sa to metody analityczne
i przyblizone numeryczne oraz wykreslne. Stosunkowo najprostsze sa rozwiazania,
gdy warunki poczatkowy i brzegowy sa funkcjami jednorodnymi. Kiedy sa one
podane jako nejednorodne, to przez odpowiednie podstawienie sprowadza si¢ je do
funkcji jednorodnych. Stosowane analityczne metody rozwiazan podal juz Fourier
(1882). Z innych metod nalezy wymieni¢ rozdzielenie zmiennych, wierne odwzorowa-
nie, stosowanie funkcji Greena, przeksztalcenie calkowe Laplace’a, Fouriera, Melina
i Hankela. Literatura dotyczaca wymienionych metod analitycznych jest bardzo
obszerna i zainteresowani znajda odpowiednie dane w pracach Carslawa—Jegera [2],
Lykowa [15], Grobera [5], Schneidera [26], Gduli [4] 1 in.

11.1.1. Warunek poczatkowy i warunki brzegowe

Warunek poczatkowy okresla rozklad temperatury w rozpatrywanym obszarze
w okreslonym czasie, najczgsciej w chwili poczatkowej lub koncowej.

Warunki brzegowe moga okreslac:

a) temperature na powierzchni ciata (moze by¢ podana liczbowo lub funkcyjnie)
— jest to tzw. warunek brzegowy pierwszego rodzaju, zwany tez warunkiem
brzegowym Dirichleta;

b) strumien ciepla przekazywany na powierzchni S zewngtrznej rozpatrywanego
obszaru; jest to warunek brzegowy drugiego rodzaju, zwany tez warunkiem Neu-

manna
dd
js = A| — 11.2
qS (dn)s ( )
c) temperatur¢ otoczenia 1 warunki przejmownia ciepla na powierzchni ze-
wnetrznej S obszaru
d3

jest to tzw. warunek brzegowy trzeciego rodzaju, zwany warunkiem brzegowym
Fouriera;
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d) rownos¢ strumienia ciepla przewodzonego na granicy warstw

ds dd
il<a>1 = 12<d—n>2, (114)

jest to tzw. czwarty warunek brzegowy.

Jezeli styk warstw nie jest dokladny, to moze wystepowaé tzw. opdr cieplny
stykowy.

Ilustracja graficzng warunkow brzegowych jest rysunek 11.1.
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2 Al 7 ‘
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B —Z L 7/// l o % 3 ) 11 "2
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AFg=const Ytconst A, #const
?g(f--(g—:;),‘ const tg@ = const tgy 4 const

to=const

Rys. 11.1. Tlustracja graficzna warunkow brzegowych: a — pierwszego, b — drugiego, ¢ — trzeciego,
d — czwartego rodzaju

11.1.2. Ustalone przewodzenie w plycie plaskiej

W wypadku ustalonego przewodzenia d3/dt =0 (rys. 11.1); w plycie plaskiej
przewodzenie jest jednoosiowe.
Rownanie (11.1) przyjmie postaé
d?9 q,

D ’ 11.5
ax? P (11.5)

Jezeli wprowadzimy zmienng @ = 9—t, (patrz rys. 11.2), to d9=de; po
podstawieniu a = A/c,p i uproszczeniu
d’e 4,
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Calka z (11.4) 5
A
d@ q,

Ze wzgledu na symetrig I warunek brze-
gowy dla x =0, d@/dx = 0, czyli stala cal-
kowania C,; = 0.

W wyniku drugiego catkowania otrzy-
mujemy

o=-Lyvic (11.8) "
2 7

A
=

N

v

gdzie C, — stata calkowania, ktorg nalezy
wyznaczy¢ z 11 warunku brzegowego: x = J,,

’,.

o= @ = '9 Rys. 11.2. Rozklad temperatury w s'ciénie
Cleplo Q przewodzone przez powierzch- ptaskiej z wewnetrznymi zrodlami ciepla:
nie skrajna (dla x = d,) musi by¢ przejete do 0, — polowa grubosci Sciany
otoczenia
de
Q = —F)L<dx> = Fa0,, (11.9)
stad
' e, = g (11.10)
P dx )
Zgodnie z (11.4) dla x =4, gdy C1 =0, otrzymujemy:
de q
— ] =—--9,. 11.11
(dx >p A% ( )
Po wstawieniu (11.11) do (11.10) I warunek brzegowy dla x = J, przyjmie postac
gy
0=0,= _E(sl” (11.12)

po jego wykorzystaniu w (11.8) mozemy napisaé
_ 4 >
0,= aé" 2/15 +C, (11.13)
i wyznaczy¢ stata catkowania

dr <>
C; = 2/15 aép. (11.14)
Rownanie okreslajace nadwyzke temperatury w dowolnym przekroju x $ciany
nad temperatura otoczenia ma posta¢ paraboliczng; po wstawieniu (11.14) do (11.8)
i uporzadkowaniu:

4, q,
0 = (6 —x)+75, (11.15)
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Temperatura w dowolnym przekroju przegrody
dr s qr
S:ﬁ(bﬁ—x2)+;5p+to. (11.16)

Maksymalna temperature 9, W przegrodzie obliczymy wowczas, gdy wsta-
wimy x =0

4r s>, G
9 =05+ 0,+t,. 11.17
max 2/L 17+ /At p+ ] ( )

11.1.3.Ustalone przewodzenie ciepla w precie walcowym

Przypadek ten wygodniej rozpatrywaé¢ we wspoOtrzednych walcowych r, 9, .
Jezeli pret jest dostatecznie dlugi, a temperatura otoczenie jest stala, to temperatura 9
zalezy tylko od zmiennej r. Rownanie (11.1) zapisane we wspotrzednych walcowych
przyjmuje postac

dy 10/ dd q
e a——( =2 L 11.1
dt ar 0r<rdr>+cpp 515}
W wypadku ustalonego przewodzenia d3/dt = 0, mozemy wigc napisac
1d9 d*9 q
e bl S S 11.19
a<r dr+dr2>+c,,p ( )
lub, gdy oznaczymy @ = 9—t,, d9 = d6O,
1de d*e q
e sl r =0; 11.20
a<r ar T ar >+cpp ( )

jesli podstawimy d@/dr = z, to otrzymamy

q i .
a<_2+_>+_q, =0, (11.21)
rodr) c,p

po pomnozeniu obustronnym przez (rdr)/a,

zdr+rd2+%rdr =0. (11.22)
Gdy przyjmiemy nowa zmienng u = rz, wowczas zdr+rdz = du, czyli
du = —%rdr. (11.23)
Calka obustronna
u=~%r2+Cl, (11.24)

gdzie C, — stala calkowania; u=rz, z=dO/dr.
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Zatem .
r—=——r*+C,, (11.25)

a po podzieleniu przez r,

PR 7 ¥ (11.26)

Po powtornym scalkowaniu

4

O = 4l +C;Inr+C,. (11.27)
Z warunku symetrii wynika I waru- A#
nek brzegowy: gdy r = 0, to d@/dr = 0. P
Wynika z tego, ze C, =0 (rys. 11.3),
czyli (11.27) przyjmie postac
qr
O=——"r+0C,, (11.28)
4/
de q
— = — 7. 11.29
ar 22" k2 §
va [¢+]
Na zewnetrznej powierzchni preta ® .y -
przewodzony strumien ciepta musi by¢
przekazany do otoczenia. Zgodnie
z (11.9) na powierzchni skrajnej r °
A(dO -V
O =——)- 11.30
4 oc< dr )p ( ) L
Gdy r=r (dO/dr) wowcezas Rys. 11.3. Rozktad temperatury w precie
zgodnie z (11 229’) p z wewngtrznymi zrodlami ciepta — stan ustalony
de qr
<E> =—m, (11.31)
» .
czyli na zewnetrznej powierzchni
0,=3, (11.32)

20
Stata C, wyznaczymy z (11.28) za pomoca II warunku brzegowego w postaci:
gdy r=r,, wowczas @ = 0O,

g, 4,
0, =5ir. = — o124 G, (11.33)
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stad

drya ) G,
Co=ari+air, (11.34)

Po wstawieniu (11.34) do (11.28) otrzymamy

de 2 o, 4r
O = 1 LrZ-r)+ L (11.35)
Poniewaz © = 3—t,, wigc otrzymamy
2 4,
( r)+ é—r +t,. (11.36)

Jest to wzor okreSlajacy temperature w zaleznosci od wspotrzednej r. Profil
temperatury jest paraboloida.
Maksymalna temperatura &, wystapi w osi preta, tj. dla r =0,

4 &
Fo = 1 + r+t (11.37)

11.1.4. Zrédia ciepla w o$rodku polnieskoficzonym

Wyobrazmy sobie znajdujace si¢ na glebokosci h zrédlo ciepta umieszczone
w osrodku poiieskonczonym o wspoélczynniku przewodzenia 4, np. kabel elektrycz-
ny zakopany poziomo w ziemi na glebokosci h. Zaldézmy, ze zrodlo znajduje si¢ na
tyle gleboko, ze mozna przyja¢ temperature powierzchni osrodka potnieskonczonego
za stala (temperatura t, powierzchni ziemi). Interesuje nas temperatura 9, zrodla,
jezeli znamy jego wydajnos¢ (wazne np. do sprawdzenia wytrzymalosci izolacji) lub,
gdy znamy temperature zrodla i jego wydajno$¢*®. Zagadnienie to rozwiazuje si¢
metoda zrodet i upustow** podana juz w 1880 r. przez Thomsona. Mozna ja
zastosowac¢ do zrodla punktowego lub liniowego. Tym drugim przypadkiem jest
diugi kabel zakopany poziomo w ziemi.

Zalozmy, ze rozwazane zrodlo ciepta, umieszczone w osrodku potnieskonczo-
nym, jest dodatnie. Nalezy sobie wowczas wyobrazi¢ drugi potnieskonczony osrodek
o tym samym A, w ktorym jest symetrycznie polozony upust o wydajnosci rownej
lecz przeciwnego znaku. Wymiary upustu sg takie same jak wymiary zrodta.

*) Gdy znamy prad elektryczny ptynacy przez kabel i jego opornos¢, mozemy okreslic wydajnos¢
liniowego zrddia ciepla jako ciepto Joule’a na 1 mb.
*%) Upust jest ujemnym zrodlem ciepla.
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Temperatura upustu jest o tyle nizsza od temperatury powierzchni, o ile temperatura
zrodla jest wyzsza
(11.38)

W ten sposob otrzymaliSmy zrédlo i upust ciepla umieszczone w osrodku
nieskonczonym, i przekazujace cieplo. Ze wzgledu na symetri¢ temperatura po-
wierzchni rozdziatu osrodkow rzeczywistego i fikcyjnego jest stata i nie zostanie
zmieniona w stosunku do rzeczywistej f,.

Rozpatrzmy temperature 9 dowolnego 2rzi
punktu A w osrodku rzeczywistym. Potoze-
nie punktu podano na rys. 11.4.

Jesli w osrodku nieskonczonym byloby
tylko zrédlo, to temperatura tego punktu
bytaby temperatura ' powierzchni walcowe;j
o promieniu r. Na podstawie wzoru dla
przewodzenia przez powierzchni¢ walcowg

: 9,— %

0 = 2znL) (11.39)

In —
r,

Jesli w osrodku nieskonczonym bylby
tylko upust, to temperatura rogpatry.wanego. Rys. 11.4. Polozenie zrodia ciepla i upustu
punktu bylaby temperatura §” powierzchni w osrodkach polnieskonczonych, rzeczy-
walcowej o promieniu s czyli wistym 1 pomyslanym

. ' —3_;
0 =2nLi =

(11.40)

Oznaczamy Q; = Q/L; wielkos¢ ta jest wydajnoscia zrodta na jednostke dtugosci.
Jesli przeksztalcimy (11.39) i (11.40) wzgledem roznic temperatur i wprowadzimy Q i
to otrzymamy

’ Q_] r
g—§ = mn (11.41)
Qj T
"__ :____1 B .
¥ =8y =5t (11.42)

Gdy od (11.42) odejmiemy stronami (11.41), wowczas otrzymamy

@ +8)-@.+9.) = Zn (:— r;) (1143)
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Poniewaz r, = r_; oraz na podstawie (11.38) 9,+9,; = 2t,, wiec
Y —t,)+(3" —t,) = Q’ In "t (11.44)
’ T A

Z lewej strony (11.44) jest podana suma czgsciowych spadkow temperatury
spowodowanych dziataniem tylko zZrédta i tylko upustu. Dziatania te naktadaja sie,
powodujac catkowity rzeczywisty spadek temperatury 9—¢,, czyli

_ Q,- &
3—t, = 5 In m (11.45)
We wspotrzednych prostokatnych r = /x*+(h—y)?, natomiast r, = \/x* +(h+y)?,
wobec tego
0, P+ (h+y)?
9—t, =L In =7 11.46
° 4zl +(h—y)? ( )
Temperatury 9, punktow lezacych w pionie nad kablem (gdy x = 0) wynosza
Q h+y Q h+y
3 =t In =1 In . 11.47
p=lot g 5T ol h—yp (LA
Aby okresli¢ temperature powierzchni kabla, nalezy przyja¢ r=r,, czyli y =
= h—r,, stad
2h—
9. —z+2Q In — ik (11.48)

z

Jest to wzor do obliczania temperatury zrodta (kabla) znajdujacego si¢ na
glebokosci h. Q; — wydajnos¢ na 1 mb zrodla walcowego o promieniu r,.

Rys. 11.5. Linie strumieni (adiabat) migdzy walcowym zrodiem
ciepta 1 upustem

Gdy znamy temperatur¢ §, zrodla, mozemy ze wzoru (11.47) wyliczy¢ jedno-
stkowa wydajnos¢ zrodta Q; (rys. 11.5):

9 —t
Q._27MT", W/m. (11.49)
In

r

z
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11.2. Nieustalone przewodzenie ciepla bez wewnetrznych zrodel ciepla

Wymienione przewodzenie opisuje rownanie (7.27) Fouriera—Kirchhoffa. Rowna-
nie to w odniesieniu do cial statych, dla ktorych w, = w, =w_ =0, przechodzi
w rownanie Fouriera

4. a\/*9. (11.50)
dr

Rozwigzanie tego rOwnania polega na wyznaczeniu dla kazdego punktu ciala
temperatury w czasie

3= Yx,y,2,7). (11.51)

Jest to wynik catkowania dla konkretnego obiektu, znajdujacego si¢ w okreslo-
nych warunkach. Aby uzyskac¢ jednoznaczne rozwiazanie (11.50), nalezy okresli¢
a) ksztalt przedmiotu i jego wlasnosci fizyczne,
b) warunek poczatkowy,
¢) warunki brzegowe.
Warunek poczatkowy okresla rozklad temperatury ciata w pewnym, okres-
lonym czasie, najczesciej w chwili poczatkowej lub koncowej (rys. 11.1).
Dla jednoosiowego przewodzenia rownanie Fouriera przyjmuje postac:
gJ 47 11.52
dr ~ Yax? (11:22)
Wiele spotykanych w praktyce przypadkow nieustalonego przewodzenia ciepla,
np. plyte plaska, pret, kule, Sciang rurowa, po zastosowaniu odpowiedniego uktadu
mozna rozpatrywac jako jednoosiowe. Rownanie rozniczkowe (11.52) ma kilka
rozwiazan catkowych (calek ogolnych)

9 = e Psinpx; 3 = e Pcospx, (11.53)
_ ,—xJ/p/2a [P
9 = e VP Pcos(pt—x [— +u), (11.54)
2a
gdzie p, u — stale catkowania,
a  — wspolczynnik wyroOwnywania temperatury.

Kazde z rownan (11.53) i (11.54) pomnozone przez dowolna stala jest takze
rozwiazaniem catkowym (11.52). Odpowiednia suma pomnozona przez stale jest
rowniez rozwiazaniem catkowym

n= o n
—p2 .
9= Y C,e " sinp,x+
1

n=

Y D, P cosp,x+C. (11.55)
=1

n
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Z podanych calek nalezy wybra¢ taka catke, ktora oprocz (11.52) spetnia warunki
brzegowe 1 warunek poczatkowy. Rozwigzanie szczegdétowe sprowadza sie do
wyznaczania stalych. Ich znalezienie wymaga stosowania réznych metod matema-
tycznych, nieraz bardzo zmudnych i nie zawsze dajacych sie zrealizowac.

11.2.1. Nieustalone przewodzenie ciepla w nieskonczonej plycie plaskiej,
znajdujacej si¢ w otoczeniu o stalej temperaturze

W rozwazanym przykladzie przyjmujemy warunki brzegowe typu c. Przyjmijmy,
ze warunek poczatkowy okresla temperatur¢ 9, plyty jako stala. o jest wspot-
czynnikiem przejmowania ciepta migdzy powierzchnia plyty a otoczeniem. Jest to
przypadek jednoosiowego przekazywania
ciepta. Opisuje je rownanie rézniczkowe

dd %9

Najwygodniej jest przyja¢ taki uklad
odniesienia 3—x, jaki przedstawiono na

rys. 11.6.
Warunek poczatkowy:
=0, 3=39,.
Warunki brzegowe:
dd
x =0, <~—> =0,
X d'x x=0
—~—2d — dd
=8 —= g(gs_to) — _5‘95’
Rys. 11.6. Rozktad temperatur dx A A
w stygnacej plycie gdzie 3, — temperatura powierzchni skrajnej
(gdy x = £0).

W celu uproszczenia rozwazan przyjeliSmy, ze ¢, = 0. Gdy jest inaczej, przypadek
taki otrzymamy przez przesunigcie ukltadu odniesienia.

Szukamy rozwiazania w postaci iloczynu funkcji X i Z, gdzie X = X(x) jest
funkcja tylko zmiennej x, natomiast Z = Z(t) (tzw. metoda rozdzielenia zmiennych)

3= XZ. (11.57)
Po zrézniczkowaniu (11.57) wedlug czasu:

dg XdZ

T =X5 (11.58)
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i podwojnie podtug x:
d?9 dx
bl R pute :
I o (11.59)
po wstawieniu (11.58) i 11.59) do (11.56), otrzymamy
1421 14X (11.60)
a Zdt X dx? ’

Poniewaz rownanie to musi by¢ spelnione dla wszystkich wartosci zmiennych
x i 7, wiec lewa strona, bedaca tylko funkcja 7, i prawa strona, bedaca tylko funkcja
x, musza sie rownaé stalej. Stala te najwygodniej oznaczyC przez —pu?

1dZ 1
=i, (11.61)
1 d>X ,

Po pomnozeniu obustronnie (11.61) przez adr i scalkowaniu otrzymamy
Z = Ae ", (11.63)
Calka ze wzoru (11.62) ma postac
X = B'cosux+C'sinux. (11.64)
Zgodnie z (11.57) rozwiazanie ma postac
9 = e (A cos ux + Bsin ux). (11.65)

Stale A = A’'B’, B = A'C’ oraz u, ktore spelnia w (11.65) role parametru, nalezy
wyznaczy¢ z warunkow brzegowych i warunku poczatkowego.

Gdy x=0, d3/dx=0, czyl

dd 2 ;
<—> =e *M*(—Apsinux+Bucos ux),_, = 0. (11.66)
dx x=0
Ze wzoru tego wynika, ze B = 0. Rozwiazanie przyjmie postac

9 = e **4TA cos ux, (11.67)

pochodna wedlug x natomiast

dd

— = —e MUAysin px. (11.68)
dx



238

Parametr u wyznaczymy z warunku brzegowego x = §:

o

(d9/dx),-; = —195, (11.68a)
z (11.68) po wstawieniu x = ¢ obliczamy
Gi)x:a = —e MU A usin ud, (11.69)
gdy x=90, I3=239,, z (11.67) otrzymujemy
9, = e A cos ud. (11.70)

Po wykorzystaniu (11.69) 1 (11.70) w wymienionym warunku brzegowym (11.68a)
mozemy napisac

—e MTApsin pd = —%e"‘z‘”A cos ud, (11.71)

z tego za$ po podzieleniu przez sin pd i uproszczeniu przez A oraz e "
otrzymujemy

.4
ctgud = —pd. (11.72)
oo
.ad o : : :
Poniewaz o= Bi jest liczba znamienna Biota wigc

(0]
ctg® = Bi (11.73)
gdzie @ = ud jest iloczynem parametru p i 0 polowy grubosci sciany; @ jest nowym
parametrem. Jest wiele @, rozwiazan rownania (11.73). Wartos$ci parametrow @, @,,
@, ... mozna wyznaczy¢ graficznie (patrz rys. 11.7).
Jest wiele od n =1 do n = oo rozwigzan
rownania (11.67) wzgledem parametru g0 =

: 1 3 5
a _%T 0 % i ZfTAl:TT " = @,. Wtedy takze dla kazdego innego @,
Yash i stala A przyjmuje rozne wartosci A,
/ ! Rozwiazanie ogolne jest suma rozwiazan
4 '\ |ps  szczegOlowych, czyli
< N
Ly ‘2 03! nop 252 X
7 : I} 9=Y e 4 5‘”/2Ancos,un55- (11.74)
n=1
l Poniewaz ot/6> = Fo jest liczba Fouriera,
a urd* = @7, wiec ogdlne rozwiazanie rowna-

Rys. 11.7. Graficzne wyznaczenie nia (11.52) dla podanych warunkow dla plyty
parametru @, plaskiej
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9=y e""ﬁ“Ancos(I)ng- (11.75)
n=1

Nalezy jeszcze wyznaczy¢ stale A, gdy n wynosi od 1 do oo. Metode
wyznaczania podat Fourier.

Z warunku poczatkowego t =0, to jest Fo =0, 9 = 3,, otrzymamy
X

> (11.76)

3, = i A, cos D,
n=1

Jezeli rownanie (11.76) pomnozymy obustronnie przez cos @,,(x/d) i scatkujemy
w granicach od 0 do J, otrzymamy wyrazenie

8 % A x X
[9,co8®, ~dx = A, fcos®, -cos D, dx. (11.77)
“ 0 0 0 o

ktore po prawej stronie dla m # n jest rowne zeru, a gdy m = n, nie rOwna si¢ zeru.
Gdy m=n

2 X 4 X
f9,cos @, —dx = A, [cos® P, —dx, (11.78)
0 0 0 0

stad po scatkowaniu 1 przeksztatceniu otrzymamy

B 29,sin®,
" P, +sind,cos P,

A (11.79)

Ostatecznie temperature w dowolnym przekroju plyty plaskiej, grubosci 26,
odleglym o x od plaszczyzny symetrii, i dowolnym czasie obliczamy ze wzoru

It

9:

n

- 23 sin @ X
B o ®,~- 11.80
A ¢ @, +sin® cosP, 5% ( )

™M

W zapisie ogoélnym bezwymiarowa temperatura Y jest wyrazona jako funkcja
liczb Fo, Bi i bezwymiarowej odlegltosci x/o.

3 X
Y = 5 —f<Fo,B1, 5). (11.81)

Do obliczen praktycznych funkcje (11.80) lub (11.81) przedstawiono wykreslnie
(rys. 11.8).

Podobnie bezwymiarowa temperature Y mozna przedstawi¢ w wypadku cylind-
rycznego preta i kuli jako funkcje Fo, Bi i x/d, gdzie J jest odpowiednim wymiarem
liniowym, charakterystycznym dla danego ksztattu ciata (rys. 11.9 1 11.10).

Zredukowane temperatury w osi i na powierzchni $ciany plaskiej, preta oraz kuli
jako funkcje czasu podano na rys. 11.11-11.4.
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11.2.2. Stan uporzadkowany w obliczeniach
nieustalonego przewodzenia ciepla

Proces zmian temperatury ciala bez wewnetrznych zrodel ciepla o dowolnym
rozkladzie temperatury, okreSlonym jako warunek poczatkowy, ktoére zostato
umieszczone w osrodku o stalej temperaturze, mozemy podzieli¢ na trzy okresy:

W okresie I zachodza nieregularne zmiany temperatury w réznych miejscach
ciala, co jest spowodowane tym, ze poczatkowy rozktad temperatury jest w duzej
mierze przypadkowy i nie jest zwiazany z tempem chlodzenia w o$rodku.

Okres II charakteryzuje si¢ tym, ze proces chlodzenia okresla tempo zmian
temperatury w roznych punktach ciala. Zmiany zachodza w sposob uporzadkowany.
Mowimy, ze przewodzenie ciepta zachodzi w stanie uporzadkowanym.

W okresie III cialo osiaga stan rownowagi termodynamicznej z otoczeniem
(teoretycznie po czasie nieskonczenie dtugim).

Przewodzenie ciepla okresla rownanie, ktére mozna zapisac¢ jako

§=3 e HwA U, (xy2), (11.82)

n=1

gdzie U,(xyz) jest funkcja tylko polozenia punktu (por. rownanie (11.75)). Dla
okreslonego punktu funkcja ta przyjmuje wartos¢ stata. Nalezy zauwazy¢, ze szereg
wyrazoOw pod znakiem sumy jest silnie zbiezny i w praktyce najczesciej wystarczy
przyjac¢ tylko wyraz pierwszy

9~ e MA U, (11.83)
co uzasadnia rownanie przytoczone przez Kon- "i/\ )
dratiewa ¥ )
In3=—mt+C, (11.84)
ktore jest podstawa do obliczen w stanie uporzad- It \
kowanym. W tym okresie nie zmienia si¢ tempo
zmiany temperatury d¥/dtr dowolnego punktu,
czyli —
d(In 3)
= —m (11.85)
dt Rys. 11.15. Okresy nieustalonego

. Prochi Lledzenia d 1 chlodzenia ciala: I — okres poczat-
jest stale. Przebieg tempa chlodzenia dowolnego kowy, Il — okres stanbw uporzad-

punktu w uktadzie In 3 i T symbolizuje linia prosta kowanych, III — okres ustalania
(patrz rys. 11.15). rownowagi termodynamicznej
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Z nieprzytoczonej tu analizy wynika, ze

m =S x

o (11.86)

o — wspolczynnik przejmowania ciepla,

C, — pojemnos¢ cieplna ciala,

S — powierzchnia zewnetrzna ciala,

Y — wspoélczynnik wyrazajacy stosunek $redniej temperatury powierzchni do $red-
niej temperatury wewnatrz ciata. Wspolczynnik ten liczy si¢ w zaleznosci od
liczby Bi (Biota); dla kuli jest przedstawiony wykreslnie na rys. 11.16.

10
"

08

N 9-F(8i)

oD

4 =

02 B =

0 2 4 6 8 % 12 4 16 18_20

8i
Rys. 11.16. Wspolczynnik  dla kuli

Tempo chltodzenia m mozna tatwo wyznaczy¢ doswiadczalnie mierzac tem-
perature 9, 1 3, dowolnego punktu ciata w dwu chwilach 7, i 7,. Zgodnie z (11.85)
- 1n81—1n92'

T, =Ty

(11.87)



12. Przewodzenie ciepla (czes¢ III) — rozwiazania numeryczne

W ostatnich latach obserwujemy niezwykle intensywny rozwoj rozwiazan zagad-
nien przekazywania ciepla, a szczegolnie przewodzenia ciepta. Spowodowane to
zostato wprowadzeniem do obliczen komputeréw nowej generacji o silnie zwigkszo-
nej pamigci obliczeniowej oraz operacyjnej oraz o zmniejszonych wymiarach.
Dzisiejszy komputer osobisty PC-AT ma zdolno$¢ obliczeniowa poroéwnywalna
z maszyna liczaca typu Odra. O ile metody przyblizonych (numerycznych) rozwigzan
sa znane od dawna, o tyle dopiero wprowadzenie elektronicznych maszyn liczacych
skrocito czas obliczen do sensownego okresu.

Rozwiazanie numeryczne polega na dyskretyzacji zmiennych ciaglych (czaso-
wych 1 przestrzennych), co pozwala skomplikowane rozwiazania analityczne zamie-
ni¢ w zbior rozwiazan liniowych. Poniewaz zbiory te moga by¢ bardzo liczne, z tego
wzgledu rozwiazania numeryczne wymagaja stosowania rachunku macierzowego.

Metoda numeryczna powinna — uwzgledniajac pamig¢ maszyny, krok dys-
kretyzacji 1 algorytm — tak dzialac, by czas jej pracy byl mozliwie krotki. Jednak
obecny skok w wielkosci pamigci obliczeniowej 1 operacyjnej komputerow, moz-
liwosc¢ jej powigkszania 1 osobisty dostep do nich powoduja, ze omowione ogranicze-
nia odgrywaja coraz mniejsza rolg.

Stosowanie metod numerycznych jest ograniczone do obszarow skonczonych.
Jest wtedy efektywne, tak wigc nie nalezy uwazac, ze rozwigzania te zastapia wszelkie
rozwigzania analityczne, ktore ciagle sa wzorem 1 modelem rozwiazan.

Metody numeryczne sa takze pomocne w rozwiazaniach analitycznych, np.
tam gdzie rownanie na uzyskanie wartosci wltasnych ma budowe zbyt skomplikowa-
na dla rozwiazania analitycznego.

Sposrod rozlicznych stosowanych do przekazywania ciepta metod numerycznych
omawia si¢ te, ktore sa stosunkowo ogolne. Sa to:

1. Metoda roznic skonczonych.

Metoda bilansow elementarnych.

Metoda elementoéw skonczonych.

Niektore metody statystyczne (probabilistyczne).
Metoda wykreslna.

kW
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Metody 1 i1 3 sa ogolne. Metoda 2 bilansu energetycznego jest obecnie coraz
czesciej stosowana przede wszystkim ze wzgledu na zgodno$¢ przebiegu obliczen
z sensem fizykalnym. Z metod statystycznych jest stosowana gtownie metoda Monte
Carlo 1 jej modyfikacja ..exodus”.

Oprocz metod omawianych, mozna wymieni¢ metod¢ elementow brzegowych,
w ktorej ilo$¢ elementéw dyskretnych jest stosunkowo mata (tylko na powierzchni),
ale do rozwiazania sa pelne macierze. W niektorych tylko przypadkach stosowanie
tej metody jest efektywne. Sa takze specjalne metody do rozwiazywania zagadnien
odwrotnych, w ktorych na podstawie znajomosci pol temperatury dochodzi si¢ do
warunkow brzegowych. Zagadnienia te sa zazwyczaj zle uwarunkowane 1 do ich
rozwigzania nalezy podchodzi¢ indywidualnie.

12.1. Dyskretyzacja zmiennej ciaglej

Oznaczmy zmienna ciagla (czasu i przestrzeni) przez Y. Niech bedzie okreslony
przedzial, w ktorym zmienna ta nie ma zataman

Y, <Y< Y5 (12.1)
1 2

Jezeli w tym przedziale utworzymy I miejsc podziatow, to powstanie I-1 ele-
mentow AY; zmiennej. Zmienna Y; bedzie przedstawiona przez
i—1
Y,=Y,+ ) 4Y,. (12.2)
j=1
W ten sposob funkcje ciagla (kontinuum) zastapiliSmy zbiorem elementow.
Punkty Y, nazywa si¢ wezlami, a AY, krokiem siatki roznicowe;.
Jezeli istnieje funkcja ciagla f(Y), to poszczegblnym wartosciom Y, sa przypo-
rzadkowane wartosci funkcji
fi=1Y). (123)
Dla punktow Y’ lezacych miedzy wezlami siatki funkcje f(Y) interpoluje sie
liniowo miedzy f; 1 fi4y-

12.2. Wymagania dotyczace metod réznicowych

Od metod rdéznicowego rozwigzania zagadnien przewodzenia ciepta (ogolnie
zagadnien brzegowych) wymaga si¢, by byly one efektywne. Dla danej mocy
komputera, tj. dla okreslonej pojemnos$ci pamigci operacyjnej i obliczeniowej wynik
byt mozliwie dokladny, a czas obliczenia nie za dlugi. Aby to uzyskac, stosowana
metoda powinna spetnia¢ warunek tzw. zgodnosci aproksymacji roznicowej, tj. by dla
malejacego przedziatlu zmiennej niezaleznej, np. Ax — 0, operatory réoznicowe prze-
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chodzily w rozniczkowe. Dalej metoda roznicowa powinna by¢ stabilna, tzn.
niewielkie zaburzenie, np. warunku poczatkowego lub brzegowego, albo wystapienie
w trakcie obliczen bledu numerycznego, w dalszych krokach obliczen wystgpowaly
(tj. zaburzenie lub btad) z malejaca amplituda.

Dalszym wymaganiem dotyczacym metody numerycznej jest fizyczna poprawnosé
schematu roznicowego. Mozna to rozumie¢ tak, by podwyzszenie temperatur
w otoczeniu rozwazanego punktu prowadzito w nastgpnym kroku obliczeniowym do
podwyzszenia temperatury tego punktu. Ten ostatni warunek jest szczegolnie wazny
w obliczeniach nieustalonego przekazywania ciepla.

Jezeli metoda numeryczna ma byc stosowana praktycznie, powinna ona spetniaé
wszystkie wymienione warunki.

Stosowane metody roznicowe do rozwiazywania zagadnien przewodzenia ciepla
sa obarczone niedoktadnoscia obliczen — bledem (sa one przyblizone). W zasadzie
sa dwa rodzaje niedokladnos$ci obliczen numerycznych.

Pierwszy rodzaj bledu wynika z aproksymacji zagadnienia ciaglego réznicami
skonczonymi. Jest to niejako btad organiczny metody. Blad ten mozna oszacowac.
Gdy jest spelniony warunek zgodnosci aproksymacji roznicowej, zmniejszenie kroku
roznicowego prowadzi do zmniejszenia bledu i wtedy mozna ten blad oszacowac
poréownujac uzyskane wyniki obliczen.

Drugi rodzaj bledu wynika z wielkoSci sfowa maszynowego komputera. Jest
niedokladnoscia obliczen wynikajacych z zaokraglen maszyny liczacej. Jest wigc
bledem zwigzanym z jakoscia komputera.

Nalezy zwrocic uwagg, ze w trakcie obliczen bledy te moga si¢ dodawac i przy
niewielkiej stabilnosci metody moze to prowadzi¢ do wynikow blednych. Mowimy
wtedy o braku zbieznosci metody.

W metodach statystycznych dochodzi jeszcze blad wynikajacy z prawdopodo-
bienstwa probabilistycznego (tez dajacy si¢ oszacowac).

12.3. Metoda roznic skonczonych

Metoda ta jest podstawowa dla rozwiazan numerycznych [4], [25]. Istotny jest
w niej sposob aproksymacji pochodnych ciaglych réznicami skonczonymi.

12.3.1. Aproksymacja funkcji ciaglych réznicami skonczonymi

Postuzmy si¢ metoda wspotczynnikoOw nieoznaczonych; otrzymamy

d*f(Y) 1 J

—t =k Y +j4Y AYP :

gdzie j=—1I, —I+1,....J1>0; J=0; I+J=k+p—1, za$ h(4Y?) jest nie-
dokladnoscia aproksymacji rzedu p wzgledem AY (h < 4Y).
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Rozwijajac f(Y +j4Y) w szereg Taylora, otrzymujemy

dfy)  (aY)? &y(y) - (AY)rdtrs(y)
dy 20 dY? T (k+p)! dYRTR

S(Y+j4Y) = f(Y)+j4Y (12.5)

Po wstawieniu (12.4) do (12.5) i przyrownaniu wspotczynnikow przy jed-
nakowych potegach (4Y) otrzymujemy uklad rownan na nieznane wspotczynniki a i

2ja; =0,
J
Zj*a; = k! (12.6)
J
ij+ laj = 0’
)
ij+p— laj — 0’
J
Uktad rownan (12.6) ma jednoznaczne rozwiazanie, jesli przyjmujemy I+J =
=k+p—1.
Dla pochodnej pierwszego rzedu nalezy przyjac
k=1, p=1,
I=0, JF=1,
wtedy rownanie (12.4) przyjmie postaé
df(y) 1 . ,
e —a,f(Y . :
dy AY [aof(Y)—a,f(Y +4Y)]+h(4x) (12.7)
Z uktadu réwnan (12.6) dla k = 1 otrzymujemy a, = — 1, a, = 1, wigc pomijajac
btad aproksymacji h uzyskamy
df(Y) _ f(Y+4Y)=f(Y)
o . 12.
dy AY Was)

Oznaczmy dla uproszczenia

Y)=1, (12.9)

f(Y+4Y) = fisys (12.10)
otrzymamy

df(Y) _ fisi—fi

W = a7 (12.11)

przy czym pami¢tamy, ze Y okresla funkcje ciagla zaréwno czasu (z), jak i prze-
strzeni (x, y, z).
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Rownanie (12.11) nazywamy ilorazem réznicowym przednim (albo metoda
ré6znicowa wprost).

Jezeli przyjmujemy I =1 oraz J =0 dla pochodnej pierwszego rzedu, otrzy-
mamy

df(Y)  fi—fiy. (12.12)

dY aAY 7

wyrazenie to nazywamy ilorazem réznicowym wstecznym.
Jezeli chcemy zwigkszy¢ dokladnos$¢ aproksymaciji do wartosci h(4Y?), nalezy

przyjac

k=1, p=2,
oraz
I=1, J=1,
wtedy otrzymamy wyrazenie (pomijajac btad aproksymacji roznicowe;j)
df(Y) fi+1_f'*l
‘ = —= 12.1
dY 24x (12.13)

Wyrazenie to nazywamy ilorazem roznicowym centralnym (albo metoda kierun-
kow naprzemianlegltych).
Druga pochodna funkcji f(Y) wyznaczymy przyjmujac

k=2, p=2 oraz I=1, J=2,
wtedy z ukladu rownan (12.6) otrzymamy

a_,=a,=1 a=-—-2 a,=0, (12.14)

zatem
EfY) _ fonr =24 i
dy? AY?

+h(AY?), (12.15)

h(4Y?) jest niedoktadnoscia aproksymacji roznicowej, ktora w obliczeniach nume-
rycznych pomija sig, czyli
PIY) _ fror—2itfios,
Y? AY?

(12.16)

12.3.2. Aproksymacja warunkow brzegowych

Pierwszy warunek brzegowy okresla temperature na brzegu obszaru jako funkcje
potozenia:
9 =98), (12.17)

gdzie S jest brzegiem obszaru.
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Nie wymaga to interpretacji roznicowej, podobnie jak warunek brzegowy
drugiego rodzaju (12.18), gdzie na powierzchni jest okreslony strumien ciepta.
Oczywiscie powierzchnia zewnetrzna sklada si¢ z powierzchni dyskretnych elemen-
tow roznicowych lezacych na skraju obszaru

Q = 0(S), (12.18)
Warunek brzegowy trzeciego rodzaju ma postac (rys. 12.1):

09
PR
A@n 0

—t,), (12.19)
gdzie 3, — temperatura brzegu obszaru,
t, — temperatura otoczenia (ptynu).

Wymaga to aproksymacji roznicowej

0

) i ma ona postac¢
3 =9
\\ yl ‘An > = a(95—t,). (12.20)
")is\ Warunek brzegowy czwartego rodzaju
0 postaci
dg d9
Ail==) =, =— 12.21
/ (60), &),
7 to
A 4 w zapisie roznicowym daje
= dn - idn’ 4 ? 9, —9 9,— A
)L i—1 i — ] i l’+1’ 12‘22
1 Axl /L’Z sz ( )

Rys. 12.1. llustracja do warunku brzegowego ; . . o
trzeciego rodzaju: 9g — temperatura po- Najwygodniej jest przyjac 4dx, = Ax,,

wierzchni skrajnej, t, — temperatura plynu, ale nie jest to konieczne. W pierwszym

o — wspoOlczynnik przejmowania ciepla, 1 drugim ciele mozna przyjac rozne kroki

n — normalna do powierzchni siatki roznicowej. Jednak zmiana kroku

obu siatek musi zachodzi¢ na granicy

styku warstw. Gdy styk jest niedokladny, mozna do tego warunku wprowadzi¢ opor
stykowy (patrz rys. 11.1d).

12.3.3. Ustalone jednokierunkowe przewodzenie ciepla

Rozpatrzmy przyktad chtodzenia nieskonczonej plyty ptaskiej, grubosci ¢ = 1,
majacej wewngtrzne objetosciowe zrodla ciepta (patrz rys. 12.2).



Rownanie rozniczkowe dla tego przy-
padku ma postac
d$ g,

=0.
dx? 1

(12.23)

Przyjmujemy warunki brzegowe pierwsze-
go rodzaju dla:

‘9x= 901,
‘9x= 902*

dla
dla

x=0,
x = 0.

Dyskretyzacja rownania (12.23) prowadzi
do wyrazenia

91 —29+8 .,
(4x)?
i=1,2,3,..., -,

4,

A

i

(12.24)
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Ll
P~
ATTT
LY
Yo
of 1 2 -1 1 1+1 141 I X
d =1

Rys. 12.2. Ilustracja do chiodzenia nieskon-
czonej plyty plaskiej grubosci 6, z wewnetrz-
nymi zrodtami ciepta

temperatury warstw skrajnych mozna wyeliminowa¢ postugujac si¢ warunkami
brzegowymi i uzyska¢ nastgpujacy uklad réwnan

2(8,—9%,) _ Jo1 _+__q£
(4x)? (4x) 4
— g +28,—8%s: _ G
(4x)? )
— 9154291 _ Yoa 0
(4x)* (4x)* 4

Uklad ten da si¢ przedstawi¢c w postaci
A =C,

w ktorej A jest macierza wspolczynnikow.

2-1 0 0
—1 2-1 0
G —1 2 -1

Aot

=l P
0 0 0 0
0 0 0 0

=
i=2,8,4 .05 F=2,  » (12225}
J
macierzowej
(12.26)
0 .. 0 0 O
0 .= 0 0 O
0 .. 0 0 O
...................... , (12.27)
0...—1 2-1
0 .. 0—-1 2
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za$ 9 i C macierze kolumnowe, wektora niewiadomych i wektora wyrazéw wolnych

% ¢,
9= '_.92 C= :Cz (12.28)
31*1 CI—I
Wektor C; wyrazow wolnych
qu '901 .
/1+(Ax)2 dlai=1
€= % dla i=23,...,1-2. (12.29)
qy, ‘902 P
= dlai=1I1-1
1 +(Ax)2 ai

Macierz A jest symetryczna. Tak jest zawsze dla ustalonego przewodzenia ciepta.
Dla przewodzenia jednoosiowego jest to macierz diagonalna, a dla wieloosiowego
pasmowa.

Zastosowanie warunku brzegowego trzeciego rodzaju nie nastrecza trudnosci,
jesli siatka roznicowa pokrywa si¢ z granicami obszaru. Stosujac ten warunek
mozemy takze wyeliminowa¢ temperatury brzegu obszaru. Moga wystapi¢ dodat-
kowe komplikacje, jesli brzeg obszaru nie pokrywa si¢ z siatka roéznicowa, np. brzeg
jest krzywoliniowy — wtedy eliminacji temperatur skrajnych dokonamy postugujac
si¢ wzorem (12.32).

Pochodna w kierunku normalnym do powierzchni zewnetrznej obszaru (patrz
rys. 12.3) wyznaczamy z réwnania

09 09 09
i gy i — | si 12.30
n <8§>1C08(p+<0n>1sm(p’ ( )

co w zapisie roznicowym daje

3 9,—9, 9,—9,
%Z i cos @+

gdzie h = /Ax*+ Ay?.

Po wykorzystaniu warunku brzegowego (12.19) w (12.31) i przeksztalceniu
otrzymamy wzor okreSlajacy temperature 3, w wezle elementu na zakrzywionym
brzegu obszaru

cos @, (12.31)

A
at, +E(‘92 sin g+ 35 cos @)
3 = - . (12.32)
A
o+ 7 (singp+cos @)
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y

Bx /
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obszar ]
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1 ’ l
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f dnly
(%) v
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n

Rys. 12.3. Element roznicowy skrajny z weziem nr 1 przy za'krzywionym brzegu S obszaru Q

12.3.4. Nieustalone jednoosiowe przewodzenie ciepla

Rozpatrujemy przypadek, gdy istnieja zrodla ciepta o wydajnosci ¢,. RoOwnanie
rozniczkowe (11.1) przyjmuje postac
“ 09 29 g,
o Yo pe
z warunkami brzegowymi pierwszego rodzaju
3=39,,(t) dlax=0
3= 39g,(1) dla x=90

(12.33)

p

i warunkiem poczatkowym
3=39,(x) dlat=0.

Jezeli dokonamy podziatu obszaru é na I elementow, to krok siatki roznicowej
Ax = 0/I. Poniewaz wspoOfczynnik wyrdéwnywania temperatury a = A/c,p Wwigc
rownanie (12.33) w zapisie roéznicowym mozna zapisac

1 dJ; _ 3 1—29;+91 4,

e = x) +7, i=123,....,1-1 (12.34)

z warunkami brzegowymi jw., za§ warunek poczatkowy

9= 3,(x;) = 3.
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Jest to uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktéry mozna zapisaé w po-
staci macierzowej

1d39
—— = A3+ C, (12.35)
a dt

zas$
3=9, dlart=0.

Istnieja znane metody rozwigzania ukladu réwnan rozniczkowych zwyczajnych
1 mozna je zastosowa¢ wprost. Zwykle jednak uklad ten rozwiazuje si¢ przez
numeryczne catkowanie w przedziale czasu

TkSTSTk_l

’

gdzie

11k = At

Jesli przez 9, oraz C oznaczymy srednia catkowa warto$é¢ w przedziale czasu Ar,
to rownanie (12.35) da si¢ przedstawi¢ w postaci

gkrl_gfF Gk o --20k T _
—— = I(Ax)z 2 Oh (12.36)

gdzie

thk+1 th+1

= 1 = 1
9 =— | 9dr; b= — dr. :
P = f dr; G T j Cdr (12.37)

Calki (12.37) mozna roznie aproksymowac, cho¢ zwykle stosuje si¢ trzy formuty

9t Ct

B= ot = | : (12.38)
1 1
S(oE 917 S(ct+ci)

wtedy dostajemy trzy najczesciej stosowane schematy roznicowe do rozwiazania
jednoosiowego nieustalonego przewodzenia ciepla z wewnetrznymi zrodtami ciepta.
Schemat jawny (lub metoda ilorazu rdznicowego wprost)

B9t 9 =285+ 8,

Ck. 12.
adt (4x)? +Gi (12.39)

Schemat niejawny (metoda ilorazu roznicowego wstecznego)

95(—9{'(_1 o 9?_1—29;“‘[‘9?+1

Cck. 12.40
adt (4x)? +& ( )
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oraz schemat niejawny Cranka—Nicolsona (lub metoda ilorazu réznicowego cen-
tralnego)
GEri_gk Gkl Dgkriypghrl 9k —29F+9f 1
= = g (LY. (1241)
adt 2(A4x) 2(4x) 2
Najchetniej jest stosowana metoda réznicowa wprost, poniewaz pozwala ona na

rozwiklanie uktadu rownan roéznicowych wzgledem poszukiwanej temperatury 91,
Jezeli wprowadzimy roznicowa liczbe znamienna Fouriera w postaci

adt
4Fo = —:> 12.42
© = vy (h2.42)
rownanie (12.41) po rozwiklaniu da si¢ przedstawi¢ w postaci
9+ = AF09%_, +(1 —24F0)9 + AFo9%, | + adrC* (12.43)

diai=1,2,...,I-1.

Postulat fizycznej zgodnosci wymaga, by wszystkie wspolczynniki przy tem-
peraturach byly nieujemne, a stad wynika dla jednoosiowego nieustalonego przewo-
dzenia ciepla

AFo s%- (12.44)%

Warunek ten zapewnia stabilnos¢ metody.

Sa przypadki rozwiazan zagadnienia, gdzie metody ilorazu roznicowego wstecz-
nego lub Cranka—Nicolsona moga byc¢ efektywniej stosowane. Metoda ilorazu
roznicowego wstecznego nie jest zalezna od wielkosci kroku czasowego. Metoda
Cranka—Nicolsona jest natomiast dokladniejsza, ale nie zawsze jest zgodna z prze-
biegiem fizykalnym zjawiska. Dla stabilnosci tej metody (ilorazu centralnego) jest
wymagany warunek

AFo < 2. (12.45)

12.4. Metoda bilanséw elementarnych

Metoda ta jest szczegdlnym przypadkiem ogoélnej metody roznic skonczonych.
Jej zaleta jest zawsze zgodno$¢ z fizycznym przebiegiem zjawiska.

Dla poszczeg6lnych uktadow dyskretnych przeprowadzamy bilans energii 1 dzig-
ki zastosowaniu prawa Fouriera dochodzimy do ukladu rownan réznicowych. Nie
musimy korzysta¢ z rownan rézniczkowych dla danego brzegowego zagadnienia
przewodzenia ciepla — zreszta rOwnania te wprowadzono opierajac si¢ na bilansie
energii (patrz p. 7.2).

* Dla dwuosiowego nieustalonego przewodzenia ciepta z takimi samymi warunkami brzegowymi
stabilno$¢ jest zapewniona, gdy A4Fo < 1/4.
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Metoda ta jest stosowana zwlaszcza w obszarach o nieregularnym brzegu
1 w ukladach wielowarstwowych. O ile wewnatrz obszaru projektuje si¢ rownomier-
ny podzial siatki réznicowej, o tyle na brzegu moze by¢ element nieregularny
dostosowany do ksztaltu powierzchni brzegu — patrz (12.33).

W obszarach zlozonych z wielu warstw o roznej przewodnosci cieplnej mozna
stosowac rozny krok siatki roznicowej w poszczegolnych warstwach, jednak zmiana
kroku musi zachodzi¢ na powierzchni rozdzialu warstw.

Metoda bilansow elementarnych umozliwia uwzglednienie zmian od temperatury
wspolczynnikéw materialowych — przyktad podano dalej. Zreszta w ogole metody
numeryczne umozliwiaja uwzglednienie wielu nieliniowosci.

Istota metody jest elementarne obliczanie oporow, a wygodniej — przewodnosci
cieplnych migdzy elementami dyskretnymi. Z kolei liczymy elementarne strumienie
ciepta stosujac odpowiednie rownanie przewodnictwa cieplnego (Fouriera), przysto-
sowane do danego ukladu odniesienia. Po sporzadzeniu elementarnego bilansu energii
uzyskujemy rownanie roznicowe do rozwiazania danego zagadnienia brzegowego.

Zatozmy, ze mamy do czynienia z obszarem Q o powierzchni S zewnetrznej.
Dzielimy obszar na elementy roznicowe (dyskretne) i numerujemy je. Elementy
skrajne domykamy plaszczyznami o potozeniu zblizonym do elementu powierzchni
S ewentualna powierzchnia cylindryczng. Sposéb postepowania z brzegiem za-
krzywionym podano w p. 12.3.3.

Wezmy na uwagg plaski obszar, w ktorym podzial wewngtrzny przedstawiono na
rys. 12.4, gdzie stosujemy siatke rownomierna, tzn. Ax = [ oraz Ay = [. W zasadzie
najwygodniej jest umiesci¢ wezly siatki roznicowej w srodku ciezkosci elementu
dyskretnego. Mozna jednak takze postgpowac inacze;.

12.4.1. Ustalone dwukierunkowe przewodzenie ciepla

Na rysunku 12.4 przedstawiono

Axz=1 A . D
y Froxt— elementy srodkowe siatki roznico-
; 'T wej. Jesli przekazywanie ciepla jest
0.2 . 1.2 i 22 | = ustalone, to z bilansu elementarnego
: By | 3 wynika
| a
— e e i —_—
TEH ) Qo1 +Qio=012+0,.  (1246)
U oFol o4 g Qa1 P | 2
L E : | J ' Strumienie ciepla ipterpretujs:rpy
itk Sl it R jako plynace kanatami szerokosci [
: Qg ! | i grubosci 1, ogdlnie jesli rozwazamy
o0 er ”HI 5 f - dowolny wezel i,j — patrz rys. 12.5,
HL —J to
T = 5,7 (9,9) = K9, 9
) o ) Qi.j_ ij | (‘i_ j)_ ij( i j)’
Rys. 12.4. Ilutracja do obliczen dwukierunkowego

przewodzenia ciepla (12.47)
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gdzie
/11- _]Sl_] FE ¥ . o 5o @ . r.
K;;= T — przewodno$¢ cieplna miedzy elementami i i j, co jest odwrotnoscia
oporu cieplnego miedzy tymi elementami (tu R;; = I/AS;)¥,
za$ A, ; — wspolczynnik przewodzenia ciepta miedzy tymi elementami,
za$ §; ; — powierzchnia przewodzaca strumien Q,; migdzy elementami dy-

skretnymi siatki i i j.

y
i-1,j+1 | L1 | i+1,j+1 i+2,j+1
: | | I
| | l l
PRGNS QS \. .V__T_—__—_}__s_._
\ | |
.3 | *
i, e i
L\ ‘ ///l e l e
__,__:___ _/_/4____,___1___.___
| | | I
L | | |
i1,j-1 i, j1 I i+1,j-1 i+2, j-1

Rys. 12.5. Dwuosiowy schemat roznicowy (oznaczenie weziow dwucyfrowe,
oznaczenie elementow jednocyfrowe);

VIIIII‘ — element i, m — element j
Ogolnie mozemy zapisa¢ bilans energii
Ki—1.j(9i—1,j_9ij)+Ki,j+1(9i.j+1_9,','):
= K(i+1)(‘9ij_3i=1.j)+Ki,j+I(Sij_‘gi,j+l)’ (1248)
dlatego szukana temperatura 9; w wezle ij
Ki—l‘gi—l,j—,rKi,j—l‘gi,j—l+Ki+1,j9i+1,j+Ki.j+1‘9i,j+1
Ki—1,j+Ki.j—1+Ki+1.j+Ki,j+l

9 =

(12.49)

jest srednia wazona z temperatur wezlow sasiednich. Jesli osrodek jest izotropowy, to
wzor (12.49) przechodzi w
1

9 = Z(Si—1,j+9i.j~1+9i+1.j+9i,j+1)' (12.50)

*) Nalezy zwroci¢ uwage, ze w porownaniu do ogolnie rozpatrywanego pojecia oporu cieplnego,
w osrodkach dyskretnych we wzorze okreslajacym R;; wystepuje w mianowniku powierzchnia.
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Jezeli obszar dyskretny sklada si¢ z n warstw zlozonych szeregowo (patrz
rys. 12.6), to

: 2.
5 (12.51)

= =

1
S.

i,jm

1%m

-

Rys. 12.6. Opory cieplne faczone szeregowo

natomiast, gdy ustawienie jest rownolegte (patrz rys. 12.7),

- f
< ’ <

cd s |

a AN §

v T <
‘%/ // .9

[ JI i Rys. 12.7. Opory cieplne taczone rownolegle

1 n
F Z 5m/lm
K, = iim=1 (12.52)

12.4.2. Nieustalone dwukierunkowe przewodzenie ciepla

Bilans dla elementu i o wezle i,j

d

9.
C, 3 =30+ Vid,, i=1273 .., 11
o j=1,2,3,...,J-1 (12.53)
gdzie C; = ¢,pV; — pojemnos¢ cieplna dyskretnego elementu siatki o objetosci V,

cieple wlasciwym c, i gestosci p.
Zaleznie od aproksymacji prawej strony rownania (12.53) uzyskamy nastgpujace
schematy roznicowe, jesli k oznacza numer kroku czasowego
— jawny (iloraz réznicowy wprost)

Gy
Az,j ('91:+ 1 _9{() — 2 Qicj + Viq’l‘”. (12.54)
T =
J
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— niejawny (iloraz réznicowy wsteczny)

Ci;
Shi(ghr—gf) = SO 4V, b (1255)

J

— niejawny (iloraz réznicowy centralny — Cranka—Nicolsona)

S —on) - LSO RO+ Vi ) 0250

Roéwnanie bilansu dla dowolnego elementu i o wezle i,j, po zastosowaniu
schematu réznicowego jawnego (12.54), przyjmie postac

CiHH1—9) = At[K; (F- 1 — )+ Kivq j(Fe 1 — )+
+Ki,j—1(‘9j—1 9k)+K11+1(9j+1_‘9{“)+Vi‘lui]- (12.57)

Rownanie to tatwo rozwikla¢ wzgledem poszukiwanej temperatury 9%*1.

12.4.3. Nieustalone trojosiowe przewodzenie ciepla o zmiennych
z temperatura parametrach ciala

Jezeli parametry okreslajace wlasciwosci ciata sa zmienne, to rOwnanie przewod-
nictwa cieplnego jest bardzo skomplikowane i ma postac

a9 2 1 0A[ (a9 09\> (a9
5= va29+cp as[(a > +<a—y> +<62> } (12.58)

Jedynie dla ciat stalych i cieczy mozna przyjac, ze gestosc jest stala; w doklad-
nych obliczeniach nalezy uwzgledni¢ zmiang wspolczynnika 4 przewodzenia ciepla
i ¢ ciepta wlasciwego od temperatury. Dla dos¢ duzego zakresu temperatury mozna
przyjac, ze zalezno$¢ ta jest liniowa, czyli

L= A,+b9, (12.59)

¢ =c,+p9, (12.60)

gdzie
b i f sa wspolczynnikami stalymi,
4, 1 ¢, sa wspolczynnikami 4 i ¢ w umownej temperaturze 3 = 0; sa to wielkosci
state.
Do rozwiazania zagadnienia przewodzenia ciepta w sposob analityczny rownanie
(11.94) jest zbyt skomplikowane; ma znaczenie tyko teoretyczne. Wplyw zmiennosci
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parametrow A i ¢ mozemy uwzgledni¢ stosujac metode przyblizonego rozwigzania,
metode bilansow elementarnych. W tym celu ciato dzielimy na elementarne szeSciany
o bokach dx, dy, dz (rys. 12.8).

fAQ], /AQG
1 7
/I
W e
,’
Yt
, [ 4Q;
3 N //I ! ,/ T
aQ “ A
1 V/// /// 1%‘) : "&o
é AL !
L +
AQs/ ‘,40 E
™ e /)1_
< S 7 /
————— >
7
e s
’ 7 (S
Ax Ax
AQ3
Rys. 12.8. Podzial ciala na elementarne szeSciany: %, ... %5, — temperatury w weztach
w chwili poczatkowej, 4Q, ... 40, — czgSciowe strumienie przewodzonego ciepia

Najwygodniej jest stosowac staly skok podziatu we wszystkich trzech kierun-
kach. Podzial musi by¢ na tyle gesty, aby w obszarze elementarnego sze$cianu
mozna bylo przyjaé, iz parametry p, ¢, A sa stale®; nie zaleza od zmieniajacej sie
w bardzo malym stopniu temperatury w szeScianie. Podczas przeprowadzania
bilansu strumieni ciepla przewodzonych przez zewnetrzne $ciany wybranego (dowol-
nego) sze$cianu przyrost jego temperatury 3 w czasie liczymy jako sume strumieni
ciepta

dg 4 S0
ctpdxdydzd— = (co+[)’9)pAJCAyAZA—‘9 = Y A0Q,. (12.61)
T T =

Doplywajacy strumien elementarny wzdluz osi x

9 _‘9
%Ayé‘z = ﬁ(io+b91~Ax/2.0)

9, 0—9 3 9
gdzie 9, _ 4 00=81 0+ 2,02 1,0 _ 1,0;‘ 2,0,

85.6—9

AQ; = —4, A LOAydz, (12.62)
X

* Dla tak pomyslanego obszaru znika drugi czton prawej strony réwnania (12.58).
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Jezeli podobnie obliczymy strumienie dla kierunkow y i z (doptywajace i od-
plywajace) i wstawimy je do (12.58), to po rozwigzaniu otrzymujemy wzor do
obliczenia temperatury 3 w wezle 1 po uplywie czasu 4t, czyli

11 =A191 0+t 4290+ 43930+ A3, 0+
+A595 0+ A9 0+ 4,9, ,. (12.63)
Temperatury oznacza si¢ dwoma indeksami, z ktorych pierwszy odnosi si¢ do

potozenia rozwazanego punktu, drugi do okresu trwania zjawiska mierzonego liczba
At krokow czasowych. A, ..., A, sa to stale, ktore nalezy liczy¢ wedlug wzoru

At(24,+ b9 111
a=1- e e 2t )
At(4,+ %bm%_,o)
A= A, + B9,
Az(io%bss,o)
A, = A ) (12.64)
At(2, +1§b94,0)
A= e, 90
At(A,+ %b97.0)
4,

- pAz*(c,+ 5‘91,0).

W réwnaniu (12.61) okreslamy temperature 3, ; danego dowolnego punktu po
uplywie interwalu czasowego At za pomoca temperatur w sasiednich weztach, przed
uplywem tego czasu. Aby zapewni¢ dokladno$¢ obliczen, nalezy przyjmowac nie
wieksze interwaly czasowe niz mniejszy z wyliczonych A7y, 1 ATy

ATpax = ple, +1ﬁ ‘9"“’*)1 R (12.65)
(2/10 + bgmax)<2‘—; + Zy—z + Z?)
9 .
Aty = eyt B (12.66)

11 1Y
22,+b3 N —S+—-—+—
( o+ mm)(AxZ + AyZ + AZZ>

gdzie 9,,,, 1 3;,, — maksymalna i minimalna temperatura ciala wystepujaca w czasie
trwania zjawiska [19].
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12.5. Metoda elementéw skonczonych

Metoda ta zostata opracowana przez Zienkiewicza i zespot z nim wspotpracujacy
[32], [33] do numerycznego rozwiazania zagadnien wytrzymatosciowych. Okazalo
sig, ze opracowana metoda moze shuzy¢ takze do okreslenia teorii pol potencjalow,
a wiec 1 pol temperatury. Fizykalna zgodno$¢ metody w zagadnieniach wytrzymato-
sci prowadzi do szukania extremum funkcjonatu, ktorym w tym przypadku jest
minimum energii potencjalnej ukladu. Energia ta w stanie rownowagi osiaga
minimum. W zastosowaniu do pol temperatury takiej zgodnosci nie ma. Jedynie dla
przypadkow ustalonego przewodzenia ciepla mozna doszukac sie zgodnosci fizykal-
nej metody, poniewaz extremum funkcjonatu jest minimum produkcji Zrodet entropii
(minimalne rozpraszanie energii). Jednak brak fizykalnej zgodnosci w innych
przypadkach nie ogranicza mozliwos$ci stosowania metody elementow skonczonych
do rozwiazania wszystkich zagadnien ustalenia pola temperatury. Czyli, ze metoda
ta jest og6lna, podobnie jak metoda réznic skonczonych. Zaleta tej metody jest
mozliwosc¢ jej stosowania nie tylko do obszarow foremnych, ale takze do dowolnego
ksztattu obszaru geometrycznego jak 1 czasu, co nie prowadzi do znaczacego
utrudnienia efektywnosci metody.

12.5.1.0¢golne sformulowanie metody

Rozwazany obszar geometryczny dzielimy na skonczona ilo$¢ elementow,
w ktorych chcemy okreslic poszukiwana temperature. Oczywiscie btad metody
maleje po zwigkszeniu liczby elementow. Ksztalt elementéw dyskretyzacji obszaru
w zasadzie moze by¢ dowolny, takze o krzywoliniowych brzegach lecz najczesciej
stosuje si¢ elementy kwadratowe. Stosujac transformacj¢ konforemna elementy takie
mozna przeksztalci¢c w prostokaty lub czworoboki krzywoliniowe. Jednak najwygod-
niej jest aproksymowac obszar elementami trojkatnymi, gdyz wtedy posta¢ funkgji
ksztaltu jest najprostsza. Dla tych ksztatltow najlatwiejsza jest aproksymacja zlto-
zonych ksztattéw obszaru, jak tez jest najwigcej gotowych komercyjnych programow
obliczeniowych.

Poszukiwana temperature okreslamy w weztach siatki stosujac funkcje probna

()= ZN (0T, (12.67)

gdzie y = (xy..-xm)» ¥ Sa zmiennymi zaroOwno przestrzennymi, jak i czasowymi,
a m jest wymiarem zagadnienia.

Sumowanie przebiega przez wszystkie wezly siatki i=(1,2,...,n). N, jest
funkcja ksztattu.
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12.5.2. Funkcje ksztaltu

Funkcja ksztaltu zgodnie z (12.67) musi spetnia¢ warunki

N;=1 dla wezta i
N; =0 dla pozostatych wezlow. (12.68)

Poza tym zaleznie od rozwiazywanego zagadnienia brzegowego funkcja ta
w obszarze rozpatrywanego elementu roznicowego musi byc¢ ciagla, a dla zagadnien
nieustalonego przekazywania ciepta powinna mie¢ ciagta pochodna w tym elemen-
cie. Ten drugi warunek mozna niekiedy ominac¢ stosujac przeksztalcenie catkowania
obszaru objetosciowego w powierzchniowe za pomoca funkcji Greena.

Jednak pozostanmy przy elementach powierzchniowych trojkatnych. Wtedy
zamiast ukladu odniesienia ortogonalnego mozemy postuzy¢ si¢ zmiennymi po-
wierzchniowymi p.

Zgodnie z rys. 12.9 wspoélrzedne wierzchotkow mozemy okreslic jako

X = pyXy+PyX;+Pp3Xs,
Yy =DP1Y1+P2Y>+DP3y3s (12.69)

pitpat+ps=1

W punkcie 1 p, =1, a p, i p; =0. Spel-
niony jest wiec warunek (12.68). Po rozwigza-
niu ukltadu réownan (12.69) otrzymamy

1
Pyp= E(a1 +b,x+b,y)F,

Py= l(a2 +b,x+byy)F,  (12.70)
2 Rys. 12.9. Element roznicowy trojkatny
w ukladzie zmiennych p powierzchnio-
P3 = E(a3+b3x+b3y)F, wych. Oznaczono polozenie weztow w
ukladzie prostokatnym x, y
gdzie F jest powierzchnia trojkata z rys. 12.9.
Powierzchni¢ t¢ mozna obliczy¢ rozwiazujac macierz

1 L x;
F==|1 x, y, |- (12.71)
2
1 x3 y;

Wspolczynniki wielomianow (12.69) mozna przedstawi¢ jako
a; = XYk — Xk Vj»
b, = y;— i, (12.72)
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Najprostszymi funkcjami ksztaltu dla powierzchni ztozonej z elementoéw rozni-
cowych trojkatnych sa
Ny=p;; N,=p;; N3=p;. (12.73)
Stosujac zwigzek rekurencyjny, ztozony z odpowiednich wielomianow La Gran-
ge’a [32], mozna uzyska¢ funkcje ksztattu wyzszych rzedow (wymagane przy
ciggtosci pochodnych funkcji ksztattu); dla rzedu drugiego

N;=@2p;—p;, i=12312... (12.74)
dla weztow naroznych,
9
Ny=7ppis1Bpi—1),  k=4,5,6 (12.75)®

dla wezléw lezacych na bokach (rys. 12.10).

3
A, ﬁ»
1 2 1 4 2
Rys. 12.10. Element réznicowy trojkatny z wezlami: a — pierwszego

rzedu, b — drugiego rzedu

Dla elementu r6znicowego jednoosiowego funkcje ksztaltu mozna przedstawié
wykre$lnie jak na rys. 12.11. Wtedy

X—X;_
—2l dla x,_, <x<x,
Ax;—y
X; —X
N, = % dla x;<x<x;,,, (12.76)
Xi
0 dla x<x;,_, oraz x>x;.,.
Ni
1
0 Rys. 12.11. Funkcja ksztaltu pierwszego rzedu dla i-tego
i-1 i i+1 X elementu jednoosiowego przewodzenia ciepta

®) | jest cykliczne; dla i=3, i+1=1.



269

12.5.3. Rozwigzanie zagadnienia

Funkcj¢ probna (12.67) rozwiazuje si¢ za pomoca opisu catkowego. Wartoscia
poszukiwana sa temperatury wezlow. Temperatury te wyznacza si¢ z ukladow
rownan.

Zaleznie od sposobu formutowania rownan rozrézniamy podejscia: wariacyjne,
residualne (Galerkina) 1 bilansowe.

Formulowanie wariacyjne polega na poszukiwaniu funkcjonatu takiego, by jego
rozwigzanie ekstremalne (tutaj minimum) bylo rozwiazaniem rézniczkowym zagad-
nienia.

Formutowanie bilansowe polega na bilansowaniu odpowiednich skalarow w ob-
szarach kontrolnych zwiazanych z weztami siatki réznicowej. Postgpuje si¢ podobnie
jak w metodzie bilansow elementarnych lub metodzie roznic skonczonych — roz-
wigzanie to ma uznanie ze wzgledu na zgodno$¢ z fizycznym przebiegiem zjawiska,
poniewaz w zagadnieniach przewodzenia ciepta skalarem tym jest energia. Nalezy tu
zwroci¢ uwage, ze wezly w metodzie bilanséw elementarnych i roznic skonczonych
leza w Srodku ciezkosci elementoéw roznicowych, a w metodzie elementow skonczo-
nych (pierwszego rzedu) w narozach.

Jednak najczesciej jest stosowane sformutowanie residualne Galerkina. Uktada
sie rownania roznicowe dla poszczegolnych weztéw i wymaga, by iloczyn niedoktad-
nosci pola temperatur i wagi przyporzadkowanej poszczegélnym punktom byl
rowny zeru. Role wagi w tym rozwiazaniu spetnia funkcja ksztattu. Jest to typowe
zagadnienie residualne, najczesciej stosowane w rozwiazywaniu zagadnien brzego-
wych przewodzenia ciepla.

12.5.4. Ustalone przewodzenie ciepla

Przypadek ten opisuje réwnanie rozniczkowe

o/ 89\ a(. 09\ af.as

ktore w zapisie skroconym da si¢ przedstawi¢c w postaci
V(AVY)+4,=0 (12.78)

oraz warunki brzegowe pierwszego rodzaju na powierzchni S,, drugiego na po-
wierzchni S, i trzeciego na S5, za$§ S =S, +S,+S; (patrz p. 11.1).
Dane zagadnienie brzegowe rozwiazemy stosujac metode residualng Galerkina.
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Zastepujac rozwiazanie dokladne (12.78) funkcja probna
9=3'N,9, (12.79)
J
ktora jest rozwiazaniem przyblizonym, otrzymamy

V(AV9)+4, = R, (12.80)

gdzie R jest niedokladnoscia rozwiazania.
Najbardziej przyblizone bedzie takie rozwigzanie, ktére minimalizuje R do R, ;..
Jezeli przyjmiemy, ze w calym obszarze o objetosci Q i powierzchni zewnetrz-
nej S; rozwiazania R =0, to rozwigzanie przyblizone staje si¢ doktadne (wtedy
zamiast 9 mozemy uzy¢ 9). Napiszemy

fwRdV =0 (12.81)
| 4

gdzie
@ — waga (residuum) o postaci dowolnej funkcji wspotrzednych, ktora spetnia wa-
runek ciaglosci,
V' — objetos¢ obszaru.
Czyli
fo(V(AVY)+4¢,)dV = 0. (12.82)
Vv

Warunki brzegowe tez musza byc¢ spetnione, czyli stosujac funkcje probna do
tych warunkéw, mozemy postapi¢c podobnie, wiec

Y. f@;B{9)dS; = 0. (12.83)

i Si

Zgodnie z regulami matematycznymi warunek (12.82) i (12.83) mozemy trak-
towac lacznie, czyli

jia)[V(lVS) +¢,JdV+Y fw;B,(9)dS; = 0. (12.84)

i Si

Poniewaz w operatorze rozniczkowym w rownaniu (12.84) wystepuja pochodne
pierwszego 1 drugiego rodzaju, waga « powinna mie¢ takze ciagla pierwsza
pochodna. Mozemy tego uniknac stosujac przeksztalcenie catkowe Greena I rodzaju
i zamieniajac calke objetoSciowa na powierzchniowa. Obnizamy rzad pochodne;.
Wtedy wystarczy ciagtos¢ w.

Poniewaz rozwigzanie dokladne zastgpiliSmy funkcja probna, najwygodniej
zastapi¢ wage rozwiazania funkcja ksztaltu, ktora spetnia wymagane warunki

=N, i=1,2,.u,1; (12.85)

L
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ostatecznie otrzymamy uklad rownan

VN, AV — quudV+j"Nqst+jNa( t,)ds —

52 53

09

— [ N;A dS=0 :

I < aﬂ) ; (12.86)

ktory w zapisie macierzowym ma postac
A3 =C (12.87)

gdzie
‘H ';N
--—IAN AVN,dV + j"foN dS— jN/l an 1ds, (12.88)
C,=[N,;qydV— | N;GsdS+ | N,at,dS. (12.89)
i S2 S3

Macierz A jest symetryczna. Poniewaz funkcje ksztaltu maja rozwiazanie
niezerowe tylko w obszarze elementu i, lepiej catki po objetosci rozbi¢ na szereg m
calek w objetosci i-tego elementu. Catki powierzchniowe wystapia tylko w elemen-
tach lezacych na obrzezach S obszaru Q, wigc tez mozna sumowac po elementach
calek powierzchniowych, czyli

oN '}N
A= z[y VN, AVN,dV+ | aN,dS— | N, A(JdS:| (12.90)
mLVm Sam Sim
C. = Z[I Nq,,dV— j N;q,dS+ | N,.ocr,,dS] (12.91)
m Vm Sam
gdzie
m — indeks elementu zawierajacego i-ty 1 j-ty wezel,
V, — objetos¢ m-tego elementu zawierajacego i-ty wezel,
S.» — pole powierzchni zewnetrznej (na brzegu S obszaru Q) m-tego elementu za-

wierajacego i-ty wezel
Sumowanie przebiega przez wszystkie elementy z i-tymi i j-tymi weztami (facznie
z i = j). W calkach powierzchniowych wystepuja tylko te elementy, ktore leza na
brzegu obszaru.

12.6. Metoda Monte Carlo

Jest to metoda statystyczna (probabilistyczna), w ktorej temperatura jako
zmienna losowa w wezle i,j jest okreélona rownaniem

S Z 59, (12.92)

gdzie m — laczna ilo$¢ Sciezek z we;zla i,j, a konczacych si¢ na brzegu obszaru
o temperaturze 3, okresla wynik dziatan losowych.
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Nazwa metody wywodzi si¢ z nazwy miejscowosci, w ktorej znajduje si¢ stynne
kasyno gier. Gry te w swej istocie sa oparte na zdarzeniach losowych.

Cecha tej metody jest koniecznos$¢ zliczania duzej liczby faktow, aby wynik byt
dos¢ dokladny. Poza tym chodzi o to, by fakty te zachodzily w sposob przypadkowy,
czyli jest wymagany tzw. generator zdarzen losowych.

Metoda ta powstata z adaptacji twierdzenia o zmiennej losowe;.

Jezeli zmienna losowa &, ma gestos$¢ rozkladu f(y), to rozklad R zmiennej losowej

£
(4

R= [ f(y)dy (12.93)
jest rownomierny w przedziale (0,1). Narzuca to warunek na generator zdarzen
losowych.

Metodg te¢ daje si¢ stosowac do obliczania temperatury w pewnym obszarze. Na
przyklad przydatne do tej metody jest rownanie réznicowe (12.48) dla obszaru
ograniczonego przynajmniej dwoma brzegami

’9i,j = ki—1,j9i— 1.j+ki,j— 1‘9i,j—1+ki+1,j9i+1,j+ki,j+1'9i,j+1’ (12.94)

w ktorym suma wynikow

Ykij=1. (12.95)

Dla kazdego wezla o potozeniu i,j ustala si¢ liczby zdarzen losowych, ktore
decyduja, do ktorego sasiedniego wezla nalezy przejs¢, przy czym liczby te sa
rozdzielone proporcjonalnie do wspoélczynnika k; ; dla danego wezta.

W ten sposoéb, startujac zawsze od wybranego wezta i,j i przechodzac do weztow
sasiednich wedtug liczb losowych, realizujemy tzw. bladzenie w siatce roéznicowej,

ktore konczy si¢ z chwila osiagnigcia brze-
s, 3 gu S, lub S, obszaru o znanej temperatu-
s1 rze 8, lub Y, (patrz rys. 12.12).

Po zebraniu odpowiednio duzej liczby
m bladzen, temperature z wezla i,j okres-
lamy ze wzoru

ij 9 My oS, My 95t
L i,j meaye -
mi‘j_1+mi’jA2+
n
Z m‘ ‘]98
S, %, =
5L (12.96)
Rys. 12.12. Przykiad bladzenia w metodzie Z m. .
Monte Carlo o

Zaleta tej metody jest to, ze nie musimy do okreslenia temperatury 9;; w wy-
branym wezZle wyznacza¢ temperatur dla wszystkich weztow obszaru, co moze by¢
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niekiedy korzystniejsze, jesli chodzi o zakres czynnos$ci obliczeniowych. Obecnie
jednak, wobec silnie rosnacego zakresu pamigci komputerow i komercyjnych
programow obliczeniowych, udogodnienie to nie jest juz takie istotne.

Metoda Monte Carlo obecnie jest stosowana do zagadnien przekazywania ciepla
przez promieniowanie w ukladach zamknietych.

Pewna modyfikacja metody Monte Carlo jest metoda exodus (przeganiania),
ktora nie wymaga generowania liczb losowych. Z rozwazanego punktu o parame-
trach i,j rozpoczyna si¢ ruch bladzacy odpowiednio duzej ilosci czastek, ktore
przeplywaja przez sasiednie wezly i osiagaja brzeg obszaru. W metodzie tej nie
wszystkie czastki musza osiagna¢ brzeg, ale na tyle licznie, by mozna z duza
dokladnoscia okreslic prawdopodobienstwo osiagnigcia w rozwazanym punkcie
temperatury 9, ;. Metody te przedstawiono w publikacjach [3], [7], [30].

12.7. Metoda wykreslna Schmidta—Bindera dla
nieustalonego jednoosiowego przewodzenia ciepla

Do wielu przypadkow jednoosiowego przewodzenia ciepta mozna zastosowac
wykreslna metode rozwiazania, podana dla ptyty plaskiej przez Schmidta, a udos-
konalona przez Bindera. Dla takiego przewodzenia rézniczkowe rownanie Fouriera
ma postac

09 09
3 — %52 (12.97)
RoOwnanie to zastepujemy przyblizonym réwnaniem roéznicowym
A9 49
— = 5 12
Ar - ax? (12.38)
w ktorym zgodnie z rys. 11.14,
43 8, —9,
— = =, 12.99
At At ( )
4 A9
A_Zg o \4dx) 1 (850—850 90— %10 _ F30F+%10— 2% (12.100)
Ax? Ax  Ax\  Ax Ax ) Ax? ‘

Przyjmujemy zwiazek migdzy krokiem czasowym At 1 przestrzennym Ax:

7a£—1 . 4 —A—xz 12.101
T v T (12.101)
Jesli (12.99) i (12.100) wstawimy do (12.98), to otrzymamy

821_920 - a'930+910_2'920. (12102)

At Ax?
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Gdy za A4t podstawimy (12.101) i uproscimy, wowczas otrzymamy

'921 =

| I
sciana ! I g
ty o
t. sciany | I s
]
| t >
| | & g
' \‘;4
2 |
o 1y
n| B |
g |
5 A |
- < es e:x |
]
0 0 1

Rys. 12.13. Wyznaczenie potozenia
bieguna B

930—910.
2
Temperatura 3,, w przegrodzie 2, po uply-
wie czasu Art, jest §rednia arytmetyczna tem-
peratur 35,1 3,,, tj. temperatur w przegrodach
przylegtych przed uptywem tego czasu. Waru-
nek ten umozliwia wykonanie konstrukcji gra-
ficznej, stuzacej do wyznaczania temperatury
w danej warstwie, gdy znamy temperatury w
warstwach sasiednich, nie wystarczy jednak do
wyznaczenia temperatury na powierzchni skraj-
nej plyty. W tym celu wykorzystamy warunek
brzegowy. Na $cianie zewnetrznej przewodzony
strumien ciepta jest przejety do otoczenia

(rys. 12.13)

(12.103)

dd

0= —F/1<d—> = Fo(9,—1,), (12.104)

x S

o

Rys. 12.14. Wyznaczenie nieustalonego pola temperatury w - plycie
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stad
dg o
— ) =—-=.—t), 12.
(dx>s 7(0—1,) (12.105)
gdzie
9 — temperatura na powierzchni zewngtrznej (skrajnej),

L, — temperatura otoczenia,
(d9/dx), — gradient temperatury na powierzchni skrajne;.
Warunek (12.105) zapisany w postaci roznicowej

49 o
(ﬂl = 20,1, (12.106)

umozliwia wyznaczenie temperatury na powierzchni skrajnej $ciany. Z (12.106)
wynika, Zze styczne do profilu temperatury na skraju musza przechodzi¢ przez tzw.
biegun B, przedstawiony na rys. 12.13. Na rysunku 12.14 przedstawiono wykreslnie
co okres At rozktad temperatury w stygnacej plycie.



13. Wymienniki ciepla (czes¢ II) regeneratory

W wielu urzadzeniach przemystowych, w celu wykorzystania tak zwanego ciepta
odpadowego lub w razie koniecznosci podgrzania do wysokiej temperatury powiet-
rza uzytego do procesu, stosuje si¢ wymienniki ciepta, zwane regeneratorami (por.
p. 6.1). Wymienniki tego typu stosuje si¢ miedzy innymi w wannach szklarskich,
nagrzewnicach wielkopiecowych, martenach i in. Regeneracyjne podgrzewacze po-
wietrza, zwane podgrzewaczami Ljungstroma, sa stosowane w kotlach parowych.
Ostatnio regeneratory stosuje si¢ w kriotechnice jako ,,akumulatory zimna”.

R ]
b c
(AP
—=<iFK ' : NE D=
= iR
L Z Z Z A2
’ ; g
powietrze

Rys. 13.1. Wanna szklarska sche-
matycznie: a — plynne szklo,
b — plomien, ¢ — otwor wy-
ciagowy szkla, e — obrotnica,
R,, R, — regeneratory ciepla,
*spalinydokomina P, i P, — palniki

Na rysunku 13.1 schematycznie przedstawiono wanng szklarska z dwoma
regeneratorami ciepta R, i R,. Po odpowiednim ustawieniu obrotnicy powietrze
zostaje skierowane poprzez regenerator R, do palnika P,. Plomien i powstale
spaliny oplywaja ,plynne szklo” w wannie. Spaliny zostaja nastepnie usuniete
z wanny przez generator R, do komina. Po pewnym czasie w wannach szklarskich
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(zwykle 0,5 godziny) nastepuje rewersja. Po odpowiednim przestawieniu obrotnicy
do potozenia oznaczonego na rysunku linia kreskowana zostaje zmieniony kierunek
przeptywu gazow przez wanneg. Regenerator R,, grzany uprzednio przez gorace
spaliny, jest obecnie chltodzony powietrzem. Powietrze wskutek tego ogrzewa si¢
i podgrzane shuzy do palenia paliwa podawanego tym razem z palnika P,. Palnik P,
jest w tym czasie wylaczony. Z dzialania regeneratora wynika, ze jego wypelienie
jest okresowo grzane i chtodzone. Zachodzi wigc nieustalone przekazywanie ciepta.

W regeneratorach wanny szklarskiej wypelnienie stanowia zwykle cegly cera-
miczne. W innych regeneratorach moze ono by¢ wykonane z innego materiatu, np.
z metalu (kotly, akumulatory zimna).

13.1. Obliczenie podstawowe

Na podstawie rozwazan analitycznych dla tak zwanego regeneratora idealnego
Hausen wyprowadzil zaleznosci rozniczkowe

ot oF;
— | = =(3—1), 13.1
<(7x>, G('p( ) (121
09 oF
—_— = J [—9 s 13.2
< af)\. c =9 (13.2)
w ktorych
3, t — temperatury odpowiednio wypelnienia regeneratora i gazow,
F; — zewngtrzna (oplywana przez gazy) powierzchnia wypelnienia 1 mb dtugosci
regeneratora,
G — strumien substancji gazow,
¢, — cieplo wlasciwe przy stalym cisnieniu,
C — pojemnos$¢ cieplna 1 mb wypelnienia.

Regenerator idealny tym si¢ rézni od regeneratora rzeczywistego, ze ma
anizotropi¢ wspolczynnika 4. Wspolczynnik ten w kierunku przepltywu gazow
(wzdluz osi x) ma wartos¢ 4, a w kierunku do niego prostopadlym wartos¢ A = oo.
Przy takim zatozeniu temperatura wypelnienia w przekroju poprzecznym do
przeplywu ma warto$c¢ stalq.

Jezeli regenerator jest dostatecznie dlugi, a wspolczynniki przejmowania ciepta
obydwu gazow 1 ich pojemnosci cieplne sa zblizone; okresy rewersji sa rowne
1 trwaja krotko, wtedy zgodnie z wnioskami Hausena w polowie dlugosci regene-
ratora

ot 09
— | = const; — | = const, (13.3)
0x /. ot /.

czyli (9—1t),—p, =const 1 (t—9),-,, = const.
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Jezeli wahania temperatur wypetnienia nie sa duze, to w przyblizeniu zalezno$¢
(13.3) mozna rozciagna¢ na cala dlugo$c¢ regeneratora. Temperatura gazow wzdtuz
dlugosci regeneratora i temperatura wypelnienia w czasie zmienia si¢ wowczas
liniowo. Przebieg temperatur w regeneratorze idealnym w przyblizeniu przedstawio-
no na rys. 13.2 i 13.3. Kierujac si¢ liniowymi w przyblizeniu przebiegami temperatur
mozna napisac

(tB_'g)L/Z = (tB—‘g)fﬂ (13.4)

(3=t )2 = (83—t (13.5)

A

t

g
&)

\
s

i
i
|
v ll

T L P L o
T A 7 /460

Rys. 13.2. Przebiegi temperatur w regeneratorze idealnym, gdy t© = 14, t,(x,7) — temperatura czynnika
A (grzanego), ty(x,7) — temperatura czynnika B (grzejacego), 9(x,7) — temperatura wypetnienia, uktad
t—t—x — dla cyklu grzania czynnika A, t'—7'—x’ — dla cyklu chlodzenia czynnika B

Cieplo przekazane do wypehienia
o . przez czynnik grzejacy B jest nastgpnie
od tegoz wypelnienia przejete przez
czynnik grzany A. Mozna wigc napisac

Q= FaA(S_tA)s'rTA»
Unx kJ/okres 1, (13.6)

Q = Foy(ty—9),1g,
ta kJ/okres 1, (13.7)

-~

gdzie 7, i 1, — okresy odpowiednio

- cbio@z_ema wypelple-
nia 1 jego grzania.

Rys. 13.3. Przebiegi temperatur gazow Jez‘,”h rownania (13.6) i (13,'7) przg-

i wypelnienia wzdluz regeneratora idealnego ksztalcimy tak, by po prawej stronie

L
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zostaly tylko réznice temperatur, dodamy stronami i przeksztalcimy, to otrzymamy

1
0= F—l—(t,,—rA)f,, kJ/cykl. (13.8)

1

04T, OgTp

Przez analogi¢ do rownan okreslajacych przenikanie ciepla wprowadzimy
wspotczynnik k ,przenikania ciepla” dla regeneratora idealnego

1 1 1
i +—— (m2-K-cykl)/kJ. (13.9)

k  o,T, oty

Roéwnanie (13.8) przyjmie postac
Q = Fk(tg—t,),, = Fk4t,, kJ/cykl, (13.10)

gdzie At,, = (A4t,+ At,)/2 jest $rednia wartoscia roznic temperatur At, i At, czyn-
nikéw na wlocie i wylocie z regeneratora.
Niektorzy badacze proponuja, by $rednia roznicg temperatur przyjmowac jako
$rednig logarytmiczna
At = At,;Atzl
lnL
At,
Jest to uzasadnione wowczas, gdy roznica temperatur czynnikow na wlocie rozni
si¢ znacznie od rdznicy temperatur na wylocie. Z roéwnania (13.10) wynika, ze
wymiennik powierzchniowy o tej samej powierzchni, gdy 7, = 15 (opOr przegrody
stalej jest pominigty), wymienia na cykl dwa razy wigcej ciepla niz regenerator idealny.
Wypelnienie regeneratora idealnego odznacza si¢ tym, ze przewodzenie ciepla
przekazanego od powierzchni wypelnienia do jego wnetrza odbywa si¢ natychmias-
towo, bez oporu przewodzenia ciepta w kierunku normalnym do kierunku prze-
plywu gazow. W regeneratorze rzeczywistym cieplo nie wnika natychmiastowo, gdyz
opor przewodzenia nie jest rowny zeru (patrz rys. 13.4).

(13.11)

~

Y/ . tg

§
/P‘//

Rys. 13.4. Przebiegi temperatur w wypelnieniu regeneratora idealnego i rzeczywistego
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W regeneratorze idealnym (patrz rys. 13.4) ciepto zakumulowane w wypetnieniu
Qia = C(Smax—Srin); (13.12)

gdzie C — czynna pojemnos¢ cieplna wypelnienia.

Poniewaz w regeneratorze rzeczywistym niecata zdolno$¢ akumulacyjna wypel-
nienia jest wykorzystana, gdy temperatury powierzchni zewnetrznej (czynnej) wyno-
S22 9 ax 1 Fin, Mozna wigc wprowadzi€ stopien n wykorzystania pojemnosci cieplnej
regeneratora rzeczywistego

0
Qid
przy czym Q, Q;; — cieplo zakumulowane przez wypetnienie regeneratora rzeczywi-
stego 1 1dealnego, gdy na powierzchniach obu regeneratoréw wystepuje ta sama
zmiana temperatury 9., —9

Jezeli bedziemy operowali Srednimi temperaturami powierzchni wypelnienia
w czasie nagrzewania 9" i chtodzenia &', to réznicg temperatur mozemy wyrazi¢ jako

Smax—‘gmin = 5(8”_9,)3 (1314)

gdzie & jest wspoOtczynnikiem korygujacym.
Po wstawieniu rownan (13.12) i (13.14) do (13.13) i przeksztalceniu otrzymamy

i = (13.13)

min*

Q = 10y = nEC(y"—9). (13.15)
Pojemnos$¢ cieplna
C = Vpc, (13.16)
gdzie
V — objeto$¢ wypelnienia,
p — gestos¢ wypelnienia,
¢ — ciepto wlasciwe.

Objetos¢ wypelnienia mozemy obliczy¢ za pomoca zewngtrznej czynnej po-
wierzchni F wypelnienia i zastepczego wymiaru liniowego o,

V =FS,. (13.17)

Dla $ciany plaskiej 6, = V/F = (F/2)(20/F) = 6/2 rowna si¢ polowie grubosci
sciany. Dla wypehienia zlozonego z cegiel,ptaskich 3, = §/2 potowie grubosci cegly.
Jezeli (13.16) 1 (13.17) wstawimy do (13.15), to otrzymamy

Q = Fo_népC(9"—9). (13.18)
Jesli przez ¢ oznaczymy wyrazenie
o.népC =&, (13.19)

to rownanie (13.18), okreslajace ciepto zakumulowane na cykl przez wypetnienie
rzeczywistego regeneratora, mozemy zapisa¢ w postaci

0 = Fe(9'—9). (13.20)
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Ciepto zakumulowane zostalo przejete od czynnika grzejacego B, czyli

Q = Foag(ty—9"), 5, (13.21)
a nastepnie przekazane do czynnika grzanego A, zatem
Q = Fo (¥ —t,),T4- (13.22)

Po przeksztatceniu uktadu rownan (13.20), (13.21) i (13.22) tak, aby po prawej
stronie byly tylko réznice temperatur, dodaniu stronami i wzigciu Q/F przed nawias,

otrzymamy { 1 {
Q( +——+F>:(tB_IA),\‘r' (13.23)

F\a,t, oagTg
Wprowadzmy pojecie wspolczynnika k przenikania ciepla dla regeneratora
rzeczywistego. Jego odwrotnos¢, czyli opdr przenikania ciepta

1 11
- = F—— (13.24)

k o,t, oty €

W wyrazeniu 1/¢ uwzglednia si¢ wplyw oporu cieplnego wypelnienia na wielkos¢
ciepta zakumulowanego.

Wzor okreslajacy ciepto przekazane na cykl przez regenerator rzeczywisty
przyjmie postac

Q = Fk(tg—t4),, kJ/cykl. (13.25)

Srednia réznice temperatur gazu grzejacego i grzanego w przyblizeniu oblicza si¢
jak dla regeneratora idealnego.

Jest wiele badan i teorii dotyczacych obliczania wspolczynnikow &, e, #.

Dla wypelnienia z cegiel szamotowych Rummel poleca ¢ = 2-3,5 (inni autorzy
proponuja 2,2-2.5), na okreslenie ¢ za$§ wzor

L4 + 0. (13.26
¢ 25¢.p It -26)
w ktorym © — czas trwania calego cyklu = 1,41,

Stopien n wykorzystania wypelnienia mozna wyrazic¢ jako funkcje liczby Fourie-
ra, ktora w zapisie szczegblowym ma postac
art,

0

Fo =

. (13.27)

z

gdzie

a — wspoélczynnik wyréwnywania temperatury,

1, — czas jednego okresu, gdy 7, = t4; jesli 7, # 1 to T, = (T,+75)/2.
W tabeli 13.1 przedstawiono zaleznos¢ n = f(Fo).

Tabela 13.1. Stopien 1 wykorzystania wypelnienia regeneratora rzeczywistego (Grober)

Fo 0,2 0.4 0,6 0.8 1,0 1,5 2 3 4 5

n 0,18 0,25 0,31 0,37 0,42 0,54 0,64 0,78 0,84 0,90
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Dla wypehienia regeneratora z cegiel do obliczenia o gazow i powietrza mozna
stosowa¢ dawny wzor empiryczny:

w0,8
o= CdOOT’ W/m?-K, (13.28)
w ktorym ‘
w, — predkos¢ gazoéw zredukowana do warunkéw normalnych w, = w273.2/T,
T — temperatura gazow,

d, — zastgpcza $rednica kanalu utworzonego przez cegly wypelnienia,
C = 8,7 — dla kanalowego ulozenia cegiel,
C = 10,1 — dla naprzemianleglego ulozenia cegiel.

13.2. Wplyw czasu rewersji na strumien ciepla

Dla wielu regeneratorow rzeczywistych czas trwania rewersji jest znaczacy w po-
rownaniu z czasem trwania faz grzania i chlodzenia. W pracy rozwaza sie¢ wplyw
czasu trwania rewersji na strumien ciepla, przekazywanego w regeneratorze o stalym
wypehieniu. Wykazano, ze istnieje maksimum $redniego strumienia ciepta i wyli-
czono je dla regeneratora krotkiego z wypelnieniem w postaci ptyty ptaskiej [10].

13.2.1. Sformulowanie zagadnienia

Czas trwania rewersji ma wplyw na wielko$¢ sredniego strumienia Q,, ciepta,
przekazywanego w regeneratorze. Strumien ten mozna zdefiniowaé nastgpujaco:

0, = Q;,j‘ = ikepV(t,—t,) (13.29)
gdzie ‘
Q. — cieplo akumulowane w wypehieniu regeneratora,
% — okresy pracy regeneratora,

9 (9 g9
e Ssr(T )’9.§r(0)%, (13.30)
t,—t, T

tyt. — temperatury plynow w fazie grzania i chlodzenia,
9, — Srednie temperatury wypetnienia na koncu i poczatku fazy grzania,
¢, p, V — cieplo wlasciwe, gestos¢ i objetos¢ wypelnienia,
K — zredukowany strumien ciepla w regeneratorze.

Mozna wykazac, ze przy skonczonym czasie trwania rewersji $redni strumien
ciepta wykazuje maksimum.

Jedli 1% — o0, to Q,—0, poniewaz Q,, jest ograniczone tym, Ze temperatura
wypelnienia, podczas fazy grzania nie moze przekracza¢ temperatury gazu grzeja-
cego, a temperatura wypelnienia podczas fazy chtodzenia nie moze by¢ nizsza niz
temperatura gazu chlodzacego.
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Gdy czas grzania 19 = 0, a czas rewersji jest rozny od zera, to Q,, = 0 i wobec
tego O, = 0. :

Z podanych faktow i whasnosci Q,, > 0 wynika istnienie maksimum dla skoriczo-
nego 0 < 1t < oo (rys. 13.5).

Maksimum funkcji jednoznacznie okresla maksymalny (optymalny) strumien
ciepta przekazywany w regeneratorze.

Zagadnienie rozwigzano analitycznie dla regeneratora krotkiego o wypelnieniu
w ksztalcie plyty (rys. 13.6) przy skokowych zmianach temperatury plynow (rys. 13.7).
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Rys. 13.5. Sredni strumien ciepta przekazany w regenera- Rys. 13.6. Wypelnienie regeneratora
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Rys. 13.7. Temperatury ptynéw na dolocie do regeneratora w zaleznosci od czasu: t, — temperatura plynu
grzejacego, t, — temperatura ptynu chlodzacego, t — czas cyklu pracy, ¥ — czas fazy grzania (wypehnienia),
7% — czas rewersji po fazie grzania, ©° — czas fazy chlodzenia, 7 — czas rewersji po fazie chiodzenia
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W fazach grzania i chlodzenia ciepto przejmowane jest zgodnie z prawem
Newtona. W fazach rewersji przyjeto natomiast, ze wypelnienie jest adiabatyczne.
Uzasadnione jest to niewielka pojemnoscia cieplna gazow w poréwnaniu z pojem-
noscia wypelnienia.

13.2.2. Opis przekazywania ciepla

Zagadnienie zostanie rozwiazane w nastgpujacych zmiennych bezwymiarowych:
— bezwymiarowa wspotrzedna

X : 55
bl T gdzie L. — grubo$¢ plyty

— liczby Biota i Fouriera (bezwymiarowy czas)

ol at
s F - —5
pl °T 2

— bezwymiarowe temperatury wypelnienia

Bi =

37—t . 25 :
@99 = 9 dla fazy grzania i rewersji po grzaniu,
g ‘e
9 —1t, L .. .
O = —— dla fazy chlodzenia i rewersji po chlodzeniu.

g ‘e

Pole temperatury w wypelnieniu regeneratora opisano nastepujacym ukladem
rownan:
— rownanie przewodnictwa ciepla dla kazdej z faz

00
JFo

V20 (13.31)

— warunki brzegowe dla faz grzania i chlodzenia

00
— =0 13.32¢
= (13.32a)

00 .

<( +B19> =0 (13.32b)
ﬂX x=1
oraz dla faz rewersji

0 —0 (13.32¢)
A |x=0 —
0X x=1




— warunki poczatkowe
O%x,Fo?%) = ©"(x,0)

O"(x,Fo")+1 = ©9x,0)

O(x,Fo°) = ©™(x,0)

O"(x,Fo™) = @(x,0)+1
Funkcja k¥ ma natomiast postac
a 0,,(Fo®)—0,,(0) a
L2 Fo?+Fo+Fo'+Fo' PK

}_CZ
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(13.33a)
(13.33b)
(13.33¢)
(13.33d)

(13.34)

Wyrazenie k jest bezwymiarowe 1 nazwa¢ go mozna bezwymiarowym zreduko-

wanym strumieniem ciepla.

13.2.3. Rozwiazanie zagadnienia wplywu czasu rewersji na strumien ciepla

Do rozwiazania tego zagadnienia stosujemy metode rozdzielania zmiennych, tzn.
funkcje ©(x,Fo) zostana przedstawione w postaci rozwinigcia w szeregi Fouriera:

— dla fazy grzania
©%(x,Fo) = ) A, cosixexp(—Ai; Fo)
k=1
— dla fazy rewersji po fazie grzania

s1n /I

O"(x,Fo) = exp(—AfFo?)+

B, cosnnxexp[ —(nn)*Fo]

— dla fazy chtodzenia

O(x,Fo) = ZC cos i, x exp(— f7 Fo)
k=1
— dla fazy rewersji po fazie chtodzenia
sin P (
X
o

D, cosnnxexp[ —(nn)*Fo]

O

O0"(x,Fo) = — B Fo)+

+

118 HMR

-
—

gdzie
/, kolejne dodatnie rozwigzania rownania Atg/i = Bi’,
B, kolejne dodatnie rozwiazania rownania ftgff = Bi‘.

(13.35a)

(13.35b)

(13.35¢)

(13.35d)



286

Dla znalezienia nie znanych wartosci wspolczynnikow 4,, B,, C,, D, wykorzystamy
warunki poczatkowe (cyklicznosci). Po podstawieniu rozwiazan zagadnienia brzego-
wego do tych warunkow i wykorzystujac wlasnosci ortogonalnosci ciagéw otrzyma-
my nastgpujace rownania, ktére w postaci macierzowej mozemy zapisac

B =aA
C=eA+bB+k
D—eC (13.36)
A=fC+dD-1
gdzie A, B, C, D — wektory poszukiwanych wspotczynnikow
a — macierz o elementach
: A.sin A
ag = 2(—1)'exp(— A7 Fof’)ﬁk_ (m)kZ’ (13.37)
e — macierz o elementach
sin A, sin f3;
=4 — A2 Fof) —— K 0L, .
ey = 4exp(—4i Fo )2ﬁi+sin2/3i (13.37a)
b — macierz o elementach
B?sin B, )
b, = 4(—1) —kn?Fo™ : : ) 13.
w = A e R G snopypz ey PPV
¢ — macierz o elementach
; o Bising
¢y = 2(— 1) exp(—piFo )m’ (13.37¢)
f — macierz o elementach
sin f3, sin 4,
i, — 4 = ZF 2 _k‘-*.—l" 3
fu = 4exp(— i Fo) 3o Lo (1337d)
d — macierz o elementach
A?sin A,
d, = 4—1) —(kn)?*Fo™ = = - )
w = =1 expl = km) F o™ o T2 — (o) 13.37¢)
k — wektor o elementach
. L 1337
£ 2B, +sin2pB, (13379
I — wektor o elementach
4sin A;
(13.37g)

| = ———t .
" 24;+sin2;
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Aby znalez¢é zredukowany strumien ciepla, wystarczy zna¢ tylko wspolczyn-
niki A4,. Po rozwigzaniu uktadu rownan macierzowych otrzymamy poszukiwany
wektor A:

A = [(f +de)(e+ba)— 1] '[1—(f +de)k]. (13.38)
Bezwymiarowy zredukowany strumien ciepta
1 ® in A
g Y A,k fexp(— J2Fo?)—1] (13.39)

Fo'+Fo+Fo'+Fo, =, * 7,

13.2.4. Wynik obliczen

Obliczenia wykonano metoda numeryczna dla réznych czasoOw trwania po-
szczegblnych faz pracy regeneratora.

Wyniki obliczen przedstawiono na wykresach (rys. 13.8-13.12). Wykresy te
podaja zaleznoéci x = f(Fo”) dla ustalonego Bi?, Bi‘, oraz Fo = Fo™ (czasy
trwania faz rewersji sa traktowane jako parametry).

Przy skonczonym czasie rewersji istnieje dla regeneratora maksimum bez-
wymiarowego zredukowanego strumienia ciepta, a tym samym $redniego strumienia
ciepta. Maksimum to dla ustalonych wartosci Bi‘ i Bi? lezy przy tych mniejszych
wartosciach Fo? i Fo¢, im mniejsze jest Fo™ i Fo™. Gdy sa duze wartosci liczb Fo?
i Fo¢ wplyw skonczonego czasu rewersji zanika.
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Rys. 13.8. Bezwymiarowy zredukowany strumien ciepla x, przekazany w regeneratorze dla Bi’ = 0,2 oraz Bi‘ = 0,2
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Rys. 13.9. Bezwymiarowy zredukowany strumien ciepta k, przekazany w regeneratorze dla Bi’ = Bi° = 0,4
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Rys. 13.10. Bezwymiarowy zredukowany strumien ciepla k, przekazany w regeneratorze dla Bi’ = Bi* = 1,0
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Rys. 13.11. Bezwymiarowy zredukowany strumien ciepla x, przekazany w regeneratorze dla Bi? = Bi =3
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Rys. 13.12. Bezwymiarowy zredukowany strumien ciepla x, przekazany w regeneratorze dla Bi = Bi° =5
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14. Przekazywanie ciepla do gruntu

Jest wiele metod obliczania strumienia ciepta przekazywanego do gruntu. Grunt
jest rozpatrywany zawsze jako osrodek polnieskonczony. Przypadki przekazywania
ciepta od cial o skonczonych wymiarach umieszczonych w gruncie rozpatrywat
Rudenberg, London, a takze nieco odmiennie Andrews. W podreczniku Manuel
de Ventilation® podano sposob obliczania strat ciepla od S$cian zaglebionych
w gruncie. Krischer [14] rozpatrywat straty ciepta do podlog pomieszczen niepod-
piwniczonych, nie uwzgledniajac pionowego ruchu wod gruntowych. Ruch ten
w innych sposobach obliczen jest uwzgledniony.

14.1. Straty ciepla do podiég pomieszczen niepodpiwniczonych

Stosujac zasade superpozycji pol temperatur przedstawionych na rys. 14.1
Krischer obliczyt straty ciepta do gruntu jako zlozone z dwu strumieni: jeden —
0, — jest przekazywany z niepodpiwniczonego pomieszczenia do zewnetrznego
otoczenia przez ptaska warstwe gruntu, traktowana jako warstwa izotropowa, drugi
— Q. — jest przekazywany przez t¢ warstwe do zalegajacej na glebokosci Z wody
gruntowej. Strumien catkowity (w W) wynosi:

0=0,+0,= Fm(tw—.’))-{—F%(tw—t:), (14.1)
gdzie
t, — temperatura w pomieszczeniu,
t. — temperatura zalegajacej na glgbokosci Z wody gruntowe;j,
&, — temperatura powierzchni gruntu na zewnatrz pomieszczenia,
F — Ib — powierzchnia; | — dluzszy bok prostokatnej podlogi, b — bok krotszy,
m — wspolczynnik przedstawiony wykreslnie na rys. 14.2.

*) Manuel de Ventilation, Paryz, wyd. Gautier—Villars, 1951.



294

tw

Rys. 14.1. Rozktad temperatury w gruncie pod niepodpiwniczonym pomieszczeniem: 3, — temperatura
podiogi, 8, — temperatura powierzchni gruntu na zewnatrz, t,, — temperatura w pomieszczeniu, t, —
temperatura zalegajacej wody gruntowej, Z — glebokos¢ zalegania poziomu wod gruntowych
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Jezeli podloga w pomieszczeniu znajduje si¢ na glebokosci h w odniesieniu do
poziomu ziemi, to dla niezbyt duzych zaglebien powierzchni¢ nalezy liczy¢ jako
F = Ib+ hu, gdzie u = 2(I+b) jest obwodem zewnetrznym powierzchni podtogi.

Wobec znacznego oporu cieplnego warstwy gruntu pominigto w obliczeniach
opor cieplny przejmowania ciepta od powietrza w pomieszczeniu do podtogi. Zaleca
si¢ przyjmowanie temperatury 9, w granicach od 0 do 5°C zaleznie od strefy
klimatycznej. Temperatura ta jest wyzsza od temperatury otoczenia zewnetrznego
i wykazuje znaczne opdznienie zmian w czasie w stosunku do zmian temperatury
powiertrza.

Dla zawilzonego gruntu mozna przyja¢ wspoélczynnik przewodzenia ciepla

.~ 1,16 W/m-K.

14.2. Przekazywanie ciepla do gruntu
z uwzglednieniem podsiakania wody gruntowej

Jezeli na porowatym podlozu, jakim jest grunt, znajduje si¢ osrodek gazowy
o wysokiej temperaturze, np. komora paleniskowa, kanal spalinowy prowadzony
w ziemi itp., to samoczynnie powstaje ruch wody gruntowej zasysanej kapilarnie do
gory [11]. Woda ta poczatkowo si¢ podgrzewa (strefa I), odparowuje (strefa II)
i powstala para przegrzewa si¢ w strefie III (patrz rys. 14.3).

tz —_~——— P

Rys. 14.3. Przekr6j przez grunt porowaty: a — model przestworow kapilarnych, 3 — temperatura
gruntu (substancji stalej), 1 — temperatura podsigkajacej wody gruntowej, I — strefa podgrzania wody,
IT — strefa odparowania, 111 — strefa przegrzania powstalej pary, t, — temperatura gazu oplywajacego

powierzchnig gruntu, t, — temperatura nasycenia (praktycznie dla ci$nienia otoczenia), t, — temperatura
zalegajacej wody gruntowej
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Przy stalej temperaturze t, w osrodku gazowym i stalej temperaturze ¢, wody
gruntowe]j na poziomie jej zalegania, przekazywanie ciepta do gruntu ma charakter
stacjonarny. Warstwe gruntu nad poziomem wody traktuje si¢ jako nieograniczona
porowata plyte. Strumien ciepta jest przekazywany do gruntu przez przewodzenie
w substancji stalej gruntu. W kapilarnych przestworach ruch podsiakajacej wody ma
zwrot przeciwny. Roznice temperatur migdzy substancja stata gruntu i podsiakaja-
cym plynem [11] okresla rownanie

O = §—t = Me™*+Ne™, (14.2)

w ktorym M i N — state calkowania

oo oo
"T g YTFX
przy czym
« — wspolezynnik przejmowania ciepla w kapilarze*®),
o — sumaryczny obwod poprzecznych przekrojow kapilar w 1 m? przekroju
gruntu,
F, — przekroj substancji statej w 1 m? przekroju gruntu,
g; — gesto$¢ strumienia podsigkajacego plynu, kg/m?-s,
¢ — cieplo wlasciwe plynu,
A — wspolczynnik przewodzenia substancji stalej gruntu (w obszarze zawilzo-
nym — gruntu zawilzonego).

Po uwzglednieniu odpowiednich warunkow brzegowych uzyskuje si¢ nastepujace
wzory obliczeniowe okreslajace:
— roznicg temperatur gruntu i pary na powierzchni (patrz rys. 13.3)

_ Glr+cft,—t,)] et —em™L

©, FA m—m, (14.3)
gdzie
¢, — cieplo wlasciwe cieczy,
t, — temperatura nasycenia dla ciSnienia w kapilarze (praktycznie dla ciSnienia

otoczenia),

temperatura zalegajacej wody gruntowej,

— powierzchnia gruntu,

strumien podsiakajacego plynu, kg/s,

— grubos¢ strefy podgrzania podsiakajacej wody do temperatury wrzenia;

~
1

Q.
I

* W odniesieniu do pltynow jednofazowych « mozna liczy¢ ze wzoru (9.52) — dla ruchu laminarnego.
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— wielko§¢ przegrzania pary w gruncie (ozn. na rys. 14.3),

ou 0" 1 et
Ay=—] —— - {f—pml) B ___{]_mik 14.4
1 g-c|:m1(em1L__emzL)( emt) m, emlL_emzL( € ):| (14.4)
oraz wzoOr okreslajacy strumien ciepta przekazany do gruntu
S (t,—t
0= G[c(t,—l,,)+r+ edta— o) } (14.5)
14 ™7 myz-1)
m,
lub )
Q = Fim,0,. (14.6)

Przy wigkszch glgbokosciach Z zalegania wod gruntowych, Z > 1 m, i nateze-
niach G > 1 kg/m?-h nie popelnimy bledu wiekszego niz 5%, jeSli strumien ciepla
przekazany do gruntu wyliczymy ze wzoru:

0 = G(i,—ct,), (14.7)
w ktorym
i, — entalpia pary o temperaturze t, i ciSnieniu otoczenia,
¢, t, — jak we wzorze (14.3).

Zwiazek miedzy glebokoscia zalegania wod gruntowych, temperatura powierzch-
ni gruntu i natgzeniem przeptywu podsiakajacej wody podaje Markiewicz [18].
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15. Dodatek — tabele i wykresy

Tabela 15.1. Termodynamiczne wiasciwosci roznych ciat

oznaczenia:
t — temperatura, °C,
p — gestos¢, kg/m3,
¢, ¢ — ciepto wiasciwe, kJ/(kg-K),
A — wspolczynnik przewodzenia ciepta, W/(m-K),
a — wspolczynnik przewodzenia temperatury, m?/s,
v — kinematyczny wspolczynnik lepkosci, m?/s,
Pr — liczba Prandtla,
p=1/v(0v/0T, — objetosciowy wspolczynnik rozszerzalnosci termicznej, 1/K.
1. Ciata stale
Ciato t P c 2 a-10°
a) metale

Srebro 20 10500 0,2340 411 167.2
Miedz czysta 20 8930 0,3831 395 115,6

handlowa 20 8300 0,419 373 103
Zloto czyste 20 19290 0,1294 311 1244
Aluminium 99, 75 Al 20 2700 0,896 229 94,7

Duraluminium 20 2700 0,913 165 66,9

94-96 Al, 3-5 Cu 100 - — 181 —

0,5 domieszki 200 - — 194 —
Magnez czysty 20 1740 1,017 143 80,8
Elektron 93,5 Mg,

4 Zn, 0,5 Cu 20 1800 — 116 —
Nikiel 20 - 0,452 -
Mosiadz 20 8600 0,381 80—120 25—-36
Cynk 20 7130 0,385 113 41,1
Cyna 20 7280 0,2265 66 40,3
Zelazo

Zelazo kujne 0 7850 0,465 59 16,25

200 - — 52 —
400- — 0,63 44 -
600 — — 37 —
800 — — 29 —

Zelazo lane 20 | 7000— 7700 0,540 58 14,7

Stal chromowa

0,8 Cr, 02 C 20 — - 40 -

Stal chromoniklowa 20 7900 0,477 14,5 3,86

nierdzewna 200 — — 172 —

Cr, 8 Ni, 0,1-0,2 C 500 — 0,607 21 -

V2A — stal 20 8000 0,477 15 3,97
Otow czysty 0 11340 0,1281 35,1 24,17

100 - 0,1340 334 -
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Cialo t p c A a-10°
b) nieorganiczne ciata stale
Grafit 20 — 0,84 12—170 —
Kamienie krzemieniowe 100 1700 —2000 — 0,8—1,34 —
500 — — 0,8—1,34 -
1000 - — 14—-19 —
Szamot 100 | 1700—2000 0,84 0,5—12 0,33—0,69
500 — 1,13 - —
1000 - - 0,7—14 _
Kamien kotlowy 100 300—2700 — 0,08—2.3 —
Beton 20 | 1900—2300 0,88 08—14 0,50—0,69
Cegta sucha 20 | 1300—1800 0,84 0,38—0,52 0,28—0,33
Mur ceglany 20 — — 0,70—0,87 —
Tynk 20 1960 — 0,79 —
Szkto 20 2700 0,8 0,76 0,33
Zwir 20 1850 - 0,37 —
Ziemia gruboziarnista 20 2040 1,84 0,52 0,139
piaszczysta 20 1600 = 1,07 —
gliniasta 20 1450 0,88 1,28 1,00
Piaskowiec 20 | 2150—2300 0,71 1,6—2,1 1,6—1,28
Marmur 20 2500—2700 0,808 2,8 1,39
Snieg (szron) 0 200 — 0,15 -
Lod H,O 0 917 1,93 22 1,25
¢) organiczne ciata
Bakelit 20 1270 1,59 0,223 1,14
Guma 20 1100 — 0,13—0,23 —
Gabka gumowa 20 1224 — 0,055 —
Skora 20 1000 — 0,14—0,16 —
Papier 20 — - 0,14 —
Szklo plexi 20 — . o184 1 .
Celuloid 20 1400 — 0215 =
Buk, osiowo 20 700 0,35 —
Dab, promieniowo 20 600 — 800 2,39 0,17—2,1 ,111—0,1270
0SI0WO0 20 — — 0,37 —
stycznie = = - 0,12 —
Jodta (Swierk) 20% wilgoci
promieniowo 20 410—420 2,37 0,14 0,125
0SIOWO - — - 0,26 —
stycznie — — 0,108 —
Wegiel kamienny 20 1200— 1500 1,26 0,26 0,14—0,17
Pyt weglowy 30 730 1,30 0,12 0,122
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2. Ciecze przy p = 1013 hPa lub przy ci$nieniu nasycenia dla t

Ciato t p ¢, v-10° A a-10° Pr B
Hg 20 | 13546 0,1394 0,115 9,3 5,0 0,023 | 0,000181
Woda 20 998,2 | 4,1784 1,007 0,599 0,1433 7,03 0,00018
40 992,2 | 4,1772 0,658 0,627 0,1511 435 0,00038
60 983,2 | 4,1776 0,478 0,651 0,1586 3,01 0,00054
80 971,8 | 4,195 0,364 0,669 0,1639 2,22 0,00065
100 9583 | 4212 0,294 0,682 0,1689 1,74 | 0,00078
150 916,99 | 4,271 0,201 0,683 0,1744 L15 0,00113
200 864,7 | 4,501 0,160 0,665 0,1711 0,935 | 0,00155
250 799,2 | 4,86 0,140 0,625 0,1611 0,869 | 0,00229
CO, 20 771 3,64 0,0623 | 0,087 0,0311 2,01 0,0066
30 597 — 0,9536 | 0,071 — — 0,0147
NH, 0 639 4,65 0,376 0,540 0,1817 2,07 | 0,00211
20 610 4,77 0,361 0,494 0,1700 2,12 0,00244
SO, —20 1485 1,273 0,313 0,223 0,1197 2,61 0,00178
0| 1435 1,357 0,256 0,212 0,1100 233 0,00172
20 1383 1,390 0,220 0,199 0,1042 2,11 0,00194
Benzol C4Hg 20 879,1 1,738 0,740 0,154 0,1006 7,36 0,00106
Glikol etylenowy 20 1113 2,382 19,15 0,250 0,0942 203 0,00064
C,H,CH, 40 | 1099 2,474 8,78 0,256 0,0942 93,2 0,00065
60 1085 2,562 489 0,259 0,0933 524 0,00065
80 1070 2,650 3,08 0,262 0,0922 334 0,00066
100 1056 2,742 2,27 0,263 0,0911 249 0,00067
Olej wrzecionowy 20 871 1,851 15,0 0,144 0,0894 168 0,00074
40 858 1,934 7,92 0,143 0,0861 92,0 0,00075
60 845 2,018 495 0,142 0,0833 594 0,00075
80 832 2,102 3,39 0,141 0,0806 42,1 0,00076
100 820 2,186 2,44 0,140 0,0778 314 0,00077
120 807 2,269 1,91 0,138 0,0756 253 0,00068
Olej transforma- 20 866 1,892 36,5 0,124 0,0758 481 0,00069
torowy 40 852 1,993 16,7 0,123 0,0725 230,0 0,00069
60 842 2,093 8,7 0,122 0,0692 126 0,00070
80 830 2,198 52 0,120 0,0656 79,4 0,00071
100 818 2,294 38 0,119 0,0631 60,3 0,00072
Olej lotniczy 20 893 1,838 892 0,145 0,0823 | 10100 0,00068
40 881 1,922 231 0,143 0,0844 2740 0,00069
60 868 2,005 82,0 0,141 0,0811 1011 0,00070
80 856 2,089 36,7 0,140 0,0781 469 0,00071
100 844 2,177 19,7 0,137 0,0750 262 0,00072
120 832 2,269 11,9 0,136 0,0719 165 0,00073
140 819 2,361 7,95 0,134 0,0694 114 0,00074
Solanka 20 1184 3,081 2,41 — - - -
20% MgCl, 0] 1184 3,035 4,64 0,452 0,1258 36,8 —
—20| 1184 2,989 10,95 0,392 0,1105 98,8 -
10% MgCl, - 3,56 - - - - -
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3. Gazy przy p = 1000 hPa

Cialo t p c, v-10° A a-10° Pr
Powietrze —50 1,55 1,005 9,3 0,0205 13,16 0,71
0 1,276 1,005 133 0,0242 18,88 0,71
20 1,184 1,005 15,1 0,0256 21,44 0,71
50 1,078 1,005 18,1 0,0178 25,66 0,708
100 0,934 1,009 233 0,311 33,0 0,708
200 0,736 1,026 35,2 0,0368 48.8 0,712
300 0,608 1,047 48,7 0,0429 67,3 0,718
400 0,518 1,068 63,5 0,0485 87,7 0,724
600 0,399 1,114 97,3 0,0582 131,0 0,742
800 0,324 1,156 136 0,0669 178,7 0,763
1000 0,273 1,185 180 0,0762 2354 0,766
1200 0,237 1,210 233 0,0846 2953 0,755
1400 0,208 1,231 173 0,0930 365 0,747
1600 0,186 1,239 326 0,0954 439 0,742
Wodor H, —50 0,1085 - 72 0,147 - -
0 0,0886 14,24 95 0,176 139,2 0,684
50 0,0748 14,36 126 0,202 188,2 0,667
100 0,0649 14,44 159 0,229 244.6 0,650
200 0,0512 14,53 236 0,276 370 0,638
300 - 14,57 — 0,297 — -
Para wodna H,O 100 0,589 2,135 21,7 0,0242 19,23 1,12
200 0,461 1,93 36,1 0,0328 36,91 0,978
300 0,379 2,01 53,1 0,0421 55,98 0,948
400 0,322 2,05 73,0 0,0551 83.4 0,876
500 0,280 2,18 95.6 0,0752 123,1 0,777
Dwutlenek wegla
CO, —50 2,420 — 4,67 0,0109 - —
0 1,950 0,829 7,08 0,0143 8.85 0,811
50 1,954 0,875 10,2 0,0178 12,34 0,795
100 1,428 0,925 12,9 0,0213 16,13 0,803
200 1,125 0,996 20,4 0,0283 25,22 0,809
Dwutlenek siarki
SO, 0 2,89 0,624 4,02 0,0084 4,66 0,863
50 — 0,649 — - - -
100 — 0,674 — — — -
200 — 0,720 — - - -
Amoniak NH; 0 0,761 2,169 12,3 0,0220 13,32 0,920
100 0,551 2,232 23,6 0,0300 24,43 0,967
200 0,433 2,395 383 - — —
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Tabela 15.2. Parametry powietrza suchego o cisnieniu 980 hPa (1 at)

Tempe- .. | Ciepto Wapotezy o x| Wapblezy nm k Lepkos¢ Lepkos¢ Liczba
ratura BagaEse wlasciwe przevyodzema e dynamiczna | kinematyczna | Prandtla
ciepla temperatury
t p c, yl a-10° n-10° v-10°
Pr
°C kg/m® [kJ/kg-K| W/(m-K) m?/s kg(m-s) m?/s
—180 3,72 1,047 0,0076 1,94 6,472 1,75 —
—150 2,78 1,038 0,0116 4,03 8,591 3,14 -
—100 1,948 1,022 0,0163 8,0 11,866 5,96 -
—50 1,534 1,013 0,0198 13,1 14,808 9,65 0,71
—20 1,365 1,005 0,0226 16,8 16,279 12,0 0,71
0 1,252 1,011 0,0237 19 17,456 13,9 0,71
10 1,206 1,010 0,0244 20,7 17,848 14,66 0,71
20 1,164 1,012 0,0251 22,0 18,240 15,7 0,71
30 1,127 1,013 0,0258 234 18,682 16,58 0,71
40 1,092 1,014 0,0265 24,8 19,123 17,6 0,71
50 1,057 1,016 0,0272 26,2 19,515 18,58 0,71
60 1,025 1,017 0,0279 27,6 19,907 19,4 0,71
70 0,996 1,018 0,0286 29,2 20,398 20,65 0,71
80 0,968 1,019 0,0293 30,6 20,790 21,5 0,71
90 0,942 1,021 0,0300 322 21,231 22,82 0,71
100 0916 1,022 0,0307 33,6 21,673 23,6 0,71
120 0,870 1,025 0,0320 37,0 22,555 259 0,71
140 0,827 1,027 0,0333 40,0 23,340 282 0,71
150 0,810 1,028 0,0336 41,2 23,732 294 0,71
160 0,789 1,030 0,0344 43,3 24,124 30,6 0,71
180 0,755 1,032 0,0357 47,0 24,909 33,0 0,71
200 0,723 1,035 0,0370 49,7 25,693 35,5 0,71
250 0,653 1,043 0,0400 60,0 27,557 422 0,71
300 0,596 1,057 0,0429 68,9 29,322 49,2 0,71
350 0,549 1,055 0,0457 80,0 30,989 56,5 0,72
400 0,508 1,059 0,0485 89,4 32,754 64,6 0,72
500 0,442 1,076 0,0540 1132 35,794 81,0 0,72
600 0,391 1,089 0,0581 133,6 38,638 98,8 0,73
700 0,351 1,101 0,0599 162,0 41,580 118,95 - 0,73
800 0,318 1,114 0,669 182 43,640 137 0,73
900 0,291 1,126 0,0673 216 46,876 160 0,74
1000 0,268 1,139 0,0762 240 48,445 181 0,74
1100 0,248 1,156 0,0826 277 51,191 206 0,74
1200 0,232 1,164 0,0845 301 52,662 227 0,74
1400 0,204 1,189 0,0930 370 56,781 278 0,76
1600 0,182 1,218 0,1012 447 60,409 332 0,76
1800 0,165 1,243 0,1093 — 63,841 387 0,76




Tabela 15.3. Parametry wody cieczy na linii nasycenia x =0
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g b.nm ,m 3 M -2 .,Km. 2 5 « g
z 528 £ § 585 g S
o y N N O 4 N ° N T = 0 9 0 2 <
2| % | 288 | =2F 2S8s | 358 BE | 28 |=2%
£ 2 B 2 52 S28E | 28§ ‘g 25 |55
~ O 223 O - Z a2 35 S [a&
t p B-10* e, A a-10° n-10° v- 108
Pr
°C | kg/m? 1/K kJ/(kg-K) | W/(m-K) m?/s kg/m-s m?/s
0| 9999 —0,7 4,226 0,558 0,131 1793,636 1,789 | 13,7
10 | 999,7 0,95 4,195 0,577 0,137 1296,439 1,300 9,5
20 | 998.2 2,1 4,182 0,597 0,143 993,414 1,006 7,0
30 995.7 3.1 4,176 0,615 0,149 792,377 0,805 54
40 | 9922 39 4,175 0,633 0,151 658,026 0,658 43
50 | 9881 4.6 4,178 0,647 0,157 555,056 0,556 3.55
60 | 9832 5,3 4,181 0,658 0,159 471,670 0,478 3,00
70 | 9778 5.8 4,187 0,668 0,163 404,034 0,415 2,95
80 | 9718 6,3 4,194 0,673 0,165 352,059 0,364 2.25
90 | 965.3 7,0 4,202 0,678 0,167 308,909 0,326 1,95
100 | 95845 7,5 4211 0,682 0,169 277,528 0,294 1,75
110 | 9510 8,0 4,224 0,684 0,170 254973 0,268 1,57
120 | 9435 8,5 4,232 0,685 0,171 235,360 0,244 1,43
130 926,3 9.7 4,257 0,684 0,172 201,036 0,212 1,23
150 | 9169 10,3 4,270 0,684 0,173 185,346 0,201 1,17
160 | 907.6 10,8 4285 0,680 0,173 171,616 0,191 1,10
170 897.3 L155 4,396 0,679 0,172 162,290 0,181 1,05
180 886.6 12,1 4,396 0,673 0,172 152,003 0,173 1,01
190 876.0 12,8 4480 0,670 0,171 145,138 0,166 0,97
200 862.8 13.5 4,501 0,665 0,170 139,254 0,160 0,95
210 852,8 14,3 4,560 0,655 0,168 131,409 0,154 0,92
220 837,0 15,2 4,605 0,652 0,167 124,544 0,149 0,90
230 8273 16,2 4,690 0,637 0,164 119,641 0,145 0,88
240 809.0 17,2 4,731 0,634 0,162 113,757 0,141 0,86
250 | 799,2 18,6 4,857 0,618 0,160 109,834 0.137 0,87
260 | 7990 20.0 4,982 0,613 0,156 104,931 0,135 0,86
270 7679 21,7 5,030 0,590 0,152 101,989 0,133 0,87
280 750,0 23,8 5,234 0,588 0,147 98,067 0,131 0,89
290 7323 26,5 5.445 0,558 0,140 94,144 0,129 0,92
300 712,5 29,5 5,694 0,564 0,132 92,182 0,128 0,98
310 | 690.6 33,5 6,155 0,519 0,122 89,260 0,128 1,05
320 | 667.1 38,0 6,610 0,494 0,101 81,395 0,127 1,13
330 | 6402 42,5 7,245 0,468 0,101 81,395 0,127 1,25
340 | 609.4 47,5 8,160 0,437 0,088 77473 0,127 1,45
350 5720 - 9,295 0,400 0,076 72,569 0,127 1,67
360 | 5240 — 9,850 0,356 0,067 66,685 0,127 1,91
370 | 4480 — 11,690 0,293 0,058 56,879 0,127 2,18
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Tabela 15.4. Parametry pary wodnej na linii nasycenia x =1 [19]

s km .m mJ ,km .m > < g

2 g |58 o 585 5 S

s 2 o s g g N o ¢ ZIND=R| 98 |92 =
g | 8 2 | 23 | 25 |S8«|eBeE|l588| SE | 28|83
E| & | 8| 22| 82 |58 |5855| 88| 52 |52 |0E
= O ©) mE | O& |[BEs|OFg3|rag| 4% | A2 |34
t p p i r 2-10? c, e-10° n-10% | v-10°

Pr

°C | MPa | kg/m® | kJ/kg ki/kg |W/(m-K)|kJ/(kg-K)| m?*/h |kg(m-s)| m?/s
100 | 0,101 | 0,598 | 26758 2256,7 237 2,135 66,9 11,96 | 22,02 1,08
110 | 0,143 | 0,826 26913 22299 2,49 2177 49,8 12,45 15,07 1,09
120 0,198 1,121 | 2706,3 2202,7 2,59 2,296 37,8 12,85 11,46 1,09
130 0,269 1,496 | 2720,6 21742 2,69 2,256 28,7 13,24 8,85 1,11
140 0,361 1,966 | 2734,0 21449 2,79 2,315 22,07 13,53 6,89 1,12
150 0,475 2,547 | 2246,5 21143 2,88 2,394 17,02 13,92 5,47 1,16
160 0,618 3,258 | 2757.8 2082,5 3,01 2,478 13,40 14,32 432 1,18
170 0,792 4,122 | 2768,7 20494 313 2,583 10,58 14,71 3,57 1,21
180 1,003 5,157 | 27784 2015,1 3,27 2,709 8,42 15,10 293 1,25
190 1,255 6,994 | 2786,3 1978,7 342 2,855 6,74 15,59 2,44 1,30
200 1,555 7,862 | 27930 1940,8 3,55 3,023 5,37 15,98 2,03 1,36
210 1,908 9,588 | 2798,0 19004 3,72 3,199 4,37 16,37 1,71 1,41
220 2,320 | 11,62 2801,4 1857,7 3,90 3,408 3,54 16,87 1,45 1,47
230 2,798 | 13,99 2803,1 18129 4,09 3,634 2,90 17,36 1,24 1,54
240 3,348 | 16,98 2803,1 1765,6 429 3,881 2,37 17,75 1,06 1,61
250 3977 | 19,98 2801,0 1715,7 4,51 4,157 1,97 18,24 0913 | 1,68
260 4,694 | 23,72 2796,4 1661,3 4,80 4,467 1,63 18,83 0,794 | 1,75
270 6,505 | 28,09 2789,7 1604,1 5,10 481 1,36 19,32 0,688 | 1,82
280 6,546 | 33,19 2779,6 1542.8 5,49 5,23 1,14 19,91 0,600 | 1,90
290 7,445 | 39,15 2766,2 1476,3 5,83 5.69 0,941 20,59 0,526 | 2,01
300 8,592 | 46,21 27490 1404,2 6,27 6,28 0,778 21,28 0461 | 2,13
310 9,869 | 54,58 27273 1325,1 6,84 7,12 0,634 21,27 0,403 | 2,29
320 | 10,289 | 64,72 2700,1 1238,0 7,51 8,21 0,509 22,85 0,509 | 2,50
330 | 14,607 | 92,76 2621,7 1027,0 8,26 9,88 0,390 23,93 0,310 | 2,86
340 | 14,607 | 92,76 2622,7 1027,0 9,30 12,35 0,292 25,20 0,272 | 3,35
350 | 16,569 [113,6 2564,7 893,0 10,70 16,24 0,209 26,57 0,234 | 4,03
360 | 18,674 (1440 2481,1 719,7 12,79 23,03 0,139 29,12 0,202 | 5,23
370 | 21,053 {2030 2330,0 4383 17,10 56,52 0,054 33,73 0,166 11,10




Tabela 15.5. Parametr 9, = (n?/gp?)'?® dla wody [6]
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t Y f 106 t Y n 106
c | kgm® | kgmew | O™ e | kgt | kgmew | O™
0 999.,8 6,440 68,83 130 9348 0,762 17,36
10 999,6 4,695 55,77 140 926,1 0,706 16,60
20 998,2 3,600 46,76 150 916,9 0,667 16,08
30 995,6 2,885 40,41 160 907.4 0,623 15,48
40 992,2 2,351 35,34 170 8973 0,586 15,00
50 988.,0 1,978 31,59 180 886,9 0,551 14,48
60 983,2 1,695 28,59 190 876,0 0,522 14,08
70 9717,7 1,461 25,99 200 864,7 0,498 13,76
80 9718 1,281 23,90 210 852,8 0,473 13,42
90 965.3 1,133 22,12 220 840.,3 0,452 13,15
100 958,3 1,016 20,63 230 8273 0,431 12,88
110 951,0 0918 19,42 240 813,6 0,413 12,65
120 943,1 0,830 18,26 250 799,2 0,395 12,43
Tabela 15.6. Parametr 9. = (n*/gp®)'"* dla czynnikéw chtodniczych [6]
dezaj Jt 9.-10°m dezaj Dr 9.-10°m dezaj 0t 9 -10°m
cieczy C £ cieczy C cieczy C z
-30 23,377 —20 22,622 -30 18,637
—20 21,120 —10 21,672 Freon —10 17,229
NH —10 19,176 SO 0 20,325 12 0 16,595
= 0 17,789 2 10 19,611 CCLF 10 16,135
10 16,452 20 18,784 22 20 15,869
20 15,057 30 17,990 30 15,655
-20 12,952 —30 29,662
—10 11,865 —10 19,562 Freon —20 27,269
co 0 11,238 CH.CI 0 18,736 —10 24,893
. 10 10,983 & 10 18,040 CCLF 0 23,508
20 9,9295 20 17,434 = 10 21,718
30 9,3815 30 16,972 20 20,041
Tabela 15.7. Parametr 9, = (y%/gp*)'”® dla powietrza [6]
t n 7 r 6 t n 4
¢ | kg | kgm) | O™ o | kgmeh) | kgme | %O
—10 0,060 1,31 254 80 0,075 0,968 360
0 0,062 1,252 268 90 0,0777 0,942 375
10 0,064 1,21 279 100 0,0783 0916 385
20 0,066 1,164 293 110 0,080 0,393 396
30 0,067 1,13 302 120 0,082 0,87 410
40 0,069 1,092 315 130 0,0835 0,348 422
50 0,071 1,06 327 140 0,085 0,827 434
60 0,072 1,025 337 150 0,086 0,808 442
70 0,073 1,073 347
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Tabela 15.8. Zdolno$¢ emisyjna ¢, dla normalnego promieniowania roznych ciat [19]

Nazwa materiatu t; °C &,
Metale

Chrom 100-1000 0,08-0,26
Chromonikiel 125-1034 0,64-0,76
Cyna, blacha zelazna blyszczaca ocynowana 25 0,043-0,064
Cynk handlowy (99,1%) polerowany 225-325 0,045-0,053
Cynk utleniony przy 400°C 400 0,11
Ocynkowana blacha zelazna blyszczaca 28 0,228
Ocynkowana blacha zelazna szara utleniona 24 0,276
Glin polerowany 225-575 0,039-0,057
Glin surowy 26 0,055
Glin utleniony przy 600°C 200-600 0,11-0,19
Miedz starannie polerowana, elektrolityczna 80-115 0,018-0,023
Miedz handlowa obrobiona do potysku 22 0,072
Miedz utleniona przy 600°C 200-600 0,57-0,87
Miedzi tlenek 8001100 0,66—0,54
Miedz stopiona 1075-1275 0,16-0,13
Molibdenowe wiokno 725-2600 0,096-0,292
Mosiezna plyta walcowana o nieobrobionej powierzchni 22 0,06
Mosi¢zna ptyta walcowana, obrobiona grubym szmerglem 22 0,20
Mosigzna plyta matowa 50-350 0,22
Mosiadz utleniony przy 600°C 200-600 0,61-0,59
Nikiel technicznie czysty, polerowany 225-375 0,07-0,087
Niklowane zelazo wytrawione, niepolerowane 20 0,11
Niklowany drut 185-1000 0,096-0,186
Nikiel utleniony przy 600°C 200-600 0,37-0,48
Niklu tlenek 650-1255 0,50-0,86
Otow szary, utleniony 25 0,281
Otow utleniony przy 200°C 200 0,63
Platyna czysta, plyta polerowana 225-625 0,054-0,104
Platynowa tasma 925-1115 0,12-0,17
Platynowe wiokno 25-1230 0,036-0,192
Platynowy drut 225-1375 0,073-0,182
Rte¢ bardzo czysta 0-100 0,09-0,12
Srebro polerowane, czyste 225-625 0,0198-0,0324
Staliwo polerowane 770—-1040 0,52-0,56
Stalowa blacha szlifowana 940-1100 0,55-0,61
Stal utleniona przy 600°C 200-600 0,80
Stalowa blacha o utlenionej blyszczacej powierzchni 25 0,82
Ztoto starannie polerowane 225-635 0,018-0,035
Zelazo polerowane 425-1020 0,144-0,377
Zelazo $wiezo obrobione szmerglem 20 0,242
Zelazo utlenione 100 0,736
Zelazo utlenione gladkie 125-525 0,78-0,82
Zelaza tlenek 500-1200 0,85-0,95
Zeliwo surowe nie obrobione 9251115 0,87-0,95
Zelazo toczone 830-990 0,60-0,70
Zeliwo utlenione przy 600°C 200-600 0,64-0,78
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Nazwa materiatu t, °C &;
Farby, lakiery itp.

Aluminiowe farby, zaleznie od czasu wykonania i zawar-

tosci Al 100 0,27-0,67
Aluminiowa farba po nagrzaniu do 325°C 150-315 0,35
Aluminiowy lakren na ptycie chropowatej 20 0,39
Emalia biata na zelazie 19 0,897
Lakier biaty 40-95 0,80-0,95
Lakier bialy emaliowany na plycie zelaznej chropowatej 23 0,906
Lakier czarny blyszczacy rozpylony na plycie zelaznej 25 0,875
Lakier zelazny matowy 40-95 0,96-0,98
Olejne farby o réznych kolorach 100 0,92-0,96
Szelak czarny blyszczacy na zelazie cynowanym 21 0,821
Szelak czarny matowy 75-145 091

Rozne

Azbestowa tektura 24 0,96
Azbestowy papier 40-370 0,93-0,945
Cegla czerwona chropowata, lecz bez duzych nieréwnosci 20 0,93
Cegla dynasowa glazurowana, chropowata 1100 0,85
Cegla dynasowa nie glazurowana, chropowata 100 0,80
Cegla ogniotrwala — 0,8-0,9
Cegla szamotowa glazurowana 1100 0,75
Debina gladzona 20 0,895
Gips 20 0,903
Guma miekka szara, chropowata (rafinowana) 24 0,859
Gumowa ptyta twarda, polerowana 23 0,945
Kwarc topiony chropowaty 20 0,932
Marmur szarawy polerowany 22 0,931
Papa dachowa 21 0,910
Papier cienki naklejony na plyte metalowa 19 0,924
Porcelana glazurowana 22 0,924
Sadza 1 kopec 95-270 0,952
Sadza lampowa 0,075 mm 1 wigcej 40-370 0,945
Sadza ze szklem wodnym 100-185 0,959-0,947
Szkto gladkie 22 0,937
Wapienna wyprawa chropowata 10-88 091
Wegiel oczyszczony (0,9% popiotu) 125-625 0,81-0,79
Weglowe wiokno 1040-1405 0,526
Woda 0-100 0,95-0,963
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Tabela 15.9. Wartosci funkcji wyktadniczych i hiperbolicznych

X et e™™ shx chx th x
0,0 1,00 1,00 0,000 1,000 0,000
0,1 1,11 0,90 0,100 1,005 0,100
0,2 1,22 0,82 0,201 1,020 0,197
0,3 1,34 0,74 0,305 1,045 0,291
0,4 1,49 0,67 0,411 1,081 0,380
0,5 1,64 0,61 0,521 1,128 0,462
0,6 1,82 0,55 0,637 1,186 0,537
0,7 2,00 0,50 0,759 1,255 0,604
0,8 2,22 0,45 0,888 1,337 0,664
0,9 2,46 0,41 1,027 1,433 0,716
1,0 2,72 0,37 1,175 1,543 0,762
1,1 3,00 0,33 1,336 1,668 0,804
1,2 332 0,30 1,510 1,811 0,834
1,3 3,70 0,27 1,698 1,971 0,862
14 4,06 0,25 1,904 2,151 0,885
1.5 4,50 0,22 2,129 2,352 0,905
1,6 4,49 0,20 2,376 2,577 0,922
1,7 5,47 0,18 2,646 2,828 0,935
1,8 6,05 0,17 2,942 3,108 0,947
1.9 6,63 0,15 3,268 3418 0,956
2,0 7,39 0,14 3,627 3,762 0,964
2.1 8,12 0,12 4,022 4,144 0,971
2.2 9,03 0,11 4,457 4,568 0,976
2,3 9,98 0,10 4937 5,037 0,980
24 11,0 0,091 5,466 5,557 0,984
2.5 12,3 0,083 6,050 6,132 0,987
2,6 13,5 0,074 6,695 6,769 0,989
2.7 14,8 0,067 7,406 7474 0,991
2,8 16,4 0,061 8,192 8,253 0,993
29 18,2 0,055 9,060 9,115 0,994
3,0 20,1 0,050 10,018 10,068 0,995




Tabela 15.10. Tablica przeliczeniowa roznych jednostek lepkosci

(N-s)/m?, 2 2
Jednostka Symbol daP P cP, mg/(m-h) (kp-s)/m (kp-h)m
kg/(m-s)
Niuton -sekunda na m? 1 (N-sym? = 1 1 10 10° 3,6-10° | 0,101972 2,833-107°
Dekapuaz 1 DaP = 1 1 10 103 3,6-10% | 0,101972 2,833-1073
Puaz I1P= 107! 107! 1 10% 3,6-10%* | 0,10197-107! 2,833-107°
Centypuaz 1P = 1073 1073 10-2 1 36 0,10197-107% | 2,833-10°%
Kilogram na metr i godzing | 1kg/(m-h= | 2,778-10"% | 2,778-10"* | 2,778-107' 1 2,833-107° 78,68-1071°
Kilopond - sekunda na m? 1 (kp-s)/m?=| 9,80665 9,80665 1 2,778-107%
Kilopond - godzina na m? 1 (kp-h)/m?=| 3,5304-10* 3,5304-10° 3,6-10° 1
Porownanie jednostek lepkosci kinematycznej
Jednostka Symbol m?/s maSt St cm?/s cSt m?/h
Metr kwadratowy na sekunde | 1 m?/s = 1 1 10* 104 108 3,6- 103
Miriastokes 1 maSt = 1 1 104 104 106 3,6-103
Stokes ( =cm?/s) 1 St= 1074 1074 1 1 102 3,6-107!
Centymetr kwadratowy
na sekunde (= St)) 1 cm?/s = 1074 107# 1 1 102 3.6-1071
Centystokes 1 cSt= 10°° 10°° 1072 1073 1 3,6-1073
Metr kwadratowy na godzing | 1 m?/h = 2,778 1074 2,778-10°% 2,778 2,778 2,778 - 102 1

Podstawowe jednostki w ukladzie

SI, lepko$¢ dynamiczna w (N-s)/m? (tj. kg/(m-s), lepko§é kinematyczna w m?/s.

I1¢
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Tabela 15.11. Sprawnos¢ wymiennika wspolpradowego 7, = f(N, R)

N 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 [ 0,000 | 0,000 | 0,000
0,095 | 0,095 | 0,094 | 0,094 | 0,093 | 0,093 | 0,092 | 0,092 | 0,092 | 0,091 | 0,091
0,181 | 0,180 | 0,178 | 0,176 | 0,174 | 0,173 | 0,171 | 0,170 | 0,168 | 0,166 | 0,165
0,259 | 0,256 | 0,252 | 0,248 | 0,245 | 0,242 | 0,238 | 0,235 | 0,232 | 0,229 | 0,226
0,330 | 0324 | 0,318 | 0,312 | 0,306 | 0,301 | 0,295 | 0,290 | 0,285 | 0,280 | 0,275
0,393 | 0385 | 0,376 | 0368 | 0,360 | 0,352 | 0344 | 0,337 | 0,330 | 0,323 | 0,316
0,451 | 0439 | 0428 | 0417 | 0406 | 0,396 | 0,386 | 0,376 | 0,367 | 0,358 | 0,349
0,503 | 0488 | 0474 | 0460 | 0,446 | 0433 | 0421 | 0,409 | 0,398 | 0387 | 0,377
0,551 | 0,532 | 0,514 | 0497 | 0,481 | 0,466 | 0451 | 0437 | 0424 | 0411 | 0,399
0,593 | 0,571 | 0,550 | 0,530 | 0,512 | 0,494 | 0477 | 0461 | 0446 | 0431 | 0417
0,632 | 0,606 | 0,582 | 0,560 | 0,538 | 0,518 | 0499 | 0.481 | 0,464 | 0448 | 0432
0,667 | 0,638 | 0,611 | 0,585 | 0,561 | 0,539 | 0,517 | 0498 | 0,479 | 0461 | 0445
0,699 | 0,666 | 0,636 | 0,608 | 0,581 | 0,556 | 0,533 | 0,512 | 0,491 | 0472 | 0455
0,727 | 0,692 | 0,658 | 0,627 | 0,599 | 0,572 | 0,547 | 0,524 | 0,502 | 0,482 | 0463
0,753 | 0,714 | 0,678 | 0,645 | 0,614 | 0,585 | 0,558 | 0,534 | 0,511 | 0490 | 0470
0,777 | 0,735 | 0,696 | 0,660 | 0,627 | 0,596 | 0,568 | 0,542 | 0,518 | 0496 | 0475
0,798 | 0,753 | 0,711 | 0,673 | 0,638 | 0,606 | 0,577 | 0,549 | 0,524 | 0,501 | 0480
0,817 | 0,769 | 0,725 | 0,685 | 0,648 | 0,615 | 0,584 | 0,556 | 0,530 | 0,505 | 0483
0,835 | 0,784 | 0,737 | 0,695 | 0,657 | 0,622 | 0,590 | 0,561 | 0,534 | 0,509 | 0486
0,850 | 0,797 | 0,748 | 0,704 | 0,664 | 0,628 | 0,595 | 0,565 | 0,537 | 0,512 | 0489
0,865 | 0,808 | 0,758 | 0,712 | 0,671 | 0,633 | 0,600 | 0,569 | 0,540 | 0,515 | 0,491
0,878 | 0819 | 0,766 | 0,719 | 0,677 | 0,638 | 0,603 | 0,572 | 0,543 | 0,517 | 0493
0,889 | 0,828 | 0,774 | 0,725 | 0,681 | 0,642 | 0,607 | 0,574 | 0,545 | 0,518 | 0,494
0,900 | 0837 | 0,781 | 0,731 | 0,686 | 0,646 | 0.609 | 0,576 | 0,547 | 0,520 | 0.495
0,909 | 0,844 | 0,787 | 0,735 | 0,689 | 0,648 | 0,612 | 0,578 | 0,548 | 0,521 | 0,496
0918 | 0851 | 0,792 | 0,739 | 0,693 | 0,651 | 0,614 | 0,580 | 0,549 | 0,522 | 0,497
0,926 | 0857 | 0,797 | 0,743 | 0,696 | 0,653 | 0,615 | 0,581 | 0,550 | 0,523 | 0497
0,933 | 0,862 | 0,801 | 0,746 | 0,698 | 0,655 | 0,617 | 0,582 | 0,551 | 0,523 | 0,498
0939 | 0867 | 0,804 | 0,749 | 0,700 | 0,657 | 0,618 | 0,583 | 0,552 | 0,524 | 0498
0,945 | 0872 | 0,808 | 0,751 | 0,702 | 0,658 | 0,919 | 0,584 | 0,553 | 0,524 | 0,498
0950 | 0876 | 0811 | 0,754 | 0,704 | 0,659 | 0,620 | 0,585 | 0,553 | 0,525 | 0,499
0955 | 0879 | 0,813 | 0,756 | 0,705 | 0,660 | 0,621 | 0,585 | 0,553 | 0,525 | 0,499
0,959 | 0,882 | 0,815 | 0,757 | 0,706 | 0,661 | 0,621 | 0,586 | 0,554 | 0,525 | 0,499
0963 | 0,885 | 0,817 | 0,759 | 0,707 | 0,662 | 0,622 | 0,586 | 0,554 | 0,525 | 0499
0967 | 0,887 | 0,819 | 0,760 | 0,708 | 0,663 | 0,622 | 0,586 | 0,554 | 0,525 | 0499
0970 | 0,890 | 0,821 | 0,761 | 0,709 | 0,663 | 0,623 | 0,587 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0973 | 0892 | 0,822 | 0,762 | 0,710 | 0,664 | 0,623 | 0,587 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0975 | 0,894 | 0,824 | 0,763 | 0,710 | 0,664 | 0,623 | 0,587 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0978 | 0,895 | 0,825 | 0,764 | 0,711 | 0,664 | 0,624 | 0,587 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0,980 | 0,897 | 0,826 | 0,764 | 0,711 | 0,665 | 0,624 | 0,587 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0,982 | 0,898 | 0,826 | 0,765 | 0,712 | 0,665 | 0,624 | 0,588 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0983 | 0,899 | 0,827 | 0,766 | 0,712 | 0,665 | 0,624 | 0,588 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0,985 | 0,900 | 0,828 | 0,766 | 0,712 | 0,665 | 0,624 | 0,588 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0,986 | 0901 | 0,829 | 0,766 | 0,713 | 0,666 | 0,614 | 0,588 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0,988 | 0902 | 0,829 | 0,767 | 0,713 | 0,666 | 0,624 | 0,588 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0,989 | 0903 | 0,830 | 0,767 | 0,713 | 0,666 | 0,625 | 0,588 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0,990 | 0903 | 0,830 | 0,767 | 0,713 | 0,666 | 0,625 | 0,588 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0,991 | 0904 | 0,830 | 0,768 | 0,713 | 0,666 | 0,625 | 0,588 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0,992 | 0904 | 0,831 | 0,768 | 0,713 | 0,666 | 0,625 | 0,588 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0993 | 0905 | 0,831 | 0,768 | 0,714 | 0,666 | 0.625 | 0,588 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0,993 | 0905 | 0,831 | 0,768 | 0,714 | 0,666 | 0,625 | 0,588 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0,994 | 0906 | 0,832 | 0,768 | 0,714 | 0,666 | 0,625 | 0,588 | 0,555 | 0,526 | 0,500
0,994 | 0906 | 0,832 | 0,768 | 0,714 | 0,666 | 0,625 | 0,588 | 0,556 | 0,526 | 0,500
0,995 | 0,906 | 0,832 | 0,768 | 0,714 | 0,666 | 0,625 | 0,588 | 0,556 | 0,526 | 0,500
0,995 | 0907 | 0,832 | 0,769 | 0,714 | 0,666 | 0,625 | 0,588 | 0,556 | 0,526 | 0,500
0,996 | 0,907 | 0,832 | 0,769 | 0,714 | 0,666 | 0,625 | 0,588 | 0,556 | 0,526 | 0,500
0,996 | 0,907 | 0,832 | 0,769 | 0,714 | 0,667 | 0,625 | 0,588 | 0,556 | 0,526 | 0,500
0,997 | 0907 | 0,832 | 0,769 | 0,714 | 0,667 | 0,625 | 0,588 | 0,556 | 0,526 | 0,500
0,997 | 0,908 | 0,833 | 0,769 | 0,714 | 0,667 | 0,625 | 0,588 | 0,556 | 0,526 | 0,500
0,997 | 0,908 | 0,833 | 0,769 | 0,714 | 0,667 | 0,625 | 0,588 | 0,556 | 0,526 | 0,500
0,998 | 0,908 | 0,833 | 0,769 | 0,714 | 0,667 | 0,625 | 0,588 | 0,556 | 0,526 | 0,500
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Tabela 15.12. Sprawno$¢ wymiennika przeciwpradowego n, = f(N, R)

0,0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

ubhbLiv=DLoUa LR LD

et e e it e e e, =, O O OO0 OO0 O

couwaubhLivR LW LRLILVEF O LU L RLIN =D VU ULRWLIV=DOLLYWL

o R R O O O N N N N N N N N T T O T T e O R Y N S S N e S O

0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 { 0,000 | 0,000 | 0,000 [ 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,095 | 0,095 | 0,094 | 0,094 | 0,093 | 0,093 | 0,093 | 0,092 | 0,092 | 0,091 | 0,091
0,181 | 0,180 | 0,178 | 0,177 | 0,175 | 0,174 | 0,172 | 0,171 | 0,169 | 0,168 | 0,167
0,259 | 0,256 | 0253 | 0,250 | 0,247 | 0,245 | 0,242 | 0,239 | 0,236 | 0,233 | 0,231
0,330 | 0,325 | 0320 | 0,316 | 0311 | 0,307 | 0,303 | 0,298 | 0,294 | 0,290 | 0,286
0,393 | 0,387 | 0381 | 0,374 | 0,368 | 0,362 | 0,356 | 0,350 | 0345 | 0,339 | 0,333
0451 | 0,443 | 0435 | 0427 | 0,419 | 0412 | 0,404 | 0,397 | 0,389 | 0,382 | 0,375
0,503 | 0474 | 0484 | 0,475 | 0465 | 0,456 | 0,447 | 0438 | 0429 | 0420 | 0412
0,551 | 0,540 | 0,528 | 0,517 | 0,507 | 0,496 | 0485 | 0475 | 0465 | 0454 | 0444
0,593 | 0,581 | 0,569 | 0,556 | 0,544 | 0,532 | 0,520 | 0,508 | 0496 | 0,485 | 0,474
0,632 | 0,619 | 0.605 | 0,592 | 0,578 | 0,565 | 0,551 | 0,538 | 0,525 | 0,513 | 0,500
0,667 | 0,653 | 0,638 | 0,624 | 0,609 | 0,595 | 0,580 | 0,566 | 0,552 | 0,538 | 0,524
0,699 | 0,684 | 0,668 | 0,653 | 0,637 | 0,622 | 0,606 | 0,591 | 0,576 | 0,560 | 0,545
0,727 | 0,712 | 0,696 | 0,680 | 0,663 | 0,647 | 0,630 | 0,614 | 0,598 | 0,581 | 0,565
0,753 | 0,737 | 0,721 | 0,704 | 0,687 | 0,670 | 0,652 | 0,635 | 0,618 | 0,600 | 0,583
0,777 | 0,760 | 0,744 | 0,725 | 0,709 | 0,691 | 0,673 | 0,655 | 0,636 | 0,618 | 0,600
0,798 | 0,782 | 0,764 | 0,747 | 0,729 | 0,710 | 0,691 | 0,673 | 0,653 | 0,634 | 0,615
0,817 | 0,801 | 0,784 | 0,766 | 0,747 | 0,728 | 0,709 | 0,689 | 0,669 | 0,649 | 0,630
0,835 | 0,818 | 0,801 | 0,783 | 0,764 | 0,745 | 0.725 | 0,705 | 0,684 | 0,664 | 0,643
0,850 | 0,834 | 0,817 | 0,799 | 0,780 | 0,760 | 0,740 | 0,719 | 0,698 | 0,677 | 0,655
0,865 | 0,849 | 0,832 | 0,814 | 0,795 | 0,775 | 0,754 | 0,733 | 0,711 | 0,689 | 0,667
0,878 | 0,862 | 0,845 | 0,827 | 0,808 | 0,788 | 0,767 | 0,745 | 0,723 | 0,700 | 0,677
0,889 | 0,874 | 0,857 | 0,840 | 0,821 | 0,800 | 0,779 | 0,757 | 0,734 | 0,711 | 0,688
0,900 | 0,885 | 0.869 | 0,851 | 0,832 | 0,812 | 0,790 | 0,768 | 0,745 | 0,721 | 0,697
0,909 | 0,895 | 0,879 | 0,862 | 0,843 | 0,823 | 0,801 | 0,779 | 0,755 | 0,731 | 0,706
0918 | 0,904 | 0,889 | 0,872 | 0,853 | 0,833 | 0,811 | 0,788 | 0,764 | 0,740 | 0,714
0926 | 0912 | 0.897 | 0.881 | 0,862 | 0,842 | 0,821 | 0,797 | 0,773 | 0,748 | 0,722
0,933 | 0920 | 0.906 | 0,889 | 0,871 | 0,851 | 0,829 | 0,806 | 0,782 | 0,756 | 0,730
0,939 | 0927 | 0913 | 0,897 | 0879 | 0,859 | 0,838 | 0,814 | 0,790 | 0,764 | 0,737
0,945 | 0935 | 0920 | 0904 | 0,887 | 0,867 | 0,846 | 0,822 | 0,797 | 0,771 | 0,744
0,950 | 0,939 | 0926 | 0911 | 0,894 | 0,874 | 0,853 | 0,830 | 0,804 | 0,778 | 0,750
0,955 | 0,944 | 0932 | 0917 | 0,900 | 0,881 | 0,860 | 0,836 | 0,811 | 0,784 | 0,756
0959 | 0949 | 0937 | 0923 | 0907 | 0,888 | 0,867 | 0,843 | 0,818 | 0,790 | 0,762
0,963 | 0954 | 0,942 | 0928 | 0912 | 0,894 | 0,873 | 0,849 | 0,824 | 0,796 | 0,767
0,967 | 0958 | 0,947 | 0933 | 0918 | 0,899 | 0,879 | 0,855 | 0,830 | 0,802 | 0,773
0,970 | 0961 | 0,951 | 0938 | 0,923 | 0905 | 0,884 | 0,861 | 0,835 | 0,807 | 0,778
0973 | 0965 | 0,955 | 0942 | 0927 | 0910 | 0,890 | 0,866 | 0,841 | 0,812 | 0,783
0975 | 0968 | 0,958 | 0946 | 0,932 | 0915 | 0,895 | 0,871 | 0,846 | 0817 | 0,787
0,978 | 0,970 | 0,961 | 0,950 | 0936 | 0919 | 0,899 | 0,876 | 0,851 | 0,822 | 0,792
0,980 | 0973 | 0,964 | 0953 | 0,940 | 0923 | 0,904 | 0,881 | 0,855 | 0,827 | 0,796
0,982 | 0975 | 0,967 | 0,957 | 0944 | 0927 | 0,908 | 0,886 | 0,860 | 0,831 | 0,800
0,983 | 0977 | 0970 | 0960 | 0,947 | 0931 | 0912 | 0,890 | 0,864 | 0,835 | 0,804
0985 | 0979 | 0,972 | 0962 | 0,950 | 0,935 | 0916 | 0,894 | 0,868 | 0,839 | 0,808
0,986 | 0981 | 0974 | 0,965 | 0953 | 0938 | 0,920 | 0,898 | 0872 | 0,843 | 0,811
0988 | 0983 | 0,976 | 0967 | 0,956 | 0941 | 0923 | 0901 | 0,876 | 0,847 | 0815
0,989 | 0984 | 0,978 | 0970 | 0959 | 0,944 | 0,927 | 0905 | 0,879 | 0,850 | 0818
0,990 | 0,986 | 0,980 | 0,972 | 0961 | 0947 | 0,930 | 0,908 | 0,883 | 0,854 | 0,821
0,991 | 0987 | 0981 | 0974 | 0,963 | 0,950 | 0933 | 0912 | 0,886 | 0,857 | 0,825
0,992 | 0988 | 0,983 | 0975 | 0,966 | 0952 | 0936 | 0915 | 0,890 | 0,860 | 0,828
0993 | 0989 | 0984 | 0977 | 0968 | 0955 | 0,938 | 0918 | 0,893 | 0,863 | 0,831
0,993 | 0,990 | 0,985 | 0979 | 0970 | 0,957 | 0,941 | 0921 | 0,896 | 0,866 | 0,833
0,994 | 0991 | 0,986 | 0980 | 0,971 | 0,959 | 0944 | 0,923 | 0,899 | 0,869 | 0,836
0994 | 0992 | 0,987 | 0981 | 0973 | 0961 | 0,946 | 0926 | 0901 | 0,872 | 0,839
0,995 | 0992 | 0,988 | 0,983 | 0975 | 0963 | 0,948 | 0,929 | 0904 | 0,875 | 0,841
0,995 | 0,993 | 0,989 | 0984 | 0976 | 0,965 | 0,950 | 0931 | 0,907 | 0,877 | 0,844
0,996 | 0,994 | 0,990 | 0985 | 0,978 | 0,967 | 0953 | 0,933 | 0,909 | 0,880 | 0.846
0,996 | 0,994 | 0,991 | 0,986 | 0979 | 0,969 | 0,955 | 0,936 | 0,912 | 0,882 | 0,848
0,997 | 0995 | 0,992 | 0,987 | 0,980 | 0970 | 0,956 | 0,938 | 0914 | 0,885 | 0,851
0997 | 0995 | 0,992 | 0,988 | 0981 | 0972 | 0,958 | 0,940 | 0916 | 0,887 | 0,853
0,997 | 0,996 | 0,993 | 0989 | 0,982 | 0,973 | 0960 | 0,942 | 0,919 | 0,889 | 0,855
0,998 | 0996 | 0,993 | 0989 | 0,983 | 0974 | 0962 | 0,944 | 0921 | 0,892 | 0,857
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Tabela 15.13. Liczba przenikania ciepta dla wymiennika przeciwpradowego N = f(R,n)

; Rl 00 | o1 | 02 | 03 | 04 | 05 | 06 | 07 | 08 | 09 10
14

000 | 0000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 0000 0.000
0,02 | 0020 | 0,020 | 0020 | 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0.020 | 0020 | 0020 | 0020
004 | 0041 | 0041 | 0,041 | 0,041 | 0,041 | 0,041 | 0041 | 0.041 | 0041 | 0042 | 0042
006 | 0062 | 0,062 | 0,062 | 0,062 | 0,063 | 0,063 | 0,063 | 0.063 | 0063 | 0064 | 0064
008 | 0083 | 0,084 | 0,084 | 0,084 | 0,085 | 0,085 | 0,085 | 0.086 | 0086 | 0087 | 0.087
0,10 | 0,105 | 0,106 | 0,106 | 0,107 | 0,108 | 0,108 | 0,109 | 0,109 | 0.110 | 0.110 | 0.111
012 | 0128 | 0,129 | 0,129 | 0,130 | 0131 | 0,132 | 0,133 | 0134 | 0.135| 0135 0.136
014 | 0151 | 0152 | 0,153 | 0.154 | 0,155 | 0157 | 0.158 | 0.159 | 0.460 | 0.161 | 0.163
016 | 0174 | 0,76 | 0,177 | 0.179 | 0,180 | 0,182 | 0,184 | 0.185 | 0.187 | 0.189 | 0.190
018 | 0,198 | 0200 | 0202 | 0204 | 0206 | 0208 | 0210 | 0213 | 0215 | 0217 | 0220
020 | 0223 | 0225 | 0228 | 0230 | 0233 | 0236 | 0238 | 0241 | 0244 | 0247 | 0250
022 | 0248 | 0251 | 0254 | 0257 | 0261 | 0264 | 0267 | 0271 | 0274 | 0278 | 0282
024 | 0274 | 0278 | 0282 | 0285 | 0289 | 0293 | 0297 | 0302 | 0306 | 0311 0316
026 | 0301 | 0,305 | 0310 | 0314 | 0319 | 0324 | 0329 | 0334 | 0340 | 0345 | 0351
028 | 0329 | 0333 | 0,339 | 0344 | 0350 | 0.355 | 0361 | 0368 | 0375 | 0382 | 0389
030 | 0357 | 0362 | 0368 | 0375 | 0381 | 0.388 | 0396 | 0403 | 0411 | 0420 | 0429
032 | 0386 | 0392 | 0399 | 0407 | 0414 | 0423 | 0431 | 0440 | 0450 | 0460 | 0471
034 | 0416 | 0423 | 0431 | 0440 | 0449 | 0458 | 0468 | 0479 | 0490 | 0502 | 0.515
036 | 0446 | 0455 | 0464 | 0474 | 0485 | 0496 | 0507 | 0520 | 0533 | 0.547 | 0.563
038 | 0478 | 0488 | 0499 | 0,510 | 0,522 | 0.535 | 0.548 | 0.563 | 0.578 | 0.595 | 0.613
040 | 0511 | 0,522 | 0,534 | 0,547 | 0,561 | 0,575 | 0591 | 0.608 | 0.626 | 0.645| 0.667
042 | 0545 | 0558 | 0,571 | 0,586 | 0.601 | 0.618 | 0.636 | 0.655 | 0676 | 0.699 | 0.724
044 | 0,580 | 0,594 | 0,610 | 0,626 | 0.644 | 0.663 | 0,683 | 0,705 | 0730 | 0.756 | 0.786
046 | 0,616 | 0,632 | 0,650 | 0,668 | 0.688 | 0.710 | 0,733 | 0.759 | 0787 | 0818 | 0.852
048 | 0,654 | 0672 | 0,691 | 0712 | 0,735 | 0759 | 0,786 | 0.815 | 0847 | 0883 | 0923
050 | 0,693 | 0713 | 0735 | 0,758 | 0,783 | 0.811 | 0841 | 0875 | 0912 | 0953 | 1.000
0,52 | 0734 | 0,756 | 0,780 | 0,806 | 0,835 | 0.866 | 0900 | 0938 | 0981 | 1.029 | 1.083
054 | 0777 | 0.801 | 0,828 | 0.857 | 0,889 | 0924 | 0962 | 1.006 | 1054 | 1.110| 1.174
0,56 | 0821 | 0,848 | 0.878 | 0.910 | 0946 | 0985 | 1020 | 1.078 | 1.134 | 1198 | 1273
058 | 0,868 | 0,898 | 0930 | 0966 | 1,006 | 1.050 | 1.099 | 1.155 | 1219 | 1294 | 1381
0,60 | 0916 | 0949 | 0986 | 1.025 | 1.070 | 1119 | 1175 | 1239 | 1312 | 1398 | 1.500
0,62 | 0968 | 1,004 | 1,044 | 1,088 | 1.138 | 1.193 | 1256 | 1328 | 1412 | 1511 | 1.632
064 | 1,022 | 1062 | 1,106 | 1.155 | 1210 | 1272 | 1343 | 1425 | 1521 | 1.636 | 1.778
066 | 1079 | 1123 | 1,172 | 1226 | 1287 | 1357 | 1437 | 1530 | 1.640 | 1.774 | 1941
0,68 | 1139 | 1,188 | 1242 | 1302 | 1370 | 1448 | 1.538 | 1.644 | 1771 | 1927 | 2125
070 | 1204 | 1257 | 1,316 | 1383 | 1459 | 1,546 | 1.648 | 1.769 | 1915 | 2.097 | 2.333
072 | 1273 | 1331 | 1397 | 1471 | 1555 | 1,653 | 1.768 | 1.906 | 2075 | 2.288 | 2.571
074 | 1347 | 1411 | 1484 | 1,566 | 1,660 | 1,770 | 1.800 | 2058 | 2253 | 2,505 | 2.846
076 | 1427 | 1498 | 1578 | 1.669 | 1.775 | 1898 | 2046 | 2226 | 2453 | 2751 | 3.167
078 | 1,514 | 1,592 | 1,681 | 1,782 | 1900 | 2,040 | 2208 | 2415 | 2680 | 3.035| 3.545
080 | 1,609 | 1696 | 1,794 | 1.907 | 2,040 | 2,197 | 2.389 | 2.628 | 2.939 | 3365 | 4.000
082 | 1,715 | 1.810 | 1920 | 2.046 | 2196 | 2374 | 2594 | 2872 | 3238 | 3754 | 4.556
084 | 1833 | 1939 | 2061 | 2203 | 2372 | 2.576 | 2.829 | 3.153 | 35589 | 4220 | 5250
086 | 1966 | 2085 | 2222 | 2382 | 2574 | 2808 | 3.101 | 3483 | 4007 | 4789 | 6.143
088 | 2120 | 2253 | 2408 | 2591 | 2.811 | 3081 | 3.424 | 3877 | 4514 | 5500 | 7.333
090 | 2303 | 2454 | 2,630 | 2.840 | 3.094 | 3409 | 3815 | 4361 | 5148 | 6419 | 9.000
092 | 2526 | 2,699 | 2903 | 3,147 | 3.445 | 3819 | 4307 | 4976 | 5970 | 7.655 | 11.500
094 | 2,813 | 3016 | 3256 | 3.546 | 3903 | 4357 | 4858 | 5802 | 7.095| 9.426 | 15.667
096 | 3219 | 3464 | 3757 | 4113 | 4557 | 5130 | 5502 | 7.014 | 8.789 | 12.238 | 24.000
098 | 3912 | 4232 | 4617 | 5091 | 5691 | 6477 | 7.563 | 9179 | 11.898 | 17.750 | 49.000




Tabela 15.14. Liczba przenikania ciepla dla wymiennika wspotpradowego N = f(R,1)
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p B0 [ o1 | o2 |03 | 04 | 05 | 06 | 07 | 08 | 09 | 10
000 | 0000 | 0000 | 0,000 | 0,000 | 0000 [ 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
002 | 0020 | 0020 | 0020 | 0020 | 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020
004 | 0041 | 0041 | 0041 | 0041 | 0041 | 0,041 | 0,041 | 0,041 | 0042 | 0042 | 0,042
006 | 0062 | 0062 | 0,062 | 0,062 | 0,063 | 0,063 | 0,063 | 0,063 | 0,063 | 0,064 | 0,064
008 | 0,083 | 0,084 | 0,084 | 0,084 | 0,085 | 0,085 | 0,086 | 0,086 | 0,086 | 0,087 | 0,087
0.0 | 0,105 | 0,106 | 0,107 | 0107 | 0,108 | 0,108 | 0,109 | 0,110 | 0,110 | 0,111 | 0,112
0.12 | 0128 | 01129 | 0,130 | 0,130 | 0,131 | 0,132 | 0,133 | 0,134 | 0,135 | 0,136 | 0,137
0.14 | 0151 | 01152 | 0,153 | 0,155 | 0,156 | 0,157 | 0,159 | 0,160 | 0,161 | 0,163 | 0,164
0.16 | 0,174 | 0176 | 0,178 | 0,179 | 0,181 | 0,183 | 0,i85 | 0,187 | 0,189 | 0,191 | 0,193
018 | 0,198 | 0201 | 0203 | 0205 | 0207 | 0210 | 0212 | 0215 | 0218 | 0220 | 0,223
020 | 0223 | 0226 | 0229 | 0232 | 0235 | 0238 | 0241 | 0244 | 0248 | 0252 | 0255
022 | 0248 | 0252 | 0255 | 0259 | 0263 | 0267 | 0271 | 0276 | 0,280 | 0285 |*0,200
024 | 0274 | 0279 | 0283 | 0288 | 0292 | 0298 | 0,303 | 0,308 | 0314 | 0320 | 0327
026 | 0301 | 0306 | 0312 | 0317 | 0323 | 0330 | 0336 | 0,343 | 0351 | 0359 | 0,367
028 | 0329 | 0335 | 0341 | 0348 | 0355 | 0363 | 0371 | 0,380 | 0390 | 0400 | 0,410
030 | 0357 | 0364 | 0372 | 0380 | 0389 | 0,399 | 0,409 | 0420 | 0431 | 0444 | 0458
032 | 0386 | 0394 | 0404 | 0414 | 0424 | 0436 | 0448 | 0462 | 0477 | 0493 | 0,511
034 | 0416 | 0426 | 0437 | 0449 | 0462 | 0476 | 0491 | 0,507 | 0526 | 0,547 | 0,570
036 | 0446 | 0458 | 0471 | 0485 | 0,501 | 0,518 | 0,536 | 0,557 | 0,580 | 0,606 | 0.636
038 | 0478 | 0492 | 0,507 | 0524 | 0,542 | 0,563 | 0,585 | 0,611 | 0,640 | 0674 | 0,714
040 | 0511 | 0,527 | 0,545 | 0565 | 0,586 | 0,611 | 0639 | 0670 | 0707 | 0,751 | 0805
042 | 0545 | 0564 | 0,584 | 0,607 | 0,633 | 0,663 | 0,697 | 0.736 | 0,784 | 0842 | 0916
044 | 0580 | 0601 | 0626 | 0653 | 0.684 | 0719 | 0,761 | 0811 | 0872 | 0952 | 1,060
046 | 0616 | 0641 | 0669 | 0701 | 0738 | 0781 | 0,832 | 0,896 | 0978 | 1,090 | 1263
048 | 0654 | 0683 | 0715 | 0752 | 0796 | 0,849 | 0913 | 0996 | 1,108 | 1279 | 1,609
050 | 0693 | 0726 | 0764 | 0808 | 0860 | 0924 | 1006 | 1,116 | 1279 | 1577

052 | 0734 | 0771 | 0815 | 0867 | 0930 | 1,009 | 1115 | 1267 | 1,527 | 2328

054 | 0777 | 0819 | 0.870 | 0931 | 1,008 | 1,107 | 1,247 | 1471 | 1,986

056 | 0821 | 0870 | 0929 | 1002 | 1,095 | 1222 | 1415 | 1,786

058 | 0868 | 0924 | 0992 | 1079 | 1,194 | 1360 | 1.644 | 2511

060 | 0916 | 0981 | 1.061 | 1,165 | 1309 | 1,535 | 2012

062 | 0968 | 1042 | 1135 | 1261 | 1,446 | 1,773 | 3018

064 | 1022 | 1107 | 1218 | 1372 | 1,617 | 2,146

066 | 1079 | 1177 | 1,309 | 1,501 | 1,841 | 3,070

068 | 1139 | 1253 | 1411 | 1,657 | 2,169

070 | 1204 | 1336 | 1,527 | 1,852 | 2,794

072 | 1273 | 1427 | 1663 | 2,115

074 | 1347 | 1529 | 1,824 | 2516

076 | 1427 | 1644 | 2025 | 3402

078 | 1514 | 1774 | 2291

080 | 1,609 | 1928 | 2,682

082 | 1715 | 2,112 | 3446

084 | 1833 | 2343

086 | 1966 | 2,653

088 | 2120 | 3,129

090 | 2303 | 4187

092 | 2,526

094 | 2813

096 | 3219

098 | 3912
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ERRATA
Strona  Wiersz Jest Powinno byé
6 tab. 11, poz. 9=mn 9=M-n
Substancja
20 2 od dotu tab. 14.1 tab. 15.1
35 rys. 3.13, oznaczenie @ ¥
osi pionowej
44 4 od gory ptytami plynami
52 5 od gory wzor (3.70) wzor (3.71)
58 rys. 5.9 1, L,
64 wzor (5.96) ... = LsA® th(Ah) ... = LsA8 tgh(Ah)
) sith(Ah) sitgh(A4h)
65 wzor (5.97a) - 2ha, .= 2ha
71 6 od gory potac postac
86 10 od gory lewa strona lewe strony
105 2 od dohu powstania powstanie
118 8 od dolu roOwnaniem rozniczkowym réwnaniami rézniczkowymi
189 2 od dotu o = Jol 5 =1/op'
202 16 od gory »czerni” »czarnosci”
203 wzor (1024) ...é,cosydfAdF ...6,co8 pdQdF
222 podpis pod rys. 10.29 zaleznos¢ zdolnosé
. ) ds 10 3T 10°T q,
226 wzor (a) mieczyteiny ; . ﬂ[; a—r(f o E +; 5;; ] a;
da 4,
226 wzor (b) nieczytelny — = adivgrad T + —.
dt C,P
217 17 od géry Lykowa [15] ... Lykowa [16] ...
Schneidera [26] Schneidera [27]
300-305 nagtéwki tab. p p

15.1-15.3
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