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DO CZYTELNIKA.

ldac za przykladem najslawniejszych Matematykow, polo-
iylismy teorye rownowagi przed teorya ruchu. Postepowaé
inaczej jestto wywracaé naturalny porzadek rzeczy ; osiemna-
scie wiekow przedziela poczatek Statyki od poczatku Dyna-
miki, Arcumepess 0d GALILEUSZA.

Réwnowaga nie jest prostem pojeciem umystu, utworzo-
nem dla ulatwienia wstepu do umiejetnosci ruchu; jest ona
rzeczywistoScig istniejaca sama przez sie. Budowa gmachow,
sklepiei, mostow, okretow opiera si¢ tylko na ustawach
rownowagi ; ustawy ruchu nie graja tu zadnej roli. Sa nawet
machiny stuzace jedynie do wyznaczenia rownowagi miedzy
cigzarami cial. ROwnowaga, oparta na samej wiedzy sily
1 punktu materyalnego, nie zalezy od czasu ; raz ustalona trwa
nicokreslenie dopoki zostaje ten sam porzadek rzeczy; gdy
przeciwnie, ruch zaleiy od czasu i od wiedzy massy ; niedosé
znac ruch punktu materyalnego w danej chwili, trzeba jeszcze
wiedzie¢ co sig z nim stanie w ciggu czasu i jakp kraing
opisze. Rownowaga, jako widzimy, jest o wiele prostsza od
ruchu. Od prostych rzeczy do skladanych kaze iS¢ logika, i
tak postepuje geniusz umiejetnosei. Naturalnie wiec wypada
zaczynacé Mechanike od Statyki, a wzmocnimy wigcej to zda=
nie gdy dodamy ze Dynamika przywodzi sie do Statyki za po=
mocy tak zwanej zasady D’ ALEMBERTA.



VIII DO CGZYTELNIKA.

Powiemy wiecej jeszcze. Niezaprzeczalnie umiejetnosc
rownowagi i umiejetnosé ruchu maja kazda oddzielne zasady

swojego rodzaju zastosowania ; nie mozna zwinaé jednej na
korzysé drugiej. Obie zalezg oczywiscie od ustaw przepisa-
nych materyalnemu $wiatu; z ta jednak réinicg ie umiejeg-
tnosé ruchu potrzebuje wiecej zalozen niz umiejgtnosc rowno-
wagi. Ale, co jest bardzo wainego to wlasnie to ze, gdyby si¢
emodyfikowaly niektore ustawy natury, Dynamika bylaby
calkiem zmieniona, gdy tymczasem Stalyka pozostalaby tem
czem jest. Trzebaz lepszego dowodu aby pokazaé ie Statyka
jest fundamentalng podstawa Mechaniki?

Moda zaczynania Mechaniki od Cynematyki nie datuje od-
dawna, 1 dzisiaj juz nawet ustaje. Mechanika rozomowa
powraca do stanu normalnego z ktorego ja stracili ci ktorzy
w szezytnej umiejetnosei widzieli tylko prosta nauke nie-
zbednie potrzebng do machin. MOwi¢ o skutkach bez przy-
czyn, wykladaé najpierwej teorye skladania ruchdw a potem
teorye skladania sil, nie zdaje nam sig metoda dydaktyczng : a
6z dopiero skladanie przyspieszen ealych,gdzie wszystko tem
mniej jasne im wigcej geometrycznych wykreslet i roine-
go rzedu niklych wielkosci! Zaiste, nie taimy, s pewne
delikatne punkta w teoryi skladania sil; ale tych trudnosei
skladanie przyspieszen nie unika. 1tak, gdy dwiesity P, P',
przylozone kazda osobno do punktu materyalnego, daja mu
przyspieszenia 7, j/, uczeni ktorzy okreslaja rownosc sit przez
rownosé przyspieszen mowig ze te dwie sity P, P/, przylo-
zone razem 1 dzialajace w t¢ samg strone, nadaja punktowi
przyspieszenie rowne summie ;- ;'. Bez watpienia, nie
moina zaprzeczyé e istnieje w naturze sila kiora sprawia
przyspieszenie j -’ w ruchu tego punktu; ale nic nie po-



DO CGZYTELNIEA. 9.4
kazuje zeby ta jedyna sila byla rowna summie P 4P'. Jakaz
wigc korzysé wykladania przyspieszen przed silami?

Te uwagi dostatecznie usprawiedliwiaja rozklad naszego
dziela, ktore zreszta jest calkiem zgodne z wykladem Mecha~-
niki rozumowej w Uniwersytecie Francyi.

Pierwszy tom dziela zawiera Srarykr punktu i ukladow
materyalnych, i Dyxamike punktu materyalnego; drugi tom
hedzie obejmowat Dy~xamike ukladow materyalnych, Hivro-
STATYKE 1 HIDRODYNAMIKE.

WylozyliSmy rownowage cial brylowych za pomoca dwoja-
now; bo tym sposobem unika si¢ suchej teoryi momentow
sil a ulatwia skladanie sit w przestrzeni. Te czes¢ Mechaniki
dwojany uwydatniaja i niejako ozywiajg. Zeby jednak nie na-
rzucaé dwojanow uczonym professorom kiérzy bez nich wy-
kladaja Mechanike, dali$my w notach teorye momentow sit.
i skladanie sitw przestrzeni, przywiedzione do dwoch sit z kto-
rych jedna bgdzie przechodzita przez punkt dany. Nadto, wy-
lozylismy w calej moiebnej rozleglosci zASADE PREDKOSCI
pRzYSPOsoBIONYCH czyli, jako dzi$ mOWig, 0GOLNE TWIERDZENIE
PRACY PRZYSPOSOBIONES ; ztad wyprowadziliSmy nanowo wszys-
tkie warunki rownowagi cial brylowych jakichkolwiek, tak
ie moga stuzyé tym nawet ktérzy Dynamike przed Statykq
stawiajq.

Nie potrzebujesz, laskawy Czytelniku, zebym ci wyszcze-
gblnial przedmioty rozbierane w tym pierwszym tomie ;
spis rzeczy daje o nich ogélne wyobrazenie. Czytajac co
sie spodoba z samego dziela, bedziesz mogl latwo spdzié o
metodach i $cislosci dowodzen, a nade wszystko o czystosci
jezvka o ktorg mi zawsze, w moich dzielach, najwigee]
chodzilo.



X DO CZYTELNIKA.

Niczego w Zyciu nie pragnalem tyle jak napisa¢ Mechanike
rozumowy ; bo wiedzialem ze jej dotad nasza litteratura nie
posiada. Moje dobre checi nie bylyby zapewne nigdy
przysely do skutku gdyby sig nie byl znalazt wanioslego
serca wydawca, wlasciciel pieknej biblioteki Kornickiej,
Jan Hr. Dzisrviski. Niech mu za to bedzie czes¢ 1 naro-
dowa wdziecznosé.

Swiatly Czytelniku, czy moje dzieto, owoc kilkunasto-
letniego wykladu Mechaniki rozumoyeji dlugich poszukiwan,
jest takie jakiegoby$ sobie zycayl, rozwaz i ocen pamigtajgc
N2 « IN MAGNIS VOLUISSE » .

G. H. NIEWEGLOWSKI.
Paryz, 19 Lutego 4873 roku,

W CZTERECHSETNA ROCZNICE URODZIN

KOPERNIKA
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MECGHANIKA ROZUMOWA

WSTEP.

1. W obecnym stanie umiejetnosci fizycznych, wszystko zdaje sie
przekonywac ze ciata skladaja sie z pewnych czastek niepodzielnych
ktore, nie przytykajac jedne do drugich, wywieraja na siebie wza-
jemne dzialania zwane czgsteczkowemi. 7 réznych poszukiwan mozna
sie domyslaé ze te skiadowe czastki sa niezmiernie male, i w od-
stepach daleko wiekszych niz ich rozmiary. Jednakze dolad zadne
doswiadezenie nic stanowczego nie dalo w tym wzgledzie.

Cialo nieskonczenie male we wszystkich rozmiarach nazywa si¢
punktem materyalnym. Ale nie trzeba braé¢ za punkta materyalne
czastek skladowyeh ciata, bo te czastki, jakkolwiek mate, maja
przeciez rozmiary skoticzone. Punkta materyalne powinny byé¢ uwa-
zane jako pojecia umystu, potrzebne do zastosowania Analizy, i
uzywane tylko bezwzglednie na ich rozmiary.

2. Mowi si¢ ze cialo jest w spoczynku, gdy wszystkie jego punkta
zajmuja te same miejsca w przestrzeni ; przeciwnie cialo jest w ruchu,
gdy ustawicznie przechodzi z jednego potozenia do drugiego, albo
nawet gdy niektore tylko jego punkta zmieniaja miejsca, Oczywiscie
punkt materyalny w spoczynku nie moze sam sobie nadaé ruchu,
ani majac ruch zmieni¢ jego ustawy; tak e, raz wspoczynku, zosta-

- walby w nim zawsze, a raz w ruchu, poruszalby sie ciagle jedna-
MECHANIEA. 1
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kowo, gdyby nic zewnatrz na niego nie dzialalo. Na tem wlasnie
polega fundamentalna zasada bezwladnosci materyi. Jesli wiee punkt
materyalny przechodzi ze spoczynku do ruchu, albo jesli ustawa
jego ruchu sie zmienia, to dlatego ze jakas zewnetrzna przyczyna
dziala na niego. Ta przyczyna ruchu albo modyfikacyi ruchu zostala
nazwana sita.

3. SirA. Wiedza sity jest niezaprzeczalnie jedna z najprostszych,
ho pochodzi z doswiadczenia. Jakoz, gdy chcemy utrzymaé ciato
ciezkie, przeszkodzi¢ zeby nie upadlo, albo je przestawié z jednego
miejsca na drugie, musimy wydoby¢ z siebie pewne wysilenie kto-
rego niewatpliwe mamy uczucie. Wiemy nawet czy to wysilenie
jest mniejsze albo wigksze od innego, chociaz go jeszcze mierzyé nie
umiemy. To wszystko jasno dowodzi ze wiedza sity nie ma nic
przypuszczonego, jest rzeczywistoscia ; a chociaz natura sif, fak
jako istota materyi, zostaje niedoscigla tajemnicq, to nic nie szko-
dzi ; albowiem nie nature sit ale tylko ich skutki mamy do uwa-
zania.

Ruchy ciat, ktore spostrzegamy okofo siebie albo w przestrzeni,
objawiaja nam sity réznego nazwiska. I tak, cialo upuszezone z ja-
kiejkolwiek wysokosci spada na ziemie, z przyczyny dzialania sily
zwanej ciezkoscia ; ruch cial elektryzowanych albo magnesowanych,
ktore sie przyblizaja jedne do drugich albo oddalaja, jest wynikiem
dzialania st elektrycznych albo sit magnetycznych. Ziemia i inne
planety kraza okofo stonica, z przyczyny ktéra nazwano przyci-
ganiem powszechnem ; albo, mowiae Scislej, ruchy cial niebieskich
odbywaja si¢ jak gdyby bylo miedzy niemi przyciaganie. Pret sta-

. lowy, moeno wzdtuz potarty, wydaje drganie ktore pochodzi z dzia-
tania tak zwanych sit ezasteczkowych (molekularnych). Jestestwa
zyjace Sciggnieciem swoich muskutow tworza sity muskularne. Spre-
zystos¢ pary wodnej, rozprezliwosé gazow, daja sily rozmaitego
uzytku w przemysle; wybuch prochu sprawia site rzutu po=
ciskow ;. i t. di.s.

Gdy sita dziala na punkt materyalny ktéremu przeszkoda nie
pozwala wziaé ruchu, wtenczas ta sita wywiera na przeszkode par-
cie albo tesnosé. 1 tak, dzialanie ciezkosei, na cialo lezace na stole,
wywiera na ten stot parcie ktore niekiedy zostawia po sobie wydatny
wycisk; a jesli eialo jest zawieszone na sznurku klorvego wyzsza
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skrajnosé zostata utkwiona, wtedy dzialanie cigzkosci stanowi tez-
nos¢ sznurka. Paveie i teznosé, przytoczone jako przyklady, sa tu
skutkiem jednej sily ; ale, pojmuje sie fatwo ze, w innych okolicz-
nosciach, moga one by¢ wynikiem sit réznych.

4. Gdy punkt materyalny, albo cialo, pod dzialaniem sil, zostaje
W tym samym stanie spoczynku albo ruchu jak gdyby te sily nie
istnialy, mowi si¢ ze ten punkt albo cialo jest w rownowadze ;
wiedy mowi si¢ takze ze te sily sa takie w rownowadze.

Gdy punkt maleryalny zostaje w spoczynku chociaz na niego
dzialaja sity, wtedy mozna powiedzieé¢ ze te sity niszeza si¢ miedzy
soba. Ale, gdy cialo pod dzialaniem sit zostaje w spoczynku, te sily
nie niszeza sie koniecznie, i moga sprawia¢ odkszlatcenie samego
ciala, stanowiac nowe zwiazki miedzy jego punktami.

Nie podpada zadnej watpliwosei, 1 przyjmuje sie jako pewnik, ze,
nie naruszajac w niczem stanu spoczynku albo ruchu w ukladzie
punktéw materyalnych, majacych zwiazki jakiekolwiek, mozna przy-
daé albo odjaé pewna liczbe sil, byle one czynity sobie rownowage.

Mozna oczywiscie, nie nadwerezajac rownowagi jakiegokolwiek
ukfadu punktéw materyalnych, ustalic jeden albo kilka z tych
punktow ; bo tym sposobem ulrudza si¢ tylko sam ruch mozebny
ukladu. Jesli wige przedtem istniata réwnowaga tem bardziej bedzie
istniata potem.

5. Mechanika jest umiejetnoscia sit, réwnowagi i ruchu.

Mechanika dzieli si¢ na dwie glowne czesci. Pierwsza czesc,
nazwana STATYEA (v crorum), zajmuje sie skladaniem sit i warun-
kami rownowagi. Druga cze¢s$é, mianowana DYNAMIKA (Advepms po-
tega, sila), wykazuje zwiazek miedzy sitami i rucheru jaki one
cialom nadaja. Przedmiotem Dynamiki jest wyznaczyé ruch ktorego
sily sa dane, albo nawzajem znalez¢ sity ktore sprawiaja ruch dany.

Statyka, oparta na wiedzy sily i punktu materyalnego, jest po-
prostu umiejetnoscia geometryczna; bo warunki roOwnowagi sa
niezalezne od czasu i od ruchu. Dynamika jest wiecej zawita ; do
wiedzy sity potrzebuje jeszcze znajomosci czasu, i wiedzy massy
ciala to jest ilosci materyi kidéra je sklada. Albowiem ruch ciata
zalezy zarazem od sil, od trwania ich dzialan, i od massy ciala.

Mozna badac vuch ciat nie zajmujac sie sifami ktore go sprawity,
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albo modyfikuja. Takie samoiste uwazanie samego tylko ruchu
stanowi cze$¢ Mechaniki ktorg nazwano CYNEMATYEA (Kévopor TUCh).
W Cynematyce ciala moga byé uwaizane jakoby pozbawione ma-
teryi z ktorej sa utworzone, to jest jako ciala czysto geometryczne,
ozywione ruchem zaleznym tylko od czasu. Cynematyka jest wias-
ciwie umiejetnoscia osobna, ktora trzyma miejsce miedzy Geometryq
i Mechanika. Jest ona uzytecznem dopeltnieniem Dynamiki; i dla-
tego wylozymy jej gtéwne twierdzenia po Dynamice punktu, jako
wstep do Dynamiki uktadow brylowych.
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ROZDZIAL PIERWSZY

SKLADANIE I ROZKELADANIE SIL,

SILY PRZYLOZONE DO JEDNEGO PUNKTU.

6. W kazdej sile sa trzy rzeczy do uwazania : punkt przylozenia
tej sity, jej kierunek i natezenie.

1° Punkiem przylozenia sily jest punkt materyalny na ktéry
ona dziala bezposrednio; a ze ten punkt jest nieskorczenie maly,
jego polozenie w przestrzeni wyznacza sie tak jako punktu geome-
tryeznego, przez spolrzedne prostolinijne albo biegunowe.

2¢ Kierunkiem sity jest linia prosta wedle ktérej poruszalby sie
punkt materyalny, pod dzialaniem tej sity, gdyby wychodzit ze
stanu spoczynku wolny od wszelkiej przeszkody. Uwaza sig zawsze
sife jakoby ciagnele punkt do ktérego jest przylozona. Kierunek
sity wyznacza sie przez katy kiére linia prosta, wskazujaca strone
jej dzialania, tworzy z pél-osiami spotrzednych dodatnych.

20

3° Zeby umieé porownywaé sily, trzeba wiedzieé co sie rozumie
przez dwie sity rowne. Otdz, mowi sie Ze dwie sily sa rowne, gdy
praylozone do jednego punktu w strony wprost przeciwne, czynia sobie
rawnowage. Dwie sily mogace czyni¢ rownowage tej samej sile sa
réwne, '
Wiedza réwnosei sit prowadzi do wyobrazenia sit podwdjnych,
potrojnych,... I tak, jesli dwie sily, réwne sile P, dzialaja na jeden
punkt i w jednym kierunku, a sita P, dzialajac na ten sam punkt
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i w tym samym kierunku, moze sprawi¢ ten sam skutek co le dwie
sity wzigte razem, mowi sie ze sila P’ jest rowna 2P ; tak samo wy-
raza sie przez SP; 4P,... nP sile ktora moze zastapié trzy, cstery,... n.
sit réwnych P, dzalajacych razem na jeden punkt i w tym samym

kierunku. Zogdlniajac znaczenie sit wielownych, méwimy : sda;P ’

o B e -
sita TI,makonlec sifa yP 5 etc. Na mocy tego co poprzedza,

fatwo si¢ pojmuje stosunek sit, to jest ich wielko$¢ w poréwnaniu
jednych do drugich.

Natezenie czyli wielko$é sity wyraza sie przez jej stosunek do sily
wzietej za jednosé.

Ztad wynika ze, mogac oszacowaé sily w liczbach, mozna je wy-
znaczy¢ przez linie proste. Jakoz, biorgc na kierunka sity odcinek,
idacy od punktu jej przytozenia w strone dzialania i wyrazajacy
jej natezenie, mamy linie prosta ktora przedstawia zarazem wiel-
kos¢ tej sily, jej kierunek i strone w ktora dziata.

7. ZMIANA PUNKTU PRZYLOZENIA SILY. Gdy w ukladzie punktow

B

materyalnych sifa P jest przylozona do punktu A, mozna, nie naru-
szajac jej skutku, przylozy¢ te sile do innego punktu B jej kierunku,
byle ten punkt byl niezmiennie zwiazany z pierwszym punktem
A. Jakoz, do punktu B przylézmy dwie sily przeciwne P’, P’ rowne
sile P, i dzialajace wedle prostej AB w kierunkach BP’, BP”; te
dwie sily rowne i wprost przeciwne niszcza sig, i niezmieniaja
w niczem dzialania sity P. Ale sity P, P”, réwne i przeciwne, czynig
sobie rownowage za pomoca punktow A i B ktorych odleglosé jest
niezmienna ; zostaje wiec tylko sita P’ przylozona do punktu B, ktéra
jest whasnie sila P przeniesiona do jednego z punktow swego kierunkn.
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Uwaea. W naturze ciala nie maja punktéw niezmiennie pola-
czonych ; ich punkta materyalne, a raczej czastki sktadowe, moga
sie mniej wiecej zbliza¢ do siebie albo oddala¢. Dlatego tez obecne
Lwierdzenie, prawdziwe w Mechanice rozumowej, jest tylko przez
przyblizenie zastosowalne w Mechanice cial naturalnych. i

8. SKEADOWE 1 wyNIKowA. Gdy sily dzialajace na uklad punkiéw
materyalnych, niezmiennie z soba powiazanych, sa takie ze wpro-
wadzajac sife P otrzymanoby réwnowage, wtedy mozna zastapié te
wszystkie sily przez jedna sile P. Jakoz, wprowadzajac site P y-
cznie z sita réwna i wprost przeciwna, nie naruszamy w niczem
skutku sit danego ukladu; a poniewaz z zalozenia sita P czyni
rownowage tym ostatnim, zostaje wiec tylko sita réwna i przeciwna
sile P. Ta jedyna sita, mogaca zastapi¢ wszystkie inne, nazywa sie
ich wynikowa (niewlasciwie wypadkowaq); a nawzajem te ostatnie
sily nazywaja sie sktadowems.

9. Jeden uklad sif nie moze mie¢ dw6ch wynikowych. Albowiem,
gdyby dany ukiad sit przywodzit sie do dwdch wynikowych réznych
R i R, uklad punktéw materyalnych, pod dziataniem tych sit beda-
ey, mogltby wziaé zarazem dwa rézne ruchy ; co oczywiscie niemo-
zebne. Wige, gdy pewna liczba sit ma wynikowe, ta wynikowa
jest jedyna; to znaczy, innemi stowy, ze niema dwdéch sposobow
réznych skladania pewnej liczby sit w jedna. Wyznaczenie wyni-
kowej danego ukladu sit wchodzi do zagadnienia rownowagi.

10 W ukladzie punktow materyalnych wolnych, dwie sity nie
mogg nigdy czyni¢ sobie réwnowagi jesli nie sa réwne i wprost
przeciwne, Jakoz, gdyby takie dwie sity P, P’ byly w réwnowadze,
moznaby zerwac te réwnowage przystawiajac w punkeie przylozenia
sily P, naprzyklad, site P” rowna i wprost przeciwna sile P. Tym
sposobem ukiad trzech sit P, P, P’, z przyczyny ze sity P i P’ nisz-
cza sie z zalozenia, miathy wynikowe P, a za$ z przyczyny ze
sity P i P” niszeza sie takze jako rownei wprost przeciwne, miatby
druga wynikowe. Co niemoZzebne.

Zajmiemy sie fteraz skladaniem sit przylozonych do jednego
punktu.

11. WYNIKOWA SIE DZIALAJACYCH W LINII PROSTEI. Przyjmuja zwy-
kle za widoczne ze dwie sity przytozone do jednego punktu, dzia-
lajace w tym samym kierunku i w te sama strong, dodaja sie, to
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jest moga byé zastapione przez sile jedyna, ktéra si¢ rowna ich
summie i dziala w lg sama strone co te sity. Mimo tej pozornej
oczywistosci, wolimy da¢ dowodzenie, rozrézniajac dwa przypadki.

10 Dwie sity przytoione do jednego punktu, dziatajace w jednym
kierunku i obie w jedng strong, maja wynikowe rowna ich summie
1 skierowana w te sama strone.

"i
|
$
J
ol
Niech beda najpierwej dwie sity P, Q majace spélna miare f,
lak ze P =mf, Q =nf; oznaczajac przez m i n dwie liczby calko-

wite. Zaslepujac sity P i Q przez mf i af, to jest przez m wigcej
sit rownych, mamy jeydna sife

R=m-+nf=P40

ktora jest wynikowa sit P i 0.

Jedli sity P i Q sa niespoimierne, mozna zawsze wyobrazié site (f
spotmierng z P, i tak mato réna od Q jak sie podoba. Owéz, na-
zywajac R" wynikowe sil spéimiernych P i (', bedzie, na mocy lego
co poprzedza,

R=P+0;
wiec
gr.R =gr.P+Q)=P +y7.0,

albo

R=P 0.
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2° Dwie sity praylozone do jednego punktu, w kierunkach wprost

praeciwnych, majo wynikowe réwng ich roznicy ¢ skierowana w strong
sity wigkszej.

Jakoz, przypuszczajac P > Q, mamy

.

P=0Q4+R.

Widzimy tym sposobem ze do punkiu A sa przylozone trzy sity,
to jest : dwie sily Q rowne i wprost przeciwne ktore sie niszeza,
i zostajaca sifa B rowna roznicy P— Q, ktora jest wynikowa sit Pi Q.

7 tych dwoch twierdzen, zogdlniajac, tatwo wnosimy ze :

Wynikowa ilukolwiek sit dziatajacych w linit proste) jest réwna
ich swummie algebrycznej. Otrzymuje sie te summe dajac znak wiece)
sitom dzialajacym w jedng strone, a znak mniej tym ktove dziataja
w strone przeciwng, i od summy pierwszych sit odciagajac summe
drugich.

12. WYNIKOWA DWOCH SIE TWORZACYCH KAT. Dwie sity P, Q, pray-
tozone do punktu A w kierunkach AB, AC tworzacych kat BAC, maja
wynikowe R ktdra lezy na ptasczyznie tych sit, @ w ich kacie.

1° Poniewaz dwie sity P, Q. przytozone pod katem BAC, do punkiu
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materyalnego A, nie moga by¢ w rownowadze (10), ten punkt pod
ich dzialaniem nabiera daznosci do ruchu w pewnym kierunku
wyznaczonym. Owoz, przykladajac w kierunku wprost przeciwnym
dostateczng sile, mozna zniszezyé t¢ daznosé do ruchu w samej
chwili jej zaczecia, to jest w chwili przykladania dwoch sit, i utrzy-
mac¢ punkt A w rownowadze; wiec sita R rowna i przeciwna tej
sile jest wynikowa dwoch sit P, Q.

2° Ta wynikowa dwdch sit P, Q pod katem PAQ znajduje sie
na plasczyznie kierunkow AP, AQ i wewnatrz kata PAQ. Bo inaczej,
moznaby przez punkt A poprowadzié plasczyzne, ktoraby zosta-
wiala z jednej strony obie skladowe P, Q, a z drugiej ich wyni-
kowe R; wiec punkt materyalny A mogtby wziaé ruch z dwoch
zarazem stron tej plasczyzny. Co oczywiscie niemozebne.

13, Gdy dwie sity P, Q, przytozone pod katem do jednego punktu
materyalnego A, sa rdwne, ich wynikowa ma kierunek dwdjsiecinej
tego kata. Bo niema zadnej przyczyny zeby ta wynikowa byla blizej
jednego ramienia niz drugiego.

A

/1
7o
P/BE

N

Uwaca. Wynikowa dwoch sit nierownyeh P i Q, dzialajacych
pod katem na jeden punkt materyalny, jest blizej sity wigkszej.
Albowiem, przypuszezajac P —= Q - T, dwie sity réwne Q, dzialajace
w kierunkach AP, AQ, beda mialy wynikowe S ktéra jest dwoj-
sieczng kata PAQ ; a oczywiscie dwie sity S i T maja wynikowe R
w kacie PAS.

ROWNOLEGEOBOK  SIE,

14. TWIERDZENIE PRZYBRANE, W ukosniku ABCD eztery sity réwne P,
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praytoione do dwich wierschotkow przeciwlegtyeh A, C, w kierunku
ramion katow A i G, s¢ w rdwnowadze.

Jakoz, w wierzchotku A wynikowa dwdch sit réwnych P ma

kierunck przekatnej AC, ktdra jest dwojsieczna katéow A i € ; zas
w wierzchotku C wynikowa dwdéch sit réwnych P ma kierunek
tej samej przekatnej ale w strone CA. Te dwie wynikowe, z przy-
_ czyny symetryi figury, sa oczywiscie rowne, to jest wydaja ten
sam skutek ; a ze sa wprost przeciwne, wiec czynia sobie rowno-
wage.

15. TWIERDZENIE. Wynikowa dwich sit przytoionych do jednego
punktu & przedstawionych, vo do kierunku @ do wielkosci, priez dwie
linte proste, jest przedstawiona, co do kierunkw @ do wielkosci, przez
przekatne rdwnolegtobokn wystawionego na tych dwdich liniach.

1¢ Uwazajmy najpierwej dwie sily spétmierne P, ©, i niech
beda, dla utkwienia mysli,

Jesli na kierunkach sit P, Q wezmiemy dwie proste AB, AC pro-



12 ROZDZIAL 1.

porcyonalne do liezh 5, 3, i wystawimy na nich réwnolegtobok
ABDC, przekatna AD wyznaczy kierunek wynikowej tych sit. Na
dowodzenie tego, podzielmy bok AB na 5 czgsci rownych a hok AC
na $ czesci rowne, i przez punkta podzialow poprowadzmy do tych
hokdéw rownolegle, ktore podziela rownolegtobok na ukosniki réwne.
To uczyniwszy, w pierwszym ukosniku El, przytézmy do kazdego
7 dwdch wierzeholkow przeciwleglych E, I dwie sily £ w kierunku
ramion katow E i1 ; te cztery sity beda w rownowadze (14), i skutek
sit P, Q nie bedzie w niczem naruszony. Przytozmy tak samo dwic
sity /£ do dwoch wierzchotkéw przeciwleglych kazdego z ukosnikéw
nastepnych FJ, GC, HK, BL, NL, OM. Tym sposobem skutek sit P
i Q nie jest w niczem zmieniony. Ale teraz, przypuszczajac wszys-
tkie punkta podzialow stale potaczone, mozna uwazaé ze 5 sit f,
dziatajace w kierunku BA, sa przylozone w punkcie A w kiérym
niszeza site wprost przeciwna P =5/ ; podobnie 3 sily f, dzialajace
w kierunku CA, moga byé uwazane jako przylozone do punktu A
w ktorym niszeza site wprost przeciwna Q = 3f; nadto, w punk- ~
tach E i K dwie sily f réwne i przeciwne niszcza sie; tak samo
w punktach F iL,..., 1 podobnie w punktach I i N,... Zostaje wiec
tylko 5 sit / w kierunku CD i 3 sity f w kierunku BD;a to sa
wlasnie sity Pi Q przylozone do punktu D, w kierunkach CD i BD.
Ztad wnosimy ze wynikowa sit P, Q, przytozonych do punktu A,
przechodzi przez punkt D ;5 wiee ta wynikowa ma kierunek przeka-
tnej AD rownolegloboku zbudowanego na prostych AB i AC.

20 Jesli sity P, Q sa niespolmierne, mozna zawsze wyobrazi¢ dwie

sity Q' i Q" spélmierne z sita P, i zawierajace miedzy soba site Q od
ktorej sie roznia tak mato jak sie podoba. Przypuszezajac site
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mniejsza od sify Q a site Q" wigksza, wezmy proste, AB, AC,
AC’, AC” proporcyonalne do sit P, Q, (/ Q”, i wystawmy réwnole-
gtoboki ABDC, ABD'C/, ABD’C’. Na mocy 1°, wynikowa dwdch
sit spolmiernych Pi(), przedstawionych przez proste AB i AC,
ma kierunek przekatnej AD’ rownolegloboku ABD'C’; ale, ponie-
waz Q > Q, wynikowa sit PiQ jest w kacie D’AC. Podobnie, wyni-
kowa dwdoch sit spélmiernych P i Q" ma kierunek przekatnej AD
rownolegtoboku ABD’C”; a poniewaz Q < ", wynikowa sit Pi0Q
jest w kacie D’AB. To dowodzi ze wynikowa sit Pi Q jest w ka-
cie D'AD’, i temsamem czyni z przekatng AD rownolegtoboku ABDC
kat mniejszy od kata D”AD". Owoz, biorgc sity Q" i Q" coraz mniej
si¢ rozniace miedzy soba, mozna uczynié¢ kat D’AD” tak matym jak si¢
podoba ; tym sposobem kat wynikowéj z przekatug AD, powinienby
sta¢ sie mniejszym od wszelkiej ilosei naznaczonéj; ale, ten kat jest
stateczny, wiee nie moze bvé tylko zero. Zatem, wynikowa dwoch
sit jakichkolwiek, przedstawionych przez dwie proste AB, AC jest
skierowana wedle przekatnéj rownolegloboku wystawionego na
tych liniach (*).

Aby wyznaczyé nati;chic wynikowéj B dwéceh sit P10, praylo-

zonyeh do punktu A, przytozmy do tego punkiu site R’ réwna i
przeciwng sile R. Poniewaz trzy sity P, Q, R sa w rownowadze,
jedna z nich, na przyktad Q, jest réwna i przeciwna wynikowé;
dwoch innych P i R’. Jesli wiec przez punkt B poprowadzimy, r6-
whnolegle do przekatnej AD, proste BC kiéra przetnic w ¢ przediuze-

*) Zob. inne dowodzenie na koncu dzicta, Nota I
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nie boku AC, i przez punkt C/, réwnolegle do BA, proste C'L) ktora
przetnie w D' przedtuzenie przekatnej AD, diugosé¢ AD’ bedzie przed-
stawiala natezenie czyli wielkosé sity R'; albowiem, wszelka inna dtu-
gosé tacznie z dlugoscia AB dalaby réwnolegtobok ktérego prze-
katna miataby kierunek rozny od AC. Owoz, AD' = BC = AD;
wige przekatna AD wyraza natgzenie wynikowe) W dwoch sk B 1 Q.

Mamy zatem ogélne twierdzenie : Wynikowa dwdch sit P i Q,
praytozonych do punktu materyalnego A w dwdch kierunkach jakich-
kolwiek, jest przedstawiona, co do wielkosei i do kierunku, przez prze-
katne AD réwnolegtoboku ABDC, wystawionego na liniach AB, AC
ktore praedstawiaja te sity co do wielkosce ¢ do kierunku.

Nawzaiem, jakakolwiek sita R moze byé zawsze zastapiona przez dwie
sity P, Q5 z jednym tylko warunkiem, e te dwie sity bedg przedsta-
wione, co do wielkosci ¢ do kierunku przez boki réwnolegtoboku ktore-
goby R byta przekatna. : ]

16. Poniewaz w rownolegtoboku ABDC, bok BD jest rowny
bokowi AC i do niego réwnolegly, dwie sity.PQ i ich wynikowa R
sa przedstawione, co do wielkosci i do kierunku, przez trzy boki AB,
BD, AD trojkata ABD w ktérym kat B jest spelnieniem kata PAQ.
Co daje

P Q R

AB — BD — AD
albo
, P Q R
M wst(R, Q) — wst(R,P) — wst(P,Q)

Ostatnie rownania dowodza ze kaida z trzech sit P, Q, R jest
proporeyonalna do wstawy kata utworzonego praes dwie inne.

Nadto, oznaczajac przez 0 kat PAQ, mamy jeszcze
(2) R = P2 | Q%+ 2PQ dos 6,

Jesli kat 6 jest prosty, wtedy, nazywajac = kat wynikowej R ze
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skladowa P, bedzie
(3) P=Rdos, Q=Rwsta,
R2=P2 | Q2
z rownaniem warunkowen
dos®e - wst?e = 1.

To wszystko pokazuje ze skladanie dwoch sit przytozonyeh do
jednego punktu, i rozkladanie jednej sity na dwie inne, sa prostem
zagadnieniem rozwiazywania trojkatow.

Gdy sity P i () sa rowne, réwnolegtobok staje sie ukosnikiem ;
wtedy réwnanie (2) daje

2= 2P + dos 0 = IP* dos* 35
ztad
’ o
K= 2P.dos 5

Biorac 6 = 2—" , bedzie
Dl

Re=iP;

Ten wynik dowodzi Ze trzy sily rowne, przylozone do jednego
punktu, ktorych kierunki dziela cztery katy vroste na trzy rowne
czescel, sa w réwnowadze. Co widoezne a priore.

Uwaca. Gdy kat 6 malejac dochodzi do zera, rownanie (2) staje si¢
Ri= P31 Q2 +2PQ = (P 4 QP
zkad
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a gdy kat 6 rosnac dosiega warlosci w, rOwnanie (2) bierze ksztatt
R = P> Q* — 2P = (P — Q)?
' zkad, przypuszezajge P > (), wywodzimy ,

R:P—Q.

Te dwa wyniki zgadzaja si¢ z dwoma juz wiadomemi twierdze-
niami.

17. WIELOKAT sit. Za pomocy rownoleglobokoéw, mozna wyzna-
czy¢ wynikowe jakiejkolwiek liczby sit P, P, P”,..... przylozonych

do jednego punklu, i przedstawionych przez proste AB, AB AB’...;
dos¢ tylko ztozyé mnajpierwej dwie sity P, P'; potem zlozyé ich
wynikowe z sila P"; nastepnie te nowa wynikowe z sita P”; i tak
dalej, az do ostatniej sity. Ale, otrzymuje si¢ prosciej te wynikowe
przez wielokat ktorego boki maja wielkos¢ i kierunek linij przedsla-
wiajacych dane sity. Biorac, naprzyktad, proste AB ktora przedstawia
site P, za pierwszy bok wielokata, przez wicrzchotek B prowadzi
si¢ bok BC, majacy wielko$¢ i kierunek prostej AB' ktéra przedsta-
wia sile P’; przez wierzcholek C bok CD, majacy wielkosé i kierunek
prostej AB” ktora przedstawia sile P’; itak dalej, az do ostatniej
sity. Prosta AF,.zamykajaca wielokat, przedstawia wielko$é i kieru-
nek wynikowej sit danych P, P, P".....

Ztad wnosimy ze, jesli wielokat sit, plaski albo spaczony wediug
tego jak sity sa albo nie sa wszystkie na jednej plasczyznie, sam sie
samyka, te sily sg w rownowadse ; 1 NAWZAIEN, jesli dane sity sa
w réwnowadze wielokat sit sam sie zamykad musi. '

r
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18. ROWNOLEGEOSCIAN sit. Uwazajmy w szczeg6lnosci przypadek

trzech sit X, Y, Z, przylozonych do jednego punktu O i przedstawio-
nych przez trzy proste 0A, OB, OC. Widzimy latwo ze prosta 0OG,
zamykajaca wielokat skosny OADG, przedstawia wynikowe tych
trzech sil, i jest przekatna réwnolegtoscianu OADBG wystﬁwionego
na trzech prostych OA, OB, OC. Co zreszta widoczne, bo sity X
i Y daja wynikowe OD, a ta ostatnia zfozona z sila Z daje wyni-
kowe 0G =R. )

Nawzajem, mozna zawsze rozlozy¢ site R, ktéra prosta 0G przed-
stawia, na trzy inne sity w kierunkach jakichkolwiek XX', YY', ZZ';
byle te kierunki przechodzity przez punkt przylozenia O danej
sity R. Albowiem, prowadzac przez punkt G trzy plasezyzny ré-
wnolegle do ptasczyzn X0Y, X0Z, YOZ, tworzymy rownolegloseian
ktorego trzy krawedzie przylegte OA, OB, OC przedstawiaja trzy
sktadowe X, Y, Z, majace zadane kierunki XX', YY', ZZ'.

Gdy trzy skladowe X, Y,Z sa prostopadte miedzy sobg, na-
zywajac a, b, ¢ katy jakie czyni kierunek wynikowej R z kierun-
kami tych skladowych, bedzie

(o) X=Rdosa, Y=Rdosbs, Z=Rdose.

Te rownania daja wielkos¢ i kierunek wynikowej, gdy sktadowe
sa wiadome.

Jakoz, dodajac kwadraty, mamy :
R¥(dos%a -} dos? + dos’c) = X* - Y? |- 72;

MEGHANIKA. , 9



18 ROZDZIAL 1.

ale kaly «, 6, ¢ powinny zadosé czyni¢ réwnaniu warunkowemu
dos’a +- dos? -} dos’c =1
wiec
R?=X24-Y2L 72, albo R=yX*FY*F2Z°.
A zatem

dosa=i=,; desb—==, 'dosec=

==

= =
TN

Trzeba uwazaé ze siedem ilosei X, Y, Z, R, a, b, ¢ sa zwigzane
czterema rOwnaniami; wigc, majac dane trzy z tych iloSci, byle -
migdzy niemibyla przynajmniej jedna sita, mozna wyznaczyé wszys-
tkie inne.

19. Rzvury sik. Nazywa sie rzutem sity na ost albo na ptasczyznierzut
linii prostej ktéra przedstawia te site co do wielkosei i do kierunku.
Jesli oznaczymy przez «, f,y katy sity P z (rzema osiami spol-
rzgdnemi prostokatnemi, rozumiejac przez kat sity z osia kat ostry
albo rozwarty, jaki czyni jej kierunek dziatania z po6l-osia spotrzed-
nych dodatnych; wtedy wieloczyny P dose, P dosB, P dosy, wyraza-
Jace trzy sktadowe sity P, beda rzutami tej sity natrzech osiach spot-
rzednych, a zas wieloczyny P wsty, P wst8, Pwste jej rzutami na
trzech ptasczyznach spotrzednych «y, xz, yz.

Za pomoca rzutow na trzech osiach spolrzednych, latwo sie wy-

znacza wynikowe sit przylozonych do jednego punktu, gdy jest
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wiadoma wielkos¢ kazdéj sity i jej katy z temi osiami. Jakoz, niech
beda sity P, P, P"... przylozone do punktu A; poprowadzmy
przez ten punkt trzy osie prostokatne AX, AY, AZ, i nazwij-
my «,fy; «B95..... katy kierunkow sit z osiami. Poczem, roz-
fozmy site P na trzy sily, majace kierunki dodatne albo odjemne
na osiach spolrzednych; te trzy sktadowe beda wyrazone, co do
wielkoscii do znaku, przez wieloczyny Pdos «, P dosg, P dos . Tak
samo skiadowe sity D' wyrazaja przez Pdosa/, Pdosft, Pdosy’ elc. -
Owoz, sily dziatajace wedle kazdej ze trzech osi skiadaja sie w jedna
ktora jest ich summa algebryczng, a te trzy summy sa oczywiscie
trzema skladowemi wynikowej R sil danyeh; wige, nazywa-
jac a, b, ¢ katy wynikowej z pol-osiami spotrzednych dodatiych ,
bedzie

R dosa = P dosa P dosa’ - P dos»” - ...

(5) Rdosd = Pdosp -4 Pdosf - P"dosp” -}-...
Rdosc = Pdosy +P'dosy |- P"dosy” - ...

albo, oznaczajac przez ¥ summe wyrazow podobnyeh wzglednie
do wszystkich sil, mamy prosciej

Rdosa= %P dos a,
Rdosh =zxPdosk,

Rdose = xP dosy

Ztad wyprowadzamy

R = V(2P dos &)* |- (2P dosB)? -} (=P dos )%

g ZRM0E o (;{OS“ , dosb= E_[’_ldio; , dose= BE sy
é
20. Natezenie wynikowej zalezy tylko od wielkosei sit skiado-
wych i od ich kalow, a bynajmniej od osi spolvzgdnych, ani temsa-
mem od katow «, B, y, #..... Aby to wyrazniej okazac, podniesy
do kwadratu obie strony rownan (5) i dodajmy; baczac na
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rdownania warunkowe

dos? 2 | dos?f - dos*y =1,
dos?s’ 4 dos?f’ - dos?y’ =1,

znajdziemy

Rk PIOICPE oo LAY
—+ 2PP(dos« dos e’ - dosBdos - dosydosy’)
—} 2PP"(dos=dosa” - dosB dosB” - dosydosy”) 4 ...
-+ 2P'P’(dos & dosa” — dos B dos B” — dosy dosy”) 4 ...

Owoz,
dos @ dos ' 4 dos Bdos ' +- dos y dos y’ = dos(P, P’} ; etc.
wige

(6) R2= P2 P2 | ... 2PP dos(P,P)
—+ 2PP" dos(P, P’) + ..... 2P'P” dos(P’, P") + . .

To réwnanie dowodzi twierdzenia geometryi : W wielokqcie
plaskim albo spaczonym, kwadrat jednego bokw jest rdwny summie
kwadratw innych bokdw, wiecej podwiyny wieloczyn kazdych dwich
bokéw przez dostawe kata zawartego.

21. Czesto rozklada sig dang sile P na dwie tylko, z ktorych
jedna dziala na osi AX, na przyklad, a druga na plasczyznie YZ
prostopadiej do AX. Te dwie sity wyrazone przez P dosai P wsto
sa rzutami sily P na osi i na plasczyznie. Jesli tak rozlozono
wszystkie sity P, P, P”,... przylozone do punktu A, wynikowa
sit dziatajacych na osi AX bedzie summa P dosa - P'dos «
-+ P"dosa” - ..... ktéra, jakoSmy widzieli, rowna si¢ wieloczyno-
wi Rdosa; to si¢ wyraza mowiac : wynikowa sit szacowanych
wedle osi jakiejkolwiek jest rowna algebrycznej summie tych sit
szacowanych wedle tej samej osi.
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Sity Pwsta, P'wsto, P"wsla',... skladaja sie w jedna wynikowe
ktdra przechodzi przez punkt ich przylozenia.
Z tego wszystkiego wynika wazne twierdzenie. Gdy sity sa przy-
tosone do jednego punktu, navr ich wynikowé; na ost albo na PLAS-
GZYZNIE jest wynifiowq odpowiednych rzutw tych sit.

SKEADANIE SIL ROWNOLEGLYCH.

22, WYNIKOWA DWOCH Sl ROWNOLEGEYCH. 1° Niech beda dwie
sily P, Q rownolegle i dzialajace w jedna strone, przylozone do

dwdch punktow A, B polaczonych niezmiennie. Przylézmy w A i B
dwie sity M, N rowne i przeciwne, dzialajace wedle prostej AB;
te sity, niszczac sie nawzajem, nie naruszg w niczem skutku sit P, (.
Ale sity MiP majp wynikowe S w kacie MAP, a sily Ni(Q
wynikowe T w kacie NBQ: kierunki ASiBT sit SiT spoty-
kaja si¢ w punkcie D, bo SAB 4 TBA > 180°; wiec te sily maja
wynikowe ktora przechodzi przez punkt D i jest wewnatrz kata SDT.
Poprowadzmy przez D rownolegle M'N” do AB, irownolegle DC
do kierunku sit P, Q. Przypuszezajac punkt D niezmiennie zwig-
zany z A i B, mozemy do niego przeniesé sity S, T, i rozlozyé
pierwsza na skladowe P, M w kierunkach DC, DM’, a druga na
skladowe Q, N w kierunkach DC, DN'. Owoz, w punkcie D, dwie
sity M, N, rowne i przeciwne, niszeza si¢ ; zoslaja wiee tylko dwie
sity P, Q, skierowane wedle DC, ktore si¢ dodaja. Ztad wnosimy
ie dwie sity réwnolegle, dziatajace w jedng strone, maja zawsze wyni-
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kowe, ktéra sie rdwna ich summie, lesy na ich ptascsyznie, jest réwno-
legta. do kaidé) = nich i dziata wewnatrz tych sit w te samq strone.

Aby wyznaczy¢ kierunek wynikowej, uwazajmy ze, w punkeie D,
sktadowe P, M sily S sy proporeyonalne do bokéw DC, AC trdj-
kata DCA; a zas skladowe Q, N sily T proporcyonalne do bo-
kéw DC, BC tréjkata DCB. Co daje

P _M ; 0 _ N
CD AC CDh — BC

Jesli wige, baczac ze sity M, N sa rowne, podzielimy stronami te
dwie rownosci, otrzymamy proporeye

Vo BC
Q — AC’
ktora pokazuje ze kierunek wynikowej R dzieli, w punkeie C, odle-
glosé AB na czesei odwrotnie proporeyonalne do sktadowych P, Q.

Punkt C przez ktory przechodzi wynikowa dwdéch sit réwno-
legtych P, Q, jestniezalezny od kierunku réwnoleglosci ; nie zalezy
nawet od wielkosci samoistej tych sif, byle tylko ich stosunek
i punkia przylozenia zostawaly te same. Dlatego punkt € nazywa
sie zwykle punktem praytoienia wynikowej.

7 tego co poprzedza iz powyzszej proporcyi wywodzimy trzy od-
dzielne rownania

R=P-1Q
(7) A B T
BC - ALL AR

\

ktore wyrazaja zwigzki dwoch sit rownolegtych i ich wynikowej.
Dwa ostatnie rownania pokazuja ze kasda z trzech sit réwnole-
gtych P, Q, R jest praedstawiona przez linig prostg ktdra taczy punkta
praytozenia dwich innych.

Trzy rownania (7) wyznaczaja trzy z szesciu ilosei P, Q, R, BC,

2 =)
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AC, AB, gdy trzy inne sa dane ; hyle miedzy danemi byla przynaj-
mniej jedna sita i jeden odcinek.

2° Uwazajmy teraz dwie sily P, Q, réwnolegle skierowane w strony
przeciwne. Przypuszezajac P >(), mozemy, na mocy 1°, roztozyé

Q.
!
(( A e
I
R, P 0

aife P na dwie inne, jedna rowna i przeciwna sile Q w punkcie B,
druga P — () ktérg nazwiemy R ; ta ostatnia jest przytozona w punk-
cie C zewnatrz sit P, Q, ze strony sily wigkszej P. Owoéz, w punk-
cie B, dwie sity Q rowne i wprost przeciwne niszeza sie; zostaje
wiec tylko jedyna sita R="P — Q. Ztad wnosimy Zze dwie sity
réwnolegte nierdune, dziatajace w strony przeciwne, maja wynikowe,
ktdra sie rowna ich riznicy, lezy na ich ptasczyznie, jest rdwnolegta
do kaidej z wich i dziata zewnatrz tych sit w strone wiekssej.

Do wyznaczenia punktu C, przez ktory przechodzi wynikowa R,
mamy proporcye

zkad

BC :—P—_—Q . AB,

Punkt C, przez kiéry przechodzi wynikowa dwoch sit rowno-
legtych, jest niezalezny od kierunku réwnoleglosci i od samoistej
wielkosci tych sil, i dlatego nazywa sie punktem przytoienia wyni-
Lawej sit rawnolegych. -
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Okazane powyzej zwiazki wyrazaja sie przez rownania

R=P—0Q,

IOFE P 0 R

BC ~ AC AB’

Ostatnie dwa réwnania dowodza ze kazda ze trzech sit réuwno-
legtych P, Q, R jest przedstamwiona przez linig prosta kidra taczy
punkta praytozenia dwich innych.

Rownania (8) istnieja dopki tylko dwie sity PiQ, réwnolegle
i dzialajace w strony przeciwne, zostaja nierdbwne, jakkolwiek mala
jest ich réznica. Ale, jesli P—=0Q, wtedy R=10 i BC =o0. Te
osobliwe wyniki nie sa dowodem, ale tylko niejakim wskazem, ze
dwie sity rdwnolegte rdwne @ dziatajace w strony przeciwne nie maja
wynikowej.

Uklad takich dwoch sit bedziemy nazywali dwojanem (*). Dowie-
dziemy pdzniej ze dwojan nie ma wynikowej, i nie jest w rowno-
wadze.

23. Uwazajmy teraz jakakolwiek liczbe sil rownolegtyeh P, P', P’,.,
ktore sa przytozone do punktow A, A’; A”,... zwiazanych niezmien-
nie miedzy soba. Przypuszezajac ze dane sity ciagna wszystkie w je-
dna strone, skladamy najpierwej dwie z tych sit w jedng; potem
te nowa site sktadamy z trzecia ; i tak dalej postepujac az do ostat-
niej, otrzymujemy wynikowe wszystkich sit danych, rowna ich
summie i do nich réwnolegla. Punkt przylozenia wynikowej wy-
znacza sie przez ciag proporeyj ktéresmy wyzej podali.

Gdy dane sity réwnolegle nie dzialaja wszystkie w te sama strong,
szukamy wynikowej sit ktore ciagna w jedna strong, i wynikowej
sit ktore ciagna w strone przeciwng. Tym sposobem caty uklad sit
danych przywodzi sie do dwdch sit réwnoleglych, dzatajacych
w dwie strony przeciwne; kazda z tych dwoch sil jest rowna sum-
mie sit jednego kierunku, te dwie wynikowe czesciowe, w ogole,
skladaja sie w jedna site, réwna ich réznicy i do nich réwnolegla,

(*) Dotad nazywano ten uklad pm'gt‘sil; nazwisko dziwaczne i niedogodne.
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skierowana w strone sity wiekszej ; jej punkt przytozenia wyznacza
sie sposobem juz wiadomym.

Jesli dwie wynikowe czesciowe sa rowne i wprost przeciwne,
dany uklad sit jest w rownowadze ; ale, jesli te dwie wynikowe,
rownolegle i rowne, nie sa wprost przeciwne, wtedy dany uktad sit
réwnolegtych stanowi dwojan. Wiee, ogolnie, wynikowa sit rowno-
leglych jest rowna ich summie algebryeznej i do nich réwnolegta.

Punkt przylozenia wynikowej sit réwnolegtyeh, czy one ciagna
wszystkie w te sama strone, czy tez jedne ciagna w jedna strone
a drugie w przeciwng, zalezy Lylko od stosunku wielkosei tych sit,
i od figury ktora tworza ich punkta przylozenia. Tak ze, jesli
wszystkie sity zmieniap razem wielko$¢ i kieranek, byle mialy te
same punkta przylozen, i zachowaly miedzy soba réwnoleglosé
i ten sam stosunek, ich wynikowa bedzie zawsze przechodzila przez
ten sam punkt, ktéry, dla tej szczegélnej wlasnosci, nazywa sie
$rodkiem sit réwnolegtych.

SKEADANIE DWOJANOW.

24, Wiemy juzze dwie sity r6wnolegte réwne i dziatajace w strony
przeciwne stanowia dwojan.

I tak, dwie sity 4P i — P, réwnolegte i rowne, ale dzialajace
w strony przeciwne, przylozone do dwdch skrajnosci A i B linii
prostej AB, tworza dwojan, ktory wyrazamy piszac (P, — P). Ra-
miemem diwigni dwojanu jest prostopadla spolna AB do kierunku
jego sit 4P i —P; a wieloczyn jednej z tych sit przez ramie
dzwigni nazywa sie momentem dwojanu ; i tak, P.AB jest momen-
tem dwojanu (P, —P). Aby dwojan byl zero, trzeba i dosé jest
zeby jego moment byt zero.
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Przez dzialanie dwojanu trzeba rozumieé dzialanie jego sit, kazdej
osobno, nie za$ ich dzialanie ztozone ktore nie przedstawia zadnege
okreslonego sensu.

Skfadanie dwojanéw opiera si¢ na dwoch nastepujacych twier-
dzeniach.

25. TwierpzENIE T. Mozna prazeniesé dwojan riwnolegle, na jego
ptasezyznie albo na ptasczyznie réwnolegtej, i@ zmienic wielkos¢ ramie-
nia dzwigni ; byle sie tylko moment dwojanu nie zmienit, i nowe ramie
byto stale zwigzane =z dawnem, skutek dziatania dwojanu ten sam
zostanie.

P

Niech bedzie dwojan (P, —P) majacy moment P.AB; wezmy
za nowe ramie dzwigni proste A'B’, réwnolegla do prostej AB,
i, przypuszezajac te dwie linic polaczone niezmiennie, przylozmy
do kazdego z dwoch punktéw A’, B’ dwie sity P, P” rowne i wprost
przeciwne, Te sily, niszczac sie miedzy soba, nie naruszaja w ni-
czem dzialania dwojanu (P, — P). Ale teraz, jesli sity rowne P/, P”
sa rownolegte do sity P, ijesli wzieto site P’ i proste A'B’ tak
zeby momenta P.AB, P’ A'B" byly rowne, skutek dziatania dwojanu
(P, —P'), majacego ramie dzwigni A'B', bedzie taki sam jak dwo-
janu (P, —P).

Jakoz, trojkaty podobne AOB, A'OB’ daja

OA OB _ AB,
OB — 0A' — AR’

a z rownania

PiAB = P A'B!
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wynika

AR
AB TP

=

I

Wiec mamy

PP_0A _ OB
L prE= A R

Dwa ostatnie rownania dowodza ze wynikowa dwoch sit rowno-
legtych P, P”, przylozonych do punktéw A, B’ jest réwna summie
P 4 P” i przechodzi przez punkt O; tak samo wynikowa dwoch
sit rownolegtych — P, — P, przylozonych do punktéw B, A’, jest
rowna summie — P —P”, i przechodzi takze przez punkt 0. Owoz,
te dwie wynikowe, réwne i wprost przeciwne, niszcza sie; zostaje
wiee tylko dwojan (P', — P'), majacy ramie dzwigni A'B,, kto-
rego dzialanie jest to samo co dwojanu (P, — P).

26. TwierzeNiE II. Mozna obrici¢ dwojan, na jégo plasczyznie,

okoto srodka ramienio diwigni, nie zmieniajac w niczem skuthu dziata-
nia ; byle tylko nowe ramie diwigni byto stale zwigzane z dawnem.

_p?

Na plasczyznie danego dwojanu (P, — P), przez srodek O ramie-
nia dzwigni AB, poprowadZmy prost¢ A'B' rowna prostej AB,
1, przypuszezajac te dwie linie polaczone niezmiennie, przytézmy do
kazdego z punktéw A’, B, dwie sily P, P’ wprost przeciwne,
prostopadle do A'B' i réwne sile P. Te sily, niszezac si¢ migdzy
soba, nie wplywaja na dziatanic dwojanu (P, -— P). Ale teraz, dwie
sity réwne —P,P”, przylozone do punktow A, A’, moga byé uwazane
jako przylozone do punktu H $cisle zwiazanego z danym ukladem ;
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wynikowa tych dwéch sit ma kierunek prostej HO ktora jest zarazem
dwdjsieczna katow AHA' i AOA’, z przyezyny rownosci trojkatow
prostokatnych HOA, HOA’. Tak samo, wynikowa dwach sit ro-
wnych P',—P”, kiére mozna uwazaé jako przytozone w punkcie K,
ma kierunek dwdjsiecznej K'O katow BKB' i1 BOB'. Owoz, te dwie
wynikowe, oczywiscie réwne i wprost przeciwne, niszcza Sig;
zostaje wiec tylko dwojan (P', — P’) majacy ramie dzwigni A'B',
aon jest wlasnie dwojanem (P, —P) ktéry sie obrdcit na swojej
plasezyznie okolo srodka O ramienia dzwigni.

Na mocy tego co poprzedza, mozna przedstawia¢ dwojany przez
ich momenla, to jest pisa¢ P.AB zamiast (P, — P).

27. Nietrudno teraz dowiesdz ze Dwojan nie ma wynikowey,

albo mnemi stowy, ze Jedna sita mie moze trzymac w rdwnowardze
dwojanu,

Jakoz, gdyby byly réwnowaga miedzy sita R przylozona w punk-
cie A idwojanem (P, — P), moznaby, przenoszac dwojan, przy-
wiesdz jego site P do punktu A, iprzez ten punkt poprowadzié o$
stala, prostopadla do plasczyzny dwojanu. Ta o nie narusza rOwno-
wagi; ale, niszezac sity P i R, nie moze niszezyé sily — P. Wiee
rownowaga miedzy sita R i dwojanem (P, — P) nie istnieje ; zatem
dwojan nie ma wynikowej. Dodajemy jeszeze ze dwojan nie moze
byé w rOwnowadze, bo jego dwie sily nie sa wprost przeciwne (10).

28. Przyjmujac pewna ugode, latwo okresli¢ to co si¢ nazywa

L 1’
4T &
// P -
0..8.€C 0 /
A / / D
/ P A
1 G
L

strong obrotw dwojanu P.AB. W tym celu, przez srodek ramienia
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dzwigni AB, poprowadzmmy do plasczyzny MN dwojanu P.AB pros-
topadle LL' ktéra si¢ nazywa jego osip; poczem wyobrazmy sobie
ze widz, stojacy na tej plasczyznie wzdluz osi LL/, patrzy na strone
w ktora sity dwojanu moglyby obrocié ramie dzwigni okolo jego
srodka O, gdyby ten punkt byl ustalony. W dwojanie (P, — P) widz,
oparty wzdtuz pol-osi OL, spostrzegathy daznosé do ruchu ramie-
nia dzwigni AB okolo srodka O, od lewej reki do prawej, tak
wlasnie jak si¢ obracaja wskazowki zegaru. Otoz, strona obrotu ra-
mienia dzwigni dwojanu tak jako wskazowki zegaru nazywa sie strona
obrotu tego dwojanu. W dwojanie (Q, — Q) widz, stojacy na jego
plasczyznie i oparty wzdloz poét-osi OL, spostrzegatby obrot mo-
zebny dwojanu w strong przeciwng wskazowek zegaru. Dla tej
przyczyny kierunkiem osi w obydwdch dwojanach jest L'L.

To ustaliwszy, jesli na pot-osi OL, okoto ktorej dwojan (P, — P)
obracatby sie jako wskazowki zegaru, wezmiemy diugos¢ OG roéwna
jego momenlowi P.AB = Pp, prosta OG, wyrazajaca zarazem
moment dwojanu, kierunek jego plasczyzny i strone obrotu, wy-
znacza go zupelnie. Tak okreslona proste OG, Pomsor, twdérca
dwojanow, nazywa osie dwojonu ; a zas Cavcny i STURM mianuja te
proste OG momentem linijnyn dwojanu. Jedna i druga nazwa zosta-
wia do zyczenia.

Za pomoca momentu linijnego (albo osi dwojanu w znaczeniu
wyzej okreslonem) dwojany przedstawiaja sie geometrycznie, tak jako
sily, przez linig prosta dang z wielkosci i kierunku; z ta jednak
istotng roznicq ze, w dwojanach ta linia moze sie przenosi¢ w przes-
trzeni rownolegle do siebie samej, gdy tymezasem w sitach moze
sig tylko przenosi¢ wzdluz swojego kierunku.

Wynika ztad ogélne twierdzenie.

Dwa dwojany majace te same momenta linijne sg réwnowarte,

29. DWwO0JANY MAJACE 0sIE ROWNOLEGLE. Te dwojany lezace na
jednej plasczyznie, albo na dwdch plasczyznach rownoleglych, mo-
zna zamieni¢ na inne majace rowne ramiona dzwigni, i sprowadzi¢
na jedng plasczyzng tak, zeby mialy spolna o$ i spélne ramie dzwi-
gni. W tem polozeniu, sity nowych dwojanéw, bedace w linii pros -
te], skladaja si¢ w jedna site rowna ich summie algebrycznej. Jesli



30 ROZDZIAYL 1,

teraz, oznaczajac przez Pp, Pp/, P’p’,... momenta danych dwoja-
now, wezmiemy p za spolne ramie dzwigni nowych dwojanéw, wy-

/ "

nikowa ich sil bedzie réwna summie -}— + —}—

w ktdrej trzeba uwazaé za dodatne sity c1§gngce w Jedng strone,
azaodjemne te ktore ciagng w strone przeciwna. Zatem moment
dwojanu wynikowego rowna sie wieloczynowi

P n.n

(P+2E 4T Jp=Rod PR

Owdz, moment linijny dwojanu wynikowego bedzie wlasnie rowny
summie algebryeznej, ktora stanowi druga strone powyiszego ro-
wnania, jesli damy momentom linijnym znak wigcej albo mniej,
wedlug jak odpowiedajace im dwojany maja obrét wskazowek
zegaru albo obrdt przeciwny. Wiee dwojany majace osie réwnolegte
sktadaja sie tak jako sity w lindi prostej, przez dodawanie ; i moment
lingjny dwojanu wynikowego jest réwny summie algebrycznej momentiw
linfjnych sktadowych.

30. ROWNOLEGLOBOK DWOIANOW. Moment linijny dwojanu wiyniko-
wego dwich dwojaniw, ktdrych plasezyzny przecinajo sie, jest przed-
stawiony, co do wielkosct ¢ do kierunku, przez praekutne rownolegto-
boku wystawionego na momentach lingjnych dwojandw sktadowych.

Niech beda dwa dwojany na dwoch plasczyznach CA, GB przecina-
jacych si¢ wedle prostej OC. Przypuszezajac ze te dwojany, spro-
wadzone do sit réwnych P skierowanych wedle OC, maja momenta
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P.0A, P.OB, dopelnijmy rownolegtoboku OADB, i do punktu D
przytézmy dwie sily przeciwne, rowne sile P i do niej réwnolegte;
przez co nie naruszymy w niczem danych dwojanéw. Ale teraz, dwa
dwojany P.OA, P.DB, majace momenta linijne rowne i znakow
przeciwnych, niszcza sie ; zostaje wige tylko dwojan P.OD ktory
jest wynikowym dwojanoéw uwazanych.

To majac, przez punkt O poprowadZzmy proste OE, OF od-
powiednio prostopadie do plasczyzn CA, CB, i rOwne ramionom
dzwigni OA, OB ; dopelnijmy rownolegloboku OEGF. Cztery pro-
ste OA, OB, OE, OF sa na plasczyznie prostopadlej do OC ; zatem
katy EOF, AOB, majace ramiona odpowiednio prostopadie, sa rowne.
Ztad wnosimy ze rowuolegtoboki OEGF, OADB, majace kat réwny
zawarty miedzy dwoma bokami rownemi, kazdy kazdemu, sa rdwne;
wige przekatna OG=—0D, i kat GOE —=DOA, a nastepnie
kat GOD = EOA ; ale ostatni jest prosty, wiec kat GOD jest takze
prosty. To dowodzi ze przekatna OG jest prostopadta do plas-
czyzny COD dwojanu wynikowego P.OD. Uwazajmy teraz ze mo-
menta linijue trzech dwojanéw P.OA, P.OB, P.0OD sa proporcyo-
nalne do trzech prostych CE, OF, OG. Owoz, jesli wezmiemy sit¢ P
za jednosé sit, te trzy proste beda odpowiednio momentami linij-
nemi dwojanow skiadowych i wynikowego ; wiec moment linijny
dwojanu wynikowego jest przekatna réwnolegtoboku wystawionego na
momentach Linijnych dwojanow sktadowych.

31. Uwaca. Powyzsze dowodzenie nastrecza sposéb rozkladania
dwojanu (P, —P) na dwa inne, majace t¢ samg site P ilezace na
dwoéch plasczyznach jakichkolwiek; byle tylko plasczyzny trzech
dwojanéw przecinaly si¢ wedle tej samej linii prostej. Jakoz, niech
bedzie dwojan P.0OD na plasczyznie CD, i dwie plasczyzny
CA, CB ktére przecinaja plasczyzne CD wedle prostej OC (ost. fig.).
Przez punkt O poprowadzmy, do prostej OC, plasczyzne prosto-
padla, ktéra przetnie trzy plasczyzny CA, CB, CD wedle pros-
tych OA, OB, OD; poczem, na przekatnej OD wystawmy réwno-
leglobok OADB. To uczyniwszy, jesli przylozymy do punktu B
dwie sity przeciwne, réwne sile Pido niej rownolegle, nie naru-
szymy w niczem dwojanu P.0D. Ale teraz mamy dwa dwo-
jany P.OB i P.BD; pierwszy jest na plasczyznie CB, a drugi, ré-
wnolegly do plasczyzny CA, moze si¢ przenies¢ na te pasczyzng,
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na ktorej prosta OA bedzie jego ramieniem dzwigni. Wiege dwo-
jan P.OD jest to samo co dwa dwojany P.OA i P.OB, lezace na
dwach plasczyznach danych i majace site P.

32. WIELOEAT DW0JANOW. Za pomoca rownolegtoboku dwojanow
sktada si¢ dwojany jako sily, i znajduje sig dwojan wynikowy bu-
~ dujac wielokat dwojanow z ich momentow linijnych; prosta za-
mykajaca ten wielokat jest momentem linijnym dwojanu wyniko-
wego. Ztad wnosimy ze, jesli wielokat dwojanéw sam sie zamyka,
te dwojany sa w réwnowadze ; i nawzajem, jesli dwojany sa w ro-
wnowadze, to ich wielokat sam si¢ zamyka¢ powinien.

ROWNOLEGLOSCGIAN DWOIANOW. Uwazajmy w szczeg6lnosci przypa-
dek trzech dwojanow, ktérych momenta linijne L, M, N, przedsta-
wione przez proste OA, OB, OC, (fig. stronicy 17), przechodza przez
punkt 0. Widzimy latwo ze, jako w réwnolegloscianie sit, pros-
ta OG zamykajaca wielokat OADG wyraza moment linijny dwojanu
wynikowego, ktory nazwiemy G, i jest przekatna rownolegloscianu
wystawionego na trzech prostych CA, OB, OC. Nawzajem, mozna
zawsze rozlozyé dwojan, ktérego momentem linijuym jest OG, na
lrzy inne, majace osie skierowane wedle trzech prostych 0X, 0Y, OZ .
jakichkolwiek, byle tylko tworzyly trdjscian obejmujacy w sobic
proste OG.

Gdy momenta linijne sktadowe L, M, N sa prostopadle miedzy
soba, nazywajac A, p, » kaly ktdre moment linijny wynikowy G
czyni ze swojemi skladowemi, bedzie -

" L= Gdosd, M =—=Gdosp, . N=Gdos:,
e = L2 M2 N2
Ztad

4

dosk = dosp =

Q=
ol =

’ dosy =

Trzeba uwaza¢ ze siedem ilosci L, M, N, G, A p, » sg
zwiazane czterema rownaniami, i nadlo rOwnaniem warunko-
wem dos?\ - dos?p |- dos® y=—=1; wiec, majac dane tray z tych



SKEADANIE I ROZKLADANIE SIE. 33

ilogei, byle miedzy niemi znajdowat si¢ przynajmniej jeden dwojan,
mozna wyznaczy¢ wszystkie inne.

SKLADANIE SIL. W PRZESTRZENI.

33. Niech beda sity P, P, P"... przylozone do ukladu punk-
tow A, A, A’... niezmiennie miedzy soba powiazanych, czyli

jako sie zwykle mowi, przylozone do wukladu brytowego. Wezmy
jakikolwiek punkt O przestrzeni, i, przypuszczajac ze jest niezmien-
nie potaczony z ukladem A, A, A”,.., przylézmy do niego po
dwie sity przeciwne, odpowiednio réwne sifom P, P, P.... i do
nich réwnolegle ; te sily niszczac si¢ nie narusza w niczem danego
ukladu. Owoz, sita P przylozona do punktu A, isita — P przylo-
zona do punktu O, stanowia dwojan (P, —P); zostaje wigc sila P
przytozona do punktu 0, to jest wlasnie sila P przeniesiona ro-
wnolegle do siebie samej z punktu A do 0. Zkad wnosimy ze mozna
praeniesé site rownolegle do nicj samej, do  jakieyokolwiek punkiu
pracstrzent miczmiennie zwigzanego s punktem przytozenia ; byle tylko
zwazano na dwajan powstajacy z tego przentesienia. Tym sposobem
przenosi sie wszystkie inme sity P, P, P”,... do punktu 0. Tak
przeniesione sily, bedac przylozone do jednego punktu O, skladaja
sie wszystkie w jedna wynikowe R, i wszystkie dwojany przenie-
sienia skladaja sie w jeden dwojan wynikowy (S, == 8).

Jedli bedziemy brali coraz inny punkt przeniesienia, wynikowa R
bedzie sie tylko przenosita rownolegle do siebie saméj, zachowujae te
sama wielko$¢ i kierunelk ; ale dwojan wynikowy " (S, — S) bedzie
sie zmienial ciagle. Sita R, niezalezna od punktu do ktérego prze-
niesiono wszystkie sily ukladu, nazywa si¢ wynikowa przeniesienia.

MEGHANIKA. 3
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Ztad wynika ze, jesli dany uklad sit jest w rownowadze, te sity
przeniesione rownolegle do siebie samych, do jakiegokolwiek punktu
przestrzeni $cisle z ukladem zwiazanego, muszg sobie czyni¢ rowno-
wage ; 1 dwojany pochodzace z tego przeniesienia musza takze same
miedzy soba czyni¢ rownowage, albowiem sita pojedyncza nie
moze trzymac¢ w rownowadze dwojanu (27).

Wiec réwnowaga ukladu sit jakichkolwiek wymaga dwoch wa-
runkow statycznych, to jest: trzeba i dosé jest eby wynikowa przenie-
sienia © dwojan wynikowy byty osobno zero.

Jedli sity P, P'P”.... maja wynikowe R, wynikowa przeniesie-
nia, ktora nazwiemy R, jest jej rowna co do wielkosci i do kie-
runku, i lezy na ptasczyznie dwojanu wynikowego (S, — S). Jakoz,
do wynikowej R przytozmy sile rowna i przeciwna — R, tasita
uczyni rownowage w ukladzie ; a jesli igprzcniesiemy rownolegle do
niej samej do punktu O, do ktérego caly uklad zostal przenie-
siony, to przeniesienie da dwojan (R, — R). Teraz, poniewaz
sity P, P, P’,..., —R saw rownowadze, sila — R musi niszezyé
w punkcie O wynikowe przeniesienia R’, a za$ dwojan (R, — R)
niszezyé dwojan wynikowy (8, —8) fego przeniesienia. Co wy-
maga zeby sily — R i R’ byly réwne i wprost przeciwne, i zeby
momenta linijne dwojanéw (R, — R), (S, — 8) byly takze rowne
i wprost przeciwne ; wige te dwojany znajduja si¢ oba na ’jednej
plasczyznie przechodzacej przez punkt 0. Ztad Iatwo wnosimy Ze
wynikowa przeniesienia R’ nie jest niczem innem tylko wynikowaR,
przeniesiong roéwnolegle do siebie samej do punkiu 0, ilezy na
plasczyznie dwojanu wynikowego (S, — ) przeniesienia.

Nawzajem, jesli wynikowa przeniesienia R jest na plasczyznie
dwojanu wynikowego (S, — S), dany ukad sit ma wynikowe réwng
sile R. Albowiem, na plasczyznie dwojanu (8, — S) mozna prze-
niesé site B rownolegle do niej samej tak, zeby wynikajacy dwo-
jan (R, —R) zniszczyt dwojan (S, —8). Zostanie wige tym spo-
sobem sama sita R kidra bedzie wynikowa danego ukfadu.

7 wszystkiego co poprzedza wniesé nalezy ze uklad sit P, P, pre
nie ma wynikowej, jesli wynikowa R przeniesienia i dwojan wy-
nikowy (S, —8) nie sa na jednej plasczyznie.
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3. Dwie sity P, O nie iezgee na- jednej ptasczyznie nie majq
wynikowey. ’

Niech beda dwie sity PiQ, przylozone do punktéw A iB, ktd-
rych kiecunki AP iBQ nie leza na jednej plasczyznie. Jesli prze-
niesiemy sile P, réwnolegle do niej samej, do punktu B, wyni-
kowa R sit BP, BQ, i dwojan (P, — P) przeniesienia nie beda
na jednej plasczyznie ; wige sity AP iBQ nie maja wynikowej.

35. Mozna, nie opierajac si¢ na teoryi dwojanow, tatwo dowiesdz
ze dwie sily nie lezace na jednej plasczyznie nie maja wynikowej.

Albowiem, przypuszezajac ze takie dwie sity P, Q maja wyni-
kowe, przytozmy site R réwna i wprost przeciwna tej wynikowej,
otrzymamy uklad trzech sit P, Q, R w roéwnowadze. Owoz, nie
zepsujemy réownowagi, jesli przymocujemy niezmiennie dwa punk-
ta M, O, wziete na kierunkach sit P, R. Ale te punkta niszcza
dzialanie sit P, R, nie naruszajac w niczem sity Q; wiec, ponie-
waz rownowaga istnieje, sifa Q musi spotykaé linie MO. Bo ina-
czej dany uktad, pod dziataniem zostajacej sity Q, moglby sie
obraca¢ okoto linii MO jako osi. Uwazajmy teraz ze punkta M i O
sa dowolne; jesli wige przymocujemy stale punkt N kierunku
sity P, i poprowadzimy proste NO, rozumijac jako wyzej, zoba-
czymy ze, dla utrzymania rownowagi w ukladzie, sita Q powinna
spotyka¢ o$ NO. Zatem sita Q, majac spotykaé zarazem obie
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osie. MO i NO, musi leze¢ na ptasczyznie MON na ktdrej si¢ znaj-
duje sita P. Wigc dwie sity P, Q nie moga mieé¢ wynikowej jesli
nie sa na jednej plasczyznie.

Ztad wynika wazny wniosek :

Trzy sity w rownowadze leig na jednej ptasczyznie i kazda iest
réwna ¢ wprost przeciwna wynikowe) dwéch innych.

36. Sily w przestrzeni nie sprowadzaja sie zawsze do jedynej
wynikowej, jakosmy dopiero co okazali; ale moga sie zawsze przy-
wiesdz do jednej sity i dwojanu, albo, co wychodzi na jedno, do
dwoch sit z ktéryeh jedna przechodzi przez punkt dany O. Jakoz,
przypuszezajac ze punkt O jest stale zwigzany z ukladem punktow
malteryalnych na ktory dziataja sity, nazwijmy R wynikowe prze-
niesienia tych sif do punktu O, i (T, —T) dwojan wynikowy;
widzimy zaraz ze sity Ri T, przylozone do punktu -0, skladaja sie
w jedna site S. Wiec wszystkie sily przywodza sie do dwdéch
sit ST,z ktorych pierwsza przechodzi przez punkt dany O. Ale
te dwie sily nie sa wyznaczone co do wielkosci i do kierunku, i ich
dzialanie na uklad nie jest zupelnie okreslone.

Jesli wynikowa przeniesienia R nie lezy na plasczyznie dwojanu
wynikowego (T, — T), mozna przemieni¢ te sit¢ i dwojan na dwie
sity prostopadie do siebie. Jakoz, prowadzac przez kierunek wyni-
kowej przeniesienia R plasczyzne prostopadia do plasezyzny dwo-
janu wynikowego (T, — T), mozna rozlozyé site R na dwie skfa- -
dowe prostokatne, jedng S prostopadla do plasczyzny dwojanu,
a druga V do niej rownolegla. Ta ostatnia, przyzwoicie przenie-
siona, daje dwojan ktéry niszczy dwojan wynikowy (T, — T);
zoslaja wiec dwie sity 81T prostokatne miedzy soba.

37. Sa punkta przestrzeni w ktorych wynikowa przeniesienia jest

prostopadla do plasczyzny dwojanu wynikowego. Ten przypadek
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na szezeg6lna zastuguje uwage. Niech bedzie OR wynikowa prze-.
niesienia do punktu O, i 0G moment linijny dwojanu wynikowego.
Roztozmy moment linijny OG na dwa prostokatne OH, i OK, ostatni
w kierunku OR. Nazywajac G, H, K te trzy momenta, mamy

H =G wst(G,R), K =Gdos(G,R).

Owoz, jesli wezmiemy, na prostopadtej 00" do plasezyzny GOR,
punkt O’ taki zeby bylo R.00" = H, ido niego przeniesiemy
réwnolegle wynikowe R, utworzymy dwojan R. 00" réwny i prze-
ciwny dwojanowi H, jako wida¢ na figurze. Te dwa dwojany niszczy
sie; zostaje wiec dwojan K i wynikowa R prostopadia do jego
plasezyzny w punkcie 0. Dwojan K jest minimum miedzy temi
ktore sie otrzymuje sprowadzajac dany uklad sit do jednej sily
i dwojanu.

Gdyby przeniesiono wynikowe R z punktu O do innego punktu
jej kierunku O'R, dwojan K zostalby ten sam. Ale, jesli wyni-
kowa R bedzie przeniesiona, zawsze rownolegle do siebie samej,
~zpunktu O do jakiegokolwiek punktu przestrzeni lezacego poza
linia O'R, to przeniesienie utworzy dwojan prostopadly do dwo-
janu K, ite dwa dwojany zloza si¢ w jeden wynikowy wigkszy
od K. Ztad wynika ze miejscem punktow w przestrzeni, do ktérych
praeniesione sity dajo dwojan minimum, jest linia prosta OR, praed-
stawiajaca zorazem kierunel wynikowej przeniesienia i osi dwojanu
wynikowego.

'Ta prosta O'R nazywa sie osig gldwng albo osia srodkowa dwoja-
now. Damy pozniej jej rownanie.

Gdy uklad sit ma wynikowe, dwojan wynikowy wminimum jest
zer0, a osig gléwna jest linia prosta wyrazajaca kierunek wynikowej.
Ta o$ znika w réwnowadze. Gdy zas$ uklad sit przywodzi sie do
dwojanu, wielko$¢ tego dwojanu i kierunek jego osi sa stateczne,
niezalezne od punktu przeniesienia.
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ROWNANIA ROWNOWAGTI.

ROWNOWAGA SIE PRZYEOZONYCH DO PUNKTU WOLNEGO W PRZESTRZENI,

38. Niech beda sity P, P, P”,... przylozone do punktu materyal-
nego A; rozlozmy je, za pomoca réwnolegloscianu sil, na skladowe
rownolegle do trzech osi spolrzednych jakichkolwiek. Sktadowemi
sity P beda X, Y, Z, ktore trzeba uwazaé¢ jako dodatne albo od-
jemne, wedlug tego jak dzialaja w strone pot-osi dodatnych albo od-
jemnych ; podobnie, sktadowemi sity P’ beda X', Y, Z'; ete. Jesli
teraz zrobimy summe algebryczna skiadowych znajdujacych sie na
jednej osi, otrzymamy wielkosé i znak ich wynikowej. Tym sposo-
bem wszystkie dane sity przywodza sie do trzech sit dziatajacych
wedle osi spéirzednych, i ich wartosci sa wyrazone przez

3D R I )/

Owoz, gdyby te trzy sily, przytozone do jednego punktu, nie byly
zero kazda osobno, toby sie zlozyly w jedna ktoraby nie byta zero,
i réwnowaga uie istnialaby ; wieec warunki konieczne i dostateczne
roOwnowagi sa

X4+ X 4+X"4...=0,
) Y+Y’+Y”+...:.0,
Z+7247+..=0,

albo krécej |

X0, SN =1, S7ia— )
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39. Jesli spolrzedne sa prostokatne, nazywajac o, fyy; « .ou..

katy jakie sity P, P’, P"..... tworza z trzema pot-osiami dodatnemi,
trzy réwnania rownowagi beda

[ Pdosa— P dosa’ 4 P'dosa” ... =0
(2) P dos@ - P dosf’ 4 P"dosf” ... =0
? P dosy -+ P'dos ¥ + P’dosy” + ... =0

albo krocej
sPdose =0, =PdosfB—=.0, =Pdosy=0.

40. W réwnaniach (1), sktadowe X, Y, Z, X',... sa rzutami
pochytemi sit P, P, P’,... na trzech osiach pochylokatnych, a zas '
w rownaniach (2) skladowe P dosa, Pdos, Pdosy, P'dosd,.....
sa rzutami (prostopadlemi) tychze sit na trzech osiach prostokatnych.
Jedne i drugie rownania wyrazaja nastepujace twierdzenie geo-
metryi :

zut obwodw wielokata zamknigtego, ptaskiego albo spaczonego, na
Jakiejkolwiek ose jest zero. ‘

Nawzajem, jesli rzut obwodu wielokata jest zero na trzech osiach
stanowiacych trdjscian, wielokat jest zamkniety. Albowiem, jesliby
ten wielokat nie byl zamkniety, rzut jego obwodu mdgiby tylko byé
zero na osiach odpowiadajacych plasczyznom rzutujacym ktére sa
réw;nolegle do prostej zamykajacej wielokat. Owoz, ta prosta nie
moze by¢ rownolegta zarazem do trzech plasczyzn spolrzednych ;
wiec wielokat musi by¢ zamkniety.

To twierdzenie ttumaczy dlaczego trzeba trzech rownan dla ro-
wnowagi punktu wolnego, i dlaczego te réwnania sa dostateczne.
7. tej przyczyny rownania (1) i (2), chociaz sa réznego ksztaltu,
stanowia dwa uklady rownowarte ; kazdy z tych ukladow jest ko-
nieczny i dostateczny dla réwnowagi.

1. ROWNOWAGA PUNKTU ZOSTAJACEGO NA POWIERZCHNI. Jesli sita
dzialajaca na punkt materyalny A, zmuszony znajdowaé sie na
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danej powierzehni, jest normalna do tej powierzchni, punkt zosta-
nie w spoczynku ; bo jego ruch, gdyby byt mozebny, mogtby sie
zaczaé tylko w kierunku stycznej do powierzchni. Owoz, w punk-
cie A powierzchni, wszystkie styczne sa prostopadle do normalne;j,
i temsamem wszystkie kierunki ruchu sa jednakowe wzglednie do
sily ; niema tedy zadnej przyczyny, zeby ruch punktu zaczynal sie
racze] w jednym kierunku niz w drugim; wiec sig nie zacznie
w zadnym. Ale, jesli punkt materyalny A, lezacy na danej po-
wierzchni, kiérej opusci¢ nie moze, podlega sile pochytej do po-
wierzchni, to nie zostanie w spoczynku. Bo mozna roztozyc te site
na dwie inne sity, z ktorych jedna ma kierunek normalny do po-
wierzchni, a druga jest naplasczyznie stycznej; pierwsza prze punkt A
ku powierzchni i jest zniszezona przez jej opdér, druga majaca caly
- skutek posunie ten punkt na powierzchni, jesli niema obcej prze-
szkody.

Ztad wynika ze powierzchnia materyalna swoim oporem niszczy
tylko te sily ktére sa do niej normalne, ale nie niszezy innych. Wige
ogélnie, zeby punkt materyalny, na ktory dziataja sity P, P', P",...,
mogt si¢ utrzymaé w rownowadze na powierzchni na klorej musi
zostawaé, trzeba i dosé jest zeby wynikowa:- R tych wszystkich sit
bylanormalna do powierzchni.

Wyrazmy te warunki analityeznie. Nieeh beda X, Y, Z skla-
dowe. wynikowej R sit P, P', P",..., i f(z, y, 2) =0 rédwnanie
powierzchni. Dostawy katow, jakie wynikowa czyni z trzema skla-
dowemi, sa proporcyonalne do X, Y, Z; a zas dostawy katow,
Jakie normalna do powierzchni w punkcie (z, y, z) czyni z trzema
osiami prostokatnemi, sa proporcyonalne do i‘é, Z’: :Z Wiec,

poniewaz wynikowa powinna mie¢ kierunek normalnej, trzeba i
dosc jest zeby byto

AL R L
(3) df ATy
dx dy dz

Wyraza sie te dwa jedyne warunki réwnowagi punktu na po-
wierzchni, mawiac ze summy sit szacowanych wzgledem trzech osi
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musza by¢ proporcyonalne do pochodnych réwnania powierzchni,
odniesionych do punktu przylozenia.

Jesli, dajac kierunek i natezenie sil P, P, P”,... nie oznaczono
polozenia punktu materyalnego A napowierzchni, spotrzedne z,y, 2
tego punkiu w réwnowadze wyznacza si¢ za pomoca dwdeh réwnai
powyzszych i rownania powierzchni f(z, y, z) = 0.

7 tem wszystkiem moze by¢ jeszeze do dopelnienia inny warunek
rownowagi. W samej rzeczy, gdyby powierzchnia stawila opodr
w jedna tylko strone, wtedy wynikowa sit danych powinna dziataé
w strone przeciwng ; bo inaczej nie bylaby zniszczona. T tak, gdyby
punkt materyalny A byl tylko potozony na powierzchni, ktérej prze-
niknaé nie moze ale z ktorej moze byé zdjety, w tym przypadku
nie dosé jest dla réwnowagi zeby wynikowa sit byla normalna do
powierzchni, frzeba jeszcze zeby parta punkt w strone przeciwna
oporu tej powierzchni,

42. Punkt materyalny A, pod dziataniem sit P, P’, P”,... zosta-
jacy w réwnowadze na danej powierzchni, wywiera na nia parcie
zniszczone przez jej opor. Ten opor powierzehni, réwny i przeciwny
parciu jakie ona wytrzymuje, jest pewna sita normalna ktorej nate-
zenie oznaczymy przez N. Jesli wiec zastapimy powierzchnie przez
site N, bedziemy mogli uwazaé punkt materyalny A, zostajacy na
powierzchni, jako calkiem wolny w przestrzeni, pod dziataniem
sit P, P, P’ i N. Tym sposobem rzecz si¢ przywodzi do wyrazenia
rownowagi tych wszystkich sit. Wprawdzie wielkos¢ sity N jest
nieznana a priori, wiadomo tylko ze dziata wedle normalnej, w jedna
albo w druga jej strone; ale, jako zaraz zobaczymy, sita N lalwo
si¢ wyrnguje. Aby znalezé rownania szukanej réwnowagi, nazwij-
my A, p,v kaly jakie jeden z dwdch kierunkow normalnvej tworzy

z trzema osiami prostokatnemi; zréwnania powierzehni /'(z, y, z) =0
olrzymamy

df

“dx

e

/

(lOS} i

Trzeba zostawi¢ podwdiny znak ==, ho sita N moze dziataé
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w jedna albo w druga strone normalnej. A jesli dla skrdcenia

uczynimy

Wi i

) (m) @

sktadowe sity N beda

- phdigeo, ol i b : PN
hdos)_NVﬂ, Ndos,.._._NV@, Ndosy=NV -

Wige, nazywajac X, Y, Z skladowe wynikowéj R sit P, P, P"..
bedziemy mieli trzy réwnania réwnowagi

X+ N8V = Y+Nvdf— y RN L=

ktore wyrazaja ze wynikowa sit danych jest normalna do wiadomej
powierzchni.
Rugujac teraz N, albo, co to samo, NV, otrzymujemy réwnania

X 1 LA/
df 5 df = df
dz  dy dz

To sa wlasnie dwa juz wiadome warunki rownowagi punklu ma- -
teryalnego na powierzchni.

Jesli tym rownaniom staje sig zadosé, istnieje réwnowaga,
mozna wyznaczyé opor N. Jakoz, mamy

et Ml S0 F ol RS
L T i (zf~v\ + T
da; dy dz

Co pokazuje ze V ma znak przeciwny ilorazom 7 aqp

SR
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a opér N powierzchni jest sita rowna i przeciwna wynikowej R sit
danych. i

Aby daé przyktad réwnowagi punktu materyalnego na powierz-
chni, uwazajmy dwa punkta A(zg, 7o, 20) 1 B(z, y, 3) zlaczone linia
prosta niezmienng AB=— »; 1 przypusémy Zze punkt A zostaje
niezmienny a punkt B ruchomy; ten ostatni bedzie sie mogl po-
ruszaé tylko na powierzchni sferycznej, majacej rownanie

F@,y,3,) = (2 — 202 4 (¥ — y0)* + (3 —20)> — 72 = 0.

Ztad

O o arai af _ o0y — af _ o — »
E—Q(J’ o), - d—y—‘)(y Yo)> (T;—Q(v %)

Wigce, oznaczajac jako zwykle, przez X, Y,Z summy algebryczne
rzutow, na frzech osiach spoirzednych, sit P, P’, P’,... ktore dzia-
faja na punkt ruchomy B, mamy dla réwnowagi tego punktu dwa
rownania

X Sabn Ut W oadig
r—xy Y—1if  z—5

Te réwnania dowodza ze wynikowa sit danych P, P', P’,..., dzia-
tajaca wedle promienia sfery w jedna albo w druga strone, jest
prostopadla do tej sfery. Zreszla, biorac odwrotnosci otrzymujemy
rownania '

& —=%ov)s Y=—YoulnsdiZ
b IR Py el

ktore wyrazaja linie prosta przechodzaca przez punkt A(zo, o, ) ,
i wedle ktorej dziata sita majaca sktadowe X, Y, Z.

Wiee, zeby linia prosta, kiorej jedna skrajno$é jest stata a druga
podlegta sitom P, P, P",... utrzymala sie w rownowadze, trzeba i
dos¢ jest zeby wynikowa R wszystkich sit dziatala wedle tej pros-
tej, w jedna albo w druga strone.
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Ale, jeslipunkta A i B sa polaczone nicia nierozciagalna, wiedy
dla rownowagi trzeba zawsze zehy wynikowa R miata kierunek
prostej AB, inadto jeszcze zeby dziatala w strone AB, od punktu
stalego A do ruchomego B. Opdr prostej niezmiennej AB, jako
takze teznosé nici AB, jest sila réwng i przeciwng wynikowej R
co oczywiste,

Przypuszezajac ze wielko$é i kierunek sit P, P, P"... sa dane,
tatwo wyznaczy¢ polozenie prostej AB w rownowadze. Jakoz, ro-
wnania powierzchni i réwnowagi daja

X Y Z R,

£—iy T Y —Yo  E—Z 7

a zatem

Xr Yr ZL
'73:'7"0‘{“”[1: ?/——"yo’f'ﬁ"’ 5':50_1"7):'

43. ROWNOWAGA PUNKTU NA LINIT KRzYWEJ Gdy punkt materyal-
ny A, pod dzialaniem sit P, P, P’,..., musi zostawaé¢ na danej
krzywej, rozumujac jako w rownowadze punktu na powierzehni,
widzimy latwo ze, w obecnym przypadku, dla réwnowagi trzeba i
dosé jest zeby wynikowa wszystkich sit przylozonych byta normalng
do krzywej, to jest znajdowala sig na plasczyznie normalnej w punk-
cie A. Owoz, dostawy katow, jakie wynikowa R sil P, P', P".....

czyni z pol-osiami dodatnemi, sa %i, %, é; a zas dostawy katow,
jakie styezna do danej krzywej w punkcie A czyniz temi osiami,

de dy dz
A ds’ ds®
krzywej i spotrzedne odpowiedajace punktowi A. Poniewas w punk-
cie. A normalna jest prostopadta do stycznej, dostawa ich kata jest
zero; zatem

oznaczajac przez ds i z,y, z rozniczke tuku

X ‘dx Y dy Ll !
Rzt Aol . on 95

Wiec rownanie rownowagi punktu materyalnego A na danej
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krzywej jest
(4) Xdx - Ydy -+ Zdz = 0.

Linia krzywa, jako przeciecie dwoch powierzchni, przedstawia
sie przez dwa réwnania

f(:"" Y ) =0, ol Yy 3) =03

zatem, biorac z za zmienne niezalezng, ofrzymamy prosilsze ro-
wnania réwnowagi punkfu A,

- dy e BB
X -+ Yd—l —{—LTH—_O.

Jesli polozenie punktu A nie jest dane na linii krzywej, wtedy
mamy do jego wyznaczenia powyzsze rownanie rownowagi z dwowma
rownaniami tej krzywej.

44, Gdy punkt A jest naprzéd dany na linii krzywej, uprosei si¢
rownanie rownowagi biorac styezne za os z’v naprzyklad; al-
Bl iy i 02

bowiem ze wtedy - =

-~ =0, co przywod z i réwnanie
(lLL' 7 (l’.l/ 2 I o

rownowagi do
X =t

Ten wynik tatwo sie ttumaczy. Rozkladajac kazdg zsit P, P, P7,...
na dwie, z ktérychby jedna byla skierowana wedle stycznej a druga
znajdowata sig na plasczyznie normalnej do danej krzywej, widzimy
zaraz ze wynikowa ostatnich sil jest normalng do krzywej; wigce
jedynym warunkiem rownowagi jast réwnanie X = 0.

45. Mozna otrzymaé roéwnanie réwnowagi (4) innym sposobem
ktory znaé nie zaszkodzi. Oznaczmy, jako zwykle, fprzez N opér
danej krzywej, albo jeszeze teznosé wiazadla Ktore zmusza punki
materyalny do zostawania na niej; przez A, u, v katy jakie kierunek
oporu czyni z trzema osiami prostokatnemi; przez X, Y, Z summy
algebryezne rzutéw sit P, P, P”,... na tych osiach. Jesli zastapimy
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danga krzywe przez sile N, punkt A bedzie wolny; zatem (rzy
rownania rownowagi wyraza sie przez

X 4 Ndosx =0,
Y -+ Ndosx =0,
Z 4+ Ndosx = 0.

Aby wyrugowaé N, pomndézmy te rownania odpowiednio przez
du, dy, dz, i dodajmy stronami ; znajdziemy

Xdir 4 Ydy + Zdz + N(dz dos ) - dy dosp - dz dosy) =0

e dy o= B
Ale ilos¢ 7s dosx 4 FA dosp - = dosv, wyrazajaca dostawe

kata norrﬁalnej ze styczng w punkcie A krzywej, jest zero; wiec
rOéwnanie przywodzi sig do

Xdz ++ Ydy -+ Zdz = 0;

co wladnie stanowi wiadomy juz warunek réwnowagi. Trzy poprze-
dnie réownania wyznaczaja wielkos$é i znak sktadowych Ndosi,
Ndosp, Ndosy, ktore sa réwne i znakow przeciwnych sktado-
wym X, Y, Z. To dowodzi ze opér danej krzywej, albo teznosé
wiazadia, jest sita réwna i przeciwna wynikowej sit dzialajacych na
punkt materyalny A; co oczywiscie byé powinno.

Na zastosowanie, uwazajmy punkt matevyalny ktory musi zosta-
wac na okregu kola majacego rownania

(2 = &)+ (y =—=yo)} — 12 =0, z— 5= 0.
Te rownania daja :
(z = z)dz 4 (y — yo)dy =0, dz =10,
albo

il dy  dz
Y — Y ";_([0-—‘ 0




ROWNANIA ROWNOWAGI, hi

zatem rownanie (4) staje sie
X(y = o) — Y(w— 2) =0
albo

X ¥

L—=Ty Y —Yo

Ostatnie rownanie, do ktorego skladowa Z nie wehodzi, pokazuje
ze wynikowa sit P, P, P’.... jest na plasczyznie normalnej do
okregu kola w punkcie A.

Gdy sity P, P, P,... sa dane z wielkosei i kierunku, wtedy spol-
rzedne polozenia punktu A wrownowadze, wyznaczone za pomoca
powyzszych réwnan, sa :

Xr Yr
‘E:“'O+\X—‘3—/TY2 : ,'/:?/""I"Jﬁ’ = 3.

Jesli wynikowa sit P, P/, P"... ‘jest prostopadia do plasczyzny
okregu na ktérym punkt materyalny A musi zostawaé, bedzie

iy 0 0
X iy o=y apd .:L’:x'o—{—ﬁ, y:y(,—|—-6, %= %

W tym przypadku potozenie punktu A w rownowadze jest istotnie
niewyznaczone. Jednakze, gdyby punkt A byl tylko polozony na
okregu, wtedy trzebaby koniecznie zeby wynikowa sit parla ten
punkt do okregu.

ROWNOWAGA UKEADU BRYLOWEGO WOLNEGO W PRZESTRZENI.

Moznaby odrazu daé réwnania ogélne réwnowagi sit przylozo-
nych do punktow maleryalnych, niezmiennie z soba polaczonych,
ktore stanowia tak zwany uklad brylowy wolny w przestrzeni; i
dopiero, z tego ogélnego praypadku, przejs¢ do szezegolnych, w kto-
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rych sity leza na jednej plasczyznie, albo sa réwnolegte miedzy
soba w przestrzeni. Taki sposob wykladu bylby niezaprzeczalnie
logiczny, ale nie bylby dosé prosty. Wolimy wiec zaczaé od przy-
padkow szezegolnych, i, stopniujac trudnosei, wzniesé si¢ do przy-
padku ogdlnego. Czynimy lo jeszcze nie tylko dlatego ze latwiej
przechodzié¢ od rzeczy prostych do skladawnych, niz nawzajem ; ale
takze z przyczyny ze, tak postepujac, znajdujemy tatwo ogélne twier-
dzenia momentow sif, ktore wazna teorya dwojanéw uwydatnia.

45 ROWNOWAGA SiL NA prasczyzNie. Niech beda sity P, P/ P/,. ...

-ezace na jednej plasezyznie, przylozone do punktéw A, A, A”.....
ukladu brylowego niezmiennego. Wezmy na plasczyznie tych sit,
punkt O za poczatek spolrzednych ; poprowadzmy dwie osie spot-
rzedne OX, OY, i oznaczmy przez XiY,X 1Y, X"iY’,... skla-
dowe sit P, P', P’,... przez z iy, a'iy, 2 iy’,... spoirzedne
punktow przylozenia A, A’, A”,..., odniesione do tych osi. Owoz,
jesli do punktu O, stale polaczonego z ukladem, przeniesiemy
wszystkie sity rownolegle do nich samych, wiemy zaraz ze dla ré-
wnowagi trzeba i dos¢ jest zeby wynikowa przeniesienia byta zero, i
dwojan wynikowy byt takze zero. Dopelnia si¢ pierwszego warunku,
wyrazajac ze skladowe sil, odviesione do osi spélrzednych, daja na
kazdej summe¢ algebryczna zevo ; aby zas dopetni¢ drugiego wa-
runku, poniewaz wszystkie dwojany, pochodzace z przeniesienia sit
zadanych, sg na jednej plasczyznie, do$é wyrazi¢ ze summa alge-
bryczna ich momentow jest zero.

Wige réwnania rownowagi sit lezacych na jednej plasczyznie sa
X4+X4+X4..=0 YJYIYVL..=0
Pp+Pp P ... =0,
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albo prosciej

(5) RXTET0 Ry i 1) SIS —10

46. MoMENT SIEY wzGLEDEM PUNKTU (*). Nazywa si¢ momentem sity
wzgledem punktu, wieloczyn tej sily przez jej odleglosé od tego
punktu. T tak, jesli z punktu O spuscimy prostopadte OH na kie-
ranck AP sity P, wieloczyn P.OH alho Pp bedzie momentem

sity P wzgledem punktu O. Ten punkt O nazywa sie srodkiem
momentow.

Teraz powyzsze trzy rownania rownowagimoga sie tak wystowic :

Aby sity lesgee na jednej ptasczyznie, @ praytozone do uktadu punk-
tow miezmiennie powiazanych miedzy soba ale wolnych w praestrzent,
byty w rownowadsze, trzeba i dosé jest zeby skladowe sit, réwnolegte do
dwich osi spotrzednych na ich ptasczyznie, czynity summe zero na kai-
dej z tych osi, i zeby summa momentow sit wzgledem jakiegokolwiek
punktu ptasczyzny byto takie zero.

47. Gdy summy xX i =Y niesa obie zero, wiedy, jakakolwiek
jest summa =Pp, dany uktdd sit ma wynikowe. Albowiem, jesli
2Pp =0, ta wynikowa istnieje oczywiscie; a jesli TPp nie jest
zero, wynikowa przeniesienia i dwojan wynikowy, znajdujace si¢ na
jeduej plasczyznie, przywodza sie do jednej sity klora jest wyniko-
wa ukladu. )

Nazwijmy R te wynikowe, X, Y jej skladowe, i R» moment .
wynikowej wzgledem poczatku O spotrzednych. Jesli do wyniko-
wej R przylozymy sile — R réwng i wprost przeciwng, uczynimy
rownowage w ukiadzie ; wiec bedzie

X — X, =0, =Y —-Y =0, :Pp— Rr=0,

Ztad
(6) ==X, Hals=2Y
(1) R =P

(*) Zobacz not¢ na koricu tomu.
MECHANIKA. fl
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Dwa pierwsze réwnania daja wartos¢ skltadowych wynikowej R.

Znajac te wartoéci i kat osi spolrzegdnych, mamy wielkos¢ wyni-
kowej

R = y/(=X)® I (=Y)2}-2=X. =Y dosb .

Réwnanie (7) wyraza ogélne twierdzenic momentow sil wzgle-
dem punktu lezacego na ich plasczyznie, ktore sig¢ tak wystowia :

Gdy sity, lezace na jednej ptascayznie majo wynikowe, moment ftej
wynikowej wzyledem jakiegokolwiek punktu plasczyzny jest rdwny
summie momentéw sit sktadowych.

W tej summie trzeba daé znak wiecej momentom ktorych sity
maja dazno$¢ do obrotu swych punktow przylozenia, okolo punk-
tu O, w te sama strone, a znak mnie) tym ktorych sity obrocityby
le punkta w strone przeciwna.

Zlad wynika ze momenta dwoch sit wzgledem punktu wzietego
na kierunku ich wynikowej sa réwne.

Jesli =X=101isY=0 ale sz;f\< 0, mkiad Po PraBl oo
przywodzi sie do dwojanu wynikowego.

48. Réwnanie momentéw moze wziagé inny ksztalt, dogodniejszy
w zastosowaniu. Jakoz, zamiast przenosi¢ do punktu O sile P,
przeniesmy jej skladowe X, Y. W tym celu, przylozmy do punk-
tu 0, w kierunku osi z dwie sily X, — X rowne i wprost prze-
ciwne, a w kierunku osi y# dwie sitly Y, —Y takie rowne i
wprost przeciwne ; przez co nie naruszymy w niczem skutku sil
ukladu. Mamy wiec w punkecie O dwie skladowe X, Y, i dwa dwo-
jany (X — X), (Y —Y) ktorych momenta linijne sa liczebnie
Xywst0, Yo wst0. Jedli teraz uwazaé bedziemy za dodatne skla-
dowe X, Y ktore powigkszaja spolrzedne z, y punktu przytozenia,
za odjemne te ktore je zmniejszajg, i, baczac na znaki skladowych
i spétrzednych, obejrzymy rézne polozenia sit, zobaczymy tatwo e
dwojan (X, — X), naprzyklad, zmienia strone swojego obrotu gdy
jeden tylko z dwoch czynnikow wieloczynu Xy zmienia znak, a ten
dwojan nie zmienia strony obrotu gdv oba czynniki zachowuja
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swoje znaki, ulbo je zmicniaja oba zarazem. Owoz, na mocy prayjetej
ugody (28), dwojan (X, — X) jest dodatny a dwojan (Y, —Y) od-
jemny. To dowodzi ze moment linijny dwojanu (X, — X) ma znak
wieloczynu Xy, a za$ moment linijny dwojanu (Y, — Y) ma znak
przeciwny znakowi wieloczynowi Yz. Ztad wnosimy Zze momenta
linijne tych dwdch dwojanéw wyrazaja sie, co do wielkosei i do
zaku, przez wieloczyny Xywst0, — Yoz wsl0. A ze te dwojany sa
na jednej plasczyznie, wiec ich momenta linijne czyniag summe
algebryezng  (Xy — Yu) wst0. Tak samo dwojany pochodzace
z przeniesienia skiadowyeh X' i Y, X" 1 Y’,... daja summy
X1y — Y'a)wst0, (X'y" — Y'z")wst0,... Wiec, dodajac te wszys-
tkie summy, otrzymujemy dla rownowagi dwojanéw réwnanie

Pp= Xy — Yo+ Xy — Yo' 4+ Xy — Ya" 4 ..)wst6 =10
albo
Xy —Yr) ="'

Dobrze jest uwazaé ze

v, Pp
Xy ronlg = wst '

Wiemy ze uklad sit P, P/, P’,... ma wynikowe R gdy summy
=X i 2Y nie sg obie zero; szukajmy teraz punktu przylozenia tej
wynikowej. Jesli oznaezymy priez X, Y, skiadowe wynikowe] R,
przez xy, yy spolrzedne punktu jej przylozenia, rownanie (7) daje
Zaraz

lel ST Yldfl — E(X‘I/ 0 YJ')‘

Wige, czynige 2(Xy — Yu) = G,
many
) Yo, =Xy +6G=",

"o rownanie pierwszego stopnia na zy, y; przedstawia, na plas-



52 ROZDZIAL 1I.

czyznie sit P, P, P’,... miiejsce punktow przylozenia wyniko-
wej R, to jest lini¢ prosta wedle kiorej ona dziata, Co wlasnie by¢é
powinmno.

h9. Zwykle dla uproszezenia bierze si¢ osie spotrzedne prosto-
katne. W tem zalozeniu nazywajac o, o/, o,... katy jakie sity P,P'...
czynia z osig odeiglych, frzy rownania rownowagi, znalezione w nu-
merze 5, staja sie
Pdos o + P'doso’ |- P’ dose” el M
Pwsta o P'wsto! - P"wste” ... =0
P(y dosa — zwsla) - P'(y" dos of — w!wsta"
+ P"(y" doso” — &" wsta") + ... = ¢.
albo krocej
SPdosa=10, - 2P wstea—=10
EP(zdos » — y wsta) = 0.
Gdy uklad P, P/, P”,... ma wynikowe R kiéra czyni kat a z osia
odcigtych, sita rownai przeciwna ma te sama wielkosé R, ale czyni
z 0sig odcietych kat o - =, i jej skltadowe sa

Rdos(w 4 @) = — Rdosa, R wst(x + @) = — Rwsta.

Jesli wiec do wynikowej R przylozymy site rowna i wprost prze-
ciwng, ktéra sprawi rownowage w ukladzie, bedziemy mieli

SPdose — Rdosa =0, SPwsta— Rwsta = 0.

2P(y dos & — z wst &) — R(y, dosa — z; wsta) = 0.

Ostalnie réwnanie jest to samo co (8); dwa pierwsze daja skta-
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dowe wynikowej R, jej wiclkos¢ i kierunek, to jest

R dos @ = Pdos«, R wsta = EPwsla«,

R= \/(EPdds o) + (EPwstap,

stya = M
- SPdosa

50. ROWNOWAGA SIE ROWNOLEGEYcH. Niech beda sity rowno-
legte P, P/, P",... przylozone do ukladu punktéw A, A7, A%.....

24

w przestrzeni, niezmiennie miedzy soba powiazanych. Przez jaki-
kolwiek punkt O przestizeni, poprowadzmy proste 07 rownolegla do
kierunku sit danych, i dwie dowolne proste 0X, 0Y. Jesli wezmie-
my te trzy proste za osie spotrzednych, i oznaczymy przez &, y dwie
odciete punktu przylozenia A sily P, wiedy z, y beda spolrze-
dnemi punktu B w ktérym kierunek sity P przebija plasczyzne XY.
Owoz, przypuszezajac poczatek sporzednych O niezmiennie pola-
czony z ukltadem punktow A, A'...., mozemy zastapié site P przez
sile rowna tego samego kierunku, przylozong do punktu O, i przez
dwojan (P, —P) majacy BOwstBOZ za ramie dzwigni. Roz-
16zmy ten dwojan na dwa inne lezace na plasczyznach ZX, ZY.
Zeby to uczynié, na przekatnej OB dopelnijmy rownolegloboku
OCBD, i do wierzeholka D praylozmy dwie sily przeciwne, rowne
sile P i do niej rownolegle; poczem przeniesmy dwojan P.BD
na plasezyzne réwnolegta ZX. Tym sposobem otrzymujemy dwa
dwojany skladowe; jeden- jest na plasczyznie ZX i ma ramie
dzwigni OCwstZ0X, drugi na plasezyznie ZY ma ramie diwigni
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0D wst ZOY. Oczywiscie te dwa dwojany sa to samo co dwojan
P.OBwstZOB. Co do znakéw, widzimy tatwo ze miedzy dwojanami
lezacémi na plasczyznach spoirzednych, te sa dodatne ktérych mo-
menta linijne znajduje sie z tej samej strony co pol-osie spotrze-
dnych dodatnych. Zatem, jesli bedziemy uwazali za dodatne te
z sit P, P, P'... ktore powickszaja rzedne punktéw przytozenia,
a za odjemne te ktére je zmnuiejszaja, momenta linijne dwoch
sktadowych dwojanéw, majaeych sity P, P'... wyraza sie przez
— PrwstZOX, i — PywstZOY, P'z’'wstZOX i P’y wstZOY,...

Tak uwazane sity rOwnolegte P, P/, P”... przeniesione do punktu O,
daja summe algebryezng P | P' - P” 4-.....; a dwojany powsta-
jace z tego przeniesienia daja dwojany skiadowe na plasczyznach
ZX i ZY, ktorych momenta linijne ezynia summy algebryczne
(P} Pla! - P'z" |- ...) wst XOZ i (Py—-P'y’ +P"y"-...)wst YOZ.
Wige warunki rownowagi sit réwnoleglyeh, przylozonych do ukia-
du brylowego wolnego w przestrzeni, sa

(9) SE == SRR =) SN Py —

54. MOMENT SIEY WZGLEDEM PLASCZYZNY. Nazywa si¢ momentem
sity wagledem plasczyzny wieloczyn lej sily przez spélrzedne punk-
tu przylozenia odpowiedajaca tej plasczyznie. T tak, wieloczyny
Pr, Py sa momentami sity P wzgledem plasczyzn YZ, XZ.
Jako widzimy, moment sity wzgledem plasczyzny zalezy od punkiu
przyltozenia sity a nie od jej kierunku; gdy przeciwnie, moment
sity wzgledem punktu zalezy od kierunku sily a nie od jej punktu
przylozenia,

Wprowadzajac nazwisko momentu, wysiowia si¢ powyzsze ro-
wnania jako nastepuje :

Dla réwnowagi sit réuwnolegtych, warunkiem koniecznym i dosta-
tecanym jest zeby summa algebryczna tych sit byla zero, @ seby summa
algebrycana ich momentdw wzgledem dwith plasczyzn, przecinajo-
cych sie rownolegle do sit, byla zero na kaidej = (ych ptascsyzn.

52. Gdy sity rownolegle P, P’, P’,... nie sa w rownowadze, a
maja wynikowe R, przechodzaca przez punkt ktorego dwie od-
ciete sa @, 13 wtedy, poniewaz przykladajac do wynikowej R
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site — R, réwna i wprost przeciwna, czynimy réwnowage, bedzie
R —R—10,  SPr <Rz, =10, Py — Ry, = 0;

zkad

{10) R="P;li Bz = SPai. Ryf— Py

Te rOwnania wyznaczaja wynikowe R, bo daja jej wielkosé i
polozenie w przestrzeni; byle tylko wartos¢ R nie byla zerem.

Jesli R=0, a summy 2Pz, EPy sa rézne od zera, wtedy
&£=—o0 i y=—o0; w lym przypadku uklad danych sit P, P/, P".

przywodzi sie do dwojanu.

53. Wiemy ze srodek sit rownoleglych, to jest punkt przez ktory
przechodzi zawsze ich wynikowa, zalezy tylko od stosunku tych sit
miedzy soba i od punktéw przylozen, a bynajmniej od kierunku
rownoleglosei (22). Ztad wnosimy ze roOwnanie momentéw

Reiy==5Px

stosuje sie do wszelkiej ptasczyzny, jakikolwiek jest wzgledem niej
kierunek sit rownolegltych. Albowiem jesli, nie zmieniajac punktéw
przytozen ani wielkosei i réwnoleglosei sit miedzy soba, nadamy
sifom kierunek rownolegly do plasczyzny, powyZsze rownanie
bedzie mialo miejsce; wieec ono jest zawsze prawdziwe, poniewaz
te momenta zostaja niezmienne gdy sily zmieniaja kierunki.

Tym sposobem zostaje dowiedzione ogodlne twierdzenie momen—
téw sit rownoleglych wzgledem plasezyzny :

Moment wynikowej sit riwnolegtych wzgledem jakiejkolwiek plas-
czyzny jest rowny summic algebryczney ich momentiw.

Aby, za pomoca tego twierdzenia, wyznaczy¢ srodek sit réwno-
legtych, trzeba wziaé summy momentow sif wzgledem trzech plas-
czyz spolrzednych; to jest

R, — 3Bz, =L By =Py Ba == Pa;
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zkad
(11) QU BPE g Ry iy BB

Te réwnania pokazuja ze srodek sit réwnoleglych lezy na plas-
czyznie wzgledem ktorej summa momentow jest zero. I tak, jesli
2Pr=0, azas R0, bedzie z,=0. Co dowodz ze srodek
sif réwnolegtych lezy na plasczyznie Yz.

54. Gdy sily réwnolegle sa na jednej plasczyznie, ten szezegélny
przypadek, ktéry latwo wprost okazaé, wywodzi sig z ogdlnego ;
dosé tylko uczyni¢c y = 0 w formulach (9), a bedzie

(12) SP=0 i sPz=0.

Wiec, dla réwnowagi sil réwnoleglych lezacych na jednej plas-
czyznie, 1 przylozonych do uktadu brylowego wolnego w przestrzeni,
trzeba i dos$é jest zeby summa algebryezna tych sit byla zero, i
summa algebryezna ich momentéw wzgledem jakiegokolwiek
punktu plasczyzny bylo takze zero.

Jeslisumma =P nie jest zero, sity réwn olegle lezace na jednej plas-
czyznie maja wynikowe R, ktora nastepujace formuly wyznaczaja,

=3P i Raji= ZPas

»Px

kg E

55. ROWNOWAGA SIE JAKICHKOLWIEK W PRZESTRZENI. Niech beda

Zy z P/
B /E
G s 4
i X
Y ~Q
+Z
=)' A
X AX ; X’
0 G
v -Z
D B

sity P, P, P’... praylozone do punktéw A, B, C.... ukladu bry-
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towego ; oznaczmy przez (X, Y, Z), (X', Y, Z/),... sktadowe tych sit
wzgledem trzech osi jakichkolwiek OX, OY, 0Z, iprzez (z, y, z),
(!, y',%),... spOlrzedne punktow przylozenia.

Uwazajmy jedna z sit danych, naprzyklad site P przytozona do
punktu A (z, y, z). Mozemy przeniesé sktadowe AZ rownolegle
do niej samej do poczatku O spélrzednych, to jest zastapié ja
przez sitg rowna i réwnolegla OZ, i przez dwojan (Z, —Z) le
zacy na plasczyznie ABOZ. Ten dwojan rozklada sie na dwa, lezace
na plasczyznach ZX i ZY; pierwszy ma ramie dzwigni OC wstZ0X,
drugi ramie dzwigni ODwstZOY. Momenta linijne tych dwojandw,
na mocy wiadomej ugody znakéw, wyrazaja si¢ przez

— ZxwstZOX, — ZywstZOY.

Rozamujac podobnie, znajdziemy fatwo ze skladowa AX prze-
niesiona do punktu O, réwnolegle do siebie samej, daje site ro-
wng irownolegly OX, i dwa dwojany ktore leza na plasczyznach
XY, XZ, i maja momenta linijne — XywstX0Y, - Xz wst XOZ.

Nakoniec, skladowa AY, przeniesiona do 0, daje site rowna
irownolegta OY, i dwa dwojany lezace na ptasezyznach YX, YZ,
ktérych momenta linijne sa - Yz wstYOX. — Yz wst YOZ,

Dodajac teraz momenta linijne dwojanow lezacych na jednej
plasczyznie, bedziemy mieli, zamiast sity P, jej trzy skladowe
X, Y, Z przylozone do punktu 0, itrzy dwojany lezace na plas-
czyznach spolrzednych, ktérych momenta linijne, odpowiedajace
trzem osiom spOtrzednym XX/, YY’, ZZ!, sa

(Zy — Yz) wstYOZ, (Xz— Zz)wstZ0X, (Yz — Xy)wst XO0Y,

Te trzy ilosci wyrazaja sktadowe dwojanu powstajacego z prze-
niesienia sity P, réwnolegle do niej samej, do punktu O,

Jesli tak samo przeniesiemy do punkiu O skladowe wszystkich
sit danych, réwnajac do zera, kazda summe sktadowych rowno-
leglych do jednej z trzech osi spotrzgdnych, i kazda summe mo-
mentow linijnych skladowych odpowiedajacych jednej z tych osi,
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otrzymamy szesé nastepujacych réwnari

g X =10, Vo= 10y =0,

13
( )( 2(ly —Yz) =0, =Xz —Zz)=0, %(Yo—Xy)=0.
tore sg konieczne i dostateczne do réwnowagi ukladu brylowego
niezmiennego i wolnego w przestrzeni (*).

Te szes¢ rownan nazywaja sie rdwnaniami ogélnemi réwnowagi,
dlatego ze sie stosuja do réwnowagi ukladu materyalnego jakiego-
kolwiek, chociaz wtedy nie sa juz dostateczne.

56. Gdy osie spOlrzedne sa prostokatne, nazywajac o, 8, y katy
ktore sita P czyni z temi osiami, bedzie

X=Pdosa, Y =PdosB, Z=Pdosy.

Zatem powyzsze sze$¢ rOwnan rownowagi staja sie

IPdosa — 0, SPdosp=0 =Pdosy =0,

2P(ydosy—zdosp)=0, 3P (zdose—zdosy)=0, =P(zdost—ydose)=0.

Trzy ostatnie rownania moga sie przedstawié¢ w innej postaci,
ktéra waina gra role w Mechanice. Jakoz, sita P rozklada si¢ na
dwie, Pdosy i Pwsty; pierwsza jest rzutem sily P na osi 0Z,
druga jej rzutem na plasczyznie prostopadlej do tej osi. Przypusz-
czajac w ostatniej figurze osie spolrzedne prostokatne, widzimy
ze sita Pwsty, ktéra nazwiemy O, lezy na plasezyznie AFEG
prostopadiej do OZ i jest wynikowa sit Pdose, Pdosp; zatem
moment sity Q, wzgledem punktu spotkania E osi z plasczyzna,
jest réwny summie algebrycznej tyech dwdch sktadowyeh, i wyraza

(*) Aby latwiéj pamietaé trzy ostatnie réwnania, dos¢ uwazaé ze si¢ olrzymuja
przez przemiang kolowa liter @, y, = napisanych na okregu kola, od lewej
reki ku prawej. T tak, okoly osi &éw, moment linijny zawiera litery idace po «
w porzadku v, z ; okolo osi iy ndw, litery idace poy w porzadku z, a ; nako-
niec okolo osi =z déw, litery idace po = w porzadku @, ¥.
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sie przez

Qg7 = P(zdosp — ydosa),

gdzie g, znaczac odlegtos$é punktu E od kierunku sity Q, jest
najkrotsza odlegloscia kierunkdow sity P i osi OZ.

- Owdz, druga strona powyzszej réwnosci przedstawia na osi 0Z
rzat momentu linijnego dwojanu, z przeniesienia sity P do punk-
tu O tej osi, wzietego za poczatek spolrzednych; wiec summa
wszystkich rzutéw momentéw linijnych, na osi OZ, jest

(14) EP(zdosB — ydos ) = Qg — IPg wsty.

MOMENT SILY WZGLEDEM LINIT PROSTEJ, Nazywa sie momentem sity
wzgledem linid prostej czyli osi, moment rzutu tej sily, na plasczy-
znie prostopadtej do osi, wzgledem punktu spotkania osi z plasczy-
zna. Formula pokazuje ze fen moment jest réwny wieloczynowi
sity przez jej najkrotsza odleglo$é od osi i przez wstawe kata sity
7 0sia.

Zeby réwnanic (14) bylo zawsze prawdziwe, trzeba uwazaé mo-
ment sily wzgledem linii prostej jako dodatny albo odjemny, we-
dtug jak sita ma daino$é do obracania, w jedna strone albo
w strone przeciwna, ciala do ktérego jest przylozona a ktdéreby
mogto si¢ obracac tylko skolo tej prostej.

Wprowadzajac nazwe momentu sit wzgledem linii prostej, wy-
stowia sie zwykle trzy ostatnie warunki réwnowagi mowiac ze :

W réwnawadze uktadu brytowego wolnego w przestrzent, swmmy
momentow sit wzgledem trzech osi spétrzednych prostopadtych sa
osobno zero,

UwaAGA. Znajac spéirzedne punktu przylozenia A sily P i jej
katy, nietrudno otrzymaé ramie dzwigni p dwojanu (P, — P).
Jakoz,

—2 —2 —2
2% = 0A wst2(OA,P) = 0A — OA dos*(0A,P),
albo

p? =22+ y> -+ 22 — (wdosa -+ ydosP | zdosy)?;
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wiec

p=Va*f 22 = (zdos« | y dosph | zdosy)2

57, Jezeli dany ukfad sif nie jest w rownowadze ale ma wyni-
howe R, aby wyznaczy¢ te oslatnia sposobem ogélnym, wezmy
osie spotrzedne jakiekolwiek, i niech beda X,,Y,, Z, trzy sktadowe
wynikowej, i, yi,2; spolrzedne jej punktu przylozenia. Wprowa-
dzajac sile rowna i wprost przeciwna sile R, to jest przylozona
do tego samego punktu i majaca sktadowe — X,, —Y,, — Z,,
uczynimy rownowage. Wiee, jesli dla skrocenia oznaczymy przez
X, Z, Z summy sil szacowanych wedle frzech osi spotrzeduych,
przez L, M, N summy momentéw linijnych sktadowych ktore
odpowiedaja tym osiom, bedziemy mieli, podtug ogélnych r6-
wnan réwnowagi (13),

X—X,=0, Y—Y =0, Z—7,=0.
L—-Zy+Yzs=0, M—X,z,+Zx; =0, N— Y,z } X35, =0,

Pierwsze (rzy rownania daja skladowe

wyznaczaja zatem wielko$é i kierunek szukane] wynikowej.
Na mocy tych wartosei, trzy ostatnie rownania staja sie

Zy, — Yz, =1L,
(15) Xz — Zey =M,
Yoy — Xy, =N.

Te rownania nie sa oddzielne ; albowiem, mnozac je odpowiednio

przez skladowe X, Y, Z, z ktorych jedna przynajmniej nie jest zero,
i dodajac stronami, mamy réwnanie warunkowe i nierdwnosé

(16) IX4+MYNZ=0 i R0
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ktorym powinno si¢ zadosé uezynié zeby poprzedzajace rownania
byly zgodne, i temsamem wynikowa mozebna. Jesli rownanie
warunkowe i nierownosé sprawdzaja sie, trzy-roéwnania (15) przy-
wodza si¢ do dwdeh, a bedac pierwszego stopnia wzgledem
Ly, Y15 %1, przedstawiaja linie prosta. Wiee dany uklad sit moze
by¢ zastapiony przez jedng site, majaca sktadowe X, Y, Z, i przy-
tozong do jakiegokolwiek punktu tej linii prostej ktora, zreszta,
wedlug jej rownari jest réwnolegla do wynikowej sit X, Y, Z.

Jeslhi

) gt . 3 o
L=M=N=0 i R0,

rownania (15) daja

\
s

b5
N2

To dowodzi ze sity danego uktadu maja wynikowe, ktéra prze-
chodzi przez poczatek spotrzednych.

58. Mozna fatwo mie¢ kat jaki wynikowa przeniesicnia czyni
z plasczyzng dwojanu wynikowego, Jakoz, ta wynikowa R czyni
z trzema osiami spolrzednemi prostokatnemi katy ktérych dostawy

BrEvY e . ke : 5
2 o pe pe @ %s moment linijoy G dwojanu wynikowego

\ ; Hhiniloy g L M N
czyni z temi samemi osiami kgty majace dostawy G’ G’ G}
wige, nazywajac 8 kat wynikowej Rz osia dwojanu wyniko-
wego G, bedzie

LX + MY -+ NZ

dosf — oR

Zeby dany uklad sit miat wynikowe jedyna, wynikowa R prze-

niesienia powinna byé rownolegta do plasczyzny dwojanu wyniko-
wego, czyli prostopadia do osi tego dwojanu ; wiee

LX+MY4NZ _
GR T
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zkad

LXAMY4NZ=0 i RJ0.

Co sprawdza juz wiadome warunki otrzymane ogélniej.

9. Poniewaz wynikowa sit i ich rzuty na osi albo na plasezyznie
nie zmieniaja sie, gdy te sily przenoszy sie, réwnolegle do siebie
samych, do jednego punktu; wigc, na moey twierdzenia dowie-
dzionego w n° 21, mamy nastepujace ogolniejsze :

Gdy sity jakickolwiek w praestrzeni maja wynikowe, raut tef wyni-
kowej na linii prostej, albo na plasczyznie, jest wynikowa rzutéw
sit sktadowych.

Co si¢ tyczy momentow sil wzgledem linii prostej; nazywajac
a, b, ¢ katy wynikowej Rz trzema osiami prostokatvemi, jeshi
wezmiemy na przyklad ostatnie z réwnan (15), mamy zaraz

R(zdos b — y,dosa) = N = 5(Yz — Xy),
bo

Rswstc = 2(Ye — Xy) ;
gdzie s znaczy najkrétsza odlegtosé wynikowej R od osi OZ.
Owoz,
(Yo — Xy) = =Pgwsty;
wiee

(A7) = Rswste = EPg wsty.

Z kad ogdlne twierdzenie momentow sit wzgledem linii prostej :

Gdy sity dane w praestrzeni maja wynikowe, moment tef wynikowe)
wagledem jakiejkolwiek linii prosiej est rowny swmmie algebryczney
momentow sit sktadowych.
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Owoz, summa momentéw sif wzgledem linii prostej jest to

samo co rzut na niej momentu linijnego dwojanu, ktory pochodzi

z przeniesienia wszystkich sit do jednego z punktéow tej linii. Ztad
twierdzenie

Miedzy summami momentow sit wzgledem linij prostych przecho-
dzgcych przez jeden punkt, ta jest mazimum ktéra jest wzieta wzgle-
dem osi dwojanu przeniesienia w tym punkeie.

Summa momentéw sit jest ta sama wzgledem wszystkich prostych
kiore czynia kat réwny z osia dwojanu przeniesienia, albo ktére
tworza stozek obrotowy okolo tej osi. Ta summa jest zero wzgledem
wszystkich prostopadtych do osi dwojanu, Zatem

Miedzy summanmi maximum momentéw sit wzgledem linij prostych
w przestrzent, taejest minimum ktdra jest wazieta wzgledem osi dwo-
Janu minimum.

60. Gdy rownaniu warunkowemu (16) nie staje si¢ zado$é, uklad
sit nie ma wynikowej, i przywodzi si¢ do dwojanu G i do sity R nie
rownoleglej do jego plasczyzny. Szukajmyz wartosci dwojanu mi-
nimum, i réwnan jego osi. Aby je otrzymadé, trzeba wprowadzié do
ukfadu : 1° sile réwna i przeciwna sile R, 2¢ dwojan réwnowarty
i przeciwny dwojanowi G; i wyrazi¢ warunki réwnowagi. W tym
celu, biorac osie spotrzedne jakiekolwiek, oznaczmy przez X,, Y, Z,
skfadowe sity R, przez zy, iy, z, spOlrzedne jej punktu przytozenia,
przez L;, My, N, skiadowe momentu linijnego G’; bedziemy
mieli na wyrazenie rownowagi szesé nastepujacych rownar :

X —X, =0, Y—Y, =0, L—17,=0
L—2y + Y3, — L =0,
M— Xz} 2,2, — M, =0,
N— Yz, + Xy — Ly =0.
Trzy pierwsze rownania daja skiadowe sity R,

X=X, Yi=X, Zrg==iZ
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Przez podstawienie tych wartosei trzy ostatnie rownania staja sie:
Lyy—Yz=L—1L,
Xzy —Zuy =M — N,
Yo, — Xy, =N — N,.

Jesli je pommozymy odpowiednio przez X, Yy Z i dodamy,
znajdziemy réwnanie warunkowe 1 nierdwnosé

LX+ MY NZ—LX—-MY -NZ=0 i RJ0.
Owoz, wiemy ze moment linijny dwojanu minimum, ktory na-

zywamy K, schodzi si¢ z kierunkiem wynikowej R; wigc trzy

skfadowe L;, M;, N; dwojanu K, z odpowiednemi sktadowemi

X, Y, Z sily R, spw stosunku K : R, Zatem, na mocy ostatniego
rownania warunkowego, mamy

L_M_ 2z K

M K LX4MY-MNZ
XooX Thldee BarvwXe P Yadags o

Ztad wywodzimy wartosé¢ dwojanu minimum

_(LX 4+ MY - NZR

(18). K= X2 Y2 |72

Przypuszezajac osie spotezedne prostokatne, znajdujemy

: LX MY . NZ ,
= G<(ﬁ + 'GR— + GT) == G(lOS(G,R),
wynik juz wiadomy.

Podstawmy teraz wartosei L, M,, Ny, wyprowadzone z po-

wyzszego ciggu stosunkow, w réwnanie ktoresmy poprzednio

0
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otrzymali, bedzie

KX

Z]h oy Yi’-‘ = L _T

(19) X, — Loy =M — 5
Y.l,'l L Xyl =N — Ii}?..

Te trzy rownania, z ktoryeh kazde wywodzi sie z dwdeh innych,
przedstawiaja os gfdwng dwojanu, ezyli os srodkowa.

UwaGA. Osie dwojanéw rownych tworza okolo osi gléwnej dwo-
janu hiperholoide obrotowa o jednej plachcie. Jakoz, niech bedzie

OR os gléwnai OK dwojan minimum. Przez jakikolwiek punkt A
przestrzeni poprowadzmy plasczyzne AOH prostopadia do osi
glownej OR, iprzez punkt O prostopadte OH do plasczyzny AOR.
Jesli przeniesiemy site R rownolegle do niej samej z punklu O
do A, utworzymy dwojan (R, — R) ktorego momentem linijnym,
bedzie OH = R.0A = Rr. Owoz, dwojany OH i OK skladaja sie
w jeden wynikowy, ktorego momentem linijnym jest przekatna OG
rownolegtoboku wystawionego na OH i OK; wige, oznaczajgc
przez K, G momenta linijne OK, OG, przez 6 kat GOR, otrzy-
mujemy

R
so=- i G=Ki Ry

Wartosei G i 0 sa funkeyq jednej zmiennej 7; to dowodzi Ze.
MECHANIKA. 5
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dla wszystkich punktow okregu OA majacego o$ OR, dwojany sg
rowne, i ich osie tworza, okolo osigléwnej, hiperboloide obrotowa

ktorej szyja jest kolo OA a pdt-osia urojong »dotd = I—i Ta hi-

perboloida ma rownanie

2 1 2 R |
) s ==

ktore sie zmienia tylko z iloscia 7. Ztad pochodzi jeszeze inna whas-
no$¢ osi gléwnej. Dla wszelkiego punktu powierzehni walcowej
ktorej ta linia jest osia, dwojan wynikowy ma te sama wartosé.
0$ dwojanu ma ten sam kierunek dla wszystkich punktéw jednej
krawedzi walca, a zmienia go przechodzac od jednej krawedzi do
drugiej, ale zachowuje to samo nachylenie na os glowna i te sama
odleglo$é. Moment linijny G rosnie z odlegtoscia » od osi gldwnej,
a jego kat 0 zta osip ma za granice kat prosty.

61. Dla zastosowania wylozone]j teoryi, rozwipzmy zagadnienie.
Znaleié warunki réwnowagi dwich punktéw materyalnych A, A,
staczonych lintg prosta niezmienng i podlegtych sitom P, P'.

Oznaczmy przez &, ¥, %, i ', y, ' spOhrzgdne prostokatne
punktéw A i A', przez «, 8, y, 1 o, &, y katy sit Pi P’
z pot-osiami spotrzednych dodatnych; mamy, wedle wiadomych
formul, sze$é rOwnan rOwnowagi :

Pdosa -} P'dose’ =0
(A) Pdosé 4 P'dos6 =0
Pdosy - P'dosy =0

P(ydosy — zdosé) |- P'(y'dosy’ —z'dos&) =0

(B) P(zdosa — wdosy) + P'(z' dosa’ — ' dosy) = ¢

P(xdosé — ydosa)+ P'(+/ dos§ — y' dosa’) = €.
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Trzy ostatnie rownania, na mocy trzech pierwszych, staja sie
Pi(y — y)dosy— (z —z)dosE} = 0
Pi(z — &)dosa — (x—u) dosy} =0
Pz —a)doss — (y — y)dosa} = 0,

152 to samo co dwa rownania zawarte w nastepujacej formule

(©)

Pdose  Pdosé  Pdosy

= =
r—u y—y Z— 1z

CGo stanowi tylko dwa oddzielne rownania.

Widzimy tedy ze szes¢ rownari ogélnych réwnowagi przywodza
sie, w tym szezegolnym przypadku, do pieciu, to jest do rownan
(A) i (C). Rownania (A) wyrazaja ze sity P, P’ sa réwne, i skie-
rowane w strony przeciwne wedle jednej prostej albo wedle dwdch
prostych rownoleglych ; za$ rownania (C) pokazuja ze sita P dziata
wedle prostej ktéra faczy punkla przylozen A i A’ obydwoch
sit P i P. Wiec, dla rownowagi danego ukladu, trzeba i dosé
jest zeby sity P i P, przylozone do skrajnosci linii prostej AA’
niezmiennej, byly rowne i dziataly wedle tej linii w strony prze-
ciwne.

Gdyby, przypuszezajac linig prosta AA’ niezmienng, przytozono
do skrajnosci A sity P, Q,... a do skrajnosci A’ sity P/, Q...
wiedy warunkiem koniecznym i doslatecznym réwnowagi byloby :
zeby wynikewa sit P, Q,... rownala sie wynikowej sit P/, (...
1zeby obie wynikowe mialy kierunek danej prostej AA/, ale dziataly
w strony przeciwne.

62. Rozwipzmy jeszcze drugie ZAGADNIENIE : Znaleié warunk:
riwnowage tréjkatu niezmiennego  AAIAY,  do ktdrego wierzchothéw
se przytozone odpowiedne sity P, P/, Pr,

Wezmy wierzeholek A7 za poczetek spolrzednych prostokat-
nych; zachowujac notacye uzyty wyzej, bedziemy mieli szesé
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rownan rownowagi, w nastepujacym kszialcie,
Pdose -+ P'dosa’ 4 P"dosa” = 0
(A) Pdosé - P'dos€ - P"dos6" =0
Pdosy -+ P'dosy’ - P"dosy" =0

P(y dosy — zdos6) | P/(y'dosy’ — ' dos6) =0
(B) P(zdose — adosy) - P'(z'doso! — &'dosy’) = 0

P(z dos6 — ydosx) 4 P/(x'dos6’ -— y'dosa!) = 0.

Rownania (A) wyrazaja ze kazda z trzech sit P, P/, P, prze-
niesionych rownolegle do siebie samych do jednego punktu, jest
rowna i wprost przeciwna wynikowej dwoch innyeh. Owoz, na
mocey rownania (B), dwa dwojany powstajace z przeniesienia sit
P, P’ do wierzchotka A" niszcza sie; wige sity P, P’ leza na
jednej plascezyznie przechodzacej przez A”, imaja wynikowe ktora
czyni rownowage sile P’ w tym punkeie. Ztad wnosimy ze, dla
rownowagi tréjkata niezmiennego, do ktérego wierzchotkow sa
przylozone odpowiednio trzy sily, trzeba i dosé jest zeby te sily
lezaty na jego powierzehni, 1 zeby jedna z sit byla réwna i wprost
przeciwna wynikowej dwoeh innyeh. Co sie wlasnie zgadza z juz
wiadomem twierdzeniem.

Jedli na kazdy z wierzchotkdw trojkata niezmiennego dziala kilka
sif, skladajac te sity w jedna wynikowe przy kazdym wierzehotku,
przywodzimy zagadnienie do poprzedzajacego, w klérem wyraze-
nie warunkow rownowagi nie przedstawia juz zadnej trudnosei.

Koticzae, zwracamy uwage na te okolicznosé ze, w zadnym
z dwoch przypadkow rownowagi tréjkata dopiero co rozbieranych,
szoste rownanie rownowagi nie wywodzi si¢ z pieciu innych, tak
jako$my widzieli w rownowadze linii prostej niezmiennej (61).

ROWNOWAGA UKEADU BRYLOWEGO NIEZUPEENIE WOLNEGO W PRZESTRZENI.

63. JepeN punk? stAry. Niech bedzie uklad brylowy poddany
sifom P, P"..., i majacy punkt staly O okolo kiorego moze sie
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obraca¢. Przypuszezajac ten uklad w réwnowadze, pojmujemy
fatwo Ze punkt O wyltrzymuje pewne parcie kléremu przeciwstawi
opoér. Owoz, zastepujac punkt O przez site R, réowna oporowi,
a raczej rowna i przeciwng parciu, mozemy uwazaé uktad brylowy
jako wolny w przestrzeni. Wige, oznaczajac przez X,, Yy, 7, skla-
dowe sity Ry, i biorac punkt O za poczatek spélrzednych, mamy
szes¢ roOwnan rownowagi, to jest najpierwej

(20 " EX L X, =0, Y4 Y, =0, 32'4-Z,=0;

a potem, uwazajac ze sita {R przylozona do poczatku O nie daje
dwojanu, bedzie

(21) L=0, M=0, N=0.

Trzy ostatnie rdwnania, nie zawierajace parcia R, sa (rzema
warunkami réwnowagi. Poniewaz one sprawdzaja réwnanie warun-
kowe (16), i pokazuja ze dwojan wynikowy z przeniesienia sit do
punktu statego O jest zero; wiec, dla réwnowagi uktadu brytowego
majacego punkt staty, trzeba @ dosé jest zeby sily przytozone mialy
wynikowe, © zeby kierunek tej wynikowej przechodzit przez punkt
staty.

Fatwo wprost otrzymaé warunki rownowagi. Jakoz, réwnowaga
sit nie zalezy od punktu do ktérego przenosimy te sily; ale, jesli
je przeniesiemy do punktu stalego O, ten punkt niezmienny
zniszezy wynikowe sit przeniesionych, a nie zniszezy dwojanu ktory
pochodzi z tego przeniesienia ; wiec trzeba tylko i dos$é jest dla rd-
wnowagi zeby ten dwojan byt zero z siebie samego. Co wlasnie
wymaga trzech osfatnich réwnar.

€o do parcia na punkt O, (rzy pierwsze réwnania (20) daja
—X;=3X, —Y;=73Y, —Zi=3Z

To pokazuje ze parcie, jakie uklad brylowy wywiera na punkt
staty 0, jest rowne wynikowej sit tego ukladu. Co z reszta przez

sie widoezne.
Jesli ukltad w réwnowadze ma tylko dwie sity P, P’; poniewaz
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dwa dwojany powstajace z ich przeniesienia do punklu stalego O
niszeza sie na mocy réwnaii L=0, M=0, N=0, te sily leza
na jednej plasczyznie przechodzacej przez 0, sa odwrotnie propor-
eyonalne do swoich odleglosci od tego punklu, i dziataja w strony
przeciwne.

To sa wlasnie trzy konieezne i zarazem dostateczne warunki ro-
wnowagi w machinie zwanej dzwignig, o ktorej pozniejbgdzie mowa.

Uwaea. Gdy uklad brylowy obraca sie okolo punktu, statego,
mozna mu zawsze uczynié rownowage jedna tylko sita. Albowiem,
jakiekolwiek sa sity ktorym ten uklad podlega, mozna je zawsze za-
stapié przez dwie sity S i T (44), tak zeby jedna z nich przecho-
dzita przez punkt staly ukladu. Zostaje wiee druga sita T ktora
sie zrownowazy sita rowna i przeciwna.

64. DwA PUNKRTA STAELE czYLT of. Jesli w ukladzie brylowym sa
dwa punkta state, ten uklad, pod dzialaniem sit danych, moze sig
tylko obracaé okoto osi przechodzacej przez te dwa punkta, kiore
przypuszezamy dostatecznie wytrzymale. Oznaczajac przez 0 i H
te dwa punkia state, weimy O za poczatek spoOtrzednych, proste
OH za 0§ zv, i dwie osie OX, OY jakiekolwiek. Uczyrimy OH=—4.
Sily ukladu przeniesione réwnolegle do siebie samych do punk-
tu 0, daja wynikowe R i dwojan wynikowy (S, — S); owoz,
punkt staly O niszezy wynikowe R, a oS stata OZ niszczy dwo-
jany skladowe na plasczyznach ZX i ZY; zoslaje tedy na plasczy-
znie XY sam dwojan N, ktorego zniszezyé os OZ nie moze. Wiec,
gdy uktad brytowy moze sig tylko obracaé okoto osi OZ, warun-
kiem koniecznym i dostatecznym réwnowagi jest rownanie

(22) » N=0, czyli 32(Yr—Xy)=0.

" To réwnanie wyraza Ze sktadowe sit na plasczyznic XY, a tem-
samem na plasezyznie prostopadiej do osi obrotu, maja wynikowe
ktorej kierunek spotyka o obrotu. Ta wynikowa rozklada si¢ na
dwie sity prostopadle do osi i przylozone w punktach statych 0, H
ktore je niszcza.

Zatem, gdy uklad brytowy obraca sie okolo stalej osi, nie slizgajac
si¢ po niej, mozna mu zawsze uczyni¢ rOwnowage jedna sita pros-
topadta do tej osi.
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Szukajmy jeszeze innym sposobem warunkOw rownowagi. Jesli
zastapimy punkta stale O i II przez sity réwne i przeciwne par-
ciom ktore uktad brylowy na nie wywiera, bedziemy mogli uwazaé
ten ukiad z punktami O i H jako wolny w przestrzeni. Wiec,
nazywajac Xy, Yy, Z; 1 Xy, Y, Zo skladowe dwoch sit ktére wyra-
zaja op6r punktéw O i H, i zwazajac ze spélrzedne pierwszego
punktu sa zero a drugiego =0, y =10, z=*h, otrzymujemy
zaraz szes¢ nastepujach réwnan :

X X, X, =0,
Y Y, 4 Yo=0,

2Z—|—' Z1+Z-_)':0,

3(Zy — Yz) — hY, =0,
2(Xz — Zz) + hXe =0,
2(Yz — Xy)=0.

Ostatnie rownanie 2(Yz — Xy) = 0, niezalezne od oporu osi,
stanowi warunek konieczny i dostateczny rownowagi ukltadu, ja-
kosmy wyzej znalezli.

Pierwsze pie¢ réwnaii wskazuja warunki wytrzymatosci osi

obrotu. Z nich wywodzimy skladowe paré (cisnien) w punkiach
0 H, to jest:

M L
_X.Z:Z, —Y'?.:%; Zo.— Zg =37,
M il ol
—-X,—E}\—-—/T, "—Y|-——2‘ Z—-

Dwie pierwsze wartosci i dwie ostatnie pokazuja ze w punk-
fach O i H parcia prostopadle do osi sa wyznaczone. Trzecie
réwnanie, samo jedno zawierajace skladowe Z, i Z,, daje tylko
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ich summe ; co dowodzi 7e parcie wzdluz osi obrotu dla kazdego
z punktéw O i H osobno jest niewyzoaczone. To pochodzi ztad
ze punkta O i H sp uwazane jako ztaezone niezmiennie, matema-
tycznie ; zatem parcie wywarle na jeden z tych punktéw w kierunku
osi, jest zarazem wywarte na drugi, te za$ dwa parcia majace ten
sam kierunek sktadaja sie w jedno réwne ich summie (rdwn. 22).

Jest tu bardzo wazna uwaga do zrobienia. Wyznaczone parcia
ciala na podpory osi stosuja sie tylko do rownowagi; stan ruchu
zmienia zupelnie ich wartosci statyczne, jako pézniej zobaczymy.

Gdy uktad ma tylko dwie sily, lezace na plasczyznach prosto-
padiych do osi, warunek rownowagi zalezy na tem zeby te sily byty
odwrotnie, proporcyonalne do swoich odleglosci od osi, i dziataty
w strony przeciwne,

Wszystko co poprzedza stosuje sie do machiny zwanej koto-
wrotem,

65. Przypus¢my teraz ze uklad brylowy obracajac si¢ okoto osi AB
moze sie po niej posuwaé. W tym przypadku, o$ niszezy wszystkie
sity ktorych kierunek jest do niej prostopadly, ale nie moze niszezyé
zadnej innej; trzeba wige, dla réwnowagi, zeby summa sktadowych
rownoleglych do osi obrotu byfo zero. Zatem warunki réwnowagi
sa dane przez dwa rownania.

23) 3Z=0 i 3(Ye—Xy=0,

ktbre wyrazaja, pierwsze ze uklad brylowy nie moze si¢ posuwaé
po osi OZ, drugie ze nie moze si¢ obracaé okolo tej osi. Te wazne
znaczenia rownan beda nam pézniej uzyteczne.

66. TRzY PUNKTA STALE CZYLI PEASCZYZNA. Niech bedzie uklad bry-
towy, czyli cialo niezmiennego ksataltu ktére si¢ opiera na plas-
czyznie w pewnej liczbie punktow. Ta plasczyzna moze tylko sta-
wi¢ opor normalny, to jest wydawaé oddziatywania czyli sily
normalne przytozone w punktach zetknigcia z cialem; te za$ sily,
réwnolegle miedzy soba i skierowane w jedna strong, skladaja sie
w jedna wynikowe ktorej kierunek przechodzi wewnatrz wielokata
majacego za wierzcholki punkta zetknie¢. Wiee, gdy ciato poddane
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sitom, opiera sic na. plasczyznie statej w wielu punktach, trzeba i dosé
Jest dla rownowagi zeby sity miaty wynikowe ktiraby parte ciato ku
plasezyznie, 1 zeby kierunek wynikowey byt normalny do ptasczyzny i
praechodzit wewnatrz wielokata majacego za wierscholki punkta setknigd,

Biorae plasczyzne, na ktorej opiera sie cialo, za plascayzng XY,
i normalne do niej za o$ rzednych OZ, przypusémy najpierwej ze
cialo opiera si¢ jednym tylko punktem A na plasczyznie XY, i wez-
my ten punkt za poczatek spolrzednyeh. Jesli zastapimy opor plas-
czyznyprzez site normalaa Z; majaca kierunek 0Z, bedziemy mogli
uwazad cialo jako zupelnie wolne w przestrzeni. Wiec, poniewazsifa
7, nie daje dwojanu, mamy zaraz szes¢ rownan

X =0, 2N=10,"37-7,=1,
(2

Pigé z tych rdwnari sa warunkami rownowagi ; szoste daje parcie
na plasczyzng, to jest

—7,=3%1,

ktére, jakosmy naprzod wiedzieli, jest rowne wynikowej sit przy-
fozonych.

Jedli ciato opiera sie dwoma punkfami A i B na plasczyznie XY,
wezmy punkt A za poczatek spolrzednych, proste AB za oS zw, i
uczyimy AB — a. Zastepujac opér] plasczyzny przez sity nor-
malne Z, i Zy, przytozone w punktach A i B, mamy zaraz szesé
rownarn

= X =0, sY=0, 3ZA4Z+7Z;=0,
5
2(Zy—Y2)=0, 3(Xz—Zr)—aly=0, 2(Yz—Xy)=0.

. Sa wiec cztery réwnania réwnowagi; a dwa inne daja parcia na
plasczyzne w punktach zetknie¢ A i B, to jest

ot = Ny
— 7y = N 1 —-/‘l—EZ—I-"-l—.
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Te dwa dwa parcia sa wyznaczone. Ale, jesli cialo opiera sie na
plasczyznie wigcej niz dwoma punktami w linii prostej, parcia
w tych punktach sa niewyznaczone. I tak, dajmy na to ze cialo ma
z plasezyzna trzy punkta spolne A, B, C w linii prostej ; wezmy A
za poczatek spélrzednych, AB za o$ zév, iuczynmy AB =a,
AC =d'; bedzie

X=0, 32X=0, =22Z+47Z+Z,+Z;=0,
2(Zy —Yz) =0, 3(Xz—Zz)—als—a'l;—0, x(Yz—Xy)=0.

Sa jeszcze te same cztery rOwnania rownowagi jako wyzej, i tylko
dwa do wyznaczenia parcia w trzech punktach. Wiec te parcia nie
sa juz wyznaczone. To pochodzi ztad Ze przypuszezamy trzy punk-
ta A, B, C lezace na linii matematycznej, nie gietkiej; zatem sita
normalna przylozona w punkcie B moze sie rozkladaé¢ na dwie sity
rownolegle przylozone w punktach A i C.

Tym sposobem parcie w punkcie B moze sie catkiem albo w cze-
sci przenies¢ do punktow A i C; inawzajem. W naturze tak sie-
nie dzieje ; bo ciala naturalne nie maja punktow stalych, ich ksztatt
zmienia sie z czasem.

Uwazajmy teraz cialo opierajace sie na plasczyznie XY trzema

el

punktami A, B, C nie w linii prostej. Biorac AB i AC za osie zéw
i yow, uczynimy AB = a, AC =4, i wyrazmy opor plasczyzny przez
sity normalne Z,, Z,, Z; przytozone odpowiednio w A, B, C; be-
dziemy mieli

26) g R0 LieY==10; L‘Z-—{—Zl—f—Zg—f—Zg:O
2 S(Zy—Yz)-bZ;—0, 3(Xz—Zz)— aZy=0, E(Yor—Xy)=0(.
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Sa tylko trzy réwnania réwnowagi; trzy inne stuza do wyznaczenia
trzech sit Z,, Z,, Z.

Natezenia tych sil, czyli parcia na plasczyzne XY, otrzymuja sie
fatwo geometrycznie. Jakoz, niech bedzie, wewnalrz trojkata ABC,
punkt O przez ktéry przechodzi wynikowa R sil dzialajacych na
cialo; pociggnijmy proste AO az do spotkania D z bokiem BC,
i roztézmy site R pa dwie skladowe rownolegle Z,, S, przecho-
dzace przez punkta A, D; bedziemy mieli

Owoz, proste AD i OD sa proporcyonalne do trojkatéow ABC
i OBC; zatem

Wiece cialo polozone na plasczyznie stalej XY, ktorej dotyka
w trzech punktach zetknie¢ A, B, C nie w linii prostej, wywiera
na te plasczyzne parcia proporcyonalne do powierzchni tréjkatow
OBC, OAC, OAB.

Jesli cialo polozone na plasczyznie stalej ma wiecej niz trzy
punkta podpory, wtedy parcia w tych punktach nie sa wyznaczone.
Latwo sie o tem przekonaé analitycznie. Albowiem, nazywajac Z,,
Zs, Ly, Zs.... opér plasczyzny w punktach ktérych spétrzedune
sa &y 1 Yy, Xyl ys, &3 1 ¥Y35... mamy szesé rownari

EX =0, EY=0, S4tZ AZsy+Zs+Zid =0,
2(Zy — Yz) + Zyyy + Zoys ... =0,
Xz — Zx) — Zyzy — Zowy —...=0,

5(Ya — Xy)=0.

Widzimy teraz ze sa zawsze trzy réwnania rownowagi, jakakol-
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wiek jest liczba punktow podpory; ale takze trzy tylko rownania do
wyznaczenia n niewiadomych Z,, Zy, Zs,.... Wige parcia w punk-
tach podpory zostaja niewyznaczone skoro ich liczba przechodzi
trzy. Ze tak si¢ rzeczy nie maja w zastosowaniu, to dlatego ze nie
istnieje zadne cialo naturalne niezmiennego ksztattu i doskonale]
wytrzymalosci.

Gdy cialo, poddane sitom P, P’ P’,... opiera si¢ zarazem na kilku
plasczyznach, trzeba i dos¢ jest dla réwnowagi zeby te sily pray-
wodzily sie do innych, ktoreby parly cialo do plasczyzn, i ktorychby
kieranki, normalne do tych plasczyzn, przechodzily wewnatrz wie-
lokatéw utworzonych przez punkta podpory.

Dla utkwienia mysli, uwazajmy dwie plasczyzny ABC, ABD, i

przypusémy ze sity P, P'... przywodza sie do dwaoch sit normalnych
do tych plasczyzn w punktach przylozenia E, F. Nazwijmy Q i(Q’
dwie sily kierunk6w normalnych EQ i FQ, rowne i wprost prze-
ciwne parciom jakie plasczyzny wytrzymujaw E i F. Zastgpuj@c
tym sposobem plasczyzny ABC, ABD przez sity Q, (', czynimy
rownowage sifom P, P, P’,... i mamy cialo brylowe wolne
wprzestrzeni.

Teraz, aby wyrazi¢ warunki rownowagi jak najprosciej mozehnie,
weizmy za 0§ rzednych normalne EQ, za oS ¢ najkrotsza od-
legtos¢ 00" dwéeh normalnych EQ, FQ, za o§ y»» prostopadle
do plasczyzny ZOX ; uczyrimy O0’=a i nazwijmy 6 kat dwoch
plasczyzn ABC, ABD. Biorac O i 0’ za punkta przylozema sit
Qi0Q', cowolno, i zwazajac ze

dos{0'Q’, 0Z) = dos 6,  dos(0'Q)’, OY) = wst 0 ;
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| olrzymujemy latwo szes¢ rownan

EX=0, Y4Q'wst0=0, 3Z-+} Q- Q'dosd=0,

(27) % :
L=} M--Q'adosé =0, N Qawstd=0.

Rugujac Qi Q', znajdujemy cztery rownania
SX=0, L=0, N—axY=0, M—Ndotog=0
ktore wyrazaja warunki réwnowagi danego ukladu,
Wartosci

o M _ —3Y
~ T ados6 wstg'’

Q) =1xYdot9 — 3%

oznaczaja natgzenie cisnieni ktore cialo w rownowadze wywiera na
plasczyzny.

Jesli dwie sily normalne Q i Q' sa na jednej plasezyznie,
wiedy a=0; zalem poczalek spolrzednych O jest punktem
spotkania normalnych EQ, FQ', i rownania (27) staja sie

X =0, Y4 Qwsto=0, 3240 -+ Q' dosd = 0
L=0, M=o, N=0.

W tym przypadku, warunkom

LsX 4+ MY 4 NsZ=0 i R0
staje sie zado$¢; wiee uklad sit P, P',... ma wynikowe ktéra
przechodzi przez punkt spotkania normalnych EQ, FQ. Ta wyni-
kowa lezy na plasczyznie dwoch normalnych i w ich kacie; bo jej
rzut EX na osi OX, prostopadiej do plasczyzny tych normalnych,
jest zero, a ona sama jest rOwna i wprost przeciwna wynikowej
dwéch sit normalnych Q i (.



78 ROZDZIAL - II.

68. Na zastosowanie wezmy nastgpujacy przyklad.

ZAGADNIENIE. Linia prosta AB opiera sig na dwich ptasczyznach,
poziomej OA ¢ pionowej OB w jej punkeie G jest prayloiony cie-
tar P. Jaka site O trzeba praytoiyé w A aby wstrzymaé slizganie
sig tego punktu prostej AB?

.’HI"\:"““'"’"‘___—_ —‘>"/W.(

NG

b fSales |

| sy

L Q@ )y N

0 [;LLE }
/R

Na moey tego co poprzedza, widzimy zaraz ze sity dzialajace na
proste AB powinny sie rozkladaé na dwie prostopadte do plasczyzn
OA i OB w punktach A i B. Zatem wynikowasit P i O, prze-
niesionych do punktu D musi przechodzié przez punkt spotkania
prostopadtych AC i BC; co wymaga zehy bylo

0 EH AD
Py SRR
Owoz,
AD _ AG
A0 AB’
wiee
Q:AG.OA.p_
AB. OB

Jesli punkt G jest srodkiem prostej AB, i OB:%OA, wiedy
Qr=—=sP.

69. Uwaca oGOLNA. Wszystko cosmy powiedzieli o rownowadz
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uktadow stosuje sie tylko do ukladow brylowych niezmiennych, Lo
jest takich kiérych punkta materyaine ani sie zblizac¢ do siebie ani
oddala¢ nie moga. Ta samoista niezmiennos¢ kszlattu ukladow ma-
teryalnych, czyli cial, nie istnieje w naturze. Ale sa ciala naturalne
ktore, podlegle sifom zwykle dzialajacym, tak malo ksztatt zmie-
niaja ze trzeba dlugiego czasu aby zmiane dostrzedz i ocemnic.
Takiemi sa naprzyktad materyaly, dostatecznej wytrzymatosei, uzy-
wane do budowy. Mozna wice, przez przyblizenie, stosowaé do
tych cial naturalnych 'wszystko co nalezy do rownowagi ukladow
l)rylo'wych. Wyniknie ztad pewny blad, ale niezawodnie ten blad
bedzie tem mniejszy im wiecej ciala naturalne zbliza sie do cial
idealnych, ktoresmy nazwali ukladami brylowemi niezmiennemi.
Nie bedzie nawet zadnego bledu, jesli bedziemy uwazali uklad ma-
teryalny w rownowadze z ksztaltem jaki wzial ostatecznie pod
dziataniem sit przylozonych. ‘

Gdy uklad materyalny jest w rownowadze, mozna oczywiscie
przypuscié, nie naruszajac w niczem stanu r(')w'nowagi , ze ten uklad
ma ksztalt niezmienny ; zatem sily, przylozone do réinych jego
punktow, ktore sobie ezynia rownowage na ukiadzie przekszialconym
teorycznie na brylowy niezmienny, musza zados¢ czyni¢ wurunkom
rownowagi tego ukadu. Wigc szes¢ rownan wyrazajacych te rowno-
wage, kiore sa konieczne i dostateczne dla rownowagi ukladow
brylowyeh, istnieja takze w rownowadze cial naturalnych. A chociaz
te rownania konieczne nie wystarczaja juz dla rownowagi ciat
naturalnyeh, mozemy niewatpliwie uzy¢ ich do wyznaczenia sit
niewiadomych ktore do nich wechodzg. Pojmujemy teraz jasno ze,
jesli potrzebujemy ftych szesciu réwnan réwnowagi, albo tylko
pewnych zwiazkow ktore sa ich nastepstwem, mozemy zastosowad,
do sit dziatajacych na jakikolwiek uktad materyalny w rownowadze,
wszystko co sie tyeze skladania sit przytozonych do ukiadu brylo-
wego albo zaslapienia jednego uvkladu sit przez drugi; ale te skla-
dania 1 zastapienia jednych sil przez drugie sa tylko idealne, i nie
mogy sie uskuteczniaé rzeczywiscie bez zmiany stanu rownowagi
uktadu materyalnego, jesli punkta przylozenia sit nie sp potaczone
niezmiennie.



8 ROZDZIAL 111,

ROZDZIAL 111

ZASTOSOWANIE TEORYI SIE. ROWNOLEGLYCH DO PRZYPADKU
CIEZKOSCL

SRODKI CIEZKOSCI.

70. Wszystkie ciala zostawione sobie samym biora ruch ku
ziemi, czyli jako sig mowi, spadaja na ziemie; przyczyna tego
ruchu jest sifa nazwana ciezkoscia. Ciezkosé dziata na kazda czastke
materyalna, w kierunku prostopadlym do powierzchni wod sto-
jacych. Ten kierunek nazywa sie linia pionowa albo wierzchotkowa
miejsca, a przedluzony w gore i na dot, wyznacza dwa punkta zwane
zenit nad glowa i nadir pod nogami. Wszelka plasczyzna, wszelka
linia, prostopadta do linii pionowej, jest plasczyzna pozioma (hory-
zontalng), linip poziomg; a plasczyzna przechodzaca przez linig
pionowa jest plasczyzna pionowa. Jesli zawiesimy cialo na nici
zupelnie gietkiej, ta nié wyciaga sie zaraz w lini¢ prosta majaca
kierunek pionowy; jesli przetniemy nié, cialo upada wedle prze-
diuzenia tej linii ; nadto tezno$c¢ nici ktora utrzymuje zawieszone
ciato w spoczynku jest ciagle ta sama. To dowodzi ze na tem samem
miejscn ziemi cigzkos¢ wywiera, na cialo ktére nie bierze ruchu,
dziatanie cigagle w kierunku statym i z natezeniem stalem. Ten kie-
runek i natezenie cigzkosci zmieniajg sie z polozeniem ciala na po-
wierzchni ; natezenie zmienia sie z szerokoscia geograficzng iz wy-
sokoscig ; ale te zmiany nie sa dosirzegalne w matej rozleglosci,
a tem mniej w rdznych punktach jednego ciala. Gdyby ziemia byla
sfera jednorodng, albo ztozona z warstew spotsrodkowych jednostaj-
nych, i nie miala zadnego ruchu, prostopadte do waéd stajacych
przechodzityby przez jej srodek. Rzeczy nie maja si¢ tak zupelnie:
ale jednak te prostopadfe przechodza bardzo blizko srodka ziemi ;
a poniewaz ten $rodek jest daleko, i promieri ziemski do$¢ wielki®
W poréwnaniu z rozmiarami cial ktérych océniamy rownowage albo
ruch na powierzehni ziemi, kierunki dzialan cigzkosci na punkta
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jednego ciala, to jest pionowe poprowadzone przez te punkta, moga
by¢ uwazane jako rownolegle. Zreszta, niema potrzeby znaé figury
ziemi, aby stwierdzi¢ doswiadczeniem réwnoleglosé i stalosé na-
tezenia cigzkosci, w daleko wiekszej rozcigglosci niz rozmiary ciat
ktoremi si¢ zwykle zajmujemy.

Cigzkos¢ dziata na wszystkie czesei tak wewnetrzne jako zewne-
trzne ktore skladaja cialo ; poniewaz trzeba tego samego wysilenia
aby utrzymag cale ciato, albo wszystkie razem czesci na ktore je
roztozy¢ mozna.

Wiemy nadto, ze ciata lekkie jako puch, albo ciezkie jako kula
ofowiana, cale albo podzielone na czesei, spadaja w prozni, z je-
dnej wysokosci z ta sama predkoScia i w tym samym kierunku,
To dowodem ze cigzkos¢ dziala jednakowe na wszystkie czgstki
skladowe ciala, jakakolwiek jest ich natura.

Ztad wynika ze dziatania cigzkosci na czastki skladowe cial moga
byé uwazane jako sity réwnolegle miedzy soba i proporcyonalne
do massy tych czastek; a jesli jeszeze przypuscimy ze cialo moze
byé wzigte za uklad brylowy niezmienny, bedziemy wlasnie
w przypadku do kiorego si¢ stosuje teorya sil rownolegtych. Aby
wiee tylko pojac skutki ciezkosci, dosé bedzie uwazaé ciala naturalne
jako zbior punktéw materyalnych, niezmiennie miedzy soba po-
wigzanych, podlegtych sitom réwnym i rownolegtym dziatajacym
w jedna strone.

Wynikowa tych wszystkich sit réwnolegtych, ktora jest rowna
ich summie i do nich rownolegla, nazywa sig cigiarem albo waga
ciata, a srodek tych sit rownoleglych, niezalezny od ich kierunku
wzgledem polozenia ciala, nazywa si¢ srodkiem ciezhosci.

Wige, w granicach prawdziwosei zatozen, srodek cigzkosei ciala
jest punktem przez ktory przechodzi kierunek ciezaru, jakiekol-
wiek polozenie bierze cialo wzgledem plasezyzny poziomej. Jesli
srodek ciezkoscl jest ustalony, wtedy cialo zostaje w rownowadze
we wszystkich potozeniach jakie okolo niego wzia¢ moze ; bo wy-
nikowa dziatari, ktore ciezko$é wywiera na wszystkie czastki skia-
dowe, bedzie zniszczona przez niezmiennosé srodka ciezkose ;
ma sie rozumied, jesli jest jednym z punktow tego ciata albo z niem
niezmiennie potaczony.

MECHANIKA. 6
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Tym sposobem mozna, w zagadnieniach mechaniki, nie zwazaé
na cigzkos¢ ciala, byle do $rodka cigzkosci tego ciala przylozono
sitg rowna jego ciezarowi i do niego rownolegla. W tem znaczeniu,
wolno uwazac kazde ciafo jakoby przywiedzione do swojego srodka
cigzkosci, w ktérymby cala jego massa byta zkoncentrowana.

Wyluszezona whasnosé srodka cigzkoéei cial nie moze stuzyé za
okreslenie, ho nie wida¢ a priori czy taki punkt istnieje (*). Uwa-
zaliSmy wprawdzie jego istnienie za niewatpliwe, ale opierajac sie
na przypuszczonéj wiedzy dzialan cigzkosei ; co jest tylko przybli-
zeniem, rzeczywiscie tem wigkszem im sa mniejsze rozmiary ciala
i ksztalt mniej zmienny.

71. Gdy cialo jest jednorodne, to jest takie ktbrego wszystkie
czgSei s tej samej natury, wtedy objgtoSci réwne maja ciezary
réwne, albo mowigc scislej, cigzar ciala jednorodnego jest propor-
cyonalny do jego objetosci, Jesli materya dwoch ciat jednorodnych
jest roina, cigzar jest ogolnie rozny w rownych objetosciach.
Nazywa si¢ cigzarem gatunkowym ciala jednorodnego cigzar pewnej
jego objetosci wziete] za jednosé, albo innemi stowy, stosunek cig-
zaru ciala do objetosci. Za jedno$¢ cigzaru bierze sig gramm, to jest
cipzar 1% centymetra szesciennego wody dystylowanej z gestoscia
najwieksza mozebna ktéra przypada w temperaturze 4°, a ten
ciezar wyznaczony w prozni. Ciezar ciala zmienia sie z miejscem
ziemi ; ale, poniewaz cigzary wszystkich cial zmieniaja sie w tym
samym stosunku, jako pozniej zobaczymy, cigzar gatunkowy ciala
jest wszedzie jednakowy.

72, Jesli cialo nie jest jednorodne, jego cigzar nie bedzie pro-
porcyonalny do objetosci. Aby dobrze wiedzieé¢ co trzeba rozumieé
przez ciezar gatunkowy takiego ciala, w danym punkcie M, niech
bedzie p cigiar i v objetosé czastki niezmiernie malej w kitdrej sie

punkt materyalny M znajduje ; stosunek ’;—7 jest ciezarem Srednim

tej czastki. Ot0z, gdy objetosé v daizy do zera, ten stosunck dazy
do pewnej granicy ktora wlasnie nazwano cigzarem gatunkowym
ciata w punkcie M. Z tego okreslenia wynika ze cigzarem gatunko-

(*) Poixsor, w jednej z not swojej Statyki dowodzi ze ciala naturalne
nie maja takiego punktu.
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wym ciala w punkeie M jest ciezar jakiby miata jednosé objetosei
materyi ktora oblega ten punkt M.

73. Gdy sa wiadome cigzary i srodki ciezkosci danej liczby cial,
mozna dwiema metodami znalezé srodek cigzko$ei ukladu tych cial,
niezmiennie polaczonych miedzy soba.

Pierwsza metoda zalezy na skladaniu sit rownoleglych, biorac
jedng po drugiej ; tym sposobem dochodzi sig do ostatniej wyniko-
wej, ktorej punkt przylozenia jest srodkiem ciezko$ci danego ukiadu.

Druga metoda opiera sig na twierdzeniu momentéw sit réwno-
legtych, za pomoca ktérego wyznacza si¢ spotrzedne srodka cigzko-
sei wzgledem trzech plasezyzn spélrzednych. Stosujac te metode,
oznaczmy przez p ciezar jednego z cial ukiadu, przez z, y, z spol-
rzedne jego Srodka eciezkosci, a przez zy, yy, 2 spOlrzedne Srodka
cigzkosci calego ukladu ; nakoniec uezyrimy P=p-}p'+p"+...,
bedzie (53).

ML 3

. Zpz
Ly = P Wigpus TPt

= p

4. Okreslenie srodka cigzkosel cial, jako srodka sit rownole-
gtyeh, nie jest ani $ciste ani ogolne. I w saméj rzeczy, istnienie tego
punktu, zalezace od istnienia wynikowej dzialani ci¢zkosci, zdaje
sie polegaé na tem zeby rozmiary ciala byly dosyé male; co jest
rzeczy nieokreslona, niepewna. A jesli cialo ma ksztalt zmienny,
albo jesli chodzi o uklad ciat niezaleznych od siebie, jako na przy-
ktad ziemia i ksigzye, albo planety; wtedy wynikowa dzialan ciez-
kosci jest tylko czezym wyrazem bez wyznaczonego sensu, i Srodek
ciezkosei, okreslony jako wyzej, staje si¢ punktem zmyslonym.

W zastosowaniach Mechaniki srodek ciezkosci, albo, jako mowi
BuLer, punkt bezwtadnosct, gra waing role ; trzeba wiee go okre-
$lié 7 calp dcistoscig. Owoz, mozna uwazaé za widoezne, a dowie-
dziemy wiDynamice, ze, na tem sauiem fniejscu zieni, ciezar ciala
jestiproporcyonalny do swej massy ; co daje

P = mg,

oznaczajac przez m mass¢ punkiu materyalnego majacego cigzar p,
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1 przez g eiezar jednosci massy. Jesli wige, w ostatnich formulach,
zastapimy p przez mg, i P przez My, znoszac czynnik g, spélny
obydwom wyrazom kazdego ze trzech ulamkéw, otrzymamy

T Tz e my . zmz
-

1="==" 1= L=

M-

Te formuly jako widzimy, nie zawieraja juz ani $ladu dziatania
ciezkosei, ktérasmy uwazali aby przyjs¢ do wiedzy srodka ciezkosci.
Wiec punkt okreslony temi nowemi formulami istnieje zawsze ;
ten wlasnie punkt, zwany srodkiem massy, nazywaé bedziemy srod-
kiem cigzkosci ukladu bryfowego niezmiennego. Bedzie on tylko
wtedy punktem przylozenia wynikowej dziatan ciezkosci kiedy cialo
jest dostatecznie male. Ostatnie okreslenie $rodka ciezkosei jest
ogoélne, rozciaga si¢ fatwo do ciala zmiennego jakiegokolwiek, albo
do ukfadu mass jakkolwick polozonych w przestrzeni.

75. Gdy ciato jest jednorodne, massa jakiejkolwiek jego czastki jest
proporcyonalna do jej objelosci; wiec, nazywajac D gesto$é i v
objelosé czaslki majacej masse m, bedzie

m — vD.

Zatem, jesli zastapimy, w ostatnich formutach, m przez oD
i M przez VD, znoszac czynnik D, spolny obydwom wyrazom
trzech utamkow, znajdziemy

vz v Ivz
.'L',-_—_\T, y,:Ty., Z,::.,‘T.

Te formuly pokazuja ze polozenie srodka ciezkosci cial jednoro-
dnych zalezy jedynie od kzstaltu ich figury; przeto wyznaczenie
srodka ciezkosci w takich cialach jest poprostu zagadnieniem
geometryi.

Ziad zaraz fatwo wniesé mozna ze, gdy ciato jednorodne jest zam-
kniete powierzchnia wypukly, jego érodek ciezkodei znajduje sie
wewnatrz tej powierzchni.
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WEASNOSC! OGOLNE SRODKA CIEZKOSCI.

76. TWIERDZENIE. Dane sg massy m, m', m’,... stanowigce uktad
niezmienny, jesli do ich srodkow cickosci A, A', A’,... praytozono
sity przechodzace priez Srodek ciezkosei O uktadu, © przedstawione
co do wielkoser i kierunku przez wieloczyny m.OA, m'.0A', m".0A"...;
te sity beda w réwnowadze, 1 nawzajem (*).

Yo

Jakoz, biorac punkt O za poczatek spétrzednych, peprowadzmy
jakpkolwiek o§ OX, i oznaczmy, wzglednie do niej, przez x odcigte
punktu A, przez « kat prostej OA z pol-osig dodatna OX, przez X
sktadowe wynikowej wszystkich sit ; i nakoniec nazwijmy » odle-
glosé OA ; bedzie

X = Zmrdose — Zmz.
Ale, na mocy wiadomych formui, mamy
Ime =Mz
i nastepnie
X ==.May;
Wiec, jesli a, : 0, bedzie X =10; i nawzajem, jeSli X = 0

bedzie x, = 0. Co dowodzi twierdzenia, poniewaz 0§ 0X jest jaka-
kolwiek.

(*) Gdy m=m' =m/ = ... i zamiast mass réwnych wzielo ciezary
réwne, ten szczegdlny przypadek jest twierdzeniem LEIBNICA.
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71. Okazemy teraz inng wlasnos¢ srodka ciezkosci. Niech bedzie
niezmienny uklad cial majacych ciezary p, p', p’,... iérodki cigz-
kosci A, A', A",... Oznaczmy przez 7, 7', 7"..., r; odlegloéci $rod-
kow ciezkosci tych ciat i ich ukladu od punkiu O przestrzeni, a dla
skrécenia uczyfimy AA' =g, AA" =y, ATA" =p/s,... ; jeli
wezmiemy trzy osie prostokatne przechodzace przez punkt O,
zachowujac zwykla notacye, bedziemy mieli

Pry=pz -+ pa’ + p'z" + ..
Py =py+py +9y + ..
% = pz - plz’ L p'd + ...

Podniesmy do kwadratu te trzy rownania i dodajmy stronami,
otrzymamy

P22 =2 | p2 L g 2 (i gy 27) ..

+ W +yy )+

Owoz,
= — &Py — )P+ € — )= 1o’ — 2! |y -3,
zkad
wr' + gy 27 =2 e — 2
wige

Por=pirt o +w—m o).
F PSR )

Wszystkie wyrazy zawierajace »2 daja wieloczyn pr2(p-p/'~-p"+-...),
i tak samo wyrazy zawierajace % #'2,...; zatem, poniewaz

P=p+p' +p’ + .., bedde

P2 =Plpr? -pir®+ ..) — Pl — pp'e? — ... — T —...
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wiec

pr? =Prd %, Spp'p>

Ta formuia dowodzi ze summa Epr® jest najmniejsza mozebna
gdy r, =0, to jest gdy punkt O przypada w $rodku ciezkosci
ukfadu. ; :

Widzimy takie ze summa Xpr? zostaje stata, gdy sie »1 nie
zmienia.

Zatem, Epr? zachowuje te sama wartosé, gdy srodek ciezkosci
ukladu opisuje sfere okoto punktu O, a sam uklad, nie zmieniajac
ksztaltu, bierze jakickolwick polozenie w przestrzeni.

WYZNACZENIE SRODKOW CIEZKOSCI.

78. Chociaz linie i powierzchnie nie posiadaja ani massy ani
ciezaru, sa jednak uwazane jako majace srodek cigzkosci. Albowiem,
mozna przypuscié ze te figury geometryczne sa granicami odpo-
wiedajacych figur materyalnych, albo ze sa zlozone z czasteczek ma-
teryalnych majacych massyproporcyonalne do ich wielkosci. Srodek
tych wszystkich mass skladowych jest, przez podobienstwo, na-
zwany srodkiem ciezkosci linii albo powierzchni. Zamiast mass
mozna uwazaé sity réwnolegle, albo ciezary, przylozone do czastek
sktadowych figury proporcyonalnie do ich wielkosci, i wyznaczy¢
punkt przylozenia wynikowej.

Mowi sie Ze linia albo powierzehnia jest jednorodna, gdy jej
czesci rOwnowarte maja massy rowne, albo gdy poddane sitom
rownoleglym, proporcyonalnym do ich wielkosci, daja wynikowe
rowne. We wszystkiem co nastepuje bedzie mowa o samych liniach
albo powierzchniach jednorodnych. )

Czesto mozna uprosci¢ wyznaczenie srodka ciezkosei cial jedno-
rodnych, opierajac sie na zasadach nastepujacych.

1° Srodek figury jest jej srodkiem cigzkosci.

Albowiem, érodek figury jest punktem takim, ze wszelka plas-
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czyzna przezenn poprowadzona dzieli te figure na dwie czesci syme-
tryczne. Owoz, srodek cigzkosei ciala jednorodnego jest punktem
jedynym kidrego polozenie zalezy tylko od figury tego ciala; nie-
ma wige Zadnej przyczyny zeby sie znajdowal raczej z jednej strony
tej plasczyzny niz z drugiej ; wige sie znajduje na samej plasczyznie.
Zatem, srodek ciezkosci, majac sig znajdowaé zarazem na kazdej
plasczyznie ktéra poprowadzié mozna przez srodek figury, jest spol-
nem przecigciem tych plasczyzn, czyli jest we srodku figury.

20 Jezeli ciato ma ptasczyzng symetryi, jego srodek eiezkosei Jest
na tej ptasczyznie.

Bo niema przyezyny zeby sie znajdowa} raczej z jednej strony tej
plasezyzny niz z drugiej.

Tak samo rozumujac widzimy ze :

8o Jesli ciato ma o$ symetryi, jego rodek cigzkosci jest na lej osi.

he Jesti ciato ma plasczyzng srednicowa, jego srodek ciezkosei aest
na tej ptasczyanie.

Z tych zadan wynikaja nastepujace twierdzenia :

Srodek cigzkosci linii prostej jest we $rodku jej dtugosci.

Srodek ciezkosci okregu kota, powierzehni kola, powierzehni
sfery i jej objetosci jest we Srodku figury.

Srodek cigzkosei rownolegtoboku, réwnolegtoscianu jest na prze-
cieciu przekatnych.

Srodek ciezkosei walca obrotowego jest we srodku jego osi.

SRODEK CIEZKOSCI LINI.

-19. Nietrudno, za pomoca skiadania sit rownolegtych, znalezé
srodek ciezkosci obwodow prostolinijnych. Trzeba tylko uwazaé
boki jako linie materyalne podlegte sitom rownolegtym, dzialajacym
w jedna strone, ktdre sa proporcyonalue do ich dtagosei i przyto-
- zone do ich srodkow ; punkt przylozenia wynikowej tych sit bedzie
srodkiem ciezko$ci obwodu.

Jako przykiad, wyznaczmy $rodek cigzkosci obwodu trjkata  ABC.
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W tym celv, wyobrazmy sobie ze do $rodkow D, E, F bokéw
BC, AC, AB sa przylozone sily rownolegte, dziatajace w jedna

strone 1 proporcyonalne do dlugoéci tych bokow. Skladamy naj-
pierwej dwie sity przylozone do punktéw D, B, i niech bedzie
H punkt przylozenia ich wynikowej; poczem, sktadamy te wyni-
kowe czesciowa z sila przytozona do punktu F, i znajdujemy osta-
teczng wynikowe ktorej punkt przyltozenia G, lezacy na linii FH,
jest srodkiem ciezkosci obwodu trojkata ABC. Uwazajmy teraz ze
punkt H otrzymuje sie przez proporcye

HD _ AC
HE =BG’

Ale prosta DF, laczaca srodki bokéw BC, BA, jest polowa
boku AC, i tak samo prosta EF jest polowa hoku BC; zatem
mamy

HD . FD
HE — FE

Ta proporcya pokazuje ze linia FH, na ktorej sie znajduje srodek
ciezkosci obwodu trojkata ABC, jest dwojsieczna kata DFE. Do-
wiedzionoby podobnie ze ten srodek cigzkodci znajduje sie takze
na dwajsiecznych katow DEF i EDF. Wige srodek ciezkosci ob-
wodu trojkata jest srodkiem kola wpisanego w drugi trojkat kiory
ma za wierzcholki srodki bokow pierwszego.

80. Szukajmy, za pomoca ogolnej metody momentow sil réwno-
legtych, srodka cigzkosei G jakiejkolwiek linii CD, ktora odnie-
siemy do trzech osi prostokatnych. Wiemy Ze przez moment figury
matematycznej wzgledem plasczyzny, trzeba rozumieé moment sit
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rownoleglych do tej plasczyzny, przytozonych do czastek sktadowych

Z

7%

Y/ st—"p'/B

figury proporcyonalnie do ich wielkosei. Owoz, linia CD jest
jednorodna z zalozenia; wiec jej moment i momenta czastek
linijnych skiadowych, wzgledem plasczyzny XY naprzyklad, wy-
razaja si¢ przez wieloczyny z diugosci tych linij i z rzednych, od-
powiedajacych punkiom przylozenia wynikowej wszystkich sit i
kazdej z sit sktadowych.

Aby otrzymaé te momenta, uwazajmy na linii CD jakikolwiek
punkt M (z, y, z) i punkt sasiedni M’ (z + Az, y -} Ay, z A7) ;
uczyimy luk CM = s, MM' = As. Jesli oznaczymy przez ! dtugosé
linii CD, i przez z rzedne jej Srodka ciezkosci G, dlugosé I be-
dzie dana przez catke

= fds:f\/dx?—f-dy‘l—{—dz?,

wzieta w granicach odpowiedajacych skrajnosciom G i D linii CD;
a zas moment tej linii wzgledem plasczyzny XY wyrazi sie przez
wieloczyn [z;. Moment czgstki linijnej skladowej As wzgledem
tej same] plasczyzny bedzie (z 4 ¢)As. W tym wieloczynie ilosé e
dazy do zera, w miare jak punkt M' zbliza sie do M. Owoz, mozna
zawsze obra¢ M’ tak blizko M zeby od M do M’ punkta tuku As
szty ciagle oddalajac si¢ od plasczyzny XY, albosi¢ do niej zblizajac;
tym sposopem srodek ciezkosci tuku As bedzie sie znajdowal
miedzy dwiema plasczyznami rownolegtemi do XY, a przechodza-
cemi przez M i M. Wiec ilosé ¢ jest mniejsza od przyrostu Az
ktéry sie moze staé tak matym jak si¢ podoba. Jesli teraz wezmiemy
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summe momentéw wszystkich czastek skladajacych linie CD,
bedziemy  mieli

2, = 3(z + ¢)As = ZzAs - SeAs.

To réwnanie ma miejsce jakakolwiek jest ustawa, wedle ktérej
linia CD zostala podzielona na czastki As; wiec bedzie jeszcze
istniato gdy te czastki, w liczbie tak wielkiej jak si¢ podoba, stana
si¢ nieskoriczenie matemi. Biorac zatem granice otrzymujemy

Iz, = gr.XzAs + gr. ZeAs

Ale wiemy z Analizy ze

gr.XAs :fzds, gr. ZeAs'==10"

I f zds.

Mamy tedy, do wyznaczenia spétrzednychsrodka ciezkosci jakiej-
kolwiek linii CD, cztery formuty

l:fds,
0z :fxds,

wiec

Te cztery calki powinny byé¢ wzigte miedzy granicami odpowie-
dajacemi skrajnosciom C i D linii krzywej CD.

Jesli krzywa CD jest ptaska, wtedy, uwazajac jej plasczyzne za
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plasezyzng ay, bedzie z=0, i powyisze cztery formuly przywioda

si¢ do dwdch
Z, :fxds, 4 :fy(ls.

81. SRODEK CIEZKOSCI HELICY. Aby daé przyktad uzycia wszys-
tkich formul, szukajmy $rodka ciezkoser helicy, biorge dla tej linii
0 podwojnej krzywiznie rownania

z=Rdosu, y=Rwstu, z=—mRu.

Mamy zaraz

ds = BT F-m2du ;

zatem
I=Ry1 —]—m'lj " du =Ru VI F w2,
0
2, = R2\/1 —|—m9/ “dosudu=Rey1 - mwstu,
0
ly, =R1 m’/u wstudu=R2/1 | m2(1 — dosu),
0

iz,=R¥n\/1 —{—m-fuudu =Rm\1 Fm. i—;

Zkad, dzielac przez wartosé 1, otrzymujemy

=7 ] i f=r 5 ==
1= a s = i 1=75
Dla pierwszego potskretu helicy bedzie
2R mwR
Z{i=} Yt et 3= 9
™ -

a dla calego pierwszego skretu

Ty =—="0" iUt z, = m=R.
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To pokazuje ze $rodek cigzkosci heliey, zldionej z kilku skretéw,
Jest we srodku jej wysokosei.

82. Lux xorA. Szukajmy teraz srodka ciezkosci luku BAC kota.
Luk kota jest symetryczny wzgledem srednicy ktora go dzeli na

3 B\
; A
) ! 11‘
\ (]

.

dwie rowne czesci ; ztad wnosimy ze srodek ciezkosci G tuku BAC
znajduje sig na $rednicy AA’. Dosé¢ wige bedzie wyznaczyé odle-
gtos¢ OG tego punktu od srodka kola O. W tym celu, biorge
srednice AA’ za o$ odcietych, i srednice prostopadia za o$ rze-
dnych, uwazajmy punkt M(z,vy) tuku AB. Jesli, dla skrocenia,
uczynimy tuk AM=s, fuk BAC =/, i nazwiemy a promien kota,
bedziemy mieli

£ = adosMOA = «a dos% .

Zatem

1

' +ril
L 0 ts - l
In,=a dos , ds =20 dos . = 2a* wst% ,
1
~3t e

albo -
lr{=ap
oznaczajac przez ¢ cieciwe BC.

Wiee

A=t

\]§
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Ta formula pokazuje ze odlegtoic srodka ciezkosci tuku kota, od

srodka tego kola, jest czwarta proporcyonalng do dtugosci tuku, jego
ciecawy 1 promienia kota.

Mozna innym sposobem zastosowaé rachunek calkowy do wy-
znaczenia srodka ciezkosci tuku kota. Zeby to uczynié, zamiast
wyrazaé & w funkecyi s jako wyzej, wyrazmy s w funkeyi x;

bedziemy mieli
ds = dz ‘/ I+ gz .

) S o o, : ds
uwazajac ze pierwiastnik powinien mie¢ znak ilorazu I Ten wa-

runek wymaga, w obecnym przypadku, zeby pierwiastnik miat
znak | od punktu C do A, aznak — od A do B. Uniknie sie
tej niedogodnosei dwoch znakow, calkujac od A do B i podwaja-
jac otrzymany wynik. Co daje 3

I, = —-2/.’1,(11 ‘/1+‘h/

Owoz, z rownania kola

wywodzimy

podstawiajac t¢ wartosé, i wykonywajac wskazane calkowanie,
znajdujemy

" din
lx.:-—?a/ o, = 20 \o?—#? = ac.
a \/al—"

Wiee
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83 SRODEK CIEZKOSGI LUKU PARABOLI.

e
Rownanie paraboli jest
y‘zl: 2z,
zkad
ydy = pdz.

Zatem, na mocy wiadomych formul, mamy

! I
«:.—f VR dy
Po

== <W1r+y + IOGy—JNL—”" -

v

Nastepnie

S R VAT LS Y
la?,_‘/o‘bcdbpi/l +9; = 4 dx 2 -1 5
__fd.z ‘/(x—|—p>—&-6

Ta calka wywodzi si¢ fatwo z poprzedzajacej, w ktérej zamiast

n2

3 ) ; H E A :
y trzeba polozyc & —]—}L—l, I zamieni¢ p? na — ‘;%; poczem
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wyznaczy¢ ilos¢ stateczna tak zeby na = = 0 bylo /lz, = 0. Co da

e+ D e G0 setrtey/or B
9

L 32 log P

Dla y, mamy

LY s A, i g

lmz;iy@W“+w:5m*+yV—g-
Jesli teraz podzielimy znalezione wartosci [z, ly, przez war-
tosé /, otrzymamy spélrzedne i, y, $rodka ciezkosci tuku paraboli.

Srodek ciezkosci luku MAN paraboli znajduje si¢ na jego osi
symeliryi AX, ima te sama odeigte x, co tuk AM.

84, SRODEK CIEZKOSCI LUKU GYKLOIDY.

|

Rownanie cykloidy, odniesione do osi AX, AY, jestdla tuku AC

by _ | ST
dz dx Y ?

nazywajac o promien kola rodzacego.

Mamy najpierwej

*V ds — (M _dy .
lﬁﬂﬁ@zw%\%~y

=ha — 2V 2a(2a — y).
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Nastepnie.
Iz, = yaa [ =
CJVu—y
— — %\Ia\Ia—y 4242 f dz\ia—y.
Ale

[tayT=y= [arVy =35+

Podstawiajac te warto$é, i wyznaczajac stateczne dowolna tak,
zebyna =0 i y =0 bylo lx; =0, otrzymujemy

lnh= l—l y\2ay — 2\/2a(20 — y))-
J

Nakoniec,

b=V [ 2 = T~ e+ ) VT =)
o \/ia—y

Luk AC, potowa obwodu cykloidy, ma dtugos¢ /=tha, y=2a;
zalem spoirzedne jego srodka ciezkosci sa :

x‘:l%l- i !/‘:Q_a,
albo
20D
rr— 2—5—:;’/“

Srodek ciezkosci calego luku ACB cykloidy znajduje si¢ na jego

osi symetryi CD, ima t¢ samg rzedne ¥y = [;—a co luk AC.

85. Uwazajmy teraz cykloide odniesiong do normalnej i do
7

MECHANIKA.



98 ROZDZIAL III.

stycznej w wierzchotku C, wzigtych za osie spolrzedne CX, CY;
i szukajmy srodka ciezkosei tuku CNQ.

B
Ty
(i |
C
I
A

W tym przypadku réwnanie cykloidy, dla fuku CB, jest

Zatem, nazywajac / dlugosé luku CN, mamy

z_f m‘/d—i—d‘/‘ fd :’-‘—o\/ia.

Nastepnie

LL,._] 2ds= \/2(1/ de\x =

Ovl 4

Dla otrzymania y;, mamy

Ly, :fyds:\/ﬁfwydi_.
o "V

Zcatkujmy czesciami, bedzie

W = \/ﬁ( gy\/fg—Qf\/?_aTw dJ;)

ST 4 20(‘: Wz + §(2a—w)§ +c).
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Zeby wyznaczyé stateczne dowolna, uwazajmy ze dla z = 0

powinno byé &y, = 0; co daje € =— %a\/%.
Wiee

lJl_QVQa{J\/x_|_ (20 — ) -—ga\/ﬂ}.

- Dzielae wartosci lxzy, ly, przez [, znajdziemy spélrzedne $rodka
. ciezkosci luku CN cykloidy,

n=y g e — )t — 203},

Zeby mie¢ srodek ciezkosei polowy obwadu cykloidy, czyli
tuku CB, trzeba uczyni¢ « = 24, y=ma; co daje

. 2a 4
Ly ==, y1:(1(w—— .
3 3

Srodek ciezkosei calego fuku ACGB cykloidy znajduje si¢ na jego
osi symetryi CD, i ma odciete z, = ﬁ . Wynik zgodny z otrzy-
J .
manym poprzednio (84).
86. Gdy réwnanie danej linii jest funkeya spotrzednych biegu-
nowych, trzeba wyrazié ilosei /, lz,, ly, za pomoca tych spol-

rzednych. Owoz, nazywajge » 16 spolrzedne biegunowe punktu M
linii krzywej, mamy

£'="rdosb; y = rwsto,

ds = \/dr? J-r2dg?;
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wige catki, wyznaczajace srodek cigzkosci zadanego tuku krzywej, sa :

l= f Vadr* - b,

tary = / ads = f riosodn )/ e,

_j yds _jfwstede‘/de‘, 2,

Jako przyklad, szukajmy srodka cigzkosci luku BM spiralnej

by

oy

e, : =

logarytmicznej, wyrazonej przez rdwnanie

» = aem,
Rézniczkujac znajdujemy
dr = mae™'dp,
nastepnie
ds = aT o edge
Zatem

I =a\1 +m‘3] em0do,
Iy = a2 T - m? 7n2fe2'"0 dos0do

Yy = a2\ F mﬂfez"‘o wst0do.
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Pierwsza calka nie przedstawia zaduej trudnosci; dwie inne
otrzymuja sie za pomoca dwéch nastepujacych rownan

f e dos0d = e? wsto — 2m f 29ystodo,

jezmo wst0do — — > dosf 4 2n /ez’"e dos 0db,

z ktérych zaraz wywodzimy

a0 __ wstf 4 2mdos® ,,.0
fe dosed()_————-——1_|_bm.2 ety

v D __2mwstO— dosO 4.0
je wst@de.-———-—-«’l T om? g

Gdy obie granice catkowania beda wiadome, wyrachuje si¢ Ia-
two wszystkie trzy catki okreslone, i nastgpnie wartosci spotrze-
dnych z,, y, $rodka ciezkosci.

W szczegolnym przypadku, gdy skrajnos¢ B tuku BM spiralnej
logarytmicznej przypada w jej punkcie niemaltycznym O, wtedy
dlugosé tego tuku od O do M jest dana przez calke okreslong

miian a0 P
l=ay1 —{—m‘lf e'""de:%w + m? e,

Wartosci dwaoeh innych calek, okreslonych w tych samych gra-
nicach, sa

le, = PV (s 4 2mdose)ed,

1 4 bm?
= @’ y1 4 m? (2mwst — dos)e>?,
I + hm?
Ztad wywodzimy
&y @ (wst® - 2m dos6)en?,

- 1 - bm*

A-Sq am g job;
y,_mﬂmwsw dos6)e
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Jesli punkt M schodz sig z punktem A ktory lezy na osi OX,
do$é uczynié 9 =0 w ostatnich formulach, aby mieé¢ dlugosé
tuku od 6 = 0 az do 8= — oo, ispolrzedne jego srodka cigz-
kosel. Otrzymujemy wiec

l:%\/’l —|— m?
2am?

iE—

s 1) e
ST N=TT

Rzedna y, jest odjemna ; co mozna bylto przewidzie¢.

SRODEK CTEZKOSCI POWIERZCHNI.

87. Niech beda dwa punkta sgsiednie M(z, y, 2) 1
M'(z - Az, y + Ay, z -+ Az), wzietena powierzchni jakiejkolwiek,
odniesionej do trzech osi spotrzednych prostokatnych. Popro-
wadzmy przez kazdy z punktéw M i M/, dwie plasczyzny rowno-

Zi

M N

NFZ

-]
<

Y Q P

legte do plasczyzn zz i zy. Te plasczyzny ulworza na powierzchni
czworobok krzywolinijny MNM'N', ktory bedzie mial za rzut na
plasczyznie zy prostokat PQP'Q) — AzAy. Owoz, wiemy z Analizy
ze, nazywajac & kat jaki plasczyzna styezna do powierzehni w punk-
cie M czyni z plasczyzna ay, czastka skladowa powierzchni ma
za miare !

dady AN == 22 4 g2
dost’ albo dzdp\T F P>+ ¢%;
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gdzie wartosci

dxz

macza pochodne czastkowe funkeyi z wzgledem zmiennych nie-
zaleznych z i y.

Wiec czworobok nieokreslnie maty MNM'N’ wyraza si¢ przez

MNMN = a2ay (VT g +o)

a jest iloscia ktora niknie z przyrostami Az, Ay.

To ustaliwszy, uwazajmy ze rzedna $rodka cigzkosci czworoboku
krzywolinijnego MNM'N’ jest z - (3. 1los¢ 8 jest mniejsza od Az,
bo srodek cigzkosci tego caworoboku miesci sie miedzy dwiema
plasczyznami rownoleglemi do plasczyzny zy, i przechodzacemi
przez punkta M, M. Widzimy tferaz latwo ze moment czworo-
boku MNM'N" wzgledem plasczyzny «y wyraza sie przez wieloczyn

(s 4 pyazdy (VT 77 @ + «) =z acapy T PP ¢4 yazay;

nazywajac y ilos¢ zmienna ktéra niknie z przyrostami Az, Ay.

Jesli wieec wezmiemy summe wszystkich czastek skladowych
danej powierzchni, oznaczajac przez S jej miare, przez xy, ¥y, %
spoltrzedne jej srodka ciezkoscei, bedzie

Sz = EXzAzAYy V1 4 p? + ¢* -1 =EyAzAy.
To rownanie, istniejac ciagle jakkolwiek mate sa Az i Ay, bedzie
jeszceze prawdziwe gdy te przyrosty stana sie nieskonczenie matemi.

Ale wtedy, jako juz wiemy,

gr. EZyAzrAy = 0,

gr.xz VI p 4 = f f:dxdy VIiFp ¢
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Wiec ostatecznie

Sz, ::ff: dedy/1 +p> +¢2 .

Mamy tedy do wyznaczenia spélrzednych zy, y,, % catery
formuly

s= [ [ dutyVTFFF
= [ [t \TFFFE.
=ffydxdy\/1—l-p?+‘9‘%

Sz, __j f’da:dz/ Vi ¢

Granice tych czterech calek okreslonych sa te same. Aby poka-
zaé jak sie rachunek wykonywa, uwazajmy pierwsza catke. Przede
wszystkiem trzeba z réwnania powierzchni F(z, y, 2,)=10 wy-
ciagnaé wartosé z wfunkeyi @, y,i podstawié ja w pierwiastniku

w2
o

Sy

V1 % + ¢% Poczem, dla znalezienia granic calkowania, trzeba
wyrugowa¢ z miedzy rownaniami

B, s @)= 01| 1 E:O;
dz
zkad wynika réwnanie
‘F(‘r’ Z/) =0,

ktore przedstawia na plasczyznie zy obwdd rzutu danej powierz-
chni, To réwnanie rozwigzane na y daje ogélnie dwie wartosci
y=qdr) 1 y=qp(z)

Nakoniec, trzeba wyrugowa¢ y miedzy réwnaniami

]
oz, Yr=10 151 d—;: 0

zkad wynika réwnanie (z) =0 ktore daje- ogolnie dwie wartosci
z=a i r=>0. Ostatnie wartosci wyrazaja rGwnaniadwoch plasczyzn
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rownolegltych do plasczyzny xy, i poprowadzonych przez dwa
punkta skrajne powierzchni, jeden mniej drugi wiecej oddalony od
plasczyzny zy.

To uczyniwszy, catkuje sie rézniczke dy y1 - p> - ¢*, uwaza-
jac x jako ilosé stalg, od ¥ = ¢(z) azdo y = ¢,(z); poczem mnozy
sie znaleziona calke przez dz, i calkuje si¢ nowg rozniczke od
z=ua do x =04, przypuszczajac a < b. Te dwa calkowania,
wykonane jedno po drugiem, wyrazaja sie przez catke podwajna
okreslona :

b 7 P —
S:fda:/ VI 2 F ¢ dy.
a @0

88. Gdy powierzchnia jest plaska, te wszystkie formuty daja sie
uproscic¢. Jakoz, biorac plasczyzne danej powierzehni za plasczyzne
zy, bedzie z=0 a temsamem p =0, ¢ =0, i formuly przy-
wodza sie do nastepujacych

S :f.fd;cdy,
St f [‘ xdzdy,
Sy, = f f ydazdy.

Calkuje sie najpierwej wzgledem y, miedzy wartosciami v, i 4,
danemi w funkeyi z przez réwnanie krzywej ktora okresla po-
wierzchnie. Poczem, otrzymana rozniczkowa funkeye z catkuje sie
' miedzy wartosciami x=a i =0, ktbre sa odcigtemi dwoch
styeznych do obwodu powierzchni, poprowadzonych réwnolegle
do osi ymiw,

Zcalkowane wzgledem y, powyisze formuly staja sie

b
s = [ty —yoiz,
a
*b
Sx‘=/ (y — yo)xdz.
a

1 [*b
Syn———§j (y? —yo))de.

a
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Ostatnie formuly mozna wprost otrzymaé, sposobem ktéry znad
trzeba. Niech bedzie jakikolwiek punkt M(z.y) na powierzchni
CDFE, i punkt M’(z -} dz, y - dy) nieskonczenie sasiedni, Przez

te punkta poprowadzmy réwnolegle do osi OX i do OY, ktére
utworza prostokat MNM'N" ; oznaczmy przez y, 1 y, rzedne KPiHP,
krzywych EF i CD, odpowiedajace odcigtej OP = x punktu M;
nakoniec, nazwijmy @ i 4 odcigte skrajne OA, OB. Prostokat
MNM'N' = dzdy jest czastka skladowa powierzehni; jesli wiee,
uwazajac « za ilosé stala, bedziemy zmieniali y od y, do y,,
otrzymamy summe prostokatow dedy, réwna prostokatowi HKLI
ktory sie wyraza przez (y, — yo)dz; ten prostokat rozni sie od tra-
pezu krzywolinijnego HKK'H" iloscia nieskoriczenie mala drugiego
rzedu. Owoz, (y; — yy)dz jest rézniczka powierzehni CEFD kto-
rasmy oznaczyli przez S, wiec mamy

b
S = {‘ (yy — Yod.
a )

Formufa zupelnie ta sama co otrzymana wyZej, poniewaz 1,
zaczy rzedne krzywej CD wyrazona wprzody przez y.

Teraz, uwazajy ze srodek ciezkosei trapezu krzywolinijnego
HKK'H' rozni sie nieskoniczenie mato od srodka ciezkosei prosto-
kata HKLI, ktérego srodek jest na przecieciu przekalnych i tem-
samem nieskonczenie blizko $rodka hoku HK; mozna wiee, za-
niedbujac nieskoriczenie mate wyzszego rvzedu, wziaé dla srodka

DF U1 ym

2

ciezkosei trapezu krzywolinijnego spohrzedne z,

'sposobem moment zadanego frapezu wzgledem plasczyzny ZOY
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wyraza sie przez (y, — yo)wdr, a jego moment wzgledem plasczy-

y ZOX przez (y,— o) 7/°+‘/‘ dr= 3 (y® — yoi)d.

Wiec

Say -—f Y — Yyo)rde,
Sy, = f (= yo)dy 5

formuty zupelnie te same co otrzymane poprzednio.
89. Jesli powierzehnia jest zawarta miedzy krzywa CD, osia 0X
i dwiema réwnolegtemi do osi OY, trzy ostatnie foriauly staja sie

b
= f yd,
a

b
S:cl_—_[yxd;r,
Ja

1 [
Sy|=§ Ey‘-’da;.

Gdy osie spotrzedne sa pochyle, pod katem 0, czworobok MNM'N’
jest rownoleglobokiem majacym za miare daedywst; wtedy
trzeba wziacé

b
S = wst 6] ydz,
Q

b
Sz, = wst0 /‘ ydz,
oda

1 b
Sy =5 wsto f ydz.
e a

90. Na zastosowanie ogolnych formul, niech bedzie stozek ma-
jacy za wierzcholek punkt B osi rzednych OZ, a za podstawe kotlo
promienia  OA na plasczyznie zy. Uczyimy OA —a, OB =&
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na OA jako srednicy i na plasczyznie xy wystawmy poétkole, i sza-

kajmy s$rodka ciezkoSci czesci powierzehni stozkowe kiorej rzu-
tem jest to potkole.

Aby otrzymaé ten srodek ciezkosci, uwazajmy najpierwej Zze,
w obecnym przypadku, plasczyzna styczna do stozka ma zawsze
to samo nachylenie na pasczyzne xy; wiee dost jest iloscia stala,
1 wyraza sie przez

a

dOSC —
Va? - B

Wezmy potem punkt M(z, y, z) krawedzi BN powierzchni stoz-
kowej, ktorego rzutem na potkolu OA jest punkt P(z, y). Ponie-
waz polkole wystawione na srednicy OA ma réwnanie

Ut = ar — %,

stosujac ogdlne formuly otrzymujemy

i Yo A%koflenic i £i# - i isend
S_doscﬁ d.r‘/o dy_“dostjo Var— «* de = Bdost "

1 B A © i = _ T

Soyj=— dOSC\[ f; zdxdy —dostﬁ xdz \or — & = 16 dost”

1 o I 1 i 2dr = @
Sy':dosC£ ﬁ ydzdy =2dOSCfo. (ax — a¥dr = 19 dost "
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Nakoniee, dla wyznaczenia wartosci z,, uwazajmy Zze trojkaly
podobne MPN, BON daja

MP -ON-= OP
BO —  ON

zkad

z_—_% (a—-\/x‘l—l-y‘l).

Zatem

. bS fouiBo e
bzx__ml)ﬁ(d Va2 y?)dady.

Wykonajmy catkowanie wzgledem zmiennej y, w granicach

od y=0 do y=u=Vazr—z? ; zwaiajac najpierwej ze

Z

[PacymTR =TT+ Frog L, Ve g
znajdziemy
Sm:(—l—di?;/o‘adx{a Var =3 — S\@ =
- %ﬂ log (Vo + ya — z) —|—%logx}
Owoz,

‘a

j adzyax— 22 ==,
0
o 1
a —e = e
f‘vdx\/a‘l—ax—_—\/a/ .z(a—x)’dx:_?.
0 0 <

aloga @
j; x logulx__?)__ 7

23dx

a—al(a+ya—z)’

foax?log (Va-+Va—z)dz :ﬂlg_g_a +%]<:a "
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Aby mie¢ ostalnia catke, potézmy Y —
zkad r=a—¢, 1 dr=—2dt.

Podstawiajac te wartosci, bedzie

a dz 1103
S = o |t
‘[]‘ 2ya—z(Va+ Va—z) f (Va =)' (Va1 dt T30

Jesli poniesiemy te wszystkie wartosei catek okreslonych do
rownania wyzej wskazanego, olrzymamy ostatecznie

! 2 ¢ 16
x‘:.(-, y,:—a, 51=b<1_'9—>
™
Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem srodka ciezkosei powierzchni
plaskich; do czego nam postuza formuly numeru 89.
91. TrOJKAT. Szukajmy, najpierwej srodka ciezkosei tréjkata ABC.
Aby go wyznaczy¢ po prostu, wezmy dwie osie spélrzedne przecho-

o

| G

|

|

é /E
oy
’;/ b
=

A H D X

dzace przez wierzcholek A, AX prostopadta i AY rownolegla do
boku przeciwnego BC. ‘W tem zalozeniu linie proste AC, AB maja
za rownania

Y =mz,  Yo==m.

Zatem, nazywajac 4 wysokos¢ AD trojkata ABC, otrzymu-
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jemy zaraz

S :j h(y — Yo)dx —’:j.h(m — mo)rds = (m — m) /i;
0 Y ‘

*h g /3
/ (m — mo)x?dx = (m— my) 3
0 D

L%

h
B = f (y— yolrde =
0

o) h 3
Syy= % j (P2—yh)dz = f—) j (M2 —mig)2du = (m? — m?y) /(i )
“J0 “J0 J

Ztad wynika

. sl 1 B M ¢
IhiTT (g Y= (m —4-mg) - .
. J

Owoz, uwazajmy ze (i-_'_zL“)h wyraza rzedne DE $rodka E
podstawy BC; co daje :EQ—E. Mamy wiee )

41 DE

S AL
To réwnanie dowodzi ze Srodek cigzkosci G trojkata ABC znaj-
duje si¢ na osrédkowej AE podstawy BC, a wartosé odcietej
A é AD pokazuje ze ten punkt jest na jednej trzeciej cagdei osrod-

kowej AE poczawszy od podsiawy. Wige srodek ciezkosci trojkata
jest na przecigeiu jego trzech osrodkowych.

92. Srodek cipzkosei trojkata wyznacza sie latwo bez rachunku

J
L]

catkowego. Jakoz, niech bedzie trojkat _ABC, i osrodkowa AD
boku BC. Jesli przez te osrodkowe poprowadzimy plasczyzne pros
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topadia do plasczyzny trojkata, bedziemy mieli plasczyzne $rednico-
wa, odpowiedajaca cigeiwom réwnolegtym do boku BC. Owoz, wie-
my (78) ze ta plasczyzna zawiera Srodek ciezkosei trojkata; zatem
osrodkowa AD, jej przeciecie z plasczyzna trojkata, zawiera go
takze. Dowiedzie si¢ podobnie ze srodek ciezkosel tréjkata znajduje
sie na osrodkowej BE boku AC. Wige ten $rodek jest w punkcie
przecigcia G trzech osrodkowych trjkata ABC. Nadto linia DE,
taczaca $rodki bokow AC, BC, jest réwnolegta do boku AB; zatem
dwa trojkaty GDE, GAB sa podobne; a ze DE jest potowa boku
AB, GD jest takze polowa boku GA. Wiec s$rodek ciezkosci troj-
kata ABC jest na osrédkowej AD podstawy BC, i przypada na
jej trzeciej czesei poczynajac od podstawy.

Dobrze jest uwazaé ze srodek ciezkosci trzech ciezardw réwnyeh,
przylozonych do wierzchotkow trojkata, jest ten sam co srodek
cigzkosci tréjkata, 1 w samej rzeczy, te ciezary sa to trzy sity rowne
i rownolegle przylozone do trzech punktéw A, B, C. Owoz, dwie
z tych sit, przylozone do B i C, skladajasie w jedna site, podwdjna
kazdej z nich i przylozona do $rodka D boku BC ; ta za$ sila sklada
si¢ z sila przylozong do A w ostateczna wynikowe, przytozona do
takiego punkiu osrodkowej AD zeby jego odlegtos¢ od A byl
dwa razy wigksza niz odleglos¢ od D. Wigc punkt przylozenia
ostatecznej wynikowej jest na przeci¢eiu trzech osrodkowych troj-
kata. Co dowodzi zalozonego twierdzenia.

Biorac momenta trzech sit réwnolegtych, przedstawiajacych po-
wyzsze ciezary, i moment ich wynikowej, widzimy }atwo ze odle-
glodé $rodka cigzkosci trojkata, od linii prostej zewnetrznej, jest
$rednia odlegtoscia jego trzech wierzcholkéw od tej linii.

93, TrarEz. Srodek cigikosci G trapezu ABCD znajduje si¢ na

Q

linii EF, ktora ¥aczy $rodki jego dwoch podstaw; boten trapez
jest réznica dwdch trojkatow ktorych srodki cigzkosci leza na kie-
runku linii EF. Aby znalezé druga linig na ktérej sie takze znajduje
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srodek ciezkoSci trapezu, poprowadzmy przekatne AC, ktora roz-
lozy trapez na dwa tréjkaty ABC, ACD. Owoz, $rodek ciezkosei H

trojkata ABC lezy na osrédkowej CE boku AB, tak ze HE = % CE;
podobnie Srodek ciezkosci K trojkata ACD lezy na osrodkowej AF
boku CD, tak ze KF :% AF. Ztad wnosimy ze $rodek ciezkosci
trapezu ABCD jest na przecieciu G. linij EF i HEK.

Mozna jeszcze znalezé odleglosei z 1 y $rodka ciezkosei G
{rapezu od jego dwoch podstaw AB, CD, stosujac twierdzenie
momentow (53) do ukladu sif rownolegtych, ktore przedstawiaja
cigzary dwoch trojkatow skladowyeh ABC, ACD i sa przylozone
w punktach H, K. Wryobrazmy sobie te sily jako prostopadie do
plasczyzny trapezu, i wezmy ich momenta wzgledem kazdej z dwéch
plasczyzn, poprowadzonych przez podstawy AB, CD rdéwnolegle
do kierunkow tychze sil. A poniewaz trapez i dwa tréjkaty skia-
dowe maja spoina wysokosé, ktéra nazwiemy 4, cigzary tych
trojkatow przylozone w punktach H, K, i cigzar wynikowy przylo-
zony w G, sa proporeyonalne do linij AB, CD, AB -} CD; mamy
wiec dwa rownania momentow

(AB 4 CD}w:AB.g—I—C_D. 2?”
2h h

(AB -} CD)y = AB.—g— —+CD. 5

zkad, dzielac stronami, wywodzimy

1 _
L 1T R pi.

£
I o AB-[-—% )

Jedli teraz przedluzymy bok BA diugosciz AP réwna podsta-
wie CD, a za$ bok DG dlugoscia CQ réwna podstawie AB, i popro-
wadzimy proste PQ ktora przetnie prostz EF w punkcie G, trdj-

MECHANIKA . s
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katy GEP, GFQ beda podobne i dadza

on $ABCD
g g e

To pokazuje ze odleglosci z, y Srodka ciezkodei trapezu od pod-
staw AB, CD, sa proporcyonalne do odcinkéw GE, GF prostej EF
ktéra taczy $rodki tych podstaw; ale juz wiemy e ten srodek
ciezkosci lezy na prostej EF, wiec punkt G jest wiasnie srodkiem
ciezkosel trapezu.

94, CzWOROBOK JARIKOLWIEK. Dla znalezienia srodka ciezkosei
czworoboku jakiegolwiek ABCD, rozkladamy ten czworobok, prze-

katna AC, na dwa tréjkaly ACB, ACD ktorych wyznaczamy
srodki ciezkosei H, K. Srodek ciezkosci G danego czworoboku
dzieli odlegto$¢ HK na dwie czgsci odwrotnie proporcyonalne do
powierzchni trojkatéw ACB, ACD; zeby go nakreslic, uwazajmy Zze
te dwa trojkaty, majace spolna podstiwe AC, sa proporcyonalne
do odlegtosci wierzcholkow B, D od podstawy, a temsamem pro-
porcyonalne do odcinkow BF, DF przekatnej BD. Owoz, nazy-
wajac L punkt przeciecia przekainej AC z prosta HK ktora jest
rownolegla do przekatnej BD, widzimy ze w iréjkacie EBD od-
cinki BF, DF sa proporcyonalne do odeinkow HL, KL; wige,
jesli wezmiemy KG=HL punkt G bedzie srodkiem cigzkosci
czworoboku ABCD.

95. WYCINEK 1 ODCINEK KOkA. Szukajmy najpierwej srodka ciei-
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kosci wycinke. OACB kota. Ten wycinek jest symetryczny wzgle-

A

(]
\
B
=

dem promienia OC, przechodzacego przez srodek C podstawy ACB;
zatem jego srodek ciezkosci G znajduje sie na promieniu OC. Dosé
wiec bedzie znalezé odleglosé¢ OG tego punktu od srodka kota.
W tym celu, wyobrazmy fuk AB podzielony na tuki rowne nie-
skoniczenie male ; wycinek OACB zostanie rozlozony na nieskon-
czenie mate wycinki majace te luki za podstawy. Kazdy z tych
wycinkow sktadowych, tak malych jak sie podoba, moze byé uwa-
zany jako trdjkat rownoramienny, ktérego srodek ciezkosei jest na
dwoceh trzecich osrodkowej, poczynajac od wierzechotka 0. A ze ta
osrodkowa ma za granice promien kota OA, srodki ciezkosci
wycinkow nieskonczenie malych sa nieskonczenie blizko luku EF,

nakreslonego ze srodka O promieniem OE — 5 OA. Nadto, ponie-

waz te wszystkie wyecinki sa rowne, ich Srodki ciezkosci sa jedno-
stajnie rozstawione na fuku kola nieskoriczenie malo roznego od
tuku EF. Ztad wnosimy ze srodek cigzkosci wycinka OACB jest ten
sam co tuku EF. Jesli wiec oznaczymy przez a promien kola,
przez [ dlugos¢ tuku AB i przez ¢ jego cieciwe bedziemy
mieli (82)

[CUR ]
o~

2° Szukajmy teraz Srodka cigzkosei odcinka kotowego ABC (fig.
powys.). Poniewaz ten odcinek ma os symetryi OC, jego srodek
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ciezkosci lezy na tej osi; do$é¢ wiec bedzie wyznaczyé odleglosé
tego punktu od $rodka kota O. Owoz, nazywajac . apoteme OH
tuku BC ktdrego cieciwa jest ¢, i biorge rownanie kola

2= a2
mamy
‘a il —
S:2/ yd;v:?/ \/a"——x?d:c:al C/',
h B an ]
[a el 9 4
= 2] yrdy = 2/ aVa?— xtdr = - (a* — h%)?,
h h )
Wiec
39
(> — A2 ¢
' T 3(al —ch)
albo
3
i e
6(al — ch)

Gdy odcinek kola jest potkolem, wtedy

96. OpciNex pArABOLL Jesli chcemy znalezé srodek ciezkosci

odcinka AMP paraboli (fig. stromicy 93) biorac dla tej stozkowej
rownanie

2 — pr’

1 stosujac formuly numeru 89, bedziemy mieli :

tx e c - ¢
S :‘/ yda = \/QPj Vz de = ;,2— x\2px = ély
0 0 B .
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Wiec

3 3
‘Ll-——ﬁsx, y‘zéy.

97. OpciNEk CYKLOIDY. Szukajmy srodka ciezkosci odcinka AMP
cykloidy.

| - C\
MZ%
A ) i) PR
Rownanie fuku AC tej krzywej jest
% = ‘/%G albo dzr = \/—2——————%11_;/.2 !

Zatem, nazywajac S powierzchnig odcinka AMP, mamy

e = K
—h ") V= o V2ay — 32 V2ay—y*dy ;

i A/de — y Ny — P — I

= T 2 L
a i yvaay —Y o VIay — 3¢
Zkad

S :%— %\/2@_}/——3/2.

Nastepnie,

xr T
Sx.—_—fads __f yaxdr — Sz — —f (3az — y \2ay — y?)de

_S£—<— xd/c—!-f Y2y
0

- Sax? |
e
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Wiee

Sx,_s—{“'—_——xy\uaj —i—y
Podobnie,

1 1 [y —
Sy = f Pde==15 f (3az — y \2ay — y*)dy
- 0

1 3 i 1%

1 ) o 3 2

g Sy — oy 80 afoy P
Ztad wynika

Sy = 7 2z — & (29 - 5a) V2ay = 7.

=l o

Otrzyma sie spotizedne xy, y,, dzielac wartosci Sz, Sy, przez S.

Dla potowy cykloidy mamy

! ;
S :; wa®, Sz = %as (ﬂ‘l i 19—6> <M

= wad.

-l-‘lvn

Wiee spotrzedne $rodka ciezkosei potowy powierzehni cykloidy sa
i & 5
-Tt-—-<§+9—_n_>: !/1—-6‘1-

Srodek ciezkosei catej powierzchni cykloidy lezy na osi syme-
tryi CD, ima rzedne

Gdy dany odcinek cykloidy przechodzi potowe jej powierzchni,
trzeba go rozdzieli¢ na dwie czesci. Do pierwszej, ktora powinna byé
rowna polowie powierzehni cykloidy, stosuje sie rownanie tuku AC

dy __ 2a ; -_— v I
o + — —1; a zas do drugicj rownanic luku CB
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dz
w dwéch czeseiach, iich rachunek bedzie tylko troche dluzszy od
poprzedzajacego. T tak, bedzie na przyklad

ra z
S :f yda —I—f ydz.
0 wa

Sax
=5+ Iy —p.

&y = — ‘/Z?a — 1. Tym sposobem catkowania wykonaja sie

Zeby mie¢ formuly ogélne, obejmujace oba przypadki, trzeba
wzigé rownanie eykloidy w funkeyi kata » jaki czyni promier kota
tworzacego, przechodzacy przez punkt opisujacy M, z promieniem
przechodzacym przez punkt zetkniecia tego kota, Co daje

2z = alu — wstu), y = a(l — dosu).
Za pomocg tych formul, zwazajac ze

dx = a(1 — dos u)du,

*x
S:j ydx:a?f (
0 0

= Z:(Gu — 8 wstw - wst 2u).

mamy zaraz

g | &0

— 2 dosu 4

dos 2u> i

Potem

Sri— f myxdm: a f u(i — dosu)’(u — wstu)du
0 0

—a3f dug ——2dos +(1052u> —(1-2 dosu - dos*u) wstudu}

3 g 3
= Z—(Su‘l -— 8uwstu - uwst2u — hdosu - 3 wst?u - g dos®u +§)
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Nakoniec

1 &z ad® (u
Syii= 5 /‘ dibs= ‘)—j (1 — dos u)’du
0 “Jo

“a

3 ¢ 5 2
= ;—A/O‘u(.—'; -—%’ dosu—}—% dos2u — % dos 3u)du

3
= g<10u — 15 wstu - 3 wst 2u — %wst:ﬁu).

Dzielac teraz wartosci Sz, Sy, przez S, otrzymuje sie $rodek
cigzkosei jakiegokolwiek odeinku cykloidy. Aby mieé srodek cigz-
kosci powierzchni catej eykloidy, trzeba uczynié u = 2= co daje;

5
&y = =wa, Yy = 6
wynik juz wiadomy.

Gdyby cheiano znalezé $rodek cigzkosei krojki cyldmdy, zawartej
migdzy dwiema rzednemi odpowiedajacemi wartosciom 1w, i u
kata u, trzebaby wyznaczyé catki S, Sz, Sy, wykonywajac cal-
kowania w granicach od u, do u,. Co nie przedstawia zadnej
trudnosci.

98. Uwazajmy jeszeze cykloide odniesiong do normalnej wierz-
chotka jako osi odcigtych i do stycznej jako osi rzednych; i szukajmy

¢ D
0 X
’xl
g 2l A

srodka cigzkosci odeinku CMQ, biorac rownanie cykloidy w funk-
cyi kata w.
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Aby je otrzymaé, niech beda AP i MQ spolrzedne punktu M
cykloidy wzgledem dawnyeh osi AX', AY', a zas CQ =z, MQ =y
jego spolrzedne wzgledem nowych osi CX, CY. Widzimy latwo ze
wszystkie punkta tuku CB sa dane przez rGwnania

AP = a(u — wstu) ==a 4y
MP —a(l — dosu) =2a — &

zkad wyprowadzamy
z = a(l -+ dosu),
y=au — = — wstu).
A jesli uczynimy u — x —z, bedziemy mieli zadana réwnania
z=a(1 — dos z)
y = a(z 4 wstz).

Postugujac sie temi rownaniami cykloidy, i uwazajac szczeg0lniei
na to ze

dy = a(1 4 dos z),

znajdujemy zaraz trzy calki potrzebne do wyzuaczenia Srodka ciez-
kosci odcinka CMOQ.

@ 'y . %
S ::f ydz = xy -—j xdy =zy — a‘lj wst? dz
0 0 0

a2 %
:zy—g—j(: (1 — dos 23)dz;

wiec

S=uzy— Z—“(Qz — wst 2z).
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Tak samo

x 1 1 (v
Sz, =f yad =g 4% — g/ z%dy.
0 =Jo

Owoz,

Yy %z
f x‘-’dy:a3f wst’z(1 — dos z)dz
0 0
%1 — dos 2z
:a3f (———208— — wst% dosz)dz
0

3
= ;—<:— % wst2z — iwst3z> ;

3

‘ wiec

g 1 1

Szy— %x‘ly == Z—(z -3 wst2z — 3 Wst3z)-
Podobnie
1 [z 1 v
Sy, = ff ydz _—_—éxy? —f zydy.
0 0

Ale

w "
j zydy = o? f (z 4 wstz) wstizdz
0 0

_ a3fz<l — ;ios?z 4l awstz-—;wstSz)d:
0

wigc, wykonawszy catkowania, otrzymujemy

1
2

Sy —

3
Sy Z_<:ﬂ—|—zwst2z— dos2z do?s)3z E))

5 —3dosz-|- + )

Wartosci Sz, Sy, podzelone przez wartosé S wyznaczaja
srodek cigzkosci odcinka CMQ cykloidy. Gdy ten odecinek staje
sig potowa powierzchni cykloidy, witedy znajduje si¢ jego $rodek
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ciezkosci czyniac s == w powyzszych formulach; co daje dla
CBD, potowy powierzchni cykloidy,

7 8
=50 Y= <‘§ = 9—ﬂ>a (8

99. Za pomoca nastgpujacego twierdzenia mozna tatwo, w wielu
przypadkach, wyznaczyé $rodek ciezkosci figury sferycznej.

Jesliy biorac trzy jakiekolwiek proste 0X, OY, OZ przechodzace
praez Srodek sfery promienio R, osmaczymy przes S powierschnie
figury nakreslonej na sferze, przez Sz, Sy, Sz jej rzuty na ptasczy-
znach YOZ, ZOX, XOY, 7 przez Xy, Yy, 2, odlegtosci srodka cigzko-
Sei figury S od tych ptasczyan; bedzie

Ty u R
6 11 or SO Dy 2

Na dowodzenie tego, nazwijmy z odlegtodé, od ptasczyzny XOY,
punktu M ktoremu odpowieda nieskoriczenie mata czastka skla-
dowa powierzchni S; bedziemy mieli (87).

* (zdzdy
8o = _— .
‘ f j dosg

Ale, promiert OM czyni z*normalng do plasczyzny XOY kat &
co daje

z—R.dost,

Sz, =R f f dudy = RS,

Zadt wynika réwnanie

Wiec

o) =

b

RS

z

ktére dowodzi twierdzenia.

(*) Zob. note na koicu tomu.
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Widzimy wiec ze doéé jest znaé powierzehnie figury nakreslonej
na sferze, i jej rzuty na trzech plasczyznach przechodzacych przez
srodek sfery, aby mozna wyznaczyé srodek ciezkodci tej figury.

100. SRODEK CIEZKOSGI TROJKATA SFERYCZNEGO. Stosujac powyi-
sze twierdzenie, nazwijmy a, b, ¢ boki trojkata sferycznego,
A, B, G Kaly przeciwlegle, i przypusémy ze linie proste
0X, 0Y, OZ przystaja odpowiednio do promieni OA, OB, OC.

Owoz, powierzchnia trojkata sferycznego ABC ma za miare

S:%ﬁm+3+c—m;

rzut tej powierzehni na plasczyznie AOB wyraza si¢ przez rzuty
na niej wycinkéw kotowych AOB, COB, COA, to jest

S: = pow (AOB) — pow (COB)dosB — pow (COA)dosA

= 7—'}? (¢ —adosB — bdosA).

Wiege, na mocy dowiedzionego wyzej twierdzenia, bedzie

1} ¢ —adosB — bdos A
2° A+B}C—2

4=R.3 =

Tak samo

R b —c¢dosA —adosC
2" A+BfC—2

o a-— bdosC — cdosB
T TATBFC—2

h=

101. Pokazemy teraz jak spoirzedne biegunowe moga stuzyé do
wyznaczenia srodka ciezkosci powierzchni plaskich.

Przypusémy najpierwej ze trzeba znalezé srodek ciezkosci wy-
cinku OAB, zawartego miedzy linia krzywa AB i dwoma promie-
niami wodzacemi OA, OB. Mozna roztozyé powierzchnie wycinku
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na trapezy kotowe nieskonczenie mate, jako MNN'M', prowadzac
promienie wodzace OL, OL/,... i tuki kot MM" NN'... nieskon-

czenie bliskie jedne drugich, majace srodek w punkcie O. Owoz,
jesli nazwiemy r i 0 spolrzedne biegunowe wierzchotka M trapezu,
bedzie bok MN = A7 i fuk MM' = A8 ; wigc ten trapez, ktory jest
roznica dwoch wycinkéw kotowych ONN'i OMM, ma za miare

% (r -+ Ar)A8 — % A0 = rArA9 - %Ar‘lAG.

To pokazuje ze czastka nieskonczenie matq, skladowa powierz-
chni, jest rdrdd. Srodek ciezkodci tej czastki lezy nieskoriczenie
blizko punktu M; a ze spolrzedne tego punktu sa

2 —=ndos By y =rwsto,
wiec momenta czastki rdrdd wzgledem dwoch plasczyzn spol-
rzgdnveh prostokatnyeh ZOX i ZOY wyrazaja si¢ przez
rdrdd.rdosd 1 rdrdd.rwsto.

Ztad wyprowadzamy, do wyznaczenia srodka cigzkosci wy-
cinka OAB, trzy formuly
) ‘0, 7y

=== 40 / rdr,
0o 0
', "

N = dos 0d0 /‘ »2dr
9 1 do

0, Ty
Sy (‘ wst0do / r2dr.
J0

/0
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Po tem co poprzedza, nietrudno znalezé srodek cigzkosci po-
wierzchni zawartej miedzy dwiema liniami krzywemi AB, CD,
i dwoma promieniami wodzacemi OA, OB.

Jakoz, czastka niéskonczenie maty, skladowa powierzchni, jest
rdrd9; mamy wige, do wyznaczenia srodka cigzkosci powierzchni
plaskiej, ogdlne formuly :

S
S=| ‘o | ‘rr,

0o To

lel Irl
g j dosd [ 'redr,

eu 7o

0 ry
Sy = wlede r4dr,

6, ro

w ktérych 6,, 0, znacza katy AOX i BOX, aza$ »,, r, wyrazaja
promienie wodzace, odpowiedne tym katom w liniach Kkrzy-
wych CD i AB.

’

Dla lepszego wyjasnienia szczegdlow metody, powtorzymy dwa
nastepujace, juz rozwiazane, zagadnienia.

1o Znaleié srodek: ciezkosei wycinka kotowego. Wiemy ze ten srodek
ciezkosci lezy na osi symetryl wycinka; dosé wiee wyznaczyé jego
odleglos¢ od $rodka kola, Owoz, jesli wezmiemy os symetryi wy-
cinka za oé biegunowa, uwazajac punkt M(r, 8) powierzchni i na-
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zywajac R, [, ¢, promien kola, luk i cigeiwe, bedziemy mieli :

*+0, "R 0, 1
S =] dej rdr = Rp"f dp :'—ZRI’
—0, 0 0
b.L,__f dusedej 2dn—= < R3f dos@dO-%R

wiee

2 Re
7"1:‘3 € T .

Co sprawdza wynik otrzymany innym sposobem.

90 Znalezé srodek ciezkosci odcinka kolowego. Ten srodek ciez-
kosci lezy na osi symetryi odcinka. Jesli wiec wezmiemy te linie
za 0o$ biegunowa i nazwiemy 4 apoteme tuku odcinka, bedziemy
mieli, dla jego cieciwy, rownanie

rdosd=nh;

a nastepnie, stosujac formuly ogolne, otrzymamy

—+0 ‘R 0 2
:f ‘de/ ra’r:f '(R‘—’ & L.,)de
A h o dos?0

dos 0
% (R — ch),
ml__f dos edef 2lr = gdfo.e‘@ﬂdose—«dii@ye
dos 0
= e =

Ziad wyprowadzamy wiadomy wynik

3
Y= SRI—h)”
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102. Znaleic srodek cieskoscr powierschni zawartej migdzy dwoma
kotami AB, AC, stycznemi wewnetranie w punkeie A.

Oznaczmy przez a i a, srednice tych dwdch kol, i wezmy za o$
biegunowa Srednicg AB Kktora, bedac osia symetryi calej figury,
zawiera jej srodek ciezkosci. Jesli wiec nazwiemy 0 kat MAB,
promienie wodzace 7, i 7y, ktore odpowiedaja temu katowi w ko-
fach AC 1 AB, wyraza sie przez

ro=0d0s6_ i, .ry=ados9;

bedziemy wiec mieli

, +_ a dos(
_f de rdr = (a> — ao’)f dos?6 de,
aodosf
adosf
Sz, _f dosede/v Rl — (af‘l—a0 f dost0d0.
@odosh
Wszystko przywodzi sig do wyrachowania dwéch calek okreslo-
™ ™
z 2 ‘
nych | dos*6dd 1 f dos'040, ktore nie przedstawiaja zadnej
0 0

trudnosci. Albowiem mamy zaraz

f dos*6ds — / 1+ dos20)do =7
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™ ” ”

2 1 (2 ) 12 2

fdos‘ 0do :———f (1-+dos ‘26)~d6:—f(:i—l—hdos%—{—dosh@)d&: —.

0 h 8.)o 16
Wiee

1 ™ <
=7 (@ — ap?),

Swy= g (a* — as®);
zkad

a? — amy ;- a2

1
Ly ==
=] a— ay

POWIERZCHNIE OBROTOWE.

103. Niech bedzie powierzchnia utworzona obrotem linii krzy-

[ i |
0 AL TP B

wej plaskiej CD okolo osi lezacej zewnatrz na plasczyznie tej linii,
Wezmy o$ obrotu OX i prostopadle OY, za osie spoirzedne.
Srodek ciezkosci powierzchni obrotowej znajduje sie na osi
obrotu ; dos¢ wiee wyznaczyé jego odlegtosé OG =z, od poczat-
ku O spétrzednych, W tym celu, uwazajmy na krzywej CD dwa
punkta sasiednie M(z, y) i M'(z +dz, y 4 dy). Owoz, tuk nie-
skonczenie maty MM’ =«s tworzy, swoim obrotem okoto osi 0X,
pas nieskonczenie wazki ktéry mozna wziaé za powierzchnie bo-
czng pnia stozka, zaniedbujac nieskoriczenie mate drugiego rzed;

MECHANIKA, 9
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zatem miara tego pasa jest 2xyds. Jesli wiec nazwiemy S powierz-
chnie utworzona przez krzywe CD, bedzie

Si== an yds.

Moment tego nieskoriczenie wazkiego pasa, wzgledem plasczyzny
Z0Y prostopadlej do osi OX, jest 2xyxds; wiec

b'.z’,::l-rrj yxds.
Granice miedzy ktéremi maja by¢ wziete obie catki odpowiedaja

skrajnosciom krzywej tworzacej CD.

104, Na zastosowanie, szukajmy srodka ciezkosci G strefy sfe-
rycznej, utworzonej calkowitym obrotem tuku CD okolo $re-
dnicy EF.

Rownanie kofa, odniesione do $rednicy EF ido prostopadiej OY
przechodzacej przez srodek O sfery, jest

W — R =0
zkad

zdzr -} ydy = 0,

ds:dx‘/l-{—zz;__ﬁjw.
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Zatem, nazywajac a, b, odcigte OA, OB odpowiedajace skraj-

noseiom C, D uku tworzacego, i oznaczajac przez S powierzchnie
strefy, mamy

o %
S =% / dsi— 27:}1/ dz = 2zR(b — a).
8 a

s b
S 27:] .r]/ds == 21‘;]{/ rde — ‘n:R(f/'l — a2);
So Ja

Wiec
a0

= —.

2

To pokazuje ze srodek ciezkosei strefy sferycznej jest na srednicy
prostopadiej do jej podstaw i w rownej od nich odlegtosei.

105. STREFA CYKLOIDALNA. Srodek ciezkosei strefy, utworzonej
catkowitym obrotem fuku cykloidalnego CM okolo normalnej CD

wierzchotka C, lezy na lej linii. Zeby znalezé jego odleglos¢ CaG,
wezmy rownanie cykloidy odniesione do normalnej i stycznej wierz-
chotka cykloidy; bedzie

dy ‘/ 2a s
dx .
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zkad

ROZDZIAL III.

a zatem

Owoz, catkujac czesciami, znajdujemy

T dx T,
——_Qa/\/-———2 V2a — zdz
\/,

3 _
_QJVa,—l—h(la—.L) ga\/ﬂa;
wiec
D— (u/\/‘)ax—{— (2a — ) \2a(2a — ) >
Nastepnie

Sz, = 2 / = % f .
0 0

Catkujac czesciami, mamy

- 54 R ) _—
/yv’x dac:-gyx%—gfzc\/m——xdz

ale

fl\/ﬁa—:dx__/ —(2a—x)* —}—2(1(2&—.’0)‘E }dx

5 3
2

(2a — &)* 4-C;

(13l )

(2a — x)

W=
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wiec, wyznaczywszy stateczne C tak zeby na # =0 bylo Sz =0,
otrzymamy ostatecznie

)Qac‘}

.U/\/Zzu—[— lm—]—?u)(?a — ) V2a(2a — z) — T
5

le

M!b

Ztad, dzielac przez wartos¢ S, wywodzi si¢ odcigte ;.

Cheae mieé srodek ciezkosci powierzchni utworzonej obrotem
polowy cykloidy CB okolo normalnej CD, ftrzeba ueczynié
=20, y— xa;" co daje

f=2 T
3 4
T3

106. Jest prosty zwigzek miedzy dwiema powierzchniami, utwo-
rzonemi obrotem tej samej linii okoto dwdch osi prostokatnych.

Y
) D

0 M ‘

g G

0 A P I

Jakoz, nazywajac S i T powierzchnie utworzone przez krzywe CD,
ktora sie obraca kolejno okolo osi prostokatnych OX i OY, mamy

L, = 2m [M/(lS,

Ty, = 2n /xyds.

wn

Ale calka f xyds zostaje ta sama w obydwoch przypadkach;
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wiee

Sz, = Ty,, albo ,Sf =

Jest tu jeszcze mala uwaga do zrobienia. Jesli Tuk CD, zamiast
obraca¢ sie okoto osi OX, obraca si¢ okolo rownoleglej OX',
oddalonej od OX dtugoscia 00" = k; przypuszczajac ten fuk CD
ponad obiema rownoleglemi OX, O'X', i nazywajac S, 8' dwie

Y| M
o T
C
0 A : ’ X
.:)l ,:A’ |) 1 “n‘ v \: Y

powierzchnie obrotowe wzgledne do osi 0X, OX', bedzemy

mieli

S = 9 [ yds, Sy, = 2= f Yy ds,

R / (.'(/ + k)ds Sy', —= 21:];/;(1/ + k)ds.

Ostatnie dwie calki przywodza si¢ do pierwszych ; albowiem
S’:‘>-,rfyds—|-21c/c/lds

S/, = 9z {.'tg/(ls —+ 2k /‘xds.

Owoz, wyrachowano calki f xds, f yds, aby mieé¢ $rodek cigz-

kosei tukn €D; wiec juz niema nowych rachunkéw do wykonania.
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TWIERDZENIE GULDINA.

107. Powierzchnia S ulworzona calym obrotem krzywej plas-
kiej, okolo osi lezacej zewnatrz na jej plasczyznie, wyraza sig przez

= Qﬁfj/ds.

Owoz, jesli nazwiemy / dlugosé krzywej tworzacej, jej moment
wzgledem osi obrotu OX bedzie

== /yds;

wiee

S=1X ry.

To pokazuje Ze powierzchnia olrotowa ma za miare wieloczyn
z linii potudnikowey tworzacej przez okrag opisany jej srodkiem cies-
kosci.

Nazwijmy teraz S' cze$¢ powierzehni obrotowej zawarta migdzy
dwoma potudnikami kiore czynig kat 6. Mamy oczywiscie

)
=

=
S

zkad

Br= X 6,

Wiec ogolnie, gdy krzywa plaska obraca si¢ okolo osi ktdra lezy
na jej ptasczyznie i zostawia ja cala z jednej strony, ezesé powierzchni
obrotowej , zawarta miedzy dwoma potudnikami, ma za miare dlugosc
krzywej tworzgeej pomnozong przez tuk opisany jej Srodkiem cigi-
kosci.

9° Objeto$é V utworzona przez powierzchnig plaska, zawarta
miedzy dwiema krzywemi i dwiema rzednemi y,, y kiore odpo-
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wiedaja odcietym a, b, wyraza si¢ przez
b
V= r:f (1> — yoH)de
a

Owoz, jesli nazwiemy S powierzchnie tworzaca, jej moment
wzgledem osi obrotu OX bedzie

L N 9\ I«
Sy=35 ) (* —yo*)de;
a
wiec
V=8. 2xy,.
To dowodzi ze objetosé utworzona cALROWITYM obrotem powierschni

plaskiej okoto osi lezacej na jej plasczyznie, jest réwna wieloczynow?
z tej powterzchni przez okrag opisany jej $rodkiem ciezkoser,

Jedli feraz oznaczymy przez V' cz¢$é objetosei obrotowej, za-
warla miedzy dwoma poludnikami ktére czynia kat 6, rozumujac
Jjako w przypadku 1°, znajdziemy latwo ze

V=507

Te dwa zadania 1° i 2° sa znane pod nazwiskiem fwierdzenia Gul-
dina, chociaz znajduje si¢ juz w Zbiorach matematycznych Paprus«,

Na zastosowanie, przypusémy ze kofo promienia @ obraca sie
okoto osi zewngtrznej lezacej na jego plasczyznie. Oznaczajac
przez h odlegtos¢ srodka kola od osi, przez S i V powierzchnie

" i objgtosé utworzone przez okrag i powierzchnie tego kola, bedzie

S =2ra.2nh— lhr'za}l, V =xa?.2zh= 2=z%a%h.

Podobnie, objetosé utworzona obrotem ellipsy majacej pot-osie
a i b wyraza sie przez

YV =rab . 2nh = 2x2abh.

Za pomoca twierdzenia Guldina nietrudno znalezé $rodek cigz-
kosci tuku kota. Jakoi, przypuszezajac ze cieciwa ¢ tego tuku jest
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rownolegta do osi 2, mamy dla powierzehni strefy sferyeznej

S =2xRe = . 2xy,;

zkad H="

Uwaca. Twierdzenie Gunpiva, dotyczace objetosci, moze sie

Al MM
s i

G

\
\
\

Ky
K’

zogllni¢ w ten sposob : Jesli powierschnia plaska przenosi sie
w praestrzent tak, ze jeden z jej punktow poswwa sie ciggle po jokiej-
kolwiek krsywej GH, do kidérej plasczyzna tej powiersehni zostaje
normalng,; wtedy objetosé wtworzona rdwna sie  wieloczynowi po-
wierzchni tworzacej pries dbugosé krzywej ktara jej srodek cipzkosei
opisuje,

Jakoz, niech beda, na plasczyznie przylegajacej do krzywej GH
w punkecie M, slady MK, M'K dwdch polozen nieskoriczenie sasie-
dnich plasczyzny powierzchni tworzacej. Plasczyzny MK, MK/,
normalne do krzywej GH, przecinaja sie wedle prostej ktéra ma
punkt K za rzutijest osia kota krzywizny w punkeie M linii GH.
Wiee, gdy powierzchnia tworzaca przechodzi z polozenia ktoremu
odpowieda slad MK do potozenia nieskoriczenie sasiedniego, maja-
cego slad MK, mozna ja uwazaé jakoby sie obracala okolo osi
kola krzywizny K. Zatem, objelos¢ utworzona, lakim nieskoricze-
nie malym obrotem powierzchni, ma za miare wieloczyn tej po-
wierzchni przez nieskoriczenie maly tuk opisany jej srodkiem
cigzkosci. To wszystko stosuje sie do objetosci podobnie utworzo-
nej przez powierzchnie fuchom@, gdy ona przechodzi z poloze-
nia. M'K do nieskonczenie bliskiego potozenia M'K ; i tak na-
stepnie. Ztad wynika ostatecznie ze cala objetosé, utworzona lak
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okreslonym ruchem powierzchni plaskiej, rowna si¢ wieloczynowi
tej powierzchni przez dlugosé linii krzywej ktora jej srodek ciez-
kosei opisal.

Mozna sobie fatwo wyobrazi¢ ruch powierzchni tworzacej, przy-
puszczajac ze plasczyzna tej powierzchni jest najpierwej nawinieta
na powierzchnie rozwijalna, bedaca miejscem geometrycznem osi
kot krzywizny kierownicy GH ; a ta plasezyzna, rozwijajac sie potem,
zostaje ciggle normalng do kierownicy GH, i jest przez nig prze-
.cieta zawsze w tym samym punkeie. Takim ciagiem nieskonczenie
malych obrotow, powierzchnia plaska tworzy objetos¢ ktorasmy
wyznaczyli.

108. OBIETOSG WALCA SCIETEGO. Wiedza srodka ciezkosci nastre-
cza sposOb wyrazenia objetosci walca Scietego albo graniastonu
scietego.

Niech bedzie najpierwej walec prosty sciety ABDC, w ktorym
podstawa CD jest nachylona na krawedzie. Jesli oznaczymy

=

przez x, 7, 3, spolrzedne punktu M podstaWy wyzszej CD walca
scietego, ktory ma podstawe nizsza AB  na plasczyznie XY
i krawedzie prostopadle do tej plasczyzny, objetosé¢ V. walca wy-

razi sie przez
e f / dxdy.

A jesli jeszeze nazwiemy S powierzehnie podstawy CD, i wez-



SRODEK CIEZKOSCI.

miemy jej moment wzgledem plasczyzny XY, bedzie

Sy e d e
bb'—//dosc [

139

zkad, poniewaz ¢ jest katem stalym dwoch podstaw walea, wynika

Sdost.zy—= fj sddy.

Owoz, oznaczajac przez S powierzchnig podstawy AB, mamy

8’z — Sdost . 3 _—_/. [zd:cdy;

V =87z,

wiec

To pokazuje ze objetosé walca prostego Scietego, albo grania-
stonu prostego $cietego, réwna sie wieloczynowi jego podstawy

przez odleglosé srodka ciezkosci podstawy wyzszej od nizszej.

Aby mieé twierdzenie ogélniejsze, uwazajmy najpierwej ze srodki
ciezkosei dwoch podstaw walca Scietego sa na jednej rownoleglej
do jego krawedzi. Albowiem, oznaczajac przez z; i y, odcigte
srodka ciezkosci G podstawy wyzszej CD, a przez 2/, i y'; od-
ciete srodka ciezkosei G' podstawy nizszej AB, momenta tych

dwoéch podstaw wzgledem plasczyzn 7Y i ZX beda:

o - [zdzdy " (ydzdy
S —‘/[ dos¢ ’ S —,/,f dost ’

Sir = f /‘.;cdxd]/, S'ys :f [ydx(ly.

Ale jest takze

S’.r’l—_—/ /.‘L’dxdg/, = / /ydxdlz/.

=z, n=Yy:

albo

Wiec
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To dowodzi ze srodki cigzkosci wszystkich przecieé, zrobionych
przez jakiekolwiek plasczyzny spotykajace krawedzie boczne walca,
albo graniastonu, sa na jednej linii réwnoleglej do tych krawedzi.

Uwazajmy teraz walec CDIE (fig. wyZzej), majacy krawedzie po-
chyle do obydwéch podstaw. Jesli zrobimy przecigcie proste AB
zewngtrz podslawy nizszej EF, i oznaczymy przez S, S, S” po-
wierzchnie podstaw CD, AB, EF, i przez G, G/, G, ich $rodki
cigzkosci ; na mocy tego co poprzedza, bedziemy mieli

obj.(ABDC) =S'. GG’ i obj.(ABFE)=S'.G'G.
Wiee
‘ obj.(EFDC) = S/(GG' — G'G') = S'. GG”.

Ztad TWIERDZENIE ¢

Objetosc walca Scictego, albo graniastonu $cigtego, rdwna sie wielo-
czynowi powierzchni przeciecia. prostego przes odlegtosé srodkow cipi-
kosci obydwdch podstaw.

Mozna jeszcze inaczej wyslowic to twierdzenie. Jakoz, jesli z punk-
tu G” spuscimy prostopadle G'H na plasczyzne podstawy CD,
kat GG'H bedzie nachyleniem plasczyzny CD na plasczyzne prze-
cigeia prostego AB; zatem objetosé walca Scigtego EFDC  wy-
raza sie przez

obj.(EFDC) = Sdos GG"H . GG".
Ale tréjkat prostokatny HGG” daje
GG" dos GG"H : HG";
wiec

obj. (EFDC) = S. HG".

To réwnanie pokazuje ze vhjetosé walca scietego, albo graniastonu
scigtego, ma za miare wieloczyn jednej podstawy przez odlegtosé od
niej srodka ciezkosei drugiey.
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OBJETOSCI OBROTOWE.

109. Niech bedzie powierzchnia plaska, zawarta miedzy dwiema

liniami krzywemi CD, EF, i dwiema prostemi CA, DB, prosto-
padtemi do osi OX lezacej zewnatrz figury, Ta powierzchnia, swoim
obrotem okolo osi OX, tworzy objetos¢ ktorej Srodek ciezkosci
znajduje sie oczywiscie na osi obrotu. Aby wyznaczy¢ ten punkt,
wezmy zewnalrz figury o$ rzednych OY prostopadia do osi obro-
tu OX, i oznaczmy przez a, b odciete OA, OB, a przez y, ¥y,
rzedne MP, NP dwdéeh krzywych CD, EF, odpowiedajace odcie-
te] (0P =z,

Owoz, wiemy z Analizy ze objetos¢ utworzona obrotem nieskon-
czenie matej krojki MMPP okola osi OX wyraza si¢ przez
7y — y)de ; zatem objetosé utworzona calym obrotem po-
wierzchni plaskiej CDFE okolo osi OX ma za miare

V=un /b(y‘l—g/uﬂ)dw.
v a
Uwazajmy teraz ze moment objetosci utworzonej przez kréjke
MM'N'N wzgledem plasczyzny ZOY wyraza si¢ przez «(y?—yo)edr;
ho $rodek ciezkoéei tej objetosci nieskoriczenie malej znajduje sig
na osi obrotu OX, miedzy punktami P, P" nieskorczenie sasie-
dniemi. Ztad wnosimy ze

b
Vo, = ﬂ'f (P yoywde.
a
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Wiee

) . ,
j (2 — yod)xdz

_a .
b
f (¥ — yoldz
a

110. Na zastosowanie, szukajmy srodka ciezkosei odcinka sfe-
ryczneqo o dwéch podstawach. Luk tworzacy ma za réwnanie

e

o =R

zatem bedzie

b
V— ﬂ] (R? — zdz =

@

(b— a)(3RE — e —ab — B2),

el g

7
= 7:/ (R2— a)xdr = %: (0> — a?)(2R* — a* — 0?).
a

Wiec
3 (a40)(2R?—a— %)

A R IR T b = B

Gdy jedna z podstaw staje sie zero, odeinek sferyczny jest krymka
sferyezna ; wtedy, wprowadzajac wysokosé A tej krymki, otrzy-
mamy jej srodek ciezkosci czyniae w ostatniej formule b6—=R
ia=R —h; co daje

3 QR —Ap
e TR (Y

114 Niech bedzie y?= 2pz roéwnanie paraboli tworzacej para-
boloide obrotowa ; srodek ciezkosci tej objetosci wyznaczy sie przez
odciete
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Weimy teraz parabole y — az® za linig tworzaca. Srodek

ciezkosci figury majacej ksztalt lejka, utworzonej obrotem paraboli
okolo stycznej wierzcholka, wyznaczy sie przez odciete

Al
o b
0 3 bl i}

Ly == x.

T
ridx
J0

Ale, jesli chodzi o srodek cigzkosci objetosci zawartej miedzy
powierzchnia paraboliczna i plasczyzng utwrozona obrotem osi
paraboli, wtedy, nazywajac X odcigte kiéra odpowieda skrajnej
rzednej, bedzie

X
j (Xt — h)rda
0

= =

(Xt — zh)dx

| e

X.

S—,
>
3
3

112. Srodek cigzkosei objetosci zawartej, miedzy jedna z dwdch
placht hiperboloidy obrotowej, podstawa walca obrotowego ma-
jaca pot-o§ urojona za promien podstawy, i powierzchnia boczng
tego walca, wyznacza sie przez odeiete

*a V3 2 (ave
j bredre — pe (22 — a*jxdx ¢ ( VD
w0 a 1 9
i ‘/aWZ ])~ *aV? 756 i

<

Pz — 5 | (@ —adda

SRODEK CIEZKOSCI CIAL BRYLOWYCH.

113, Cialanaturalne, jako wiadomo, sktadaja si¢ zniezmiernej licz-
by czastek, bedacych w odlegltosci jedne od drugich daleko wigkszej
niz ich rozmiary. Te ciala zmieniaja ciagle swoj ksztatt. Ale, aby
mieé ich érodek cigzkosci, uwazamy je za uklady brylowe nie-
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zmienne, co jest tylko prostem zalozeniem; i wyobrazamy sobie
e materya skladajaca te bryly jest rozsypana w calej przestrzeni
objetej ich powierzchnia, przypuszezajac ze materya kazdej czastki
skladowej jest rozpostarta nietylko w przestrzeni ktora ta czastka
rzeczywiscie zajmuje, ale jeszeze i w czgsei przestrzeni ktora istnieje
migdzy nia i czastkami skladowemi sgsiedniemi. Jesli wiee rozto-
Zymy objetos¢ pozorna ciata, na czesci nieskorczenie male we
wszystkich rozmiarach, kazda z tych czeéci bedzie napelniona ma-
terya, 1, w poszukiwaniu srodka ciezkosci, bedzie moina wzigé te
pelne czesci przestizeni zamiast czastek skladowych ciata ktore sie
W lej przestrzeni istotnie znajduja,

Zmysliwszy taka ciaglo$¢ materyi w tej - samej massie ciata,
bedziemy mogli zastosowaé rachunek catkowy do wyznaczenia
srodka cigzkosci. Jakoz, wezmy za czastke nieskoriczenie mata
objetosci, réwnolegloscian ktorego dwoma wierzchotkami przeciw-
leglemi sg dwa punktasasiednie M(z, y, z), M'(z +-dz, y+dy, z--dz),
i krawedziami rozniczki dz, dy, dz. Objetosé tego réwnoleglo-
scianu wyraza si¢ przez hdrdydz, a ciezar czgsei materyalnej
w nim zawarlej przez hedxdydz. Czynnik p znaczy ciezar gatun-
kowy ciala w punkcie M, ijest funkeya spotrzednych tego punktu ;
a spolezynnik % staje si¢ 1 gdy spilrzedne sa proslokatne.
Zatem cigzar P calego ciala przedstawia si¢ przez calke potrojna

P = /:j] jpdxdydz.

Aby otrzyma¢ moment cigzaru ciala wzgledem plasczyzny, uwa-
zajmy ke moina, za spolrzedne $rodka ciezkosci czesci materyalnej
kedizdyds, wzigé spotrzedne x, y, z punktu M do ktérego sie ta
czgsé odnosi. Albowiem, skladajac sity ktérym sa podlegte punkta
materyalne zawarte w rownolegloscianie kdrdydz, widzimy latwo
ze punkt przylozenia wynikowej znajduje sie wewnatrz, na odle-
glos¢ nieskoriczenie mata od $cian, a ta odleglogé jest mniejsza od
krawedzi dr, dy, dz. Ztad wnosimy ze moment czesci materyalnej
wzgledem plasczyzny yz jest

bl + a)dadyds  albo  headadyds I- kpadudyds.



SRODEK CIEZKOSCL. 143 .
Wezmy teraz parabole 7 — az® za lini¢ tworzaca. Srodek
ciezkosci figury majacej ksztalt lejka, utworzonej obrotem paraboli
okolo stycznej wierzcholka, wyznaczy sie przez odciete

o
./ zody

0 e
=
f ide
Jo

Ale, jesli chodzi o srodek ciezkosci objetosci zawartej miedzy
powierzchnig paraboliczng i plasczyzna utwrozona obrotem osi

paraboli, wtedy, nazywajac X odcigle ktéra odpowieda skrajnej
rzednej, bedzie

T =

>l Ot

L

X

j (X4 — ah)edz
0 —_—
"X -

jn (X — 2ty

.',L'l =

| o

1)\.

[

112. Srodek cigzkogci objetosei zawartej, miedzy jedna z dwoch
placht hiperboloidy obrotowej, podstawa walca obrotowego ma-

jaca pol-o$ urojong za promien podstawy, i powierzchniag boczng
tego walca, wyznacza si¢ przez odciete

aV 9 Pave
bude — — | (2> — a*jede
_Jo a”

; a ke 2 1 921/2
PV 2 [(*aV2 56 ( Bl R
j Pde — — | (2 —a¥)dx
0 a

SRODEK CIEZKOSGL GIAL BRYLOWYGH.

113, Cialanaturalne, jako wiadomo, skiadaja sie zniezmiernej licz-
by czastek, bedacych w odleglosei jedne od drugich daleko wigkszej
niz ich rozmiary. Te ciala zmieniaja ciagle swéj ksztalt, Ale, aby
mieé ich srodek cigzkosei, uwazamy je za uklady brylowe nie-
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leglego do OZ i opisanego na powierzchni ciala, wyciagamy,
ogolnie, dwie wartosci dla y, mniejsza y, i wieksza Y, ktore sa
funkeyami odcietej z; to uczyniwszy, catkujemy wzgledem yp,
uwazajge x za ilos¢ stala. Tak otrzymujemy calke okreslong

podwdjna
. .Z
dz j dy j pdz
Y %

ktora jest funkeyp «, i wyraza ciezar krojki ciala, zawartej miedzy
dwiema plasczyznami rownoleglemi do yz.

Nakoniec, majac réwnania z —=a, z=~0 dwdich plasczyzn
rownoleglych do plasczyzny zy, 1 przechodzacych przez dwa punkta
powierzchni ciala, z ktérych pierwszy jest najmniej a drugi naj-
wiecej oddalony od tej plasczyzny, catkujemy wzgledem 2 miedzy
granicami @ 1 b; i znajdujemy ostatecznie catke okreslong po-

.b l\' 3Z
= /f/ d.L‘/ d/// pdz.
va Yo 2y

Otrzymane takim sposobem, cztery catki potrojne wyznaczaja to
co przez przyblizenie nazywa si¢ Srodkiem ciezkosei ciala rozno-
rodnego. Ciezar gatunkowy p tego eciala zmienia si¢ w réznych
punktach wedle pewnej ustawy, ktora naprzéd znaé trzeba aby cal-
kowanie bylo mozebne.

tréjna

114. Jesli cialo jest jednorodne, p jest iloscia statp; wtedy,

ZWazajac ze 7= V. wyraza objetosé ciata, powyzsze formuly

v — /,, /v.n’,,,-d';/dz, . / / / wddydz
cral ///I[.LI/J(L

j /1/1[1'11!/112 ///'L’Ll/l/([u
/ clu/f/d.. // tl’l,dl/(ly

staja sie
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W tym przypadke mozna zaraz wykonaé jedno calkowanie,
naprzykfad wzgledem z w granicach z,17Z; co daje
y » L]
f/ (Z — )‘Ldl,(,h/

:/c/‘/‘f‘(Z—— 3)dudy,
fj (7 — zp)dxdy
//(/~ z/(ud,, 1/‘/‘(z — 2 )dady
- 2/ . o

i

h= gt L
f[ — % dJ,ﬁ'?/ / / (Z — z)dudy

LA

Granice calkowania wzgledeni .« 1 y zostaja te same co przedtem.

115, Trzeba uwazaé ze catka podwojna

oY
o =00 / / dydz
/0

0

wyraza powierzchni¢ przeciecia bryly przez plasczyzne réwnolegla
do plasezyzny yz. Wige, jesli mozna wyznaczyé powierzchnie u
w funkeyi samej odeietej x, otrzyma si¢ objetosé bryly jednem
tylko catkowaniem

*0
= / ud.

o/ a

Gdy w ciele jednorodnem przeciecia rownolegle wmajy $rodki
cigzkosci w linii prostej, wtedy srodek ciezkosei. ciata znajduje sie
na tej linii. Jakoz, formuly wyznaczajace ten punkt stosuja sie
tak dobrze do spolrzgdnych pochylych jako do prostokatnych ;
mozna wige za 0$ z% wzigé linig prosta na ktorej leza Srodki prze-
cieé ciata, a za plasczyzng yz plasczyzne réwnolegla do tych prze-
cie¢. W tem zatozeniu bedzie

/d.r / /ydyd: jchj J adydz
I e .
Jjj'du[ycl: j /du/yc/'
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0woz, catki podw()jnejj]/dyd:, j/zdydz s zero dla wszel-
kiej wartosci 2, bo sa proporcyonalne do momentéw przeciecia u,
wzietych wegledem plasczyzn @z i zy ktore zawieraja srodek
cigzkosci tego przeciecia; wiec y; =0 i z;, =0.

Teraz, poniewaz powierzchnia » przecigcia wyraza sie w funkeyi
samej odcietej x, srodek ciezkosci ciata jesl wyznaczony przez
formule ktora zawiera tylko dwie calki pojedyncze,

b
’ urds

A
Ly = “HAg—"

/ ud.x
Ja

Zastosujmy wylozona teorye do kilku przykfadow.

116. SRODEK CIEZKOSGI PIRAMIDY 1 sToZkA. Wszystkie przeciecia
rownolegle do podstawy piramidy, albo stozka, sa podobne mie-
dzy soba ; zatem ich powierzchnie sg proporeyonalne do kwadra-
tow odleglosci od wierzcholka, i maja srodki cigzkosei na linii
faczacej srodek ciezkosei podstawy z wierzeholkiem. Ztad wynika
ze $rodek ciézkosei piramidy, albo stozka, lezy na tej linii; dosé
wiee tylko wyznaczy¢ jego odleglosé od wierzcholka. Aby to uczynic
po prostu, wezmy rzeczona linie srodkow ciezkosci za 0§ zv , a plas-
czyzne rownolegta do podstawy i przechodzacq przez wierzchotek,
za plasezyzng yz; jesli potem oznaczymy przez 6 podslawe i
przez a odleglosé jej srodka ciezkosei od wierzcholka, bedziemy
mieli

Wiec

‘a *a
j uzdx / a3dx
0 _Jo

—= a =0
faudw / il i
0 0

o o/

:L'l:

To wszystko pokazuje ze srodek cigzkosei piramidy, albo stozka,
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znajduje sie na linii aczacej srodek ciezkosci podstawy z wierzchot-

kiem, i w odlegtosci % tej linii poczynajac od podstawy.

117. Ratwo, bez rachunku catkowego, wyznaezyé¢ $rodek ciez-

kosei piramidy trojkatnej ABCD. Jakoz, plasczyzna poprowadzona
przez krawedz AB i przez srodek K krawedzi CD jest ptasczyzng
rednicowa, odpowiedajaca cieciwom rownoleglym do CD ; zatem
srodek ciezkosci piramidy lezy na tej plasczyznie; dla podobnej
przyczyny, ten srodek lezy takze na plasczyznie srednicowej prze-
chodzgcej przez kvawegdz AC i przez $rodek F krawedzi BD;
wige sie znajduje na linii AH ktora faczy sSrodek ciezkoser H
$eiany BCD z wierzchotkiem przeciwleglym A. Dowiedzie si¢ tak
samo 7e $rodek ciezkosei piramidy znajduje sie na linii CK ktora
taczy srodek ciezkosei K Sciany ABD z wierzeholkiem przeciw-
legtym C. Wiec ten punkt jest przecieciem sie G dwoch linii
AH i CK. Owoz, z polozenia punktow H i K wynika ze w {réj-
kacie FAC prosta HK jest rownolegla do boku AC i réwna jego
trzeciej czesei; zatem (rojkaly GHK, GAC sa podobnei GH jest
trzecia czescia odleglosei GA. Wiee nakoniec GH jest czwarta
czeseia linii AH.

Jesli do czterech wierzchotkéw piramidy tréjkatnej przylozono
czlery ciezary rowne, $rodek ciezkosci tego ukladu ciezarow bedzie
srodkiem cigzkosei piramidy. Jakoz, dwa ciezary réwne P, przylo-
zone w A i B, skladaja sic w jedna site 2P przylozona we srod-
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ka L krawedzi AB; podobnie dwa ciezary lakze réwne P, przyto
zene w C i D, skladaja sie w jedna site 2P, przylozong we srod
ku E krawedzi CD. Te dwie wynikowe czesciowe rowne skladajy
si¢ w ostateczna wynikowe, przylozona we srodku prostej EL. Ztad
wnosimy ze la wynikowa przechodzi przez punkt w Ktorym sie prze-
cinaja linie taczace $rodki krawedzi przeciwleglyeh. Owoz, srodek
ciezkosei pi ramidy, bedae na plasezyznach ABE i CDL, leizy na
Jinii ich przeciceia EL; i tak samo lezy na linii FN; wice jest
przecieciem si¢ tych dwoch linij. To dowodzi ze srodek cigzkosci
ukladu ezterech ciezaréw przypada we srodku ciezkosei pirami-
dy ABCD.

Odleglosé¢ srodka cigzkosci piramidy (rojkainej od plasczyzny
zewnelrznej jest srednia odlegloscia jej ezterech wierzehotkow od
tej plasezyzny. Jakoz, jesli do ezterech wierzehotkow piramidy troj-
katnej przylozymy cigzary véwne P, biorac momenta wzgledem
danej plasczyzny, bedziemy mieli

WPz, = P+ Pa' -} Pa’ | Pa; zkad

118. GraNiasTON @ wALEc. Poniewaz wszystkie przecigcia rowno-
legte do podstawy sa réwne, ich srodki ciezkosci leza na linii facza-
cej srodki ciezkosei podstaw ; zatem srodek ciezkosei graniastonu
majduje sie na tej linii. Owoz, jesli podzielimy graniaston, plas-
czyznami réwnolegtemi do podstaw, na krojki nieskorczenie cien-
kie, summa momentow wszystkich krojek bedzie zero wzgledem
plasczyzny rowno oddalonej od podstaw; wigc $rodek cigzkosci
graniastonu lezy na tej plasezyznie. Ztad wnosimy ze $rodek ciec-
kosei gramiastonu, albo walea, jest we Srodku prostej ktora taczy srodki
ciezkosci jego podstaw.

119. Ovarsex srupsomy.  Szukajmy $rodka ciezkosei odeinka
ellipsoidy, zawartego miedzy dwiema plasczyznami roéwnoleglemi
ACD, BEF ktore sa jego podstawami.

Poniewaz w ellipsoidzie przeciecia rownolegte sa ellipsami, maja.
cemi srodki na srednicy sprzezonej z plasczyznami tych przecieé,
srodek cigzkosci odeinka ellipsoidy lezy na sredniecy sprzezoncej
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7z podstawa : dosé wiee znalezé jego odlegiosé od srodka ellipsoidy.

7
fere
\#\*
B
0‘ <B N

Yarar= =

Owoz, biorgc rownanie ellipsoidy odniesione do trzech Srednic
sprzezonyeh  2a, 24, 2¢  z kioryeh jedna sprzezona z podstawa
odeinka jest osia x| mamy

g
S + g 3 ;
zkad wywodzimy
y‘z z2 asid 2
R R a2

réwnanie przeciecia rownoleglego do plasczyzny yz. Powierzchnia
u tego przeciecia wyraza sie przez

wiee, nazywajac «, 5 odeiete OA, OB, bedzie

/'5(1 —(fi>w'1,

"_/ (a_—)fzr =

Ta wartosé niezalezna od Srednic 26 1 2¢ stosuje si¢ do Srodka
ciezkosei odeinka sfery majacej promient a.

- @0 —a — )

30% — o —ﬁz———a@

-i-\\:r‘
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120. Mozna jeszcze tatwo znalezé srodek ciezkosei piramidy troj-
katnej, majacej za krawedzie trzy pol-srednice sprzezone a, b, ¢, i
za podstawe powierzchnig ellipsoidalna. Jakoz (ostat. fig.), po-
wierzchnia przeciecia - PQR rownoleglego do plasczyzny yz wy-
raza sie przez

wiec odcigta x, srodka cigzkosei piramidy tego rodzaju jest

a 2
f' <1 — £,>xd¢
0 a”

a<1 bivS ‘/5;> dx ad
0 aQ

Zatem, z przyczyny symetryi vachunku, bedzie

b — a.

el oo

3
[I, 3y = gC.

Yai—

ol W

121. ODCINEK PARABOLOIDY. Majac dane réwnania
B =g i 2="2q%

dwéch parabol gléwnych, szukajmy $rodka ciezkosci odcinka para-
boloidy, wyznaczonego przez plasczyzne prostopadta do osi glow-
nej. Ten srodek ciezkosci lezy na osi gléwnej, dosé wiec znalezé
Jego odciete na tej osi.

Owoz,
U= wys = 2nx \/[.)3,

wiec
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122. Gdy rownanie powierzchni ciala jest dane w funkeyi spol-
rzednych biegunowych, trzeba takze wyrazi¢ ciezar tego ciala i jego

momenta w funkeyi spolrzednych tego samego rodzaju. Owoz,
wiemy ze punkt M w przestrzeni jest okreslony przez spoirzedne
biegunowe nastepujace : promien wodzacy OM =», kat MOZ =06
nazwany w Astronomi dopetnieniem szerokosci, kat dwojscienny
MOZX = ¢ zwany diugoscig (geograficzng). Te spolrzedne wyzna-
czaja punkt M przez przecigcia sie trzech powierzchni, to jest :
sfery promicnia 7, stozka obrotowego majacego kat 20, i plas-
czyzny przechodzacej przez o$ OZ a czyniace] z plasczyzna ZX
kat

Spotrzedue prostolinijne prostokatne i, y, = wyrazaja sie tatwo

w funkeyi spétrzednych biegunowych 7, 0, ¢, jako pokazuje pier-
wsza ftigura ktora zaraz daje

x = 0P dosy = rwstOdosy,
y = OP wsty = » wstOwst {,
z = OMwstMOP = »dos 6.

Ztad nawzajem spotrzedne 7, 6, ¢ wywodzg si¢ w funkeyi spot-
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rzednyeh iz, y, = :

» :\/_;z'q_’ 2 g jow

z

d0s0 = — —

Va4 y? 4 22

iy —
styy = -8

Zobaczmy teraz jak, z pomoca spolrzednych biegunowych,
mozna wyznaczyé polozenie srodka ciezkosei eiata wzgledem trzech
osi spotrzednych prostokatnych. Niech beda w danem ciele dwa
punkta sasiednie M(r, 0, ¢) i M(r - Ar, 0 - A0, § -} Ad). Miedzy
dwiema sferami, dwoma stozkami i dwiema plasczyznami, ktére
odpowiedaja tym dwom punktom, istnieje ohjetos¢ MNPON'P'QYM’
majaca kszlalt rownolegtoscianu. Te objetosé tak sie otrzymuje :
na ptasczyznie MOZ i w kacie MON = A9, nakresla sie dwa tuki
podobne MN i P/Q' promieniam 7 i » -} A». Wynika ztad fra-
pez kolowy MNQ'P" ktéry, bedac réznica dwoch wycinkdw koto-
wych, wyraza si¢ przez

1 4 4ins ( 1
g "+ ArPAG— 57 A0 =(r +3 Ar\jAI'AO.

Jesli teraz obréeimy plasczyzne MOZ okota osi OZ o kat Ad,
trapez MNQ'P" wezmie polozenie M'N'QP iswoim obrotem utwo-
rzy niby rownolegloscian MNPQM'. Objetosé tego niby réwnole-
glodcianu rowna sie, na mocy twierdzenia GuLpINa, wieloczynowi
powierzchni trapezu kolowego MNQ'P’ przez tuk kofa opisany jego
srodkiem ciezkosci H. Owoz, z przyczyny ze punkt H jest nie-
skoniezenie blizko punktu M, luk opisany przez I rézni sie nie-
skonczenie malo od tuku opisanego przez M ; a dtugosé ostatniego
tuku, ktorego promieniem jest prostopadia ME do OZ, wyraza
sie przez ME.AY =7 wstOAb. Wiec objetos¢ MNPOM' mia za
miare

100
(r + 5 4r) (rwstd 4 «)Araday ;

« niknie z przyrostami Ar, A9, Ad.
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To ustaliwszy, uwazajmy ciato niejednorodne. Jesli nazwiemy p

ciezar gatunkowy w punkcie M ciala, ciezar gatunkowy sredni

nieskoniczenie matej brylki MNPOM' bedzie -8, i caly jej
cigzar wyrazi sie przez

1
(o~ B)(r 5 A7) (rwsLO— a) 8ra0a) == o Wt 0ara0AY - yarafad.
gdzie «, B, y nikna z przyrostami Ar, A9, Al.
Wiec, nazywajac P ciezar danega ciata, mamy
P = EEEa2 wsth ArA9AY - ZESyArAQad 5

zkad, biorac granice, otrzymujemy

P _:[ / /pr'—’ wstdrdady.

Uwazajmy leraz ze $rodek cigzkosei nieskoriezenie malej brylki
MNPQM jest wewnatrz niej i nieskoriczenie blizko punktu M ;
albowiem réznice spoirzednych tych dwdéch punktow sa mniejsze
od Ar, A8, Ab. Mozna wiee wziaé spolrzedne punktu M, za
spolrzedne srodka ciezkosei brytki. Tym sposobem, zaslepujae spol-
rzedne prostokatne 2, y, z punktu M przez ich wartosci
rwstd dosy, »wstOwstd, »dosf, mamy do wyznaczenia spol-
rzednych @y, g, % Srodka cigzkosei ciala czlery nastepujace
formuty :

P — / f } o wst0drd0dy,

BoEs [/‘ {‘p;”‘wst“-’et'msdla drdbdy,

P//l_—_/ / /gﬂwst’-’e wstd drdidy,

Pl — / fj er3wst dos0 drd0dy.
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Granice wszystkich czterech calek polrojuych sa te same.
Aby pokazaé jak si¢ calkowanie odbywa, wezmy pierwszy calke

[ f j e WslOdrdfdy.  Dla znalezienia granic calkowania, trzeba

odrézmié przypadki w ktéryeh poczatek spotrzednyeh znajduje sie
wewnatrz ciala albo zewnatrz

1° Jesli poczatek O spolrzednych jest wewnatrz ciata, catkuje
si¢ najpierwej wzgledem 7, uwazajac 61 ¢ zailosci state, od r =0
do 7= (B, ¥); ostatnia wartos$¢ jest dana przez réwnanie po-
wierzchni ciata F(r, 8, ) = 0. Wynikiem tego calkowania jest
funkeya spotrzednych 6, ¢, ktéra wyraza cigzar piramidy nieskori-
czenie szczuplej, majacej wierzcholek O i krawedz » = (8, ¥).

Mozna potem catkowaé wzgledem 6, uwazajac { jako ilosé stata,
od 6 =0 do 6 =m=: znajduje si¢ tym sposobem funkeye spot-
rzednej b, ktora wyraza ciezar czesei ciala, zawartej w kacie dwaj-
sciennym  d, miedzy krawedzia OZ i powierzchnia tego ciata.
Nakoniee, calkuje sie wzgledem ¢ od =10 do $—2x Te
trzy calkowania daja ciezar P, wyrazony polrdjna catka okreslona

2m  (tw o0, %)
P :/ INJ/ wslOdo / l(,?""ll’l‘.
/0 0

/()

20 Jesli poczatek spotrzednych i os OZ sp zewngrz danego
ciata, przypuszezajac ze réwnanie powierzehni F(r, g, ¥) = 0
daje dwie wartosei dla », mniejsza, 7, i wicksza R ktdre sa
funkeyami spolrzednyeh 6, b, catkuje sic wzgledem » od », do R,
uwazajac 0 1 4 za stale. Poczem, uwazajac ¥ za ilo$é staty w ro-
wnaniu F(r, 8, $) = 0, otrzymuje si¢c rownanie linii krzywej, ktéra
jest przecieciem powierzehni z plasczyzna przechodzaca przez 07
i czynigea kat bz plasczyzng ZX. Niech beda wiedy 6, 1 0, katy
jakie dwie styczne do tej krzywej, wychodzace z poczatku spot-
rzednych, ezynia z osig OZ; te katy sa funkeyami spotrzednej ¢ ;
majac je, catkuje si¢ wzgledem 6 od 6 =6, do 0 =0,, co daje
pewna funkeye ilosei . Nakoniece, catkuje sie wzgledem § od 4 =1,
do Y =y, nazywajac 4, i 4, katy jakie dwie plasezyzny styczne
do powierzchni ciata, i przechodzyce przez OZ. czynia z plasczy-
zna 7.X.
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Ale, gdy poczatek spotrzednych jest zewnatrz ciata wskros kto-

rego o8 OZ przenika, wledy trzeba catkowaé od 6 — 0 do 0 =,,
iod ¢ =0 do ¥ = 2r.

UwaGa. Za pomoca metody nieskonczenie matych dochodzi sie

fatwo do wyzej olrzymanych formut. Jakoz, w czworoboku roznoli-

nijnym MNPQ, bok MN=7»d6 i bok MQ=r wst0d}. Ztad wynika

Powierzehnia MNPQ = (1> wsl0 | ¢)d0dy,
Objetosé  NNPOM' = (r >wstO - n)drd6y.

Wiee, zaniedbujae nieskonczenie mate rzedu wyzszego nad
zachowany, znajdujemy dla nieskoriczenie malej czastki powierz-
chni wartos¢ 72 wst8d0dy, a dla nieskoriczenie matej czastki obje-
tosci wartos¢ 72 wstOdrdfdy ; zatem ciezar nieskonczenie malej
brytki wyraza si¢ przez o2 wst0drdddd. Ztych rozniczek przechodzi
sie bez zadnej trudnosci do ezterech wiadomyeh formul.

123. Dla ufatwienia calkowan uzywa si¢ czasem spolrzednych
nap6l-biegunowych, biorge tylko na plasczyznie .y spélrzedne
biegunowe. W tym przypadku tak rozktadamy dang oLjetosé na
ezesel nieskoriczenie mate : opisujemy na powierzchni walec réwno-
legly do osi OZ, i uwazamy jego slad na plasczyznie zy ; przez 0Z
prowadzimy ciag plasczyzn nieskonezenie blizkich jedna drugiej,
i potem wyobrazamy nieskonezong liezhe powierzehni walcowych,
majacych za spolna os linig rzednych 0Z, a za podstawy kota spol-
srodkowe ktoryeh promienie zmieniaja sie slopniami nieskoneze-
nie matemi. Tym sposobem, powierzchnia zawarta sladem walca
na plasczyznie zy zostaje podzielona na trapezy kotowe ktorych
miara jest rdrdy, jakosmy to juz widzieli (101); kazdemu z tych
trapezow odpowiceda ezgstka graniastonna objetosei, nieskonezenie
szezupla, majaca wysokosc z, i ktorej miarg jest zrdrdy.

Wiee, uwazajac ze x —=rdosy, y =rwstd, i nazywajac
ciezar gatunkowy ciala, mamy do wyznaczenia srodka eiezkosci
nastepujace formuty :

P :f] pardrdy, Pz, — / jpzr“ dosy dr dy,
2] l 2] »
P//,:fj purwWsl dr dv, ];’z,::zj J pzrdrdy,
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W przypadku dos¢ ogolnym, gdy objetosé danego ciala miesci
sie miedzy dwiema powierzechniami potozonemi odpowiednio jedna
nad druga, formuly do wyznaczenia srodka cigzkosei sa

| = f f (s — zrdrdy, Pzy= j j p(z — zg)r2dosy drdy,

Py, :f /‘P(z —zrrwstpdrdd, Pz = %ffp(32 — Z)rdrdy}.

W catkowaniu tych i poprzednich formut trzeba wyrazié p, z i z,
w funkeyi spotrzednych » i 6.

124. Jakiekolwiek sa spotrzedne, i jakimkolwiek sposobem po-
dzielono objetos¢ danego ciata na czastki nieskoriczenie mate,
oznaczajge przez dv objetosé czastki sktadowej, przez p jej gestosé,

przez M cata masse ciata, bedziemy mieli formuly ogblne na-
stepujace

M= / : / e, M, :j ' j . j i,

My, :f / /p//du, Mz, :/ (j padv.

Jesli cialo jest jednorodne, ¢ jest iloscia stala; wtedy, M = Vp,
i powyzsze formuly staja sie

N — [‘ [ /‘(lv, Ny /.j.J1¢:(/v,
Vi, :/j f{:/(/v, Vg = /j /'z/lv.

125. Srodek ciezkosei powierzehni na ktoryeh przypuszezono
rozpostarta skoncentrowana masse, wyznacza si¢ za pomoca spoi-
rzednych prostolinijnych albo biegunowych.

Dalismy juz formuly w funkeyi spotrzednych prostolinijnyeh dla
powierzehni jednorodnyeh; dosé wige tylko wprowadzié do nich
czynnik .
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Aby otrzymaé formuly w funkeyi spolrzednych biegunowyeh,

trzeba, wprowadzajac czynnik p, pomnozy¢ warlos¢ r*wst0d0dy,

nieskornczenie malej czastki powierzehnej, przez odpowiedajace
spolrzedne jej srodka ciezkosel, i wskazaé¢ catkowania. Co daje

M= f / pr*wstfdo dy,  Muy,— j f ¥ wst?0 dos 49 dy,

My, = / f prdwstB wstd dody, Mz, = j f pr3wstf dosd dody.

o

7 jest ogolnie funkeya zmiennych 0 i , agranice calkowania te
. r o= ’
same co dla objetosci.

Nakoniec, jesli chcemy znalezé formuly w funkeyi spotrzednych
napol-biegunowych, trzeba uwazaé ze kazdemu trapezowi koto-
wemu rdrdy odpowieda nieskoneczenie mala czastka powierzchna,
rdrdy rdrdy

16

o a jej massa przez p.—— . Wiec

ktora si¢ wyraza przez T

szukane formuty sa

' rdrdy Yt Prdoshdrdy
— e e = v —————
N / fp dos? g /‘/F © dosg

L vt wstddrdy SROCRE ANZRdrdY
My‘—-./‘/‘).—m———, hlui—/jp.—m-.

W ostatniej formule, z powinno byé wyrazone w funkeyi spoi-
rzednyeh 7 i 4.

Wezmy teraz na zastosowanie kilka przykladow ktore lepiej
wyjasnig wylozong leorye.

126. Znaleié $rodek cigzhosei WYGINKA SFERYCZNEGO w ktdrym cipzar
gatunkowy p jest funkeya samego promienia wodzacego .

Biorac os symetryi wycinka za of 1zednych a Srodek sfery za
poczatek spolrzednych, i catkujae wzgledem 6 i ¢ ktore sg nieza-
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lezne od », mamy :

n

M = 2r(dos 6, — dos 0)/ ‘pr?dr,
0

'R

Mz, = =(dos20, — dos*0) j) prddr;
(

,I{
(dos B, dos6) J pr3dr
0

3= m
2 rdr
I

Aby wykona¢ catkowania, trzeba znac¢ naprzod funkeyg p. Jesli g
Jest iloscia stata, bedzie

L ; (dosf, - dosO)R ;

wynik juz wiadomy.

127. Srodek cigzkose/ kLINA SFERYCZNEGO. Klinem sferycznym na-
zywa si¢ czesé sfery zawarta miedzy dwoma polkolami wielkiemi
1 wrzecieniem sferyeznem : jego srodek ciezkosci jest na przecigeiu
sie dwoch plasczyzn prostokainych symetryi. Biorae krawedz klina
za os rzednych, jedna ze $cian za plasczyzne zz, i oznaczajac
przez C kat klina, bedzie

Lps [0 (7 2
V= 3 R (NL/ wst0dd — < C.R3,
Bl T g 3

fax 40 o 1
Vi — Z-‘-H‘/ (l#j wst20 dos0df — g wst G,
0 0

zkad
i R wst G )

Ly = —

16 G
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Ta warlos¢ wyraza, na linii przeciecia jednej Sciany klina z plas-

czyzna symetryi prostopadta’ do krawedzi, odlegtosé rzutu jego
srodka ciezkosci od tej krawedzi. 3

128. Srodek ciezhosci WRZECIENIA SFERYCZNEGO majaceqo kot C.
Rozumujac jako wyzej, i nazywajac S powierzchni¢ wrzecienia,

znajdujemy
e 23
S=Re [ ay J wst 040 = 2C.R?,
JO /0
*C ™ 1
Sl = Haf dos zpdupﬁ wst? 9d0:§ =R3wst C,
0
wiee
s Pl ® RwstC
| ol A —

129. Jest dany stozek prosty majacy za wysokosé rzedne 0S = £,
1 za podstawe kolo promienia OA =« ; na tym promieniu jako

srednicy, na plasczyznie zy, nakreslono koto i na miem wysta-
wiono walec prosty, Znalei¢ srodek ciezkosci czeset walca zambkniete)
powierzehniq stozko.

Ten srodek cigzkosci znajduje si¢ na plasczyznie symefryi zz;

dosé wiee bedzie wyznaczy¢ spotrzedne zy, z,.
MECHANIKA. 8 11
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Postugujac sie spétrzednemi na péi-biegunowemni, i uwazajac ze
MP _ 0S )
—, zkad
PN T ON

adosy %
_2 2 2] 34
/lf dy\/ (a—r) /(/;:_-2/1/// (7(71705 Y dos V>d¢,
9 =
0 A o

I :
i=_(@—7), obzymujeny

vados ¥

-é / A e
VL.——f dos 4«/\»‘/ (a— rjrtdr ::‘~’/1a2f (gi‘;‘o - du; ‘{> dy,
0 0
vados ¥ |
2 dos’ 2dos?y | dosty)
Vi, IL f d‘r/ hz—-;;-;dr——l/mtj)( 3 5 * - i )dy.

Owoz,

fdobq,(/‘/—fwlq,__

. 9
J dos3ydy — _)/ dosy wst2ydy —
0 0

Il\l«

(]

oo 37 rl? 3o
./O dosiydy = [ljo dos2ydy =716’

2 .
[ dos®ydy — / dos¥ydy — Z_’;
L% 0 .

Wige, podstawiajac fe wartosci i dokoriczajac rachunkéw, znaj-

B o

dujemy ostatecznie

Sa 157 — 32 5997 — 256

b — —emrm———— ==

10" 97 — 16° 89 —16
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Wyznaczyc srodek cigzlkosci powierzchni potsferza, w ktorej gestosc

kazdego punktu jest proporcyonalna do jego odlegtosci od podstawy.

Biorac os symetryi polsferza za os$ rzednych, nazywajac M nasse
polsterza, i wyraiajac przez kz gestosé jego punktow, mamy

*zrdr dy 22 (lrdy
1_!.Jj y M”_A/f s

UWOZ
_Z \/ R?— 72
dos& = R= ———————u
zatem
2- PR
M= iR / d j e bl
0 0
2 R 1
Mz, — Arl{f d‘p/‘ (R — 22 rdr = _ knRA,
0= *~J0o 3
Wiege

NS O
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WIELOKAT SZNURKOWY I LANCUSZKOWA.

ROWNOWAGA WIELOKATA SZNURKOWEGO.

131, Nazywa sie wielokatem  sznurkowym uklad punktow
A, B, G, D,.... F pofaczonych miedzy soba sznurkami nierozcia-
galnemi. Skrajnosei A i ¥ sa zazwyczaj punktami niezmiennemi,

S 'S/ \N
\ | £
B e N A
.\ /E P) 1\1\\‘ k
w |
/ N AN
P L v 75 P
P ‘\va

na ktérych wielokat sznurkowy jest zawieszony ; ale, jesli nie sa usta-
lone, wtedy, dla utrzymania wielokata w réwnowadze, trzeba przy-
fozy¢ do punktow A i F dwie sily w kierunkach BA i EF dwdch
sznurkow skrajnych. Wierzehotki B, C, D.... katow wielokata sa
wezlami do ktorych sa przylozone sity jakiekolwiek P, P/, P’....,
dzialajace za posrednictwem sznurkow przywigzanych w tych punk-
tach. A poniewaz sity przylozone do jednego punktu skladaja sie
w jedna wynikowe, niema potrzeby przypuszezaé, wjednym wierz-
chotku wielokata sznurkowego, wiecej niz trzy sznurki, jeden dla
sity dwa dla dwéch teznosei.

Majac dany taki wielokat, aby wiedzie¢ pod jakiemi warunkami
jego rownowaga istnieje, uwazajmy najpierwej ze, w stanie rowno-
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wagi, kazdy sznurek posredni, jako CD, jest ciagniety przez dwie
sity réwne i wprost przeciwne, ktore mozna przypusci¢ przylozone
w jego skrajnosciach C, D, na mocy zalozenia nierozciggalnosci
sznurkow. Pojmuje sie tatwo dziatanie tych dwoch sit nastepujacym
sposobem. Gdyby przecieto sznurek CD w punkeie I, rownowaga
bylaby zerwana, i wierzcholki C, D wzielyby ruch, kazdy z nich
pod dziataniem pewnej sity. Owoz, dwie sily sa zniszczone w punk-
cie 1 przez ten sam opor sznurka laczacego wierzchotki C i D;
wiec one sa rowne i wprest przeciwne, i dzialaja w kierunku
sznurka CD. Kazda z tych dwdch sit stanowi to co nazwano ¢eznos-

cig sznurka.

Widzimy teraz latwo ze, dla réwnowagi wielokata sznurkowego,
kazdy jego wierzchotek powinien by¢ osobno w rownowadze pod
dzialaniem sit i teznosci ktére na niego wplywwywieraja. ‘Wiec,
“oznaczajac przez S 1 S sity przylozone do skrajnosei A i F, w kie-
runkach BA i EF sznurkow skrajnych, a przez T, Ty, Ty,... teznosci
sznurkéw poseednich BC, CD,....; przez a, b, ¢ 1 o', ¥, ¢;
Ay, by, €15 g, bay Coiniry o, B, y, of, B, 9,.... katy jakie sily S i S/,
teznosci Ty, Ts,...., W wierzcholkach B, C,... i sity P, P/, P"....
czynia z trzema osiami prostokatnemi, bedziemy mieli rownania :

w wierzchotku B
Sdosa + Pdosa 4 Tidosa, = 0,
(B) Sdosb - Pdosp + Tidos by =0,

Sdosc + Pdosy + Tidose; = 0

w wierzchotku C

— Ty dos a; -+ P’dos ' - Ty dosa, = 0,
(C) — Ty dos by - P’ dos B! -+ Tydos by =0,
— Tydose¢; 4 P'dosy —+ Todose, =0

tak samo w wierzchotku D ; ete. Jesli dodamy te wszystkie réwna-
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nia, wyrugujemy niewiadome teznosci sznurkow posrednich, i znaj-
dziemy

Sdosa + Pdosa - P'dose/ -+ P dosa” 4~ .... -+ S dosa’ =0,
(1) Sdosh —+ P dosf + P'dos® - P"dosf’ ... 48 dost/ =0,

Sdosc 4 Pdosy - P'dosy’ - P dos y" + .o, - 8'dos¢’ = 0.

Te rownania wyrazaja ze trzeba, dla rownowagli wielokata sznur-
kowego, zeby wszystkie sity zewnetrzne S, S/, P, P'.... przylozone
w jego wierzchotkach, przeniesione rownolegle do siebie samych
do jakiegokolwick punktu przestrzeni, czynity sobie réwnowage.

Nawzajem, jesli sity zewnetrzne zado$é ezynig temu warunkowi,
mozna zawsze znalezé figure rownowagi wielokata sznurkowego
majacego dane boki; byle te boki byly nierozeiagalne, jako zalozono.

Jakoz, dajmy pierwszemu bokowi AB wielokata kiernuek sily
skrajnej S, i skierujmy potem drugi bok BC i strone przeciwna
wynikowej T, sit 8, P; poczem, umie$émy nastepujacy bok €D
w kierunku przeciwnym wynikowej T, sit T, i P/, alho co wycho-
dzi na jedno, wynikowej sit S, P, P’ przeniesionych réwnolegle
do siebie samych do punktu C. Postepujmy tak dalej az do osta-
tniego wierzchotka E, w ktorym postawmy ostatni hok EF, w kie-
runku przeciwnym wynikowej sit T; i P’’’ (o jest wynikowej
sit S, P, P/, P’ przeniesionych rownolegle do siebie samych do
punktu B, Wedle tej budowy, i na mocy rownari (1), ostatni bok EF
bedzie miat kierunek danej sity . A poniewaz z zalozenia wszys-
tkie sity zewnetrzne S, S/, P, P/, P"...., przeniesione rownolegle
do siebie samych do punktu E, czynia sobie okoto niego réwnowage,
albo co to samo, poniewaz w kazdym wierzcholku sily i teznosei
niszeza sie nawzajem, wszystkie wierzchotki wielokata sznurko-
wego uwazane osobno sa w rownowadze. Wiee caty wielokat pod
dziataniem sit danych zostaje w rownowadze.

To wszystko, niezalezne od wielkosci i od liczby bokow, jest
prawdziwe w wielokacie sznurkowym kiérego hoki staja sig nieskon-
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czenie malemi ; a wiec stosuje sie do linii krzywej ktora jest gra-
nica wielokala.

Powyisza budowa wielokata sznurkowego, w rownowadze pod
sitami danemn, jasno pokazuje ze teznosé¢ kazdego hoku (sznurka)
jest wynikowa wszystkich sit zewnetrznyeh, dzialajacych z jednej
strony tego boku i przeniesionych réwnolegle do siebie samych do
jednego z jego punktow.

Mozna jeszcze, za pomoca powyiszej budowy, znalezé spétrzedne
wierzcholkéw wielokata wzgledem trzech osi prostokatnych jakich-
kolwiek, przechodzacych przez punkt skrajny A. Jakoz, znajac
wielkos¢ i kierunek pierwszego boku AB, mamy zaraz spotrzedne
wierzchotka B, rzutujac bok AB na te trzy osie. Poczem, znajac
takze wielkos¢ bokn BC, i wiedzac ze ma kierunek wynikowej
sit S 1 P, do trzech rzutow boku AB dolaczamy rzaty'hoku BC;
tym sposobem otrzymujemy spolrzedne wierzcholka C. T {ak dalej
postepujac, znajdziemy spolrzedne wiel"zcholkéw nastepujacych
D, E,...

132. Nietrudno otrzymaé wprost réwnania réwnowagi wielokata
sznurkowego, sposobem réwnie prostym jak ogdélnym, kidry sta-
nowi wazna zasade w Mechanice. Ta zasada polega na nastepujacej
oczywistej prawdzie : Gdy uktad jakichkolwiek punktéw jest w ri-
wnowadze, nie narusza sie w niczem fey rhwnowagi praypuszezajie
ze uktad stal sie brytowym niezmiennym. OwWoz, przypuszezajac ze wie
lokat sznurkowy w rownowadze staf sie brylowym niezmiennym,
widzimy zaraz ze, dla istnienia jego réwnowagi, sity wprost przylo-
zone powinny byé takie, zeby przeniesione rownolegle do siebie sa~
mych,do jakiegokolwick punktu przestrzeni, czynily sobie w nim r6-
wnowage. Co daje natychmiast trzy rownania rownowagi, ktéresmy
wyzej znalezli,

Aby teraz wyzaczy¢ teznosé Ty sznurka CD, na przyktad, wyo-
brazmy sobie ze odeieto ezesé DEF  wiclokala sznurkowego a zosta-
wiono ezes¢ ABCD, Rownowaga zostajacej czesci nie bedzie zepsuta,
jesli przytozono do punktu D site T, w kierunku CDj zatem, po-
niewaz sily S, P, P"i T, sp wrownowadze, sifa Ty, czyli teznosé
sznurka GD od € ku D, jest réwna i wprost przeciwna wynikowe]
sit 8, P, P'. Wiee ogolnie, teznosé jednego sznurka jost wynikowq
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wszystkich sit zewnetrzych, znajdujacych sie z jednej jego strony,
i przeniesionych réwnolegle do siebie samyeh, do jakiegokolwiek
punktu tego sznurka.

133. Uwaea. Moznaby sie tu zapytac co sig staje z drugim ogdélnym
warunkiem rownowagi, albo wyrazniej, czem tu sp summy alge-
bryczne momentow sit wzgledem kazdej z lrzech osi spitrzednych ?
Te summy momentéw sit sa zero, na mocy rownan (B), (C)....
rownowagi w kazdym wierzcholku wielokata sznurkowego. Jakoz,
biorac trzy osie spolrzedne prostokatne, oznaczmy przez x, y,, z,
Ly Y2y B2y0ees Tny Yny 5n SPOITZEdne wierzchotkow B, C,.... E 5 poczem,
aby otrzymadé summe momentow sit wzgledem osi OX, wyrazong
p 1zex(Zy — Yz), pomndzmy przez y, trzecie rownanie (B).a przez
— z, drugie, i dodajmy, bedzie

S(y1dose — z,dosb) +P(y,dosy — z,dosB)--T,(y,dose, — z,dosb,) = 0.
Munozae podobnie przez y,i— 3 réwnania (C), i dodajac, mamy
— Ty(ysdose; — zodosby) - P'{ysdosy” — zydosB”)
+ Tg(yngS(fg = ngOSb-_]) =0
Teraz uwazajmy ze summa
T (y,dose, — z,dosh) — T(y, dose, — =y dos b,)
=Ty { (jy — yo)dose, — (3, — z)dosh,| = 0;
albowiem réwnania boku BC
el £ Yol otfied
dosa, ~ dosd, — dose,’
daja

Ly =&y Yh— Y iAo
dosa, — dosb, —  dose

zkad

(s —ya)dos e, — (z, — zo)dash, = 0.
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Wiec

S(yydosc — z,dosh) 4 P(y,dosy — z,dosf )+ Plyadosy — zydosf)
—+ To(ys dos ¢y — z, dos by) = 0.

To dowodzi ze dodajac wszystkie rownania (B), (C), (D),..., pray-
zwoicie pomnozone, znajdziemy oslateczne rownanie

8(y; dosc — z,dosi) -} £P(ydosy — zdosp) - 8'(yudose’ — z,dosh) =0

 ktore wyraza ze sunnma momentow sit zewnelrznych, wzgledem
osi OX, jest zero. Tak samo wzgledem dwdch innych osi spol-
rzednych.

134, Gdy figura wielokata sznurkowego w rownowadze jest wia-
doma, wtedy latwo otrzymac stosunek dwoch sit albo teznosci
jakichkolwiek. Jakoz, kazdy wierzchotek wiclokata jest osobno
wréownowadze pod dzialaniew: teznosci i sit do niego przylozonych;
a ze te sity iteznosci, bedac w liezbie trzech, musza lezeé na jednej
plasczyznie, wige mamy :

w wierzchotku B

S ! P 90 __EL_
wstCBP — wstABC — wstABP’

w wierzchotku C

B T = ToaPro Prie SOy
wst DCP! — wst BCD ™ wst BCP/ |

i tak dalej. Z tych proporcyj wywodzi sie odrazu stosunek dwach
sif albo teznosci.

135. Wielokat VarieNoN-A. Warunki réwnowagi wielokata sznur-
kowego i leznosci jego bokow wyrazaja sie geometrycznie za po-
moca wykreslenia ktore podat Varienon. Przez jakikolwiek punkt O
przestrzeni (druga fig. powyz.) poprowadzmy proste ON, ktoraby
przedstawiata wielkos¢ i kierunek sity S; a przez punkt N proste
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NN; ktora przedstawia wielkos¢ i kierunek sity P. Linia N,0, zamy-
kajaca tréjkat ONN, przedstawi teznos¢ T, boku BC i jego kieru-
nek. Jesli teraz, przez punkt Ny poprowadzimy proste NNy ktoraby
przedstawiala sile P’ co do wielkosci i kierunku, i polaczymy N0,
linia NyO bedzie wyrazala teznosé Ty boku CD i jego kierunek.
Podobnie postepujac, dojdziemy do prostej NN, ktora przedstawia
wielkosé i kierunek ostatniej sily P”, i linia N,O bedzie wyrazala
teznosé ostatniego boku EF ijego kierunek, (o jest bedzie przed-
stawiala natezenie i kierunek sity &’. Owoz, tak dzialajac wykresli-
lismy wielokat sit zewnetrznych ; trzeba wiee dla rownowagi zeby
ten Wielok@t byt zamkniety. Sprawdza sig tym sposobem ustawa
na mocy ktorej do rownan véwnowagi powinny wehodzi¢ same
jedne sily zewnetrzne, jakakolwiek jest natura ukladu poddanego
ich dzialaniu. Taki jest pierwszy, konieczny warunek réwnoWagi
wielokata sznurkowego. Drugim jest, zeby boki tego wielokata
byly réwnolegle do przekatnych NO, N,0,... Nakonicc trzecim
warunkiem, zeby kazdy bok moglt wytrzymaé odpowiedna teznosé
ktorg te przekatne przedstawiajp.

’

136. Jesli punkta skrajne A i F wielokata sa state, sily S 1 8
nie sa juz dane, ale wyrazaja, wziete w kierunku przeciwnym,
parcia jakie te punkta wytrzymuja. Znajac wielko$¢ i Kierunek
sit P, P/, P”,... mozna wyznaczy¢ oba pareia z wielkosci i kierunku.
Jokoz, biorae punkt A za poczalek spotrzednyeh, i wyrachowawszy
rzuty calego wielokata na {rzech osiach prostokatnych, zrowna sie
je do odpowiedajacych spolrzednych wierzcholka T ktére sa wia-
dome; co dostarezy trzech réwnan. Nadto, sa trzy réwnania réwno-
wagi (1) i dwa rownania positkowe

dos?a -}- dos*h 4+ dos’e =1, dos?a’ -} dos?é” - dos?e” = 1.

To wszystko razem czyni osiem vownan dostateeznych do wyzna-
czenia o$tmiu niewiadomych S, 8, ¢, b, ¢, d, ¥, €.

Znajac figure wielokata sznorkowego w réwnowadze, otrzymuje
si¢ fatwo parcia w punktach skrajnych A i F przez proporeye
ktoresmy wyzej wskazali.

137. Gdy kierunki sznurkow skrajnyeh AB, EF spolykaja sie
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w pewnym punkcie O, sity S 1 8 maja wynikowe, a temsamem
sity P, P/, P’, P”, maja wynikowe rowna i przeciwna; wiee, jesli
wielokat jest w rownowadze i ma obie skrajnosei A, F ustalone,
wyznaczy si¢ parcie ktére kazda z tych skrajnosci wytezymuje,
przenoszac dane sity, rownolegle do nich samych, do punktu O,
i rozkladajae ich wynikowe na dwie sily skierowane wedle sznur-
kéw skrajnych.

138. Przypusémy teraz ze jeden z wierzeholkow wielokata, na
przyklad C, jest, nie wezlem jako dotad, ale kotkiem ruchomem
przez ktore przesuwa sig sznurek. Ta okolicznosé wymaga nowego
warunku véownowagi. Jakoz, niech bedzie sita P’ przylozona do
kotka C, i caly wielokat w réwnowadze. Istniejaca rdwnowaga
nie zepsuje si¢, jesli ustalimy wierzehotki B i D ale, w tem zato-~
zeniu, punkt € moze sie poruszaé tylko na powierzchni ellipsoidy
obrotowej, majacej za ogniska punkta B i D aza wielka o$ linie
BC - CD. Trzeba wiee dla rownowagi zeby sita Pr, dzialajaca na
punkt C, byla normalna do ellipsoidy, i parta punkt G do jej po-
wierzchni wewnetrznej. Owoz, plasezyzna styczna do powierzchni
obrotowej jest prostopadla do plasezyzny poludnikowej, przecho-
dzacej przez punkt zetkniecia, i zawiera styczne do potudnika i sty-
czne do rownoleznika ; wiee sita P’ jest normalna do ellipsy potu-
dnikowej przechodzacej przez punki C; zatem dzieli kot BCD = C
na dwie réwne czesei. 4

Ztad wynika ze teznosci dwdch sznurkéw BC i €D, przytykajacych
do kétka G, powinny byé réowne ; co daje

rlv‘ — T-_) ds

POT

ond
P’sie _ C.
S1¢ 9

Gdyby wszystkie wierzchotki wielokata sznurkowego hyly kot-
kami ruchomemi, teznosci wszystkich sznurkéw bytyby rowne;
coby dato

P B B
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Wiee, w tym przypadku, trzeba zeby sity P, P.... byly propor-
cyonalne do dostaw polowy odpowiednych katow wielokata.

Jesli kétko € jest nicruchome a tylko sznurck moze si¢ wolno
przez nie przesuwacé; wtedy, dla rownowagi w punkcie C, trzeba
oczywiscie i dosé jest zeby teznosci Ty i Ty byty rowne,

139. Wielokat sznurkowy jest plaski, gdy wszystkie sity zewnetrz-
ne S, 8, P, P'... sa rownolegle do jednej plasczyzny, ktora nazwie-
my MN. Jakoz, w tem zalozeniu plasczyzna ABP jest rdwnolegla
do plasczyzny MN; a ze sznurek BC lezy na plasczyznie ABP,
wiec jesl rownolegly do plasczyzny MN. Dowiedzie si¢ nastepnie
ze sznurek CD, lezacy na plasezyzoie BCP’, réwnoleglej do plasczy-
zny MN, jest rownolegly do tej ostatniej; i tak dalej. Wige wielo-
kat ABCDEF, majacy wszystkie boki rownolegte do plasczyzny MN,
znajduje si¢ caly na plasczyznie rownoleglej do MN. Biorac plas-
czyzne wielokata za plasczyin@ xy, warunki réwnowagi wyrazaja
sie przez dwa réwnania, odniesione do dwdch osi prostokatnych,

" Sdosa - Pdosaf- Prdoso’ + ... - §'dosa’ =0

Swsta + Pwsta - P wsta' ... - 8" wsta! = 0.

140. Teznosei wszystkich bokéw tatwo sie wyznaczaja, gdy sily
posrednie P, P/, P"..., przedstawiaja ciezary, a punkta skrajne A, F

2 /¥
A
il s/
X\ r
\\ i
BT, ‘
[ \'\‘;\ g ;
| D
’ | PW
Pl £ v

sa state. Jakoz, wielokat sznurkowy, zawieszony w punktach A i F,
jest oczywiscie caly na plasczyznie pionowej ktora przez nie prze-
chodzi; jesli wige obierzemy na tej plasczyznie dwie osie prosto-
katne, poziomq i pionowa, bedziemy mieli dwa proste rdownania
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POWHOWagl
Sdosa + S'dosa’ =0,

Swsta = Srwstal =P - p! upd prgp g

ktére daja teznosei S, 8’ sznurkow skrajnych AB, EF.

Co do teznosei Ty, Ty,... sznurkéw posrednich ; poniewaz w kai-
dym wierzcholku wielokata powinna byé rownowaga miedzy
przytozonym ciezarem i teznosciami dwoch hokéw przytykajacych,
mamy :

w wierzcholku B
Sdosa + T, dosi¢t, =0
Swsta -+ T, wstay =P;
w wierzchotku C
— T, dosa; 4+ Tydosay, = 0
— T, wsta, | Towstay, =P/;
itak dalej, az do ostatniego wierzchotka E. Te rownania daja tgzno-
sci Ty, Ty,... w funkeyi juz wiadomej teznosci S.

Ztad wynika ciag rownain
— Sdosa = Tidosa;, =T, dosa, = ...

ktore dowodza ze skladowe poziome teznosci wszystkich sznurkow
sa rowne.

141, Uwacs. Gdy kilka sznurkow utrzymuja jeden punkt pod
dziataniem danej sily, aby znalez¢ ich teznosci, trzeba rozlozyé site
réowna i przeciwng danej na inne sity majace kierunki tych sznur~
kow. Owoz, jesli niema wigeej niz trzy sznurki nielezace na jedne)
plasczyznie, ten rozkiad jest jedyny, i teznosci sa wyznaczone. Ale,
jesli liczba sznurkow przechodzi trzy, zagadnienie jest niewyzna-
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czone ; bo mozna oczywiscie wieloma sposobami roziozy¢ jedng
site na kilka innych w kierunkach danych. Mielismy juz przyklad
podobnego niewyznaczenia, gdysmy szukali jakie parcie wywiera
cialo na plasczyzne naktorej sie opiera w wiecej niz trzech punktach.
W rzeczywistosei jednak te parcia i tgznosei sa wyznaczone ; albo-
wiem punkta dotkni¢¢ plasezyzny materyalnej uginaja sie, a ka-
zdy sznurek mniej wiecej sie wydiuza.

Doswiadezenie pokazalo ze, dopoki teznosé¢ sznurka, nici me-
tallicznej, albo sztaby, nie jest blizko ich zerwania sie, wydluzenie
Jest proporeyonalne do diugosei, i do ciezaru zawieszonego na jed-
nej skrajnosci, a odwrotnie proporeyonalne do powierzehni przeciecia
normalnego. W takim stanie, nazywajac ! dlugos¢ pierwotng, /'
wydluzenie, p ciezar zawieszony, ¢ powierzchnie przecigcia nor-
malnego, @ spoélezynnik stateczny zalezacy od natury i od ksztaltu
sznurka albo sztaby, bedzie

l
=2

T ae

MOSTY WISZACE.

142. Teorya wielokata sznurkowego stuzy do wyznaczenia ksztattu
faricuchéw ktére ulrzymuja most wiszacy. Te larcuchy powinny
by¢ wielokatami plaskiemi. W budowie takiego mostu, zwyklym

|¢ A
7
| v
IZA)/ b 'K
wiid i 20 :
[0 A" §i '.P i
Ags Al GO OIS BB X

warunkiem jest zeby sztaby, faczace wierzchotki wielokata tancu-
chowego z pomostem, byly rowno od siehie oddalone, a gtownym
zeby te sztaby wytrzymywaly réwne teznosei, to jest zeby kaida
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2 nich ponosita réwna czesé calego ciezarn mostu. Zazwyezaj w mos-
tach wiszacych jest jeden bok poziomy AjA; wytrzymujacy tez-
nos¢ Q. Biorac skrajnesé¢ A, tego boku za poczatek spofrzednych,
jego kierunek A X za o$ odeietyeh i prostopadie A\Y za o$ rzed-
nych, uwazajmy jedng czes¢ ApA(As...A, lancucha; i oznaczmy
przez ay, ay,... katy bokow AiAy, AsAs,... zpozioma AX, przez A
rzut poziomy spdlny wszystkim bokom, przez p cigzar przylozony
do kazdego wierzcholka.

Wiemy juz ze skladowe poziome teznosci wszystkich bokow sy
rowne ; co daje

Tydosa; = Q = Tydose, =
Poniewaz kazdy wierzchotek wielokata zostaje w rownowadze

pod cigzarem p i dwiema teznosciami bokow przytykajacych, skia-
dowe pionowe tych teznosei sg :

T, wsta, = p,
T, wsta, = Ty wsta, + p = 2p,
. Tywstay = Tywsta, - p = 3p.
Wige ogolnie
T,' dos are= Q,
Tiwsta; = ip ;
zkad
stya; — lﬁ‘u .
Zatem teznosé Ti wyraza si¢ przez formute
n

— VO F

i = —
duaa
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- ktora pokazuje ze teznosé kaidego boku jest proporeyonalna do

siecznej jego nachylenia na poziom, i zwigksza sie ze wskazem 7.
To ustaliwszy, nietrudno znalezé rzedne yy, ya, ys,... wierzchot-

kow wielokata. Jakoz, mamy zaraz

Y = hstyq, - %f

2% y
y)_q,+/¢sty¢z,_%+ é” Q?(f[_;.-)),

Y3 = Yo+ hstya; = /)J—l— —}—5/[[] hp(1—|—2+5
wigc ogdlnie

Ur—Jf—.—}—/zstya,__/‘/’ (i g § e g ) /zp i(i—‘)}-ay'

P

Ale ilos¢ Q jeszeze niewiadoma; aby ja wyznaczyé, zastosujmy
ostatnia formule do rzgdnej skrajnej y., ktorej wartosé % jest
naprzod dana ; hedzie

ztad

n(n + 'I)//
P

o
o g T

To dowodzi ze teznos¢ Q boku poziomego jest proporeyonalna
do cigzaru p i do przedzialu 4, a odwrolnie proporcyonalna do
rzednej skrajnej /.

Jesli teraz wyrugujemy ilos¢ Q z wartosci yi, bedziemy mieli
spoirzedne wierzcholka wskazu 7,

. 0z o 1) P
75(72-{—1)

L= ih.

. Yi =



WIELOKAT SZNURKOWY 1 LANGUSZKOWA. 177

Znajac spotrzedne dwdéch wierzcholkow po sobie idacych, fatwo sie

otrzymuje dlugosé odpowiedajacego boku. 1 tak, oznaczajac przez /;
dlugosé boku AiA;,, mamy

O A S e R VR L L

Nakoniec, szukajmy linii krzywej na ktorej leza wszystkie wierz-
choiki wielokata fancuchowego. Jesli nazwiemy x, y spolrzgdne
wierzcholka A, bedzie

=i,

O o 0
T am 1)’

rugujac ¢ miedzy temi dwoma réwnaniami, otrzymujemy réwnanie

_ H(x? -+ hx)
T oaln 1)

ktore przedstawia parabolg

Uwaga. Giezar tancucha i sztab, ktérySmy zaniedbali, zwieksza-
jac si¢ z rozmiarami mostu, zmienia jednostajny rozklad parcia
i wplywa na figure fanicucha. Ztad wynika ze gdyby wyrachowano
taricuch i sztaby dla ksztalta scisle parabolieznego, réwnowaga by-
taby niemozebna; bo rézne czesci mostu nie wytrzymatyby parcia
do ktorego nie byty przeznaczone. Powyzsza teorya stosuje sie wige
tylko z przyblizeniem, praktycznie wyrachowanem, do mostow
wiszacych.

ROWNOWAGA NICI GIETKIES NIEROZGIAGALNES.

143. Bedziemy teraz szukali warunkow rownowagi nici gietkiej

i nierozciagalnej, zawieszonej w obydwoch skrajnosciach A, B,

ktorej wszystkie punkta sa pod dziataniem sil jakichkolwiek. Jesli

oznaczymy przez p masse jednego z tych punktow, iprzez P site

odniesiona do jednosei massy, sifa przylozona do tego punkiu wy-
razi si¢ przez pP.

MECHANIKA. 12

(O
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Niech bedzie tuk MM’ = As nici AB w réwnowadze. Oczywiscie
obie czesci AM i BM wywieraja na siebie dzialania rowne i prze-

Y|

|
P
b haon

ciwne w punkcie M ; i tak samo czeset AM', BM' dzialaja wzaje-
mnie na siebie w punkcie M'. Gdyby wiec przecieto ni¢ w punk-
cie M, rownowaga bylaby zerwana, aleby ja utrzymano przykiadajac
do tego punktu przyzwoita sile, ktora sie nazywa teznoscig nici
w punkeie M. Uwazajac ni¢ AB jako granice wielokata sznurkowego,
latwo sie pojmuje ze Tuk MM’ jest nietylko poddany sifom zewngirz-
nympP, ale jeszeze podlegly dwom teznosciom T i T', ktore dziataja
w jego skrajnosciach M, M’ wedle stycznych do nici, i w kie-
runkach przeciwnych, Zeby jednak nie zostawi¢ watpliwosci, daj-
my dowodzenie podtug Srurna (*) ze teznosé T w punkeie M jest
styezna do linii utworzonej przez nic.

Przypuszezajac ni¢ AMB w rdwnowadze, wyobrazmy sobie ze
tuk MM’ stat sie brytowym, i przymocujmy punkt M'; przez co
nie naruszymy w niczem istniejacej réwnowagi. Ale, w tym stanie,
wedle warunkow rownowagi ukladu brylowego majacego punkl
staly, dwojany pochodzace z przeniesienia, do punktu M, sity T
i sit pP dzialajacych na punkta tuku MM’, powinny sie niszezy¢
miedzy soba. A poniewaz sily pP nie sa koniecznie na jednej pias-
czyznie, widzimy zaraz ze moment dwojanu (T, — T) jest mmniejszy
od summy momentéw dwojanéw (xP, — pP), albo najwigcej rowny.
Ow6z, moment dwojanu (T, — T) rOwna si¢ T. MM’ wst (T, MM) ;
a za$ moment dwojanu (uP?, — pP), oczywiscie mniejszy od pP.pM,
jest tembardziej mniejszy od pP. MM, byle tylko tuk As byl do-
statecznie malty; w temzawsze mozebnem zalozeniu, summa momen-
16w dwojanow, ktore pochodza z przeniesienia sii pP do punktu M,

(*) Zobacz Cours de Mécanwque de U'Ecole polytechmique par STURM.
Paris, 1861.
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jest mniejsza od MM'. 3pP. Mamy wige
T. MM wst (T, MM') << MM'spP,
zkad
v
wt(T, M) <
Nazwijmy ¢ wieloczyn, najwickszy mozebny jaki si¢ otrzymuje
mnozac przecigcia normalne luku MM’ przez odpowiedajaca gestosé
punktéw od M do M, iniech wtedy P, znaczy najwicksza war-
tosé sity P; bedzie tem bardziej

wst (T, MM) < P%AS .

A zeteinosé T jest iloscia skoriczong, ztad wnosimy ze
gr. wst(T, MM') = 0.

W tej granicy cieciwa MM’ staje si¢ styczna do linii jaka ni¢
tworzy w punkcie M; wiec teznos¢ T ma kierunek stycznej do
nici w tym punkeie.

To uslaliwszy, nietrudno znalez¢ warunki rownowagi nicl.
Biorge frzy osie spolrzednych prostokatne, oznaczmy przez

Y] B /v
| v
F 4
/
W

A
\\\ Laril ack - \\
i ) \P

m—

0l
/ L o K.
Y/ ¥

Mz, y, 2), M(z Az, y -+ Ay, 2+ Az) dwa punkla spsiednie
w polozeniu rownowagi, i przypusémy ze tuk MM’ staf si¢ brylo-
wym niezmiennym. Poniewaz ta przemiang nie psuje si¢ rowno-
wagi jesli przedtem istniata, trzeba wiee zeby fuk MM, uwazany
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osobno byl w réwnowadze pod dziataniem wszystkich sit ktore na
niego wplyw wywieraja. Co wymaga Zzeby skladowe tych sil, ro-
wnoleglie do trzech osi spoirzednych, czynity summy algebryczne
zero, i zeby summy momentow sit byly takze zero wzgledem kazdej
z trzech osi. Owoz, sily dzialajace na tuk MM’ sa najpierwej dwie
i T', styczne w jego skrajnosciach M, M’ do nici;

teznosei T
przylozone do wszystkich punktow od M

i potem sity ksztattu pP,

. iri et BT R S e pdZ, _ ady i
do M. Teznos¢ T ma skladowe — ld ld F lzg,
aan g ghe 2 | dx ,di/ o dy
a teznosé 17 skladowe I‘— - A(Fls) 1‘ - A(Fds)

Ti + A(TZ"); skladowe sity P sg uX, pY, pZ Wiec,

blOl{l(, summe wszystkich sktadowyeh réwnolegtyeh do osi wdw,

otrzymujemy
“dx i
A(’l %) 0 =0,

Jesli nazwiemy ¢ wieloczyn z przeciecia normainego fuku As
w jednym z jego punktow przez gestosé tego punktu, ilosé « bedzie
wyrazala masse jednosci dlugosci mici, i oczywiScie summa =(uX)

bedzie zawarta miedzy najwigksza i najmniejsza wartoscia wielo-
czynu Xeas, jakkolwiek maly jestfuk As; ztad wynika ze gr EE&LX_)
S

rowna si¢ wartosci Xe odpowiedajacej punktowi M. Zatem

d( Zf)+x5_0

Znajdujemy tym sposobem trzy réwnania réwnowagi

/l [ ( dlﬂ) —I— Xetls =0
) d(Tf‘ﬁ‘/.) 5 Ve =0
ds 2

\ d(T%) - Zods =0
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Te {rzy rOwnania, konieczne dla réwnowagi nici, sa zarazem
dostateczne ; mozna albowiem sprawdzié ze, jesli sity dziatajace na
nié, facznie z teznosciami S i 8" w punktach skrajnych A i B, zadosé
im czynia, to czynia takze zados¢.szesciu zréwnaniom ogélnym
réwnowagi.

Jakoz, zcatkojmy pierwsze réwnanie w granicach odpowiedajacych
skrajnosciom nici; oznaczajac przez [ diugosé nici, przez a, b, ¢
id, ¥, ¢ katy jakie styczne MT i M'T’ do linii AMB w punk-
tach A i B czynia z osiami spolrzednych, otrzymamy

1
Sdosa 8§ dosa'—{—f Xeds =0
0

To réwnanie wyraza ze summa algebryczna skladowych rowno-
leglych do osi OX, wszystkich sil dzialajacych na nié, jest zero.
Calkujac dwa inne réwnania, ofrzyma si¢ dwie summy zero skta-
dowych rownolegtych do osi OY i OZ.

Aby mie¢ réwnania momentow, pomndzmy pierwsze z row-
nan (1) przez y a drugie przez z, i odciagnijmy, bedzie

xd(T%)-ﬂi( )—[— (Yo — Xy)eds = 0.
albo

d. (UCT"V_, yT%) 1 (1.

"' ):ds =

Zatem, catkujac w granicach odpowiedajacych skrajnosciom nici,
mamy

l
S(zydosh —y,dosa) - S'(x, dos b’ — vy, dosa’) |- /‘ (Y — Xy)eds = 0.
Jo

To rownanie znaczy ze summa momentow wszystkich sil dziata-
jacych na ni¢, wzgledem osi GZ, jest zero.
Otrzyma si¢ tak samo dwa inne rownania momentow.
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144, Zeby znalezé wartosé teznosei T w punkeie M(z, y, z),
wykonajmy wskazane rdzniczkowania w rOwnaniach (1) ; bedzie

/ r"[‘fj_l' f—'l‘,l(:l—i'—l-' —+ Xeds =0
S 1 dy
(e .Tﬂ 'd "L ds = (
2) ar%¥ rald gy,

i

Pomnozmy le rownania odpowiednio przez

—}— Td —L Zeds = 0.
dr dy dz

ds * ds’ s
i dodajmy ; uwazajac ze réwnanie

dz? i
n’\ + l/s~ + dss

daje
dz jd dy dy
de s + + rz’s ll\ e
otrzymamy
(3) Al -+ ¢(Xdz 4+ Ydy -+ Zdz) = 0

Jesli nié: jest jednorodna w catej diugo$ei, ¢ bedzie ilodcip sta-
teczng ; a iesn nadio przypuscimy ze summa Xde - Ydv 4 Zdx
jest rézmezka doktadna funkeyi f(z, y, z) ftrzech spotrzednven
L, v, %, uwasanych jako zmienne memleme, wtedy, jakiekolwiek
zwigzki miedzy femi trzema zmiennemi istnieé moga, catsujac znaj-
dziemy

T= f(z, y, 5 + C.

Dla innego punktu My(z,, 70, 2,) bedzie tak samaq

v

b — f(-'['(b Yoy %o) —l" C.
Zatem

T — Toi= f(-’l“, s 5) — f(l’m Yo» %0)-
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To dowodzi ze przyrost teznosei nici, od punktu M, do M, jest
niezalezny od jej figury, poniewaz nie zalezy bynajmniej od punklow
posrednich miedzy M, i M, ale tylko od wartosci jakie funkeya
flz, y, z) bierze w tych dwdéeh punktach. Wynik podobny do tego
ktéryzobaczymy w Dynamice pod nazwiskiem twierdzeniest 2Ywyc.

Widzimy tedy ze, znajac tezno$é nici w jednym jakimkolwiek
punkcie My, mozna zaraz wyrachowaé jej teznosé we wszystkich
innych.

145. Dajmy rownaniu (3) nastepujaca postac

f Xde  Ydy | Zdz

Nawias wyraza dostawe kata jaki sita P czyni ze styezna do nici
w punkcie M; wiec, nazywajac 6 ten kat, mamy

AT - Pedsdos6 = 0.
Pod tym ksztaltem rownanie jasno pokazuje ze, czy ni¢ jest albo

nie jest jednorodna, teznosé T w dwéch tylko przypadkach moze
by¢ iloscia stateczna.

10 Gdy P =0; wtedy oczywiscie nié, nie bedac pod dzialaniem
zadnej sity, nie ma zadnej teznosei. \

20 Gdy dosh=0, to jest gdy sifa P jest normalna do nici we
wsaystkich jej punktach, wtedy

AT =0, zkad T =C.

Wzajemnica oczywista.

W przypadku stalej teznosci, nietrudno wyznaczyé stosunek P :T.
Jakoz, z rownai (2), ezyniac w nich dT = 0, wyprowadzamy

(e 42 1 (|

v\ ]

Ale ilos¢ w klamrach ma za miare stosunek “—i« w ktéorym R

znaczy promieri kezywizny nici w punkeie M
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wiee
Vl‘ o
s Pe,
zkad
T
Pe— 3
Re

Jesli teraz, w tych samych réwnaniach (2), podstawimy za
T, X, Y, Z ich wartosci PR, Pdosa, Pdosf3, Pdosy, otrzymamy

dz -
5 d ds
dosq = — T dosp = — zis dosy = — Py

Znalezione wyniki pokazuja ze, gdy ni¢ ma te sama teznosé
w calej diugosci, sita P jest w stosunku odwrotnym promienia krzy-
wizny niei, i dziala w kazdym punkcie wedle przediuzenia tego
promienia.

Te okoliczno$ci moga sie urzeczywiscié gdy nié jest wytezona, na
. danej powierzchni, przez dwie sity ktore ja ciagna w obydwaich
skrajnosciach. Przypuszezajac ustalong rownowage inie zwazajac
na tarcie, widzimy latwo ze opory powierzehni w punktach dot-
knigé nici sa to male sity, normalne do tej powierzehni a temsamem’
normalne do wytezonej nici. Ztad wnosimy ze teznos¢ nici jest
jednakowa we wszystkich punktach; zatem, sity kidre ciagna
ni¢ w jej skrajnosciach musza byé réwne miedzy soba, i réwne
spolnej teznosci. Nadto, plasczyzna praylegajaca w kazdym punkeie
nici jest normalna do danej powierzchni. "Ta wilasnos¢ jest okre-
$leniem linii geodezyjnej. Wiee, w przypadku o ktérym mowa nié¢
bierze ksztalt linii geodezyjnej; a wiemy ze na danej powierzehni
linia geodezyjna jest najkrotsza droga od jednego punktu do dru-
giego. Czego si¢ falwo dowodzi przez Rachunek zmiennosci.

146. Aby znalezé ksztalt niei w réwnowadze pod dziataniem
sit danyeh, dos¢ byloby zcalkowaé najpierwej rownania (1),
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coby dato

dz i
TZ=A +] Xeds,

dy
____Tgs :B-—!—fY:dS,

—_'rw#urf eds 5

puczelh, rugujac T, byloby

dl/ F’b—{—ind\s @z G +f[zd.s

i A4 f Xeds b= A f Xeds

Gdyby zcatkowano dwa ostatnie rownania rdzniczkowe, mianoby
rownania linii krzywej ktéraby przedstawiata figure nici w réwno-
wadze.

Ale calkowania nie moga sié wykonaé, w ogdlnym stanie kwe-
styi w ktérym ¢, X, Y, Z nie sa okreslone.

Mozna dziala¢ inaczej. Wyragujmy najpierwej dT z réwnan (2)
biorac je po dwa, zajdziemy

C oy L de . de ,dy) dy dz
l(dadds " a ~.)+ d”(‘xds ]ZB !

\ dz ;dz  dx s etnadr\jes
(1) ’ (dds dc/_)+1<xl_ Ad_s>_0

1y ,dz 1z 1
ds rls ;l;/d Z)+ Z(Yif—/‘(‘ly)_o

/

Te trzy rownania nie sg oddzielne, bo oczywiscie kazde wywodzi
sie z dwoch innych. Podstawiajac wartos¢ T w dwa ktorekolwiek
z tych rownan, albo dzielac je stronami przez trzecie, otrzymamy
dwa rownania rozniczkowe ktore zcatkowane, w przypadkach okre-
slonych, dadza réwnania figury nici w réwnowadze.
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W szezegolnym przypadku, gdy sita P jest styczna do nici
w kazdym punkcie, ni¢ wyleza si¢ w linii prostej. I w samej rzeczy,
mamy wtedy

%. ¥ 7,
rlm“@”%’
zatem
dy dx dz dz d
A =Y = o e 27—
ds ds hiai ¥ ds 7 b 1 ds & ds

7. przyezyny tych roOwnosci dwa ostatnie, naprzyklad, rownania (4)
staja sie
iz drl.r dx lcl: d(/l/ dy ld"

—10

A e A e I L hand L Sk

zkad, calkujac, otrzymujemy

r=az-tp, y=bstq
rownania linii proste;j.

Nawzajem, jesli ni¢ wyteza sie w linii prostej, to dlatego ze sita
ktora na nia dziala jest wlasnie skierowana wedle tej prostej. Co
widoczue.

EANCUSZEOWA .

447. Nazywa sie taricuszkowa linia krzywa ktora tworzy faricuch
gietki, albo ni¢ ciezka i jednorodna, zawieszona na dwoch punktach
statyech A i C.

Wszystkie sity dzialajace na rézne punkla fancuszkowej sa pio-
nowe; ztad wnosimy ze ta krzywa lezy cala na plasczyznie prze-
chodzacej przez dwa jej punkta zawieszenia. Zreszta niema zadnej
przyezyny ieby kiorykolwiek z punktow taicuszkowej znajdowat
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sie raczej z jednej strony tej plasczyzny niz z drugiej. Wezmy na
plasczyznie linii Yanicuszkowej dwie osie prostokatne, jedna po-

Y AP

3|

T g0 © ¥ X

ziomag OX i drugg pionowa OY w kierunku przeciwnym ciez-
kosci, bedziemy mieli X =10; a jesli oznaczymy przez = ciezar
jednosei dtugosci nici kidra jest jednorodna, cigzar tuku ds wyrazi
sie przez =ds, i bedzie Yeds = — wds.

Zatem ogolne réwnania réwnowagi nici przywodza sie do dwoch

J(mda Ay € S D
(5) d(T%>~ 0 d<1 %> wils = 0.

Calkujac pierwsze rownanie, otrzymujemy

dao
.l.‘;l;__C,

Ten wynik pokazuje ze sktadowa pozioma teznosci jest ta sama
we wszystkich punktach ancuszkowej. Owoz, w punkcie najniz-

szym B styczna jest rownolegla do OX, co daje % =1; wiec

stateczna G wyraza teznosé w tym punkcie; jesli ja oznaczymy
przez wa, a bedzie nowa stateczng kiéra pozniej wyznaczymy. Tym
sposobem mamy

d ds

6 J ——x: 1 (.
(6) T = B zkad T = wu =a
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za pomoca tej wartosci drugie réwnanie (5) staje sig

as'=u. d(—lg-/ 5
dz
jesli je zcatkujemy, bedzie

(7) s:a.i/‘.

Nie przydalismy statecznej dowolnej, bo przypuszczamy ze wzigto
za 0$ rzednych pionowe ktora przechodzi przez punkt najnizszy B
lancuszkowej, i ze tuk s jest liczony od tego punktu. W tem zafo-
zeniu, zostawiajac jeszcze poczatek spotrzednych miewyznaczony,

dla s =0 mamy %I/ — {1
£

Szukajmy teraz rownania lancuszkowej. Jesli w przedostatniem
Sbakd
rownaniu zastapimy ds przez de ‘/1 —{—qu, znajdziemy

nastepujace

bR e

T
Vit

Pomndzmy obie strony ostatniego przez %'1-/ , olrzymamy drugie,
E

a.dgy
T

dy = e d L

di
V i+

Te dwa rownania catkuja sie natychmiast, i daja

Iy T T L9
.ﬂ:(llog(;,:i—}— ‘/1 i di’-’)’ 1 .l/:“‘/1 +Zj:ziz'
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Niema potrzeby przydawaé statecznej do zadnego z tych dwoch

rownan, jesli, jako przypuszezamy, za o$ rzednych wzigto pionowe

przechodzaca przez punkt najnizszy B, i za poczatek spotrzed-
nych punkt lezacy ponizej punktu B na odlegltosé a.

B &7 f y y
Aby wyrugowaé ?‘-/, uwazajmy ze, przechodzac do liczb, pier-
ar =

wsze rownanie staje sie

'M V/ dy* _ a.
Vi 14 =

ztad wynika

Cdy? dz/ 1 -
‘/ 1 + da® =

ot dy
V/’+dé

]ls

Dodajac te dwa rownania stronami, bedzie

V/:lz;—2<'+e>—,

wiee
—o(a 7).

Takie jest najprostsze réwnanie fancuszkowej w ksztateie skon-
czonym, ktore pokazuje ze ta krzywa jest symetryczna wzgledem
osi rzednych wziete] jakosmy powiedzieli. Rzgdna OB =« punktu
najnizszego B lancuszkowej jest jej parametrem.

wm

(8)

Mozna otrzymaé tuk s tancuszkowej w funkeyi . Jakoz, odcig-
gajac jedno od drugiego rownama ktoresmy dopiero co dodawali,

bedzie

oSy
l
| =
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ta wartos¢ poniesiona do rownania (7) daje
) P ¢ pair )

148. Z dwoch rownan

dy? 4y
y=ua ‘/’1 +jl_z °“";1’.,-

wynika trzecie
¥ =a*+ & albo s=Vy — a&,
ktore daje wyprostowany tuk tancuszkowej w funkeyi 4.

Trzy powyzsze réwnania tlumacza si¢ latwo geometrycznie.

Pierwsze, ktére mozna pisac

dowodzi ze rzut rzednej punktu M na normalnej w tym punkcie
jest réwny parametrowi lancuszkowej. Jakoz, w trojkacie prosto-
katnym MPH (fig. powysz.),

de

MH — MP dos HMP = y >

Ta pierwsza wlasnos¢ daje sposob wyznaczenia stycznej w punk-
cie M danym na laricuszkowej ; dosé jest wykreslic na MP jako
srednicy okrag, i potem drugi okrag z punktu P jako $rodka pro-
mieniem ¢, te dwa okregi przetng si¢ w punkeie K nalezacym do
stycznej ktorg bedzie prosta MK.

Drugie rownanie s —a Z—Z pokazuje ze rzut rzednej punktu M
na styeznej w tym punkeie jest rowny tukowi BM. I'w samej rzeczy,
w trojkacie prostokatnym KPM

MK = KP sty KMP = o %/ =

L
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Trzecie rownanie s* +-a* = y* dowodzi Zze, jesli ze spodka P
rzednej punktu M spuszezono prostopadle PK na styezne MT,
ta prostopadia bedzie parametrem lancuszkowej, a odcinek MK
stycznej wyrazi dlugosé tuku BM.
Jesli cheemy znalezé powierzchnie OBMP zararta miedzy dwiema
osiami, fanicuszkowa BM i rzedng MP, bedziemy mieli

“Wiee powierzchnia OBMP jest rownorarta prostokatowi MHPK.

Uwazajmy nakoniec ze miejscem punktdw K takich zeby bylo
MK = tuk BM jest rozwijojaca tavcuszkowej; KP jest styczna do
tej krzywej.

Nietrudno za pomoca ogolnych formuf, znalezé rozwijajacg
laricuszkowej ; te formuly, jesli oznaczymy spéirzedne punkiu K
przez u, v i uczynimy MK =s, beda

dx ‘ dy

U =L — 8§ — V=Y —8§— .

ds ’ * ds

Trzeba wyrugowaé &, y, s za pomocg rownan odnoszacych sig
do laricuszkowej. Wyrazajac najpierwej x iy w funkeyi s, i potem
rugujac te niewiadome, dochodzi si¢ do szukanej rozwijajace).

Ale rozwijajaca taricuszkowej faiwiej wprost otrzymad, wyrazajic
tylko warunek ze styczna KP do rozwijajacej w punkcie K ma
dtugo$¢ KP stala, rowng rzednej o punktu najnizszego B
laricuszkowej. 1 w samej 1zeczy, nazywajac u, v spolrzedne
punktu K, mamy

_kQ / ([ "
WSTKDO — —KP abo v ‘ 1 —[— =ity

zkqd

dv ——
dupis 1089 Jgrr Titpdy
v
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zkad, catkujac, wywodzimy rownanie szukanej rozwijajace]

l »
(10) R U ._j izt — a? / dv
\/a — 2 o/ b\fa‘ s ?Y~

\/az_—Lz—}—ulu"( + Ve "”‘).

Nie trzeba przydawaé statecznej dowolnej, dlatego ze powinno
 byé zarazem v=o0 i v = a

Rozwijajaca fancuszkowej jest symetryczna wzgledem osi ynéw
do ktorej dotyka w punkeie B, i ma 05 zé za niemaltyczne.

Uwaca. Mozna bez catkowania znalezé tatwo x-ozwijajgcg laricusz-
kowej. Jakoz, uwazajac trojkaty prostokatne KPM i KPQ, mamy
Zaraz

KP — DM. PL
albo
=, kad  y = % :
0Q= 0P —PQ=0P —VEKP —KOQ,
albo

u=xz —VE—v*  zkyd & =u+ Va> — i

Podstawiajac  te wartosci z 1 y w rownaniu lancuszkowej,
otrzymujemy réwnanie rozwijajacej

% u+ Var— ot _u+t Vai —p?

i T a a
y = +e

ktore sie rozni tylko ksztaltem od wyzej znalezionego.
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149. Szukajmy teraz teznosci w punkeie M faiicuszkowej. Zua-
lezlismy juz

11 T=w0— 1 Y= a—‘—‘.

zatem T = wy.

To pokazuje ze teznos¢ w kazdym punkcie laricuszkowej jest
proporcyonalna do rzednej tego punktu.

Mozemy olrzymaé teznosé wprost z formuly ogolnej

dT - ¢(Xde + Ydy + Zdz) =0,
czyniagc w niej, stosownie do danego okreslenia laicuszkowej,
X=0, Z=0, Ye=—w; co daje '
dl = wdy, zkad T =w=y.

Nie ‘trzeba przydawaé statecznej dowolnej, dlatego ze dla y =a

powinno byé¢ T = wa.

150. Zostaje nakoniec do pokazania jak, majac dane dwa punkia
zawieszenia A, C larcuszkowej i dtugosé tuku AC, mozna wyzna-
czy6 stateczne a, ktora wehodzi do jej rownania.

A
i
\
|
i
i
i
5 S
i
I
i
i
'
'
i
i
'
1
i
i
|
\ !
o
>

Poprowadzmy pionowa CD, i pozioma AD ktéra spolyka
pionowa BY w punkcie E. losci dane sp CD =10, AD =¢
ituk ABC =/, niewiadome s3 OB =g, BE=#, AE=4, DE=/.

Mamy zaraz

h 1= e.

MECHANIKA, 13
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.’E a,
Wiyrazajac, za pomoca formuly s = - <g“ — ¢ “>, Ze summa

diugosei tukow AB i BC o jest rowna /, znajdujemy drugie ro-
wnanie,

2
z¢ roznica rzednych punktéw A i C jest rowna 6, znajdujemy
trzecie rownanie

, &L xT
2380y ] a e —=
Tak simo, wyrazajac za pomoca formuly y = (g“ +e a)

h h h R
ar e ! 2
g a a a___.a
/) =n 5(6 + e —e — ‘),

Jedli wezmiemy summe i réznice dwoch ostatnich rownan, otrzy-
mamy dwa prostsze

" h e
rl(e“’ —_ (fa) ={-+6b

B il
tt(e“—" “)———l—b.

Mnozac te rownania stronamii uwazajac ze h -4 A = ¢, wyru-
gujemy A, /', ibedziemy mieli

o 4
a'l(ea -+ e ¥ — 2):[‘3— s
zkad

/t(cfa — e—%) =B

Aby ulatwi¢ wyrachowanie niewiadomej a, przynajmniej przez
gy & . (4 .
przyblizenie, uczynmy o= bedzie
a

e™

e _ VR,
ES IR

2m ¢
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poczem, rozwinawszy na szeregi obie ilosci wykladnicze, znaj-
dziemy

(12) m? + mt + m“‘_f_“_:\/l‘l—b:’_c'
1.2.3 1.203:4 1.2,.,6 ¢

To rownanie ma zawsze tylko jeden pierwiastek dodatny. Zeby
tego dowiesdz, uwazajmy najpierwej ze druga strona rownania jest
dodatna jako pierwsza; albowiem oczywiscie /2> % ¢% Owoz,
jesli m = 0 pierwsza strona jest zero, a staje si¢ nieskonczenie
wielkg gdy m —oco; a ze ona rosnie sposobem ciggtym gdy m sie
zwigksza, wige istnieje zawsze wartos¢ dodatna dla 7, i tylko jedna,
ktora czyni pierwsza strong rowng drugiej.

Jesli tuk ABC malo sig rozni od swej cigeiwy AC, wiedy
\./lz—_'fz_:—c-' i temsamem m sg ilosciami bardzo matemi;
mozna wiec, zaniedbujac wyzsze polegi niewiadomej m i rozwig-
zujac véwnanie przyblizone, znalezé wartos¢ dla  m  bez znacz-
nego biedu. Biorge naprzyklad

© e

mzzﬁ\m__w, bafzie a4 = == === .
2V 6 VE—2—_ ¢,

P 2m

Z réwnania
I = e\ b
l—i—b:a(a“— e a): a(i — “)c“
e B 4B o B
otrzymamy wartosc 2 i nastepnie /.

Nareszcie, wyprowadzimy ostatnia niewiadome 4 2 oczy wistego
rownania

: TaY &k
¢(+k:;<ea+c a)-

Gdy oba punkta zawieszenia A i C maja tg samg wysokosé,
wiedy
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151. kancuszkowa posiada wiele znamienitych wlasnosei; prayto-
czymy nicktore.
1° Widzielismy Zze laticuszkowa jest krzywa wyprostowalng,
w ktorej fuk s =\y* — a2
20 W laticuszsowej promienr kizywizny jest wszedzie réwny
normalnej, jako w kole, ale skicrowany w strong przeciwna.
Oznaczajac przez N diugos¢ normalnej i przez R promien krzy-
wizny w punkeie M, mamy
' 4
dy*\*?
Vore ({ + i)
N= 1 L . 1 R=="—7=;
NEy i dz? d2y {

67"')
zatem
dy?
N1 =L
( + dﬁ)
He= )
d*y
I dz?
0Owoz, rownanie rozniczkowe laricuszkowe]
e dy?
d o ‘/1 + dr?
daje
dy J-‘ a i d*y _ y*.
Liw de* ™ Ve T
wige

’=N.

Ten promien krzywizny ma kierunek przeciwny normalnej N;
bo sie¢ zawsze znajduje wewnatrz wklestosei linii krzywej, a nor-
malna w tancuszkowej przypada wlasnie zewnatrz tej wkleslosci.

3° Ze wszystkich krzywych plaskich rownoobwodowyeh, ktore
mozna poprowadzi¢ migdzy dwoma punktami, ta ktora swoim obro -
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tem okolo osi lezacej na jej plasezyznie tworzy powierzchnip naj-
mniejsza mozebug jest facuszkowa. Za pomoca Rachunku zmien-
nosct widzimy fatwo ze twierdzenie wyraza sig przez rownania

S, s,
fyds:min. i / =1
8

) 80

To minimum wzgledne przywodzi sie, jako wiadomo, do mini-
3y
mum samoistnego catki f (y -+ a)ds. Ale, poniewaz a jest iloscia
S

stata, zadana linia nie rozni sie od tej ktéra znajdziemy szukajac

8
samoistego minimum calki/ yds. Owoz, oslatnie minimum wy-
o
maga zeby byto
/'l,’L“
8| yydard-dyr=o,
vry
to jest
o, dr \
‘/ <6yds “+y = sdz +y ay &[//) —— !
2o ds e
albo

/

diiy dy )' (o, dx ay Vi
<.7/ (/78'5 + y ds 5!// 0 —Lo {3-”1<.7/ ﬁ:\ T 6.’/(l<.7/’7\,) B 6!/”’.\}7 b

Zatem, wedle prawidel Rachunku zmiennosei, powinno by¢é
osobno

, \

deo | . dys\'_
(-”715 b4y 5 8.1/’) 0

/0

“ v (22 d.v) Y
L {hd (Z/Z/f) - 33/d<y T - éy/ds}_- 0.

Ty \ /

Pierwsze rOwnanie sprawdza sig oczywiscie, bo zmiennosci
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3xg, oy 2y, 8y, sa zero; drugie bierze nastepujacy postaé

% dx dao\ "
j;o (8.1, —_ @3y> d(g/zs#)_- 0.

Wiege trzeba i do$¢ jest zeby bylo
dz
d ( y g) —0}

zkad
di ) dy*
yz==-¢ alho y__cl/l—{—dﬂ.

oznaczajac przez c stateczne dowolna.

Moglibyémy juz na tem poprzestaé, alhowiem, ostatni wynik
bedac rownaniem rézniczkowem laricuszkowej, jakosmy juz wi-
dzieli (147), dowodzi zalozonego twierdzenia. Ale idZzmy dalej
1 zcalkujmy ostatnie rownanie. Jest najpierwej

I
e\ ege—ns
da vy ’

ztad

edy y Vi —e
& :/IWZT———E? :clog(‘/—————+ {/ s

gdzie ¢' oznacza druga stateczne dowolna.

Przechodzac do liczb, roOwnanie catkowe staje sie

@
y+NF—E=ce’;

mamy za$ widocznie

2 A=

Y = - JIVICHE SSCRNRPOTE . K. /8
ey Tl A o e
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Z tych dwéceh réwnanl wywodzimy

Ostatnie réwnanie moze si¢ znacznie uproscié. Jakoz, uwazajac
ze rownanie rozniczkowe ((;1 =Vy! —¢ ma y=—c daje ’51—0
widzimy zaraz ze stateczna ¢ jest rzqdng punktu najnizszego szuka-
nej krzywej. Jesli wiec, nie zniicniujgc osi zdw, przeniesiemy
os ymw réwnolegle do niej samej az do punktu najnizszego lej
krzywej, wtedy, czyniac z =0, y = ¢ W jej rownaniu, znajdziemy
miedzy statecznemi ¢ i ¢ nastepujacy zwiazek

2 =1+ ;— albo (¢ —¢)2=0,

ktory daje ¢/ = ¢. Podstawiajac te warto$é, otrzymujemy juz znane,
najprostsze mozebne, réwnanie faricuszkowej

v=—( T °)

he Ze wszystkich linij réwnoobwodowych ktore Yacza dwa punkta
przestrzeni, tancuszkowa ma srodek ciezkosei najnizej mozebnie.
To twierdzenie jest nastepstwem poprzedzajacego. Jakoz, linia nie-
wiadoma jest oczywiscie plaska; zatem, na mocy twierdzenia Gul-
dina, powierzchnia obrolowa, przez nia utworzona, ma za miare
wieloczyn obwodu przez okrag opisany jego bl‘O(”\lCln<Clng\ObCl.
Owoz, taricuszkowa tworzy, w tych samych okolicznosciach, po-
wierzchnie obrotowa mlmmum, wiee jej srodek eiezkosci opisuje
okolo osi obrotu okrag najmniejszy mozebny. Wiee ten $rodek
ciezkosci jest najblizej osi, a temsamem najnizej mozehnie gdy o$
jest pozioma.
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KRZYWA MOSTOW WISZACGYCH.

152, Zobaczmy teraz jaka krzywe tworzy ni¢ ciezka jednorodna
ABC, zawieszona w obydwdch skrajnosciach A i C, gdy sily

pionowe ktore na nia dzialaja sa proporcyonalne, nie do tukow ds,
ale do ich rzutéw poziomych. Ta krzywa jest przyblizona figura
faricucha mostow wiszacyeh, gdy sie nie zwaza na ciezar samego
fanicucha i jego wiazadel z pomosten.

Oczywiscie szukana krzywa jest cata na plasczyznic pionowej,
przechodzycej przez punkta zawieszenia A i C. Jesli tedy obierzemy
na tej plasczyznie dwie osie prostokatne, pozioma i pionows, i ozna-
czymy przez w sife ktora dziala na czesé niei majaca za rzut po-
ziomy jednosé dlugosei, przez T jej teinosé w punkeie M(z, y),
ogolne formuly rownowagi nici dadzy

R

ds ds
Catkujac oba rownania, mamy

d¢ \ . ,,r[//__ C
d\ = i I wr -+ G

Ale, jesli nazwiemy wa teznosé nici w punkeie najnizszym B,
iwezmiemy len punkl za poezatek spotrzednych, bedzie zarazem
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T— 0, scuifl | 1 g 0, c =wa, ¢ =0; tym spoSobem powyZ-
ds ds
sze rGwnania staja sie
dx dy
14 ==t — 0 S = o,
[ J (l’.\’ wi, ([,q @

Pierwsze pokazuje ze sktadowa pozioma teznosei nici jest stata,
a drugie ze skladowa pionowa teznosei w punkeie M jest propor-
cyonalna do odcietej tego punktu.

Teznosé T wywodzi si¢ bezposrednio z tych dwoch réwnar,
ktore daja

(15) T=w\aJ 22

Teznosé nici, jako widaé, powieksza si¢ z odcieta .

Zeby znalezé réwnanie krzywej ktora przedstawia ksztalt nici,
podzielmy stronami rownania (14), bedzie

dy
b= T
du ’
zkad, calkujac, otrzymujemy
(16) 20y — 22,

Nie przydalismy statecznej dowolnej, bo, wedle wzigtego ukladu
osi spotrzednych, powinno byé zarazem z =0 i y = 0. Rownanic
dowodzi ze ni¢ w réwnowadze pod danemi sitami ma posta¢ para-
boli, ktorej o jest pionowa, wierzehotek w punkeie najnizszym B,
i parametrem pewna stateczna a.

Mozna dojsé do tych wynikow bez zadnego catkowania. Niech
bedzie ABC szukana kezywa; wezmy za osie spofrzednych styezne BX
w punkeie najnizszym B i prost¢ BY prostopadia do BX; oznaczmy
przez T leznosé raricucha w punkeie M, i przez H jego teznosé
w punkcie B. Przypuszczajae rownowage ustalona, dajmy na to ze
tuk BM slat sie brylowym; widzimy zaraz ze musi by¢ rownowaga
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miedzy sitami T, H i wszystkiemi sitami dziatajacemi na czastki
tuku BM. Ostatnie sity maja wynikowe pionowa ktéra przechodzi
przez srodek L odcigtej z; albowiem, jesli wyobrazimy tuk BM
podzielony na niezmierna ilosé czastek majacych rzuty rOwne na BX,
sily pionowe dziatajace na te czastki, bedac proporeyonalne do ich
rzutéw, i mogac byé uwazane jako przytozone we srodkach tych
rzutow, sktadaja sie w jedna wynikowe Q ktéra jest réwna ich
summie i przechodzi przez $rodek L rzutu tuku BM. Nadto, ponie-
waz sity H, Q, T sa w rownowadze, kierunek stycznej MT przecho-
dzi przez punkt L; ztad wynika ze te trzy sily, czyniace sobie
rownowage okolo punktu L, sa proporcyonalne do bokow tréjkata
prostokatnego PLM. Owoz, sifa Q, jako proporcyonalna do rzutu z
tuku BM, wyraza si¢ przez =z; mozna podobnie wyrazi¢ sile H
przez wa, 0ZNAczajac przez a pevimg ilosé stala. Wiee bedzie

-0 T
LPT PM IM
albo

(o124 :mL

1 P
§-Z J+__

Dwa pierwsze stosunki daja 2ay = 22, rownanie szukanej krzy-

wej; aze trzech stosunkdw razem wynika T =w o - 2%, teznosé
lanicucha w punkcie M.

153. Zajmiemy si¢ teraz wyznaczeniem statecznej a ktéra wehodzi
do rownania figury tancucha i do wyrazenia teznosci, znajac punkta
zawieszenia A, (0 i dlugo$¢ ABC laricucha. JeSli poprowadzimy,
jakosmy to juz czynili, pionowa CD i pozioma AD, ilosci wiado-
me sg CD =4, AD=¢ i dlugo$¢ tuku ABC =/; niewiadome
beda : paramelr paraboli ¢, AE=1/h, DE=/ i BE=£.

Mamy zaraz

h-F =c.

Réwnanie (16) paraboli daje

"2 =2ak, W= 2a(k —0),
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ztad, przez odciaganie, ofrzymujemy

h2— 2 = 2ab.

ale
W2 — W2 = (b + I) (h — W) = e(h — K);
zatem |
e(h — 1) = 2ab,
zkad
h—K = 305 .
4

Wiege, dodajac i odciagajac stronami rOwnania pierwsze i ostatnie,
znajdujemy

/':%_,_(ITII’ =

Nazwijmy s dlugos¢ tuku BA paraboli, bedziemy mieli

) % ) R
5’:1—/ sll.z,‘ Va? e — i'\/a2 —+ 2*+ & log 2 i K b .
a0 2a 2 o

7 podstawienia w tej formule kolejno 2 —=7% i z=~4 wynikaja
wartodei samoiste lukow BA i BCj; wiec, rownajac ich summe
do 7, otrzymujemy

2l=hVa® /P N o2 41?4 @ log(h_l_ Ve + }lz)(/;' +Va L 7%

s

Jesli w tem réwnaniu podstawimy za % i /' juz wiadome war-
todei, bedziemy mieli, wzgledem niewiadomej @, rownanie prze-
stepne ktore ja wyznaczy.

W przypadku szczegblnym gdy punkta A i G zawieszenia lari-
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cucha maja te samg wvsokoéé, rownanie sie {rochie uproszeza;

wtedy b=0, A=W = §’ a zatem

a2 112
a[—_—_/z\/a-_l_lg ~+ a?log ﬁ‘|‘\—“2+’t

Jesli dlugosé tuku ABC niewiele sie rozni od swojej cieciwy AC,

stosunek % jest bardzo maty, bo g: 27:” z przyczyny rOwnania

20k = h*; w tym razie mozna rozwinaé ilosci ‘/1 ~I—(§:
h at -+ R :
log <-_+—\/—+— na szeregi.
a

154. LANGUSZROWA ROWNE) WYTRZYMALOSCI. Nazywa sie lancusz-
kowa réownej wytrzymalosci krzywa przedstawiajaca figure tancucha
gietkiego, zawieszonego w obydwaceh skrajnosciach, ktorego gru-
bosé zmienia si¢ od jednego punktu do drugiego proporcyonalnie
do teznosci. Jesli, oznaczajac przez = cigzar jednosei dhugosei
faricucha, weimiemy na jego plasczyznie dwie osie prostokatne,
pozioma i pionowa, bedziemy mieli réwnania réwnowagi w punk-
cie M(z, ).

rl<T "x> =0, d(’r Z’/> — ods =0,

Zeatkujmy te dwa réwnania; nazywajac T, tezno$é w punkeie
najnizszym, otrzymamy

mde o dy
ld_s-:FU’ ' Alz;/‘:\/‘wds.

Ztad wynika

dy

dr— ) T, %
albo

(],QL// w (lb

dz2 ™ T, dz
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Owoz, warunek rownej wytrzymalosci tancucha wyraza si¢ przez
rownanie
W=

w ktorem @ znaczy pewna ilosé stafa ; mozemy wige wyrugowaé =

. , el Dk ax 4108l ds
z ostatniego réwnania rozniczkowego. Uwazajac ze aw =T, i’
irugujae © , znajdujem
5 JQ'T » Znajaujemy
0
Ay 1dse 1 1 _{_(z’_r/z
dzt ™ adit T a dz?)’
zkad
dy
d}psat
dy? a
11 e

Zeatkujmy to réwnanie. Biorac os rzednych przechodzaca przez

dy _

unkt najnizszyv, w ktorym 2 =0 i otrzymam
) Vs rr y

7

Wby __ .
lukstyd—x_ =

zkad

dy = sty é da.

Zcatkujmy jeszeze ; biorac punkt najnizszy za poczatek spotrze-
dnych, znajdziemy oslatecznie
1 y 7
¥ — log , ‘albo  %dos /—L[ =

£
dos =
a

Takie jest rownanie krzywej zwanej tanicuszkowa rownej wylrzy-
malosei.
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Teraz mozna wyznaczy¢ ilosé stata a. Jej wartosé¢ wynika z r6wna-
nia T, = awm,, w ktérem ilos¢ « znaczy dlugos¢ jaka trzebaby daé¢
czesci laricucha, majacej jego grubosé¢ w punkcie najnizszym, azeby
cigzar awm, tej czesei byl rowny teznosci T,; a wiadomo ze tez-
nos¢ T, w punkcie najnizszym jest to samo co skladowa pozioma
teznosci w punktach zawieszenia A albo C.

Odcieta x faricuszkowej rownej wytrzymalosei jest oczywiscie

najwigksza mozebna gdy % = oo, czyli gdy sty % TSy

. 45
co daje —
a

™ . b e .
= Tej wartosci odpowieda y = 0.

Wiee, jakkolwick jest diugi lanicuch, krzywa przedstawiajaca jego
fignre nie dosiega nigdy obszernosci wa.

Nakoniec ilo$¢ = wyraza si¢ latwo w funkeyi «,
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PRZYCIAGANIE POWSZECHNE.

155. Wszystkie zjawiska niebieskie dowodza ze ciata materyalne
wywieraja na siebie wzajemne dzialanie takie, jak gdyby sie przy-
ciagaly. To przycigganie powszechne jest proporeyonalne do massy
kazdego z cial, i w stosunku odwretnym kwadratu ich odlegtosci.
Aby nalezycie zrozumie¢ tg¢ ustawe powszechnego przyciagania
cial Natury, trzeba sobie wyobrazi¢ dwa punkta lezgee na jednosé
odleglodei, i przypusei¢ ze w kazdym, nie tracgc nic ze swojego
dzialania, jest skoncentrowana cala materya stanowiaca jednosé
massy ; lakic dwa punkta materyalne wywieraja wzajemnie na siebie
sile przyciggania réwng, kiorej natezenie oznaczono liczba f.
Otoz, wysfowiona ustawa zalezy na tem, ze wzajemne przyciaganie
dwoch punktow materyalnych, majacych massy m, ' i bedacych
w odleglosei » jeden od drugiego, wyraza sig przez

[fmmn'

P2

To ustaliwszy, uwazajmy ogélnie punkt materyalny K przycig-
gany przez cialo ksztattu jakiegokolwiek. Kazdy punkt tego ciata
wywiera na punkt K przyciaganie proporcyonalne do swojej massy
i w stosunku odwrotnym kwadratu odleglosci; wynikowa tych
wszystkich przyciagan stanowi przyciaganie catego ciala. Zeby je
wyrazi¢, wezmy za poczalek spolrzednych jakikolwiek punkt staty O
wewnatrz ciata przyciagajacego, i poprowadzmy trzy osie prosto-
katne OX, OY, O0Z; uwazajmy mass¢ dm, nieskoriczenie malej
czastki ciala, jako zjednoczong w jego punkcie M majacym spol=
1zedne «,y, z; oznaczmy przez p masse punktu przyciaganego K,
i przez o, B, 3 jego spolrzedne ; nakoniec niech » znaczy odle=
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glos¢ KM tych dwoch punktéw dana przez rownanie
® = (a B gy —

Wedle ustawy przyciagania wyzej okreslonej, sifa z jaka punkt M

: : s aim e o
ciafa przyciaga punkt materyalny K ma za miare i — , 1 dziala
2

w kierunku KM, to jest od K do M. Owoz, dostawy katow tego
kierunku z trzema pot-osiami spotrzednych dodatnych sa :

zatem, skladowe dzialania punktu M na K wyrazaja si¢ przez

—fp*

dm, —fpp—-;—T'/ dmn,

Jesli wige oznaczymy przez X, Y, Z skladowe calego przyciaga-
nia jakie dane cialo wywiera na punkt materyalny K, bedzie

X=—f‘u/“/.j'a;xdm,
(2) =—fyjj [.
i [

Potrque catkowania rozciagaja si¢ do calej massy ciata przyciaga-
jacego.

9 dm k

Trzeba wziad znak - jesli jest odpychanie.
Te trzy calki potrojne przywodza sie do jednej. Jakoz, mamy
Xda ~ YdB + Zdy =

__—fpj‘/ fl-—L(la——*—({i_.]/)(m+(y_~)dy;d))?
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ale réwnanie (1) daje pochodne czastkowe ilosci 7 wzgledem «, B, 4,

3) f;lf_“'—'/’" dr _B—y _dl i o
doc_ r ¢ d@—— % i d-y R, §

zkad
(0 — &)do~ (6 — y)dB - (y — z)dy = rdr;

podstawiajac te wartos¢ipotem catkujac wzgledem », otrzymujemy

Jesli wiec polozymy

[ fin
(% Lt [ 7‘

wezmiemy pochodne wzgledem «, 8, y, rdzniczkujac pod zna-
’
. 1 ! .
luem/, byle funkeya —, pod tym znakiem bedaca, nie przecho-
=
dzita przez warlo$¢ nieskonczenie wielkg miedzy granicami calko

warn, znajdziemy formuly

Y
'{(_ﬁ K}

% av
‘\:f.“;[:a Y———ff"

av
Vg iy
/P d}' J
ktore pokazuja ze trzy catki potrojne, wyrazajace sktadowe przycia-
gania punktu K przez dane cialo, wywodzg si¢ z jednej calki po-
trojnej V.

Gauvss, w swoich poszukiwaniach o przyciaganiu cial, nazwal
funkeye V potegownilkiem (potential) ciala przyciagajacego.

Powyzsza wlasnos¢ potegownika, niezawista od gestosei statej albo
zmiennej ciala przyciggajacego, nie zalezy od ustawy przyciagania,
i istnieje gdy to przycipganie jest funkeya jakakolwiek odlegiosci.
W tym ogolnym przypadku, jesli oznaczymy przez F(r) przyciaganie
wzajemne dwoch jednoeir massy na odleglos¢ » jedna od drugiej,
i nazwiemy m jedna z czastek ciala przyciagajacego, dzialanie tej

MECHANIKA, 14
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czastki na punkt K wyrazi si¢ przez pmb(r), i skltadowe wzaje-
mnego przyciaggania beda

dr

{_[BJ

i

dy’

&

T — pmF(r)

— umF(r) — wmF(r)

a jesli polozymy

te trzy skladowe stang sie

pd ) nup(r) p.f[. mq){'r) , p.([. mep(r)
e 5 &

Wszystkie inne czastki !, m,... ciala przyciagajacego dadza
podobne wyrazenia. Wigc skladowe calego przyciagania jakie cialo
na punkt K wywiera sa

wd . Xiig(r)

Ko
e D

. p.d 5 2)77<p(7‘)

dp

b

7 — pd Emg(r)
FTRT

Summa ¥ rozciaga si¢ do wszystkich czastek m, m', m',.,. ciala
przyciagajacego.
Jesli teraz potozymy
U = Zmg(r),

skfadowe calego przyciagania wyraza sie przez

au dU
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Gdy massy m nie sa zkoncentrowane w punktach osobnych, ale
zapelniaja cala przestrzen uwazana, albo sa rozpostarte na powierz-
chni, wtedy zamiast summy ¥ trzeba wziaé catke potréjng, albo
podwdjna, stosownie do przypadku.

156. Sa sity w naturze, jako przyciaganie powszechne, elektrycz-
nos¢, magnetyzm, ktorych skladowe, rownolegle do trzech osi
prostokatnych, moga sie wyrazié¢ przez pochodne pewnej funkcyi
spolrzednych punktu przytozenia. Te funkeye Hamiiron i Jacopy
nazwali /'unl;cyg sit. Wedle tego okreslenia, catka U jest funkeya
sit, a potegownik V jej szczegOlnym przypadkiem.

Znajac funkeye sit, mozna zaraz mie¢ skladowe catego dzialania
w kierunku jakimkolwiek. I tak, skladowa calego przyciagania jakie
dane cialo wywiera, wedle kierunku ds, na punkt materyalny

K(e, 3, y), wyraza si¢ przez

d 'dU d dU d dU d. T
It e Gt T )=

\da ds dp ds dvy ds s

TEORYA POTEGOWNIKA,

157. Gdy przyciaganie jest w stosunku odwrotnym kwadratu
odleglosci, potegownik V i jego pochodne «, 8, y, sa funkcyami
skoriczonemi i cigglemi tych zmiennych, dopdki tylko punkt przy-
ciggany znajduje si¢ po za massy przyciggajaca; bo wtedy odle-

glosé 7 nie staje sie zero, i funkey a - hie przechodzi przez wartosé

nieskoriczenie wielka. To wynika z samych formut ktére daja warto-
sei V, X, Y, Z. Ale, jesli punkt przyciagany nalezy do ciala przy-
ciagajacego, funkeya - przechodzi przez wartosé nieskonezenie
7

wielka, jest wige watpliwosé czy funkeye V, X, Y, Z nieprzestaja byé
ciggtemi. Aby usunaé niepewnosé¢, dosé wyrazi¢ potegownik V
w funkeyi spolrzednyeh biegunowych, biorge punkt przyciggany K
za poczatek tych spotrzednych i zachowujac rownoleglosé osi pro-
stokatnych ; to jest, trzeba w poprzedzajacych formulach, uczynié

(h) x—a=rdost, y—pE=rwst@dosd, z—y=rwslOwstyl;
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gdzie » znaczy odleglosé KM, 6 kat(KM, KX'). ¢4 kat plasczyzn
(MKX', XY).

Tym sposobem, nazvwajac p gestosé ciala w punkcie przycigga-
jacym M, wyrazimy massg¢ dm przez

dm = pr* wst@drdldy,

1 nastepnie potegownik przez

— f | jd’" J.‘/.(/)pi'\\'sted7'(?9d\p.

Zatem, na mocy formut (3) 1 (4), bedzie

v o
X:]‘;;.(‘IT;:»— fi | J [ ¢wsto dosedrdady,

Y — /;u?% =/ / / /p\\'sl‘;’@(los\;,«drdedx_b,
Z _/p(fl\ — / / /p\vsl‘l()wstq;drclecl‘.p.

Te wartosei jasno pokazuja ze, w powszechnem przyciaganiu,
potegownik 4V i sktadowe X, Y, Z, olrzymane za pomoca jego po-
chodnych pierwszych wzgledem o, 3, 5, sa zawsze ilosciami cig-
gltemi, jakickolwiek punkt przyciagany ma polozenie wzgledem
ciala przyciagajacego.

158. POTEGOWNIK PRZYCIAGANIA WARSTWY SFERYCZNES. Uwazajmy
warstwe sferyezng, zawarta miedzy dwiema sferami spotsrodko-
wemi promieni a1 A, zlozong z warstew jednorodnych ; i szukajmy
jakie przycigganie la warstwa wywicra na punkt materyalny K.

Oznaczimy punkt przyciagajacy M warstwy sferyeznej przez spot-
rzedne biegunowe 7, 0, ¥ odniesione do jej srodka O, i nazwijmy /
odlegtos¢ OK, u odleglos¢ KM; bedzie

w? =1 — 2{rdos6 - {2
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Zatem

- /’ [ 'dm & /‘pr‘lwstellrded\p :
. Vr2==2lrdos -1

Calka powinna by¢ wzigta wzgledem ¢ od 0 az do 2w, wzgle
dem 6 od 0 az do =, i wzgledem » od a do A.

Calkowania wzgledne do 4 i 8 wykonywaja si¢ zaraz i daja

21!

V=22 (" (TR — R D)

Pierwiastniki sp kwadratami zupetnemi ; ale, wedlug jak 7 jest
wigksze albo mniejsze od », bedzie
I+r—(l—r)=2r,
rel—=(r—10) =2
Z przyezyny tej rézniey wyrazen, trzeba uwazaé trzy przypadki

potozenia punktu przyciaganego K wzglednie do warsiwy przy-
ciagajacej.

10 Jedli punkt K jest zewnatvz warstwy sferyeznej, wiedy /> A.
Zatem w calkowaniu wszystkie wartosei zmiennej » sa mniejsze
od !, i potegownik bierze ksztalt

C)
V.__l—"/.Eﬂ rdy = prr’dr

A
Owoz, calka okreslona 4w f pr’dr oznacza masse M warstwy
a

sferycznej majacej promienie ai A ; wiec
M
Vi= 7

Ztad, nazywajac G mnatezenie przyciagania punktu K przez war-
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stwe sferyezng w kierunku KO, wywodzimy

P . M
(5) G=—/p B

Ten wynik wyraza TWIERDZENIE : Warstwa sferyczna jednorodna,
albo ztozona z warstewek spotsrodkowych  jednorodnych, wywiera na
punkt zewnetrzny przyciaganie zupetnie takie samo jak gdyby cata
massa tej warstwy byta zqessczona w jey srodku.

2° Jesli punkt K znajduje sie wewnatrz sfery wydrazonej, oto-
czony warstwg sferyezng, wtedy / < a; zatem wszystkie wartosei
jakie zmienna » bierze w calkowaniu sa wigksze od 7, i potegownik
ma ksztatt

2 A A
Vie= ~7‘/a pr.‘zldr:lmj prdr.

@

Ta catka jest niezalezna od /; co dowodzi ze potegownik jest
‘ilosciq stala dla wszystkich punktow wewnatrz sfery wydrazonej ;
wiee

dN S

0.

Ztad TWIERDZENIE : Warstwa sferycana jednorodna, albo zlozona
z warstewek  spotsrodkowych  jednorodnych, nie wywiera zadneqo
prayciagania na punkt bedacy wewnatrs jej powierachni mniejszey.

3° Nakoniec, jesli punkt przyciagany K lezy w samej warstwie
sferycznej przyciagajacej, w tym przypadku / zawiera sie miedzy
a i Aj zatem wartosei dla r, ktore sie przedstawiaja w calkowaniu,
sa jedne mniejsze drugie wigksze od /. Trzeba wice roztozyé calke
okreslona na dwie inne, Dla pierwszej, granicesa « i /; dla dru-
giej, /i A. Tym posobem mamy

! ! A
Y= ly_‘c r,rfdr —+— hr p?’d 2
/ a !

Gdy gestos¢ o jest staleezna, calkowania moga si¢ wykonac
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¢ 93 3
) v:_;ﬁp(w—z‘z—zT“),zk@dG=—§wﬁupz+“j{;‘f-

Ten trzeci przypadek, w ktérym warstwa sferyczna przyciaga
punkt wewnatrz niej lezacy, przywodzi sie do dwoch poprzedzajq-
eyeh. Jakoz, wyobrazmy powierzehnig sferyczng spotsrodkowa, prae-
chodzacg przez punkt przyciagany K, ta powierzchnia rozdzieli war-
stwe sferycznanadwie czesei; na mocy 2°, czgsé obejmujaca punkt
przyciagany nie wywiera na niego zadnego dziatania; zostaje wiec
tylko druga czesé kiorej dziatanie na punkt zewnetrzny K jest takie
samo jak gdyby cala massa tej czesei byla zjednoczona w je] srodku.

Ale, zeby mie¢ wyrazenie przyciagania przez druga ezesé warstwy,
trzeba znaé ustawe wedle ktordj zmienia sie jej gestos¢ w funkeyi od-
leglosci od $rodka. Przypusémy naprzyklad ze gestosé p, poczawszy
od powierzchni wewnetrznej na ktorej ma wartosé gy, maleje w po-
stepni arytmetyeznej, i w odleglodei » od srodka pabywa warto-
dei py—er. Massa warslwy sferycznej zawarte] miedzy sferami
promieni a i/ ma za miare

l I b
lmf (o — er)r’dr = =l (; po— cl)— 1:(13(— o= ca>-
@ %) 3

Ta massa, zjednoczona w $rodku swojej warstwy, wywieralaby
na punkt K przyciaganie wyrazone przez

3
nf[,l.{ l(gw——d)-%(fl;po—ﬂa)},

ktore jest whasnie istotnem przyciaganiem jakie cala warstwa sfe-
ryczna na punkt K wywiera.

159. Powyizsze twierdzenia sa prawdziwe jakkolwiek mala jest
grubosé A — a warstwy sferyeznej, wiee sie stosuja do warstwy
nieskonczenie cienkicj, a temsamem do sfery zlozonej z warstew
gestosci roznej ale jednostajnej dla kazdej.

Gdy sfera jednorodna dziala na punkt materyalny wewnetrzny,
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lezacy na odlegtosé 7 od jej $rodka, aby otrzyma¢é potegownik i na-
tezenie przyciagania, dosé jest’uczynié « = 0 w formule (7); co daje

(8) V= -’) o(3A — B) i G:_gafppz.

Wige prayciaganie jakie sfera jednorodna wywiera na punkt lezacy
na jej powierzchni albo wewnalrz jest proporcyonalne do odlegtosed od
Srodka.

Ta zmiana ustawy przyciagania powszechoego jest tylko pozorna;
aby ja wytlumaezyé, dosé jest podstawié w formule (5) wartosé

M= % mel%;] a bedzie]

sl S B i B
G_—F.gﬂpp——gwfppl.

160. Potegownik przyciagania powszechnego posiada wazna wia-
snosé, bardzo uzyteczna do jego wyznaczenia, ktérg teraz wylozymy.

Mamy ogélnie

m(z — a) dU __ m(r/ — {3) dU _ 2m(:. — )
Pom ~>{ VSdB- 571 o 8= dy — 7"

=

o &

Przypuszezajac ze » nie przechodzi przez zero, wezmy pochodne
drugie tych wartosei wzgledem «, 3, y; bedzie

d*U e e {’5(;‘1: — a)? 1 }
dac 3 rd o ;:‘ {

U _ o {'3@/—@2 Lk

dp? T & #81)°
E_ 3z — y)? '1}
AL

ztad, dodajac, otrzymujemy

&U | &V
) a2 T g + 5 d,.- e
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Dopoki punkt przyciggany znajduje sie po za cialem przyciagaja-
cem, » nie moze bydé zero, i pochodne drugie potegownika zostaja
skofiezone, a temsamem rownanie (9) ma miejsce. Ale, jesli punkt
przyciagany lezy wewnatiz ciala przyciggajacego, rzeczone pocho-
dne beda zawieraly pod znakiem = funkeye kiéra staje si¢ nie-
skoniezenie wielka na » = 0; wtedy ich summa nie jest zero, i ro-
whnanie (9) nie istnieje. Larvace ktory je znalazd nie uwazal tego
przypadku.

Aby wiedzie¢ czemu si¢ rowna prawdziwa warlos¢ trzech po-
wyzszych pochodnych w obeenym przypadku, opiszmy okofo punk-
tu K nieskoriczenie maly sfer¢ promienia £, i nazwijmy &, %, ¢
spolrzedne jej srodka; poczem, rozlozmy catke Una dwie inne, pier-
wsza U’ wzieta wewnalrz sfery 4, druga U” wewnetrz ciala przycia-
gajacego procz objetosci sfery 4. Bedzie

U=0-L1,
zatem
AU AR e 2T O R U d
da"—l_d( +d2 :m+'(7{3"§+ i e Ao + = 5
Ale, na mocy réwnania (9),

PRV )
do T W a5 o

wiee

(l’L S 5L LR A B
gt = a

Oznaczmy teraz przez py, g najmniejsza i najwieksza gesto$é ciata
zawartego wewnatrz sfery h, przez ¢ odleglos¢ punktu K od
srodka tej sfery; bedziemy mieli

SEER LT p o D,

zkad
dl gl , 1 @y .
it SR Way g T
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Gdyby sfera 7 byla jednorodna gestosci p, jej potegownik U’

mialby wartosé % wp(34°—1%)(158); wiec warlosé potegownika U7, za-
warta miedzy .g np (342 — ) i %npg(?)/ﬂ — [?), wyraza si¢ przez
2
U :gﬂ'{m =+ (p2 "_Pl)e}(?’,l2 =1,

gdzie 6 znaczy ulamek miedzy 01 1.

To ustaliwszy, bierzemy pierwsza pochodne potegownika TV
wzgledem «, iznajdujemy na mocy tego co poprzedza,

lfl—?—'—g"{m +loe — 0} (= —9)
"l‘ ﬂ_(()_(‘>_ (302 — 1);

bierzemy nastepnie druga pochodne wzgledem «, i otrzymujemy

a4y h
g i 3 "fzm‘l-(m—m)e% +

(la"

oznaczajac przez ¢ summe wszystkich wyrazow ktére nikna gdy /
staje sie zero.

Ztad wynika ze

o 5=t
Znajduje sie tak samo
2= B0 1y d*U' h
gr. T3 gr. e =z
Wiee
(10 d*U d’U TS

rl + dB +
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p jest zarazem gestoscia ciala przyciagajacego i punktu materyal-
nego przyciaganego ktory, w obeenym przypadku, jest czescia
lego ciala. Mozna uwazaé ostatniag formule, ktora podal Poisson,
jako ogolna, obejmujaca oba przypadki punktu przyciaganego, ze-
wnetrznego i wewnelrziego, byle brano p =0 gdy ten punkt lezy
zewnatrz ciala przyciagajacego.

161. PRZYCIAGANIE WALCA WYDRAZONEGO NIEOKRESLONEGO (*). For-
muty (9) i (10) moga stuzy¢, powiedzieliSmy, do wyznaézenia potego-
wnika, z ktorego si¢ wywodza skladowe przyciggania w kierunku
jakimkolwiek. Dla przyktadu, szukajmy jakie przycigganie wywiera,
na punkt materyalny, walec obrotowy nicokreslondj dtugosei, ztozony
5 warstew jednorodnych ktorych gestosé jest funkeya odlegtosci od
Jeqo osi.

Kierunek w ktorym ten walec nieokreslony przyciaga jakikolwiek
punkt materyalny jest oczywiscie prostopadly do osi. Wezmy wiee
plasczyzne przechodzaca przez punkt przyciagany, i prostopadia do
osi, za plasczyzne¢ xy, punkt jej spotkania z osia za poczatek spot-
rzgdnych prostokatnyeh, i te oS za o$ rzednych. Ponicwaz walec jest
symetryezny wzgledem osi, jego przyelaganie jest funkeya samej
tylko odleglosci » punktu przyciaganego od tej osi, i wyraza si¢
przez

dav
fege

Zwazajac teraz ze potegownik V nie zalezy od rzednej y punktu

przyciaganego, mamy, dla wszystkich punktow lezaeych po za massa
przyciagajaca, rownanie

d2 d?
W_{"W“O,

a za$ dla kazdego punkfu przyciaganego, ktory jest czescig massy
przyciagajacej, rownanie

AV | BV
==

() Zobacz Mécanique p. DunaMEL, 3¢ édition, Paris, 1863.
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Owoz

d.N _ dN dr dN __dV dr

dadr da'  dB dr 4B’

a rownanie

daje

bedzie zatem

sesli wiec poniesiemy te wartosci do dwoch gtéwnych réwnan,
bedziemy mieli ostatecznie '

BV i1 AV
dr* o 7?7—‘_0’

7

dzv WaV

@ Ty g T

h . et dVv eir ;
Te rownania sa linijne wzgledem vt ale, zamiast je calkowaé
7

jako takie, uwazajmy Zze, znoszac mianownik rdr, mamy zaraz
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rézniczki doktadne

av
d.r = o 0,
av
d. ! T e 2
7 s hmprdr;
zkad calkujac otrzymujemv
av._ G
dr — 1’
AY
Foap i = hr | grdr —-stateczna,

o/

gdzie G jest stateezng dowolng.
Aby wyznaczyé staleczne C, przypusémy najpierwej ze punkt
przyciagany znajduje si¢ wewualrz mnoiejszej powierzchni warstwy
walcowej. W tym przypadku, gdy »=0, to jest gdy punkl przy-
cipgany lezy na osi walca, stateczna € powinna oczywiscie by¢
zero; wiee ta slateczna jest zero dopoki tylko punkt przycia-

gany znajduje si¢ wewnatiz wydrazenia walca, i temsamem
av _

dr

To dowodzi ze warstwa malcowa nicokresloney dtugosci, ztoiona
s warstew jednorodnych spolney osi, nie wywiera zadnego prayciggania
na punlt materyalny leiacy wewnatrz jej powierschni mniejszej.

Przypusémy teraz ze punkt przyciggany jest ezescig massy przy-
ciggajacej. W tym przypadku, nazywajac a promien powierzchni

sk o : STOREN ay .
inniejszej walca, 1 zwazajac ze, podiug tego co poprzedza, T jest

dr
zero dla » = a, mamy, dla punktu przyciaganego wewnalrz war-
slwy,
av e (*

—— = — — | ardr.
dr s
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A jedli punkt przyciagany lezy na powierzchni wickszej walca
majacej promien 4, bedzie

av Iz [0
tTr = T‘ ; Pldl'.

Nakoniec, szukajmy wartosci %\7 dla punktéow zewnetrznych. Dla

tyeh punktow jesl zawsze

G
&=

Ale uwazajmy ze zmienna » nie ma ciaglosci w przejsciu od
punktow przyciaganych wewnetrznych do zewnetrznyeh s i dlatego
staleczna G nie zachowuje, wzglednie do punktow zewnetrznych,
wartosci jakie ma wzglednie do wewnelrznyeh. Aby wyznaezy¢
stateczne G w obeenym przypadku, uczynmy » =4, to jest przy-
pusémy ze punkt przyciagany znajduje si¢ na powicrzehni zewnetrz-
nej walca, bedzic, na mocy poprzedzajacego przypadku,

G__ b« ["’

Gi’(ll"
{ b
h 0 Ja

wige
v be (b
W e )—J {_/‘/]1‘,
a

To pokazuje ze prsyciaganie jakic warstwa walcown nicokresloney
dtugosci, stozone z warstew jednorodnych spilney osiy wywiera no punkt
materyalny sewnetrzny jest w stosuihu odwrotnym odleglosci od osi.

DZIAELANIE CIALA JAKIEGOKOLWIEK NA PUNKT MATERYALNY
BARDZO ODLEGLY.

102, Wezmy trzy osie prostokatne jakickolwick OX, 0Y, 0Z.
Jesli cialo, ksatallu i gestosci jakigjkolwiek, dziata na punkt mate-
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ryalny K(a, B, ), ktorego odleglos¢ jest bardzo wielka wzglednie

do rozmiaréw tego ciala, wiedy w rachunku funkeyi sit U= 3 = ,

r
mozna 10zwinaé ilosé - W szereg uszykowany wedlug poteg spot-

rzednych  z, y, z punktu przyciagajacego M. Jakoz, ezynigc
0K = R, mamy

= {8 — Yow Py + y3) 22 + 2 2} 2

Il

= W
e

| Byt Sea By (e
L R? = 2R *L

wiee

= 2 —-=
1 Y s
= — Pm - — R3 sma + s Emy - Tl Tmz

oy Bu(sz By 93P — oo Bl b

Obierzmy teraz za poczatek spolrzednych srodek cigzkosei G ciata
przyciagajacego, bedzie

Sme =0, Zmy—0, IZmz=0;

zatem, nazywajac M masse ciala, otrzymujemy

M 3 ) 3 212 3 ; ; 9
U= - 4+ e Emfaz + By + y3)* — o Tmat 4yt 42 + .

Owoz, jesli odleglos¢ It punktu przyciaganego K od ciala jest
bardzo wielka-wzgledem rozmiardw tego ciata, mozna, poprzesta-
jac na pierwszym wyrazie, wziaé

=

1 N

R Ve ety
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zkad sie wywodzi

X feMa y fuMB o, fuMy
g >

S TR N

Te warlosci lrzech skladowych przyciagania pokazuja ze ich
wynikowa %E przechodzi przez srodek ciezkosci ciala przyciaga-

jacego, i dziala na punkt K w kierunku KG. g =77

Ztad FUNDAMENTALNE TWIERDZENIE : Jeslt odlegtosé punktu mate-
ryalnego prayciaganego jest bardzo wielka wagledem rozmiariw ciota
prayeiaganego, prayciaganie jest prawie to samo, co do wielkosei ¥ do
kierunku, jak gdyby catkowita massa tego ciota byta zjednoczona w gego
srodku ciezhosct.

Zastosujmy te wyniki do przyciagania ksiezyca przez ziemie.
Wiedzac ze odleglosé ksiezyca od ziemi wynosi okolo 60 promieni
ziemskich, mamy przyblizenie -;L = ﬁ/l-— wzgledne do rozmiaréw

60* 3600

tych dwoceh cial. Ale, zwazajac Ze ciala nichieskie s, prawdopo-
dobnie, ztozone z warstew sferycznych jednorodnych, pojmujemy
fatwo ze $rodek ich figury musi byé, z bardzo mala réznicy, srod-
kiem ciezkoéei. Ta okolicznosé zmniejsza biad pochodzacy z zanie-
dbania wyrazow szeregu, 1 spéfczynnik wzglednosci bledow jest
zapewne mniejszy od ﬁaoﬁ; tem wi¢cej ze blad bytby prawie zaden,
gdyby ziemia byla sferq ztozong z warstew spotsrodkowych jedno-
rodnych.

163. Inna ustawa prazyciagania. Przypusémy ze dwa punkta ma-
teryalne przyciagaja si¢ proporcyonalnie do mass i do odlegtosei,
jukosmy tego mieli przyklad w dzataniu sfery jednorodnej na
punkt lezacy na jej powierzchni., W tem, zaloZeniu mozna latwo
wyrachowaé przycigganie jakie cialo, ksztaltu jakiegokolwick, wy-
wiera na punkt materyalny gdziekolwiek umieszczony.

Wezmy ftrzy osie spolrzedne prostokatne, przecinajace sie we
srodku cigzkosei clala prayciagajacego, i przypusémy ze o$ a% prze-
chodzi przez punkt przyciagany. Niech beda x, y, z spétrzedne
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nieskoriczenie malej czastki dm skladajacej ciato, « odleglosé
punklu przyciaganego massy p od poczatku O spotrzednych; trzy
sktadowe przyciagania czastki dim heda

— floe — 2)pdm,  fypdm,  fzpdm.

Zatem, biorge summy wszystkich przyciggan punktu materyalnego
przez nieskoriczenie male czastki ciala, albo przez punkta mate-
ryalne danego uktadu, mamy

X=—fu2(z —a)dm, Y =/[fpSydm, 7 = fuSzdm.
Owoz, na mocy wiadomej wlasnosei srodka eciezkosei,
Sodm=10," ydm =0, Bedn =10
wige, nazywajac M masse ciala przyciagajacego, otrzymujemy
X=—/fMa, Y=0, Z=0.

Ztad TwiERDZENIE : Gdy ciato, albo vktad punktiw materyalnych,
prayeiaga punkt materyalny w polozeniu jakiemhkolwick, proporcyonal
nie do odlegtosct, prayciaganie jest takie samo jak gdyby cata massa
prayeiagajaca byla zjednoczona w swoim srodku ciezkosel.

PRZYCIAGANIE ELLIPSOID.

164. Dowiedziemy najpierwej kilku {wierdzenn polrzebnych do
wyktadu przyciagania ellipsoid.

Powierzchniami spilogniskowemi nazywaja sie powierzchnie dru-
giego rzedu ktorych przecigcia gtowne maja spélne ogniska. Niech
beda a, b, ¢ pol-osie jednej ellipsoidy; olrzymuje sig réownanie
ellipsoidy spotogniskowej, odniesione do tych samych osi, nazywa-
jac a, b', ¢ jej pot-osie i kladac

ar— b= =0 d? == — 2 V== 12— 2,
albo

Q2= == P =;

MECHANIKA. ' 15
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zkad

=t P=ktf 2=t

Wiec rownanie ellipsoidy, spotogniskowej z ellipsoida majaca
pol-osie a, b, ¢, jest

1.

2 2
ottt ey

g S o R

TWIERDZENIE, Pries kaidy punkt przestrzeni moina ogdlne popro-
wadzié trzy powierschnie spotogniskowe =z ellipsoidp dang  przez
réwnanie

. z2 y* 2
=+ 5 - S= 1
Te powierachnie przecinajq sig prostokatnze.

Jakoz, w rownaniu

g
a2

2 2
Fri TR taFe

ktore przedstawia powierzchnie spotogniskowe z dang ellipsoidg,
znie$my mianowniki, uwazajac z, y, z za ilosci stale; otrzymamy
rOwnanie trzeciego stopnia na ¢
262 t) (- o) L y2(a2-t) (2 4-10) F 22 ¢) (02 ¢)
—(@*-1) (6> ¢) (24 ¢) =C.

To réwnanie ma wszystkie trzy pierwiastki rzeczywiste i nie-
rowne, jesli pol-osie «, 0, ¢ sqa rozne; albowiem, przypuszcza-
jac a* > 02>
podstawienia = —at — 0P, —c* o0

daja wyniki 4+ - 4+ -

Na samo spojrzenie na zmiennosci znakow, widzimy zaraz ze
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rownanie ma wszystkie pierwiastki rzeczywiste, ktorych wartosci
sa zawarte miedzy —a® i — 02, — 82 i —¢% — 2 i | oo,

Trzy powierzchnie spologniskowe, odpowiedajace tym pierwiast-
kom sa rbznego rodzaju. Powierzchnia odpowiedajaca pierwiast-
kowi zawartemu miedzy — a2 i — 4 jest hiperboloida o dwdch
plachtach; ta ktéra odpowieda pierwiastkowi zawartemu miedzy
— 0% i — ¢ jest hiperboloida o jednej ptacheie ; nakoniec ostatnia
jest ellipsoida.

Jesli ¢ = b, dana ellipsoida jest obrotowa okolo osi z#; wtedy
powierzchnia spstogniskowa bedzie

24 @
R +c‘3+t_1’

zkad, znoszac mianowniki, wynika réwnanie drugiego stopnia na ¢;
@4y (- t) F a2 F- 1) — (a4 8) (1) = 0.

Jakickolwiek jest @?, wigksze albo mniejsze od ¢2, rozumujac
jako wyzej, znajdziemy latwo ze pierwiastki tego rownania sa
rzeczywiste ; jednemu z nich odpowieda hiperboloida o jednej
ptachcie, albo o dwdch, drugiemu odpowieda ellipsoida.

Wiec dana ellipsoida ma zawsze jedna ellipsoide spotogniskowa,
i tylko jedng, przez dany punkt przechodzaca.

Nazwijmy teraz ), g, » pierwiastki rownania trzeciego stopnia
na ¢, albo tylko A i p pierwiastki réwnania drugiego stopnia na ¢
Réwnania dwoch powierzchni spélogniskowyeh z dana ellipsoida
i przechodzacych przez punkt M(z, y, z), beda

.’L'?' _|_ 1/2 + z2 =o'y
Fh T B da .

z2 ‘l/i z2 =
‘4‘2-*-#_{_ "2+#+ ca4p

ztad, odciagajac stronami, otrzymujemy

s, y* .
lererat ore T EeE)

A —p)=0;



228 ROZDZIAE V.
a poniewaz pierwiastki rownan na ¢, trzeciego stopnia, albo dru-
giego, s nieréwne, musi byé

z2

2

5 i =0}
FR@Ts T EeTe T T

Owoz, to réwnanie znaczy ze, w punkcie M, normalne do dwéch
powierzchni uwazanych sa prostopadte miedzy soba; wiec po-
wierzchnie spotogniskowe, przechodzace przez jeden punkt, przeci-
naja sie prostokatnie.

165. Dwa punkta M(x, y, 2), M'(«/, 7/, 2') na dwdch cllipsoidach
spotogniskowyeh nazywaja si¢ odpowiedajacemi, gdy ich spoirzedne
sa proporeyona'ne do pol-osi rownolegtych, to jest gdy

Z lego okreslenia wynika rownanie

dadydz  dz'dy'dz
LI I T
ktore dowodzi ze, w dwoch ellipsoidach spotogniskowych jedno-
rodnych, massy dwdch czastek nieskoriezenie matych odpowieda-
jacych sa proporeyonalne do wieloczynow trzech osi.

TwWIERDZENIE. Odlegtosé dwich punktow wzietyeh na dwich cllip-
soidach spatogniskowych jest rowna odlegtosei ich punktéw odpowie-

dajacych.

Jakoz, wezmy dwa jakiekolwiek punkta Mz, y, z) 1 N(@y, ¥4, 20
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na jednej ellipsoidzie, punkta im odpowiedajace na ellipsoidzie
spotogniskowej beda

@ b a b G

!n / I Fo ! !
w(i B, g) 0 (iR, e, o),

pesl 4 !\ 2 I\ 2 /m\ 2
NM":<-’L\—,L'—Z.> S (yl—b—g) + (Zx—c—:) .

4

Ztad wynika

N2 2 2 oy R — 3 Y — 2
MN™ — NM’ :(ll“—a-').ﬁ—_TL_}_(b?_[ﬁ)J bz,/x .

25
.
te—ey A
Ale (42—11'2:1)2—[),2202——{;'7;

co daje
et et .L_1 Z f-_g_xlz_“?_:,? o
MY — NN = (a f¢)<u2+bz+c2 I et =,
wiee

MN' = NM.
DZIAEANIE ELLIPSOIDY NA PUNKT WEWNETRZNY.
166. Niech bedzie ellipsoida o trzech osiach nierownych 2a, 20, 2c,

jednorodna i gestosci g, ktora przycigga punkt wewnetrzny K(a, £, y
majacy masse ¢; jeslinazwiemy z, y, 2 »Cirzedne punktu przycia-
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gajacego M, skladowe calego przyciagania przedstawia sie przez

y B W [ [ / ’_:_‘.* dudyds,
Y=fu [ [ [1=E dsdyas,

2 toe [ [ (22 dotyes
. . 7"

Wyrazmy te skladowe przez spélrzedne biegunowe, biorac ich
poczatek w punkeie przycigganym K i zachowujac rownoleglosé
osi prostokatnych, to jest czyniac

£ =rdosd + «, y=rwst0dosy B, z=rwstOwsty -,

gdzie », 0, ¥ maja wiadome znaczenie (157).
Po czem, uwazajac ze w ukladzie spélrzednych biegunowych

objeto$é czastki nieskoriczenie matej ma za miare 72wst0drdody,
otrzymujemy

/X:fpp [j. /\vstedoserlndedxp,

1 ) N— i f f j wst?0 dosddrdody,
J
1 = fup j ] . f wst20wst ddrdody.

Granice calkowania sa : dla ¢ od 0 do 2w, dla 6 od 0 do =,
dla » od 0 azdo wartosci odpowiedajacej punktowi powierzchni
ellipsoidy.

Zcalkujmy najpierwej wzgledem 7 pierwsza formule, bedziemy
mieli

X :/w‘/(:"ﬂ‘rwstedosededﬁl».
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Aby znmalezé wartos¢ » w funkeyi 6 i §, wyrazmy réwnanie
ellipsoidy przez spolrzedne biegunowe; bedzie

(rdosh 4 o) Ts (rwstfdosy - 5)2 1 (rwstOwsty +9)° 4 _ .

> b? 2

ztad, jesli dla skrocenia polozymy

dos®® | wst2dos® |, wst20wstX
L= a’ o b 2Y+ &

__ados® | BwstBdosy | ywstOwstd
Mrs a 2 + ¢

i~

Ne1-—2%

>
ol [
s

(<2 [

)|

otrzymamy 4
Lr? | 2Mr — N = 0.

To réwnanie ellipsoidy, drugiego stopnia na », ma oczywiscie
dwa pierwiastki rzeczywiste i znakow przeciwnyeh; pierwiastek
dodatny sam jeden przystoi naszemu zadaniu, jego wartosé jest

_ —M+ VM*FIN
=

Wiec, podstawiajac te wartosé, mamy

MZ-LLN
X:—fypff?jlwstedOsOde(IQJA- fupffﬂl—#wstedosed%.

Druga podwojna catka jest zero. Albowiem, kat 6 bierze war-
tosci spelniajace 8 i = — 0/, a kat § wartosei §' i = 4 ¢;
z podstawienia takich katow wynika ze L zachowuje t¢ samg war-
tosé, a za§ M zmienia tylko znak, N jest niezmienne; zaiem czgsci
nieskoriczenie mate, skiadajace diuga podwdjng calke, bedac po
dwie réwne i znakow przeciwnych, niszeza sie. Zostaje wiec tylko,
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podstawiajac wartos¢ dla M w pierwszej calce,

/‘fwstedos"ededqa +fppﬁfj wst?0 dosedm bdOdy

ppyffwst:’edosewﬁydedqﬂ

Ale dwie ostatnie catki podwdjne sa zero, z przyezyny wyzej
wskazanej. Wiec zostaje nareszcie

fppaf /’\V%ledoqzededlll

Dosé teraz zeatkowaé wzgledem 6 od 0 do ;—' podwajajac wynik,
bo czesei sktadajace te calke sa rowne po dwie; wzgledem ¢ dosé

zeatkowad takze od 0 do 23, ale mnozac wynik przez 4. Co daje

Sfupa ffg wst edObzelledv
a2

Aby wykonaé calkowanie wzgledem {, uwazajmy ze ilos¢ L moZe
wziaé nastgpujaca postaé

2 2
(dosze + vsz} 6) K (dos 0 4 wi: 9> sty ;

podstawiajac te wartos¢ i czyniac sty —¢, mamy

©

8o (2 3 b0 dt
b j, wstf dosdb / /dos*0 stt’@) +<d0520 ” wst’@) 2

a2 ' p 22 | @

zkad, catkujac wzgledem ¢, otrzymujemy

”~

X—— hrfpge /%2 wsto dosﬁe(le .
b ar 1
dos?d , wst0\2 (dos®0 , wst20\*
( a* o 0? ) ( a? + e )

(]
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Polézmy teraz dos® = u, bedzie

S = lref pobea 1 udu

3
i <1 -+ bq%al u‘l\)

)

1| -

1
3

(l‘i" —a? ,,’)

a
0

ajesli jeszcze nazwiemy A i ) excentrycznosci dwoch ellips gtow-
nych, to jest jesli, przypuszezjac o < b < ¢, uczynimy

znajdziemy ostatecznie

1 =¥
N ll‘n:fpp/ﬂ'a utdu
’ @ f VA (1 W)
v

Ta calka jest elliptyczna

Sktadowe Y i 7 moga sie wyprowadzié ze sktadowej X. Jakoz,
gdybysmy byli wzieli za kat 6 kat promienia wodzacego 7z osia OY,
rachunek sktadowej Y bytby sie roznit od rachunku skladowej X
sama tylko wzajemna przemiana liter « i &3 wiee ze skladowej X
wywiedziemy skladowe Y, zamieniajac ¢ na b inawzajem; tym
sposobem, oznaczajac przez v dosf ikladac  zamiast «, mamy

. lrfppach v'lllu

2 _ o
B2— a2 \2 2 — /)- 2
(l iy .v~) <1 -+ >
0

Owoz,
BR—az N AP A== (0P —a?) P,
I ’—‘,1_{_)‘2’ B 52 o 1_{_;\27
wiec
[l‘nfp.p(ll,'g 1 DRI
Y =— R —_— =

(- 2 (5
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To wyrazenie moze sie uproscié. Alhowiem, zachowujac te same
granice catkowania, mozna potozy¢

g (L2

—_— -——4 —I— 7\'2u2 1)

co daje
1 R e AR SHLEI Y xY
e 122 1 F 0’

2 __ 32 112_)\22 A2
PP Ml PO U ot O o

142 1422 1 —[—Alw ’
3
14+ udu . % 1122
vdo = ((1_-:_%“,)2_ 1 dy = (__{'—5 .

1Py

Podstawiajac te wartosci, bedzie

P 3 ol pptlcﬁ 1 +A2§ 1 u’du
(’l + 22z (1 —|—l'l)2

Zupelnie podobnem przeksztatceniem znajdziemy

P Cutdu
Z:—[lLf:ga_bl(/l _I_)\lﬂ)é 1u 3
£ (1 7223 (1 2
T,

Nakoniee, zwazajac ze

TR JE SN ol N o

1+x'2—1-|—‘" ol S84,

ol

otrzymujemy, dla trzech skladowych przyciagania, nastgpujace
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wyrazenia
/ i lmf,upbﬁ‘a 1 lﬂdll
@ | e T o
0
Yol v
2) Shiain (X w1 L)
e 0

7 __ hfupbey 2 wdu
| “ ] aReeAVIHa )
0

Jako widzimy, spotrzedne o, 8, y punktu przyciaganego nie
wchodza do calek; kazda skfadowa przyeiagania, jakie ellipsoida
jednorodna wywiera na punkt materyalny wewnetrzny, jest propor
cyonalna do spotrzednej rownoleglej tego punktu, i zbliza go do
srodka.

Powyisze formuly stosuja sig do prayciagania punktu wewnetrz-
nego, jakkolwiek jest mata jego odleglo$é od powierzehni ellipsoidy.

Tym formulom mozna daé ksztalt symetryczniejszy. Polozmy;
jako czyni Jacosy,

bedzie
adt

2(a? 4 ¢)

du=—

3
2

Podstawiajac te wartosei, otrzymamy ostatecznie

e i rfpoee - dt

2

(e (gt +5)0 +a)

0
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Ve Q"fFFB ¥ dt

i A [

o 27:/%:97 dt

“ ) TR

0

167. DZIALANIE WARSTWY ELLIPSOIDALNE] NA PUNKT WEWNETRZNY.
Przypusémy, w formulach (2), ze osie ellipsoidy zwickszaja sie pro-
: A ] Qo.
poreyonalnie albo zmniejszaja ; poniewaz stosunek 2 1 excentry-
cznosei 2% 2 nie zmieniaja sie, sktadowe X, Y, Z przyciagania
zoslaja te same. Wiee, przydajac albo ujmujac ellipsoidzie war-
stwy spolsrodkowe jednokladne, nie zmienia sie bynajmniej jej

dzialania na punkt wewnetrzny. -

Ztad wynika wazne twierdzenie podane przez NEwTONA :

Warstwa ellipsoidalna jednorodna, albo ztozona z warstewek jedno-
rodnych zawartych miedzy dwiema powierschniami ellipsoidalnemi
spotsrodlowemi jednoktadnemi, nie wywiera zadneqgo dziataniana punkt
lezacy wewnatrz jej powierzchni mniejsze].

Tego twierdzenia tatwo dowiesdz geomelryeznie. Niech bedzie
punkt K wewngtrz mniejszej powierzehni warstwy ellipsoidalnej :

m 1

T
maEz.
o2

poprowadzmy przez fen punkt stozek nieskonezenie cienki, i przy-
pusémy ze rozmiary mn, m'n’ sa nieskonczenie mate wzgledem roz-
miarumm’. W tem zatozeniu, objetosci ohydwach czesci stozka maja
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podstawy ktore moga by¢ uwazane jako proporeyonalne do kwadra-
tow odlegtosci od jego wierzchotka K. Owoz, w ellipsachfspotsrod-
kowyehjednokladnych odcinki tej samej siecznej, zawarte miedzy
ich obwodami, sa rowne; zatem objetosei dwoeh czesei stozka,
majac jeden rozmiar rowny, sa proporcyonalne do kwadratow tych
odleglosci. Nadto, poniewaz warstwa ellipsoidalna jest jednorodna,
albo ztozona z warstewek jednorodnych, przyciaganie dwoch czescl
stozkowych w kazdej warstewce sa rOwne; a ze maja kierunki
przeciwne, wiee czynia sobie réwnowage.

Twierdzenie NuwrtoNa stosuje si¢ do elektryeznosei. W tymy
przypadku, uwazajac ze grubosé warstwy, zawartej miedzy dwiema
ellipsoidami spotsrodkowemi jednokladnemi, jest maximum przy
wierzcholkach'najwiekszej ze tezech osi, pojmuje si¢ tatwo ze plyn
elektryczny, albo dziatacz elekiryezny, gromadzi si¢ w tych wierz-
cholkach, i temwiecej im ellipsoida jest bardziej wydtuzona,

TWIERDZENTA IVOREGO I MAKLAURINA.

168, Umiejac rozwiazaé zagadnienic przyciagania jakie ellipsoida
jednorodna wywiera na punkt bedgey wewnatrz niej, albo najej po-
wierzehni, mozna do tego przypadku sprowadzié przyciaganie
przez ellipsoide punktu zewngtrznego. Stuza ku temu dwa stawne
twierdzenia ktore zna¢ nalezy. Jedno podat Maxravriy, a dowiodt
go tylko w przypadka szezegolnym; drugie znalazt Ivory. Damy
najpierwej dowodzenie ostatniego, z ktorego fatwo i ogdlnie wy-
wodzi si¢ pierwsze.

TWIERDZENIE IVOREGO. Prayciagania jakie dwie ellipsoidy spot-
oguiskowe nawzejem wywieraja, 1dwnolegle do kazdej osi, na dwo
punkta odpowiedajace polozone na ich powierzchniach, maje sie jako
wieloczyny dwich osi prostopadtych do kazdej sktadowey.

Niech beda a, b, ¢ pot-osie ellipsoidy jednorodnej ktéra przyeiaga
punkt zewnetrzny K majacy spolrzedne a, B, y; nazwijmy x, y, 3
spétrzedne punkta przyciagajacego M tej ellipsoidy. Jesli, nie wy-
luszezajac ustawy przyciagania, oznaczymy ogolnie przez F(r) pray-
ciaganie wzajemne dwoch jednosci massy na odleglos¢ » jedna
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od drugiej, sktadowa X tego przyciggania wyrazi si¢ przez

X prfffl*‘(r) "“7

F(r)Z

% dadyds.

Owoz,

% dy = F(r)dr = d.g(r) ;

V]

jesli wiee zcatkujemy wzgledem z, nazywajac ry, », odlegtosci
punktu K od punktow ktore leza zarazem na powierzchoi ellipsoidy
i na graniastonie réwnolegtym do osi zf, majacym rzut dydz na
plasczyznie YZ, otrzymamy

.—#P_}j ) — ol ’)}dyfh

Wyobrazmy sobie teraz, przechodzaca przez punkt przyciagany K,
ellipsoide spotogniskowa z ellipsoida przyciggajaca, i nazwijmy
a, 0, ¢ jej pol-osic; skladowa X' przyciggania jakie ta idealna
ellipsoida, tej samej gestosei p co pierwsza, wywiera na punkt K’
lezacy na powierzchni pierwszej ellipsoidy i odpowiedajacy punk-
towi K, ma za miare

X! :PPJ / % o(r'y) — o1ty %d}/’dz'.

W tem wyrazeniu 2/, y', #' oznaczaja spolrzedne punktu prazy-
ciagajacego M’ drugiej ellipsoidy, #7,, #, odlegtosci punktu K'
od dwéch punktéw lezacych zarazem na jej powierzehni i na gra-
niastonie rownoleglym do osi ', majacym rzut dy'dz’ na plas-
czyznie yz. Owoz, nic nie przeszkadza braé za M’ punkta takie,
zeby punkta skrajne graniastonu catkowania wzgledem 2, w skla-
dowej* X/, byly odpowiedajacemi punktéw skrajnych graniastonu
calkowania wzgledem z w skladowej X; wtedy bedzie

: : bret
kT 7o = g, dyldz = T dydz.
C
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Wiec, jesli podstawimy te wartosci, znajdziemy

o 5§ be fol
X'=p // ‘:‘?(7'1) e ‘P(”-z(% b—; dyds —= bbi X.

Ztad wnosimy

X
X/ S—— b!cl
Y__ ac
Y/ — (ﬁ/ >
Z__ ab
AT T

Te trzy rownosci wyrazaja twierdzenie fvory, ktore, jako widaé
z dowodzenia, jest niezalezne od ustawy przyciagania.

Za pomocq twierdzdnia Ivory, przyciaganie ellipsoidy wywarie
na punkt zewnetrzny przywodzi si¢ do przyciagania jakie ellipsoida
spotogniskowa, przechodzaca przez punkt przyciagany, wywiera na
punkt wewnetrzny odpowiedajacy.

169. Wazne nastepstiwo tvierdzenia fvory. Niech beda dwie sfery
spotsrodkowe jednorodne, majace promienie a, A ; oOznaczmy
przez P natezenie z jakiem sfera A przycigga punkt materyalny m
lezacy na powierzchni sfery a wewnetrznej, przez p natezenie przy-
ciggania jakie sfera o wywiera na punkt A lezacy na powierzchni
sfery otaczajacej A.

Na mocy twierdzenia fvory, bedzie

zkad

wynik niezalezny od ustawy przyciagania. Owoz, jesli chcemy mieé
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ustawe przycipgania taka, zeby warstwa steryczna jednorodna nie
wywierala zadnego dzialania na punkt lezacy wewnatrz jej po-
wierzchni muiejszej, trzeba zeby dzialanie P sfery A na punkt m
bylo niezalezne od promienia A ; dopelni si¢ tego warunku biorac

’p:

Ll

gdzie G jest iloscia stata. W tem zalozeniu, dziatanie sfery jakiejkol-
wiek na punkta zewnetrzne jest w stosunku odwrotnym kwadratow
ich odlegtosci od srodka tej sfery. A ze mozna praypuscié sfere tak
mala jak si¢ podoba, ta sama ustawa przyciagania daje takze prazy-
cigganie jukie jeden punkt materyalny wywiera na drugi. Ztad wa-
zny wniosek :

Jedyna ustmwa przyciagania, wedle kidre) warstwa sferyezna jedno-
rodne nie wywiera zadnego dziatania na punkta leiace wewnatrs jej
powierzehni mniejszey, jest ustawa naturalne prayciagania w stosunku
odwrotnym kwadratu odlegtoser.

170. TwieepzENiE MAKLAURINA. Dwie ellipsoidy spotogniskowe
Jednorodne wywieraja na ten st pzm/.'t‘ sewnetrzny dziatania propor=
eyonalne do swych mass i w tym samym kierunku.

To twierdzenie moze sie wyprowadzié jako nastepstwo z twier-
dzenia fvorego, ktore sie stosuje do wszelkiej ustawy przyciagania.

Niech beda X, Y, Z i X/, Y/, 7" skladowe przyciagania punktu
zewnetrznego K(z, B, y) przez dwie ellipsoidy spotogniskowe, majace
pot-osie a, b, cid, V), ¢ ; nazwijmy X,, Yy, Z; skladowe przyciaga-
nia jakie trzecia ellipsoida spotogniskowa, majaca pol-osie a;, by, ¢,
I przechodzaca przez punkt przyciagany K, wywiera na punkt od-
powiedajacy K’ wziety na pierwszej ellipsoidzie 1 majacy spotrzedne
.af, 6_3’ ﬁ'; nakoniee, oznaczmy przez Xy, Y, Z, skladowe
ay by ey :
przyciggania punktu K przez te trzecia ellipsoide.

Na mocy twierdzenia Jvorego, mamy

X_be Y_w  L_
Xl_ blcl’ Y,_((lc" Zl_(llb‘.
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Owoz, dla kazdego punktu wewnetrznego, skfadowe przyciagania

ellipsoidy sa proporeyonalue do spotrzednej 1'0wn0]eghj tego
punktu (formuly 2); co daje

@
2([_&1_0
N —

—

y

Ztad, mnozac stronami pierwsze réwnania przez drugie, wynika

|5

abe
01’7161

Vi )
s Yo o 73

Il

Ale, wedle ostatnich rownan, mamy podobnie

Te rownania wyrazaja twierdzenie Moklaurina, ktove jest praw-
dziwe dla wszelkiej ustawy przyciagania.

DZiALANIE ELLIPSOIDY NA PUNKT ZEWNETRZNY.

171. Do wyrachowania skladowych przyciagania jakie ellipsoida
jednorodna wywiera na punkt materyalny zewnetrzny, uzyjemy
lwierdzenia IvoRLGo.

Niech beda a, b, ¢ pol osie ellipsoidy ktora przyciaga punkt
zewnetrzny Kla, B, y), i @/, 0/, ¢ pol-osie ellipsoidy spologniskowe;
przechodzacej przez ten punkt. Sktadowe X', Y', Z' przyciagania
jakie ta ostatnia wywiera na punkt odpowiedajacy K’ («, ', 7) wy-
rachowane wedie formut (2), sa

MECHANIKA . 16
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Xoaanis bz fppbh'c' : wdu ,
s al ; o 1
(1+ i 1 O e 2l
a? az "
0
y—— hrfppl'c’B' . w*du ;
- a"l 3 1
12 = S22 =
<1 -+ - 5 . u-’)“ (/1 -+ £ ﬂa u~’)
az a
0\ \
7 — __hafupb'cly . u‘-’([u ’
B

b2 — g2 e — a” 3
(e ead

. Owotz, z przyczyny ze ellipsoidy sa spélogniskowe, mamy
bR — =0 — @, e — g =2 — a2

jesli wigc potozymy

| =

1

1 a’

>

co daje 0 1 —ZL—I dla granic calkowania wzgledem v, i jesli potem

pomnozymy trzy skladowe X', Y, Z' odpowiednio przez
be  ac  ab
Ve dc” )’
otrzymamy, na moey twierdzenia Ivoneeo, sktadowe przyciagania
jakie dana ellipsoida wywiera na punkt zewnetrzny K. Te skladowe
beda, zachowujac litere = zamiast »

/ 4
| «__ brfugbca ¢ wdu
e a? 1 L
s (1 - 22 (1 4 A2u2)?

uwazajac ze ol =aw, B =08, cy =0y,

=]

a
(3) Y a h wfp.pbcﬁ a wdu
\ a? &
2 (1 4+ 22)? (1 X'-u
4
el llﬂ:fypbc’y a w’du
k b e 3 e
\ LR 4 2y
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Niewiadoma a jest jedna z pot-osi ellipsoidy spotogniskowej

z dana i przechodzacej przez punkt przyciaggany ; zatem wyznaczy
sig wartosé o’ przez rdwnanie

)
o

& 7
Fz‘*‘ ,er+bz_aa+ a”—{—c‘-’—a“l:

To rownanie daje zawsze jedna tylko warlos¢ dodatng dla a7
bo przez dany punkt jedna tylko ellipsoide spélogniskowa z dang
ellipsoida poprowadzié mozna (164).

172. Jesli punkt przyciagany znajduje sie na powierzchni Llllpsmdy
przyciggajacej, wtedy o —a, i druga granica catek jest 1; co sie
zgadza z formutami (2), i sprawdza je w przypadku gdy punkt przy-
ciagany lezy na powierzchni ellipsoidy przyciaganej.

Jesli punkt przyciagany jest wewnatrz ellipsoidy przyciagajacej,
trzeba uwaza¢ samo tylko dzialanie ellipsoidy spotsrodkowej jedno-
kladuej, przechodzacej przez ten punkt. Aze wartosci odpowiedajace

i " ; e
stosunkowi —; i excentrycznosciom ), )/ w ellipsoidzie jedno-
1)

kfadnej sa te same co w ellipsoidzie danej, skladowe X, Y, Z
wyrazaja takze dzialanie ellipsoidy na punkt wewnetrzny. Wiec for-
muty (3) obejmuja formuly (2), i sa ogolne.

173. Powyzsze formuly ogélne wyprowadzajp sie wszystkie
trzy z jednej calki ktéra wehodzi do pierwszej. Jakoz, polézmy

a

s w t’du :
/0 (A +x2u" -|-mu“

jeshi zrozniczkujemy te catke wzgledem ), bedzie

a

dF . e uzuzdu

i pA) )

di L
o +)\’uz 1+ )’-u2
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Owoz,

I g . L L
ETT i ey

podslawiajac te warlodé, mamy

a

dF a wdu o wdu ;
' T T T it 3 i
o F i Lomat ] ey

zkad

|

a
w wrdu MF BINC (dNOE:
) 5 gk () e
0 (2322 (1 arme?
Wiec
o hrfpsbeoa
s X= — T—l‘,
\ o bn‘fppb(’ﬁ d.\F
®) e @ d’
Bl hrfuobey d . NF
\ B a? i

Gdy dana ellipsoida jest obrotowa, calki elliptyczne ktore daja
przyciaganie przywodza si¢ do funkeyj kotowych albo logaryt-
micznych.

174, Ellipsoida obrotowa splasczona. Je$li &= ¢ > a, mamy
ellipsoide obrotowa okoto osi a, splasczong przy biegunach ;
wtedy 2" =), iskladowe przyciagania staja sie

@

\ — _ lfupla Ty 2y?
S @y 142l

a
Y

7:_ e llnfppbuj vidu
1 @ Jy TP
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f“’ u'-d;f : % / du — / 1 - M, 3= ()w— tuk sty ),
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Trzeba uczynié o' = a, gdy punkt przyciagany leiy na powierzchni
ellipsoidy albo wewnatrz. Jesli ) =0, ellipsoida staje sie sferg,
“ale formuty (5) biora ksztalt g; wiadomym sposobem znajduje

si¢ fatwo prawdziwa wartos¢, ktora sie zgadza z odpowiedajacym
przypadkiem przyciagania sfery.

175. Ellipsoida obrotowa wydtuzona, Jesli a = b < ¢, ellipsoida
jest obrotowa okolo osi z4, i wydtuzona ku biegunom: wtedy A=0,

i formuly (3) staja sie
a
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a jesli, uwazajac ze

v du 1 Y/ 1 12,,2
T = e+ VI,

wezniemy pochodne wzgledem ¥, bedzie

)‘/ u u‘zdu log()\’u + V"l_ﬁ—) )\’lt
—_— 5 2% —_—

Zatem
_ Y 2mfyee A’a‘/ Ma ‘/ a2\ )
—"B g { + />_ 7[7+ 1+_a/? 5
j Ma
g I C ) 2q o
oSt T

o

/)&

(6)

X

/
Jesli przypuscimy ¢ =a czyli )\’ = 0, ellipsoida stanie sie sfera,

wtedy formuty (6) wezma ksztalt O 32 ale ich prawdziwa wartosc,

znaleziona wiadomym sposobem, zgudza sie z ta ktora odpowieda
uwazanemu przypadkowi.

Teorya przyciagan ellipsoid zajmowata najstawniejszych Mate-
matykow, ktorych genialne prace sa zaszezytem ludzkiego rozamu.
W niedawnych czasach, PP. CuastEs i LEseuNe-Diricarer oglosili

znamienite pamietniki. Dajemy wyciag z pracy ostatniego na koneu
tomu.

176. Uwazajmy teraz przyciaganie jakie wywieraja na siebie wza-
jemnie dwa ciala rozmiar6w skoriczonych. Oznaczmy przez «, y, z
spotrzedne jakiegokolwiek punktu pierwszego ciala, przez a', y', z/
spolrzedne takze jakiegokolwiek punktu drugiego ciala, przez »
odlegtos¢ tych dwoch punktéw materyalnych, przez dm, dm! ich

massy ; skladowe wzajemnego przyciagania rzeczonych punktéw
beda

’ ol o
z —x y —
f=——=dmdm/, / Y Y dmdm',
73 73
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Te trzy sity czastkowe, rozeiagniete do wszystkich punktéw ma-
teryalnych ktore skiadaja dwa ciala nawzajem sie przyciagajace,
dadzp skladowe wynikowej przyeiggan i skladowe dwojanu prze-
niesienia, wyrazone przez szesciorne catki

SR
=i [ [ ] [t
et [
e
i o

Jesli trojmian LX -~ MY - NZ =0, cale wzajemne przyciaga-
nie przywodzi sie do jedynej wynikowej, i oba ciala ciaza jedno ku
drugiemu w linii prostej ; w przypadku przeciwnym, te dwa ciala
beda mialy daznosé do obracania sie jedno okolo drugiego.

Ale calkowania powyzszych réwnan, nawet w szczegolnych przy-
padkach, przedstawiaja wielkie trudnosci. Musimy wiec poprzestaé
na jednym z najprostszych przykladow, i uwazaé tylko przyciaganie
wzajemne dwoch ciat s‘erycznych jednorodnych albo zlozonych
z warstew sferycznych spotsrodkowych jednorodnych. Niech bedzie
ledy M massa jednej z dwdch sfer i O jej srodek, M/ massa drugiej
sfery i O jej Srodek. Wiemy (159) ze przyciaganie jakie sfera O
wywiera na jakikolwiek punkt P’sfery 0’ jest takie samo jak gdyby
cata massa M byla zjednoczona w jej Srodku 0. Owoz, dziatanie
punkiu O majacego masse M na kazdy punkt sfery 07 jest rowne
i przeciwne dziataniu kazdego zty  punktéw na punkt O; zatem



2h8 ROZDZIAL V.

wynikowa dziatari punktu O na wszystkie punkta sfery 0’ jest
rowna i przeciwna wynikowej wszystkich dziatari punktow tej sfery
na punkt 0. Ale, jakosmy powiedzieli, przyciaganie sfery 0’ wy-
warte na punkt O jest takie samo jak gdyby cata massa M’/ byla
zjednoczona w jej srodku 0/, Ztad wynika ze wzajemne przyciaganie
dwdch sfer jest to samo co przyciaganie ich rodkow 0, 07 w kté-
rychby ich massy M, M’ byly zjednoczone; wiec to przyciaganie

A I MM/ i
wyraza si¢ poprostu przez ol R znaczy odleglos¢ 00'. Co

2

daje twierdzenie

Duwie sfery jednorodne, albo ztoione z warstew jednorodnych gestosci
Jakichkolwiek, ktorych wszysthie punkta prayciagaja sie proporcyonalnie
do mass ¢ w stosunku odwrotnym kwadratéw odlegloscr, wywieraja
Jedna na druga takie samo dziatanie jak gdyby massa kaidej byta
zjednoczona w jej srodku.

Za pomoca szali tarcia, zmierzono ilosé¢ przyciagania dwoch sfer,
ktorych znano masse i odlegtosé ; tym sposobem potrafiono wyzna-
341
W )
i kilogram za jednosci. (Zobacz Lecons de Mécanique analytique par
’Abbé Morexo. Paris 1868.)

czy¢ wartosé spolezynnika f, iznaleziono ze f— biorae metr




DYNAMIKA

RUCH PUNKTU MATERYALNEGO.

ROZDZIAL PIERWSZY

ZASADY 1 OKRESLENIA.

177. Po réwnowadze cial, w naturalnym porzadku przychodzi teo-
rya ich ruchiu. Ale kwestya ruchu cial naturalnych jest wieloraka,
i przedstawia réinego rodzaju trudnosci kiorych przezwycigzyé
wszystkich od razu nie mozna. Aby wigc uproscié ze wszech miar
zawile zagadnienie ruchu, musimy najpierwej przypuscié ciala
przywiedzione do pojedynczych punktéw materyalnych, to jest,
nie zwazajac na ich rozmiary, i usuwajac niektére utrudniajace oko-
liczno$ci, wylozyé teorye ruchu punktow materyalnych pod dzia®
Taniem sit ktore sa do nich przylozone. Nabywszy dokladnej wiedzy
ruchu ukladéw idealnych, bedziemy dopiero w stanie wylozy¢ teo-
rye ruchu cial naturalnych w calej rzeczywistosei, i przyjsé do po-
znania ustaw tego ruchu. Zreszta, takie widzenie rzeczy jest logiczne
i w powszechnem uzywaniu. Kiedy méwimy ze kula rzucona
w przestrzeri przebiega linig krzywa, uwazamy te kulg jako punkt
materyalny, to jest jakoby byla przywiedziona do swojego srodka
ciezkosci w ktorymby cala jej massa zostala zkoncentrowana. Wy-
razamy sie w takim samym sensie, gdy mowimy ze ziemia i inne
planety opisuja ellipsy okolo storica. To jasno pokazuje ze teorya
ruchu punktow materyalnych jest nietylko metodycznie konieczna,
ale jeszeze uzyteczna przez siebie sama ; nia sie teraz zajmiemy.

178. Wiedza czasu nie daje si¢ sprowadzié do zadnej wiedzy
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prostszej, dlatego tez czasu okresli¢ nie mozna. Ale mozna i trzeba
okresli¢ rownos$¢ czasow, aby mie¢ miare trwania ruchu. Pojmujemy
fatwo ze dwa przeciagi czasu se rowne, jesli dwa tosame ciata,
znajdujace si¢ zupelnie w tych samych okolicznosciach, przebiegaja
przestrzenie rowne w tych przeciagach. Co ma istotnie miejsce,
gdy upuszczamy. z jednej wysokosci, w dwdch epokach réznych,
jedno. cialo ciezkie, albo dwa tosame ciala ciezkie; te ciala, pod
dzialaniem cigzkosci, spadaja w czasach réwnych na powierzchnie
ziemi. Wiedza rownodci czaséw prowadzi do wiedzy stosunku,
spotmiernego albo niespétmiernego, dwoch czaséw jakichkolwiek.
Jednoscia czasu, ogdlnie przyjeta, jest sekunda.

RUCH JEDNOSTAJNY.

179. Ruch punktu materyalnego nazywa si¢ jednostajnym, gdy
ten punkt przebiega przestwenie rowne w czasach rOwnych, jak-
kolwiek male sa te czasy. To znaczy ze w ruchu JednostaJnym drogi
przebiezone sa proporeyonalne do czasow. .

Wszelki ruch ktory nie jest jednostajny nazywa sie ruchem zmien-
nym. Miedzy ruchami zmiennemi trzeba odréinié ruch okresowy,
albo okresowo jednostajny, w ktorym przestrzenie przebiezone
w czasach réwnych sa rowne; ale te czasy sa okreslone, stale, i nie

oga by¢ tak malfe jak si¢ podoba. Rézne ruchy, ktére sie nam
wydaja jednostajnemi w naturze, sa rzeczywiscie ruchami jedno-
slajnie okresowemi ; jako, naprzyklad, chod zwierzat, obrét pozorny
storica okoto ziemi, posuwanie si¢ skazowek zegaru ; etc.

Ruch jednostajny albo zmienny moze by¢ prostolinijny albo
krzywolinijny. Ruch prostolinijny i jednostajny jest najprostszy ze
wszystkich ruchow i stuzy za wyraz pordwnania.

180. Ruchy jednostajne roznia si¢ miedzy soba wieksza albo
mniejsza bystroscia albo powolnoscia kazdego z nich. Naturalna
miara stopnia bystrosei albo powolnosci ruchu jest droga ktora
punkt materyalny przebiega w jednosci czasu; te droge nazwano
predkoseia tego punktu.

Zatem, predkoscig punktu materyalnego w ruchu jednostajnym jest
stosunek przestrzent przebiezoney do czasu uzytego na jej praebiezenie.
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Tak okreslona predkoS¢ jest liczba oderwana, wyrazona przez
stosunek liczh ktore mierza przestrzen przebiezong i czas. Ale zwy-

kle czas jest uwazany jako liczba oderwana, i wtedy predkosé jest

lindg, a trzeba sie domyslaé przebiezong w jednej sekundzie; ztad
wynika ze punkt ktérego predkosé jest wyrazona liczba 1 przebiega

jednosé dtugosei w jednosci czasu. '

Widzimy, wedle tych okreslen, ze liczba wyrazajaca predkosé
zalezy od jednosci czasu i odjednosci diugosei; jest ona tem wigksza
im jednosé czasu wigksza, a za$ tem mniejsza im jednos¢ diugosei
wieksza. Ale stosunek predkosci w dwoch ruchach jednostajnych
zostaje staly gdy si¢ zmienia te jednosci w stosunku jakimkolwiek.
Jakoz, nazwijmy a i o/ predkosci dwoch ruchow jednostajnych.
Jesli jednosé czasu siaje sig m razy wigksza, te predkosci stana
sie ma 1 ma', 1 bedzie

ma
ma'

2y
— III .
Jesli zas jednosé diugosci stala si¢ » razy wieksza, predkosci wy-~

r
1y ) AN g e :
razy sie przez — i — , 1 bedzie
n o on

Te uwagi o wplywie roznych jednosci na predkosé sa niezbednie
potrzebne do rozpoznania jednorodnosci formul Mechaniki.

181. ROWNANIE RUCHU JEDNOSTAINEGO. Gdy punkt M porusza sie
nalinii prostej albo krzywej AC, wedle ustawy jakiejkolwiek, jego
odlegtos¢ od punktu statego O, wzietego za poczatek na tej linii,

B

e
A

jest funkeya ezasn uplynionego od pewnej ugodnej epoki. Oznaczajac



>

52 ROZDZIAL 1.

przez t ten czas, przez s odleglos¢ OM, bedzie ogélnie
(1) S

ksztalt funkeyi f{7) zalezy od ustawy ruchu.

To réwnanie daje w kazdej chwili polozenie punktu ruchomego M
na linii AC, i dlatego nazywa si¢ rownaniem ruchu tego punktu.

Owoz, w ruchu jednostajnym, punkt M, przebiegajac przestrzeri «
W jednosci czasu, przebiegnie przestrzen at w jakimkolwiek czasie ¢;
wige, jesli oznaczymy przez B potozenie punktu M w czasie =0,
1 nazwiemy & odleglo$¢ OB, otrzymamy rownanie ruchu jedno-
stajnego

s=at -+ b.

Znalezione réwnanie, linijne miedzy sit, bedze przedstawiato
wszelki ruch jednostajny, jesli iloSciom s, a, # & nadamy znaki
wiecej albo mnief, stosownie do przypadku. T tak, ilosci 4 i s sa
dodatne albo odjemne, wedle polozenia punktéw B i M z jednej
albo z drugiej strony poczatku 0. Predkos¢ a, ktora wyraza prze-
strzeni przebiezong w jednosci czasu, powinna by¢ uwazana jako
dodatna albo odjemna, wedtug jak kierunek ruchu idzie w jedna
strong albo w strong przeciwna. Nakoniec, trzeba uwazaé czas jako
dodatny albo odjemny, wedtug jak odpowieda ruchowi odbyter.u
po umowionej epoce albo przed ta epoka. Tym sposobem, nazywa-
jac v predkos¢, mamy, do wyrazenia ustawy ruchu jednoslajnego,
dwa ogolne réwnania

s=at+ b

v=2«a.

(2)

Wszystkie zagadnienia ruchu jednostajnego rozwigzuja sie za
pomoca teoryi linii prostej. Aby to jasniej pokaza¢ wezmy przykiad.

182. ZAcADNIENIE L. Znajac potozenie punktu ruchomego w dwich
epokach danych, ¢ wiedzgc e jego ruch na linei znanej jest jednostayny,
znalezé réwnanie tego ruchu.
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Niech beda s, s” odlegtosci dwéeh wiadomych potozen punktu
ruchomego M od punktu 0, wzietego za poczatek na linii wiadome;j ;
t', t" czasy uplynione od chwili pocsatkowej az do chwil odpowie-
dajacych tym dwom potozeniom.

Mamy ogolne rownanie ruchu jednoslajnego
Si==n/ + b

To rownanie powinno sie sprawdzac przez ilosci wiadome 7, {’,
sy 8”5 co daje

s'=al' 4 b i S'=at"4b;
ztad wynika

s— s =alt —1) 1 ¢ —s =alt' —1").

Wiec, dzielac stronami dwa ostatnie rownania, otrzymujemy
szukane rownanie ruchu

§— "
Fre= ghe= = t— 14,
= (t—1)
Predkosé tego ruchu jest
oy s/ —'5”
1 7z

183, ZAGADNIENIE [T, Punkt lezacy na réwniku praebiegaw 24 godzi-
nach okrag kltorego promiei ma 6377946 metréw ; jaka jest jego pred-
kosé na sekunde ? '

Mamy § = 2r.6377946m 1 ¢ = 86400";
wiec

L, b -
, _ 0377046m 2 3 AL5 o0 o
864100
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184. Nim pojdziemy dalej, wylozymy najpierwej dwie gtowne
zasady, to jest zasode bezwiadnosci materyi, ¢ zasade réwnosei dzia-
tania < oddziatywania ; na wlasciwem miejscu wskazemy zasade
niesalesnosci ruchu wzglednego od ruchu spdlnego. Te albowiem
trzy zasady sa fundamentami Dynamiki. A chociaz samem rozumo-
waniem dowiesdz ich nie mozna, a przynajmniej dotad nie potra-
fiono, i zadne doswiadezenie wprost tych zasad nie ustalilo, ciagta
zgoda teoryi na nich opartej z naturalnemi zjawiskami, jest dosta-
tecznem zapewnieniem ich prawdziwosei.

PIERWSZA 7ASADA. — BEZWEADNOSG MATERYI. Punkt materyalny
w spoczynku nie moze sam sobie nadaé ruchu, oni majac ruch zmienié
Jeqo ustawy ; tak ze, bedac raz w spoczynku zostawatby w nim zawsze,
a bedae raz w ruchu poruszatby sie jednakowo, gdyby zadna pray-
czyna zewnelrzng na niego nie dziatata.

Ta wlasnos¢ materyi, by¢ bezwladna, odréznia ja od jestestw
¥ 4 12
zyjacych ktore posiadaja samodzielnosé i poruszaja sie wlasnowolnie.

Wyraz bezwtadnosé nie powinien nigdy byé rozumiany w znaczeniu
niemoc. Bezwladnos¢ nie wyraza bynajmniej zehy materya nie byta
zdolna dziatania; wiemy albowiem Ze wiele sit pochodzi wlasnie
z dzialania jakie czastki materyalne wywieraja jedne na drugie. Ale,
jesli jest widoezne e jedno cialo moze mieé w drugiem site ktora
mu ruch nadaje, albo jego ruch modyfikuje, to niemnicj oczywiste
ze zaden punkt materyalny nie posiada w sobie samym przyczyny
wlasnego ruchu, chociaz moze dziataé na inny punkt materyalny
jako przyczyna ruchu. Jesli wige punkt materyalny porusza sie
w przesirzeni, a zadna sila zewnetrzna na niego nie dziata, jego ruch
musi by¢ prostolinijny i jednostajny. Bo rzeczywiscie niema zadnej
przyczyny, zeby ten punkt ruchomy zmienial kierunek odebranego
ruchu raczej w jedna strong niz w druga, albo jego predko$é przeina-
czal. Wprawdzie tak si¢ nam rzeczy nie przedstawiaja w naturze ;
ruchy ktore dajemy cialom na powierzchni ziemi zwolniaja sie
stopniowo, i nakoniec ustaja; zdaje nam sie nawet ze ciata zatrzy-
mujg si¢ same z siebie. Jednakze, przypatrzywszy sig blizej, spo-
strzegamy zaraz Ze, jesli te ruchy, wszezete na powierzehni ziemi,
ustaja po pewnyw czasie, to dlatego ze na nie dzialaja sity ktorych
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usunaé nie mozemy. I tak, ciezkos¢, tarcie, opér powietrza, i t. d.
wplywaja na wszystkie ruchy cial ziemskich, i niszezg ich predkosé.
Widzimy nadto Ze, gdy cialo, ile mozna wolne, odebrato poped, to
przez pewny czas zachowuje ruch jednostajny i w linii prostej, a
ten ruch trwa tem dtuzej im przeszkody ktore sie mu opieraja sa
mniejsze. Takim jest naprzyktad ruch kuli toczacej sie na plasezyznie
poziomej, dobrze wygladzonej. Ta plasczyzna niszczy dziatanie
ciezkoscei; a im mniejsze przeciwstawi tarcie, tem diuzej kula za-
chowuje odebrany ruch jednostajny i prostolinijny. Ztad logicznie
whies¢ mozemy ze, gdyby punkt rachomy, niepodlegly zadnej sile,
odebrat poped i nie spotykal zadnej przeszkody, jego ruch bylby
jednostajny i prostolinijny. :

Bezwladnosé pokazuje si¢ wydatnie w roznych zjawiskach. I tak,
mozdziez nabity zawiera bombe do ktdrej jest przywiazany powroz,
a czesé lego powrozu lezaca na ziemi ma ze dwadziescia metrow
dtugosci, Daja ognia, homba wylata i powréz si¢ urywa. Dlatego
ze czesé powrozu zoslajaca na ziemi zachowala swoj stan spo-
czynku.

Osoba stoi na statku ktory ptynie jednostajnie; jesli statek uderzy
o jaka zawade, ta osoba zostaje jakoby pchnieta naprzid, w strong
ruchu ; i moze nawet byé gwattownie obalona, na mocy predkosci
nabytej ktora zachowuje.

Jesli za$ osoba stol na statku ktory jest w spoczynku, a statkowi
raptem nadano ruch, osoba zostaje pchnigta wiyf, wiasnie z pray-
czyny predhkoser zero ktorg ma w tej chwili.

Wysiadajge z powozu, podezas gdy on jeszcze w ruchu, jesli sig
go nie trzymamy mozemy upasdz w strone ruchu; bo, w chwili
gdy nasze stopy zatrzymaja si¢ przez zetkniecie z ziemia, ciato
posiada jeszeze predkosé ktora miato spolna z powozemn.

Tym sposobem, gdy kori zatrzymuje si¢ nagle w biegu, niedo=
swiadezony jezdziec ktory na nim siedzi upada na jego szyje.

Tak samo, gdy okret w biegu uderza o skopul, jego maszty
zachowujac nabyta predkosé tamig sie.

Na bezwladnosei opiera si¢ sposob osadzenia siekiery na topo=
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rzysku. Wiozywszy wlaseiwy koniec toporzyska w siekiere, uderza
sie zywo drugim koricem o jaka twardy zawade, o mur. Siekiera,
ktora nabyla predkosci toporzyska, posiada ja jeszeze gdy topo-
rzysko sie zatrzgmuje ; zbliza si¢ wiee do muru przez caly krotkg
chwile w ktorej toporzysko juz w spoczynku. Tym sposobem topo-
rzysko whija sie coraz wiecej w siekiere.

185. DRUGA zZASADA. ROWNOSE DZIALANIA I ODDZIALYWANIA. Oto na
czem polega ta zasada sposirzezona przez NEWTONA.

Jesli na punkt materyalny A dziata sita wyptywajace z punktu
materyalnego B, to nawzajem z punktu A wyptywa sita ktdra dziate
na punkt B, Te dwic sity maja kierunek linii prostej AB, sa sobie
réwne ¢ wprost praeciwne ; jedna z nich sprawie dziatanie o druga
oddziatywanie.

Przeciwienistwo dziatania i oddzialywania nie pokazuje w ktora
strone punkta A i B nabieraja daznosci do ruchu. Skutek zobopol-
nego dziatania tych dwoch punktow materyalnych moze by¢ taki
sam jak gdyby miedzy niemi bylo wzajemne przyciaganie, albo
wzajemne odpychanie; w pierwszym przypadku oba punkta zblizaja
sie do siebi>, w drugim sie oddalaja.

Magnes w polozeniu stalem przyciaga zelazo ruchome, na przy-
ktad zawieszone na nici; a jesli przeciwnie magnes jest ruchomy
a zelazo w potozeniu stalem, oddzialywanie zelaza przyciaga magnes.
Jesli zas magnes i Zelazo sa oba ruchome, na przyklad oba zawie-
szone, albo oba plywajace na czélenkach, wiedy kazdy z nich
przyciaga drugi. .

Gdy osoba ciggnie sznurek przywigzany do gwozdzia utkwionego
w murze, ten gwozdz oddzialywa przez sznurek na jej reke ; i to
oddziatywanie moze ja skaleczy¢, jesli dzialanie przejdzie pewnga
granice.

Osoba stojaca na desce opartej w obydwoch koncach na stupkach;
jesli chee podskoezy¢, wznosi sie na paleach stop, i szybkim ruchem
z gory na dof peha nogami deske ktora, pod tem dziataniem, ugina
sie najpierwej; ale zaraz potem oddziatywa 1 odpycha osobe z dotu
do gory, nadajac jej zadang predkosc. -
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Czlowiek swoim chodem, na gruncie poziomym, rozwija dwa
dziatania ; jedno poziome, powstajace wtedy tylko gdy ciezar czto-
wieka sprawia na gruncie dostateczne tarcie ktére wstrzymuje idacego
od poslizniecia si¢ wtyl ; drugie dziatanie jest pionowe. Dwa oddzia-
tywania, przeciwne tym dwom dziataniom, pebaja czlowieka na-
przod i jakoby go podnosza.

Dziatanie poziome staje sie¢ widocznem gdy czlowiek wykonywa
chod na lekkim wozku, stojapcym na gruncie gltadkim. Ten wozek
loczy si¢ w strone przeciwna chodu.

186. PrepROSC W RUCHU zMIENNYM. W ruchu ziiiennym przestrze-
nie przebiezone przez punkt materyalny nie sa proporcyonalne do
czasow uzytych na ich przebiezenie ; nie mozna wiee okreslaé pred-
kosei mowiae, jako w ruchu jednostajnym, Ze jest przestrzenia
przebiczona w jednosci czasu ; bo ta przestrzeni nie jest ta sama
w kazdej jednosci czasu. Owoz, na mocy tego co poprzedza, punkt
materyalny, majacy ruch zmienny, musi byé ciagle pod dzialaniem
jednej sity albo kilku sit roznych; bo inaczej jego ruch bylby jedno-
stajny. Zeby wiedzieé co nalezy nazywaé predkoscia w ruchu zmien-
nym, wyobrazmy sobie ze sita sprawiajaca ten ruch przestaje dzialaé
w pewnej chwili, od ktorej poczynajae, ruch punktu staje si¢ jedno-
stajnym i prostolinijnym. Otoz, nazywa sie predkoscia punktu rucho-
mego, na koicu czasw t, predkosé ruchu jednostajnego jakiby ten
punkt miat gdyby sita poruszajaca dziatac praestata.

To okreslenie predkosei punktu w ruchu zmiennym jest ogolue,
niezalezne od przebiezonej drogi; albowiem, w chwili gdy sita
poruszajaca dziala¢ przestaje, jakakolwiek ruchomy punkt przebiegt
linig, prosta albo krzywa, oddala si¢ od niej ruchem jednostajnym
w kierunku linii prostej.

W ruchu zmiennym i krzywolinijnym, predkosé zmienia sie spo=
sobem ciaglym co do wielkosci i kierunku. Bo wszystkie dostrze-
gania zjawisk naturalnych dowodza ze nie istnieje zadna sita ktéraby
mogta, w niepodzielnej chwili, zmieni¢ nagle wielkosé albo kie-
runek predkosci ciala. Nic w naturze nie przechodzi raptem z jed-
nego polozenia w drugie. « Nafura non facit saltus» powiedzieli
Starozytni.

MECHANIKA. 17
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187. WYRAZENIE ANALITYCZNE PREDKOSGL. Niech bedzie M punkt
materyalny ktéry sie porusza na linii jakiejkolwiek OL, ruchem

M. W

//V
0~ |

7

zmiennym. Nazwijmy s jego odlegiosé OM od poczatku O lukow,
i ¢ czas, liczony od pewnej epoki, na koncu ktérego ten punki
ma polozenie M; oznaczmy przez v, v' jego predkosé w poloze-
niach M, M, i przypusémy ze przebiega przestrzen MM = As
w czasie Af. Mozna zawsze wzia¢ czas A¢ dosé krotki, i lemsamemn
przyrost As dosé maty, zeby od M do M, predkosé punktu
ruchomego byta ciagle vosnaca albo malejaca. Dla utkwienia mysli,
przypusémy predkosé rosngea. W tem zalozeniu, przestrzen As,
ktora punkt przebiega w czasie A¢ ruchem zmiennym, jest wigksza
od przestrzeni va¢, ktoraby przebiegl w tym samym czasie ruchem
jednostajnym i z predkoscia v; poniewaz v jest najmniejsza ze
wszystkich predkosci w czasie Af. Ale przeciwnie, przestrzen A
jest mniejsza od przestrzeni o'A¢, ktoraby ten punkt przebiegt
w czasie Af ruchem jednostajnym i z predkoscia »° najwigksza
jaka ma w tym czasie. Bedzie zatem

VAL < As < VAL
albo

A Tt
v = %
=7 o =

Owoz, tuk s jest funkeya ciagla czasu ¢, a gdy A/ dazy do
zera v’ zbliza sie coraz bardziej do v'; wiec

(3) v=groo = o

Gdyby predkos¢ zmienna byfa ciggle malejaca w czasie Af, olrzy-
manoby ten sam wynik; dos¢ tylko przewrdcié znaki nierdwnosci

w powyzszych wyrazeniach.
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Formuta (3) jest ogolna, i daje predkos¢ wszelkiego ruchu tak
jednostajnego jak zmiennego.
Jesli
s = f(t
jest rownaniem ruchu, punktu materyalnego, predkosc tego ruchu
wyraza sie przez pochodne
p=ifie)}

Ruch punktu na linii OL moze si¢ odbywaé w strong tukow s
dodatnych, albo w strone przeciwna ; w pierwszym przypadku sto-
?l% jest dodatny, w drugim odjemny. Jesli wiec bedziemy
uwazali predkosé za dodatna gdy punkt porusza sie w strong fukow
dodatnych, a za odjemna gdy idzie w strone tukéw odjemnych,
formuta (3) wyznaczy predkosé tego punktu i strone jego ruchu.

sunek

RUCH PROSTOLINIINY.

188. Najmniej trudny do pojecia w swoich wiasnosciach jest
ruch prostolinijny, do ktérego wszystkie inne ruchy przywiesdz si¢
moga. Bedziemy sie teraz zajmowali takim ruchem, i, przypuszcza-
jac ze punkt M porusza si¢ na linii prostej X'X, wedle ustawy
jakiejkolwiek, nazwiemy xz jego odlegltosé OM wzgledem po-
czatku O wzietego na tej linii.

Jesli rownanie ruchu jest dane przez funkeye wywiktana czasu

L= fil);
predkosé punktu ruchomego bedzie v = /(f);

a jesli rownanie jest funkeya wwiktang czasu (@, 1) =10,

d¥
| (/’Tfl ) //’f - il i T ﬁz
wiedy T‘L‘(/J, +E‘ dt =0, zkad =g a5’

Nawzajem, gdy rownanie migdzy predkoscia i czasem jest dane,
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na przyklad v =F\¢), zkad de =F()dt; wiedy calkujac oslatnie
rownanie bedzie

54 :_-J F(t)dt 4 C.

Wyznaczy sie slatcezne dowolng G, jesli jest wiadome polozenic
punklu ruchomego na linii X'X w czasie okreslonym, na przy-
klad w czasie t=0. ~

189. Rucu JEDNOSTAINIE ZMIENNY. Tem nazwiskiem mianuje sie
ruch, najprostszy z ruchow zmiennych, w ktorym predkosé zmienia
si¢ jednostajnie, to jest tak ze jej przyrosty sa proporcyonalne do
czasow.

Niech bedzie v, predkosé poczatkowa, v predkosé na korcu
czasu ¢; przyrost predkosci po czasie ¢, jesl v — vy; zatem, va
mocy okreslenia, bedzic

v — 0,
t

=M

gdzie ; jest iloscia staty. Ztpd wynika
() v :'.jt = o,

To réwnanie pokazuje ze w ruchu jednostajnie zmiennym pred-
kos¢ rosnie ilosciami proporeyonalnemi do czasu,

Rownanie (4) jest lo samo co

dx : X
i AT

zkad, calkujac, otrzymujemy
. e !
Y &L= ;.]t + Uyl + Loy
rownanie ruchu jednostajnie zmiennego w linii prostej; «, oznacza

odciete polozenia w ktorem si¢ punkt ruchomy znajduje na po-
czatku czasu ¢.
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Przyspieszenik, Ilos$¢ j, wyrazajaca przyrost predlkosci w jednosei
czasu nazywa sie przyspieszeniem. W rachu jednostajnie zmiennym
przyspieszenie rowna si¢ stosunkowi przyrostu predkosci do czasu.
Zatem przyspieszenie gra wzgledem predkosci taka sama role jaka
predkos¢ gra wzgledem drogi przebiezonej. Przyspieszenie moze by¢
dodatne albo odjemne ; co dowodzi tylko ze predkosé¢ moze rosnaé
albo male¢ algebrycznie ; ale to bynajmniej nie znaczy zeby istotnie
bylo przyspieszenie ruchu albo opéznienie raczej w jednym przy-
padku niz w drugim. W obydwéch przypadkach ruch jednostajnie
zmienny nazywa sie ogolnie ruchem jednostajnie prayspieszonym,
chociaz w rzeczywistosci moze by¢ jednostajnie opdziniony.

Uwaega. Rozniczkujac rownanie (4) albo (5), znajdujemy
. dv __ d%
P = T ae

W dalszym ciagu dziela zobaczymy waznosc tego wyniku.

190. Za pomocg réwnan [(4) i (5) mozna dowiesdz niektorych
wlasnosci ruchu jednostajnie przyspieszonego. Ograniczymy sie na
naslepujacej.

Rogujac j otrzymujemy

T — Ty __ Vv
WL

To znaczy ze, w ruchw jednostajnie prayspieszonym, predkosi
$rednia punktu ruchomego w czasie t jest Srednia arytmetyczna jego
predkoset wziete) na poczathu i na koicu tego ezasu.

191. Zwykle uproszcza sie réwnania (4) i (5), przypuszcezajac ze

predkos¢ poczatkowa v, jest zero, i liczac przesirzen od punktu od
klorego sie ruch zaczyna ; wtedy

(6)
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Czyniae w pierwszem rownaniu ¢ =1, widzimy ze, w ruchv jedno-
stajnie zmiennym, przyspieszenie rdwna si¢ dwa rasy wsicte] drodze

praebieione) w pierwszej sekundzie.

Ciata ciezkie przedstawiaja przyklad tego ruchu gdy, zostawione
samym sobie, spadaja w prézni bez predkosci poczatkowej. Ozna-
czajac w tym razie przyspieszenie przez ¢ i zastepujac j przez g
w formutach (6), mamy rownania ruchu i predkosci

Doswiadezenie, wykonane na przykiad za pomoca machiny Atwood
pokazuje ze ten ruch odbywa si¢ prawie doktadnie wedle teoryi.
W Paryzu przyspieszenic g ma wartosé

g = 9™ 8088

biorac metr za jednosé¢ diugosei i sekunde za jednosé czasu.

Jesli wyrugujemy ¢ miedzy dwoma powyzszemi rownaniami,
znajdziemy

= \’I‘)g;;'.

Ta formnla daje, jako sie mowi, predkosé naleina wysokoder .

SILY CIAGLE, SILY CHWILOWE, SILY STALE ALBO ZMIENNE.

192. Przypuszezano dawniej istnienie dwéch gatunkow sit, jedne
ktore, dziatajac przez czas mniej wiecej dlugi, daja predkosé skonczo-
na ale tylko w czasie skoriczonym, mianowano siami cigglemi, jako
ciezkosé, przyciaganie; drugie ktore, dziatajac jedna tylko chwile,
wydaja niejako odrazu predkosé skoriezona, nazywano sitami chwi-
lowemi, takiemi sa uderzania. Glebsze dostrzeganie zjawisk przeko-
nato ze sity chwilowe, dzialajace raptem, nie istnieja w naturze.
I w same] rzeczy, zadna sila, chybaby nieskonczenie wielka, nie
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moze nadaé cialu predkosei skoriczonej, w czasie nieskoriczenie
matym czyli w jednej chwili. Zaiste, sity uderzert moga hy¢ bardzo
potezne i nadawaé wielkie predkosei, ale niezawodnie dzialaja
w czasie skoriczonym, ktory zwykle jest zanadto krotki aby go oce-
ni¢ zdotano. Dzisiaj powszechnie uwazaja tylko sily ciagte, chociaz
jeszeze nazywaja sity uderzen sitami chwilowemi.

Nazywa sie sifa stota ta ktéra wywiera zawsze to samo dziatanie
na punkt materyalny do ktérego jest przytozona, jakakolwiek jest
ustawa ruchu tego punktu. A sita Ktérej dziatanie zmienia sie z eza-
sem, ktorej natezenie jest rozne co chwila, ma imie sity smienney.
Ta zmiana czyto wielkosci czy tez kierunku sity odbywa si¢, jakosmy
juz powiedzieli, sposobem ciaglym. Znajomos¢ sity zmiennej przy-
puszeza ze jest wiadoma ustawa wedle ktorej ta sifa rosnie albo
maleje z czasem ; tak Ze, oznaczajac przez P natezenie sily,
przez f(i) funkeye czasu, mamy, do wyrazenia dzialania sity w kaz-
dej chwili, rownanie P — f{¢).

193. Sity wewnetrzne, sity zewnetrzne. Kazdemu dzialaniu towa-
rzyszy oddziatywanie rowne i przeciwne ; ale sity ktore je wydaja
nie wehodza zawsze obie razem do jednego zagadnienia mechaniki,
i dlatego nie zawsze obie sa do uwazania. Ztad potrzeba rozréznienia
dwoch gatunkow sit. Przypusémy w tym celu ze punkt materyalny A
jest jednym z punktow stanowiacych uklad materyalny kiérym
sie zajmujemy ; jesli drugi punkt materyalny B nalezy takze do
tego samego ukladu, sila ktora dziala na punkt A i wyplywa
z punktu B jest sifg wewngtrzng. Jesli zas punkt B nie jest czescia
uktadu materyalnego ktorym sie zatrudniamy, wtedy sita pocho-
dzaca z punktu B i przylozona do punktu A jest sitq zewnetrzng.

Jedna i ta sama sita moze gra¢ juzto role sily wewnetrznej juz tez
role sity zewnetrznej, wedtug przypadku. I tak, jesli uwazamy na
przyktad ruch ciala spadajacego na ziemig, przyciaganie ktorego
jedna z jego czastek doznaje od jakiejkolwiek czastki ziemi jest
sita zewnetrzna ; a przeciwnie, jesli uwazamy ruch ukfadu utwo-
rzonego z calej ziemi i z cial znajdujacych sie na jej powierzchni
albo w sasiedztwie, to samo przyciaganie jest sila wewnetrzna.

Sity wewnetrzne moga czasem znika¢ w rownaniach mechaniki.
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Jakoz, jesli zrzutujemy na jednej osi wszystkie sity dzialajace na
punkta danego ukladu, w summie algebrycznej rzutéw nie figuruja
sity wewnetrzne; albowiem, bedacrowne po dwie i wprost prze-
ciwne, maja rzuty na tej osi réwne i znakéw przeciwnych ktore sie
niszeza. Wprawdzie kazdej sile zewnetrznej odpowieda takze sita
réwna i przeciwna; ale ta sita, nie bedac przylozona do zadnego
z punktéw ktorych uwazamy réwnowage albo ruch, nie wehodzi do
réwnan ktérych szukamy.

194. TrzEcrA zZASADA. NIEZALEZNOSC RUCHU WZGLEDNEGO OD RUCHU
sPOLNEGO. Ruch punktu materyalnego odniesiony do punktéw ktore
sa takze w ruchu, nazywa si¢ ruchem pozornym albo wzglednym ;
ruch rzeczywisty tego punktu w przestrzeni jest ruchem samoistym.

Migdzy sita ktéra dziala na punkt materyalny i przyspieszeniem
wynikajacem z jej dzialania istnieje oczywiscie zwiazek. Ale ten
zwiazek opiera si¢ na zasadzie niezaleznosci ruchu wzglednego od
ruchu spolnego, ktérej dowiesdz samem rozumowaniem, jakosSmy
juz powiedzieli, nie zdaje sie rzecza mozebna; przedstawia sie ona
jako czyn nabyty doswiadczeniem i sprawdzajacy sie Scista zgoda
swoich nastepstw z postrzeganemi zjawiskami. Oto wystowienie
zasady : -

Jesli punkta materyalne M, N, P, Q poruszajo sie w przestrzent,
wedle lini) prostych réwnolegtych, z predkoscia stata albo zmienna, ale
spolna wszysthim w kazdej chwili tak ze sie zdaja tworzyé uktad nie-
zmienny, © jesli jeden z tych punktéw, jeko M, zostaje poddany sile
ktéra nie dziata na inne ;wtedy ruch wzgledny punktu M, w po-
réwnaniu z innemi punktami, bedzie taki sam_jak gdyby ruch spolny

nie istniok a punkt wychodzit ze spoczynku'pod dziataniem tej samej
sity.

TR i R

Tym sposobem na statku, ktéry plynie ruchem jednostajnym,
wszystkie ruchy wzgledne ktére wykonywamy, albo nadajemy cia-
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fom majacym razem z nami ruch ép()lny, sa zupelnie takie same
jak gdyby statek byt w spoczynku.

7 zasady niezaleznosci ruchu wzglednego od ruchu spélnego
wynika wazne nastepstwo :

Jesli punkt materyalny, majacy predkosé nabyta, zostaje poddany
sile dziatajacej w strone jego ruchu, ta sita nada punktow?, po pewnym
czasie, przyrost predkosci réwny wtasnie predkosci ktéraby mu udzie-
lita, w tym samym czasie, gdyby wychodzit ze stanu spoczynku.

Jakoz, niech bedzie punkt materyalny M, poruszajacy sie jedno-
stajnie na linii prostej z predkescia ». Przypusémy ze, w czasie 0
ktéry nastepuje po czasie ¢, sita P wywiera na ten punkt dzia-
tanie skierowane w strone jego ruchu; oznaczmy przez § przestrzen
ktéraby punkt przebiegl pod dzialaniem sity gdyby wychodzit ze stanu
spoczynku, i przez u — Z—g predkosé ktorejby nabyl w tym samym
czasie. To uczyniwszy, uwazajmy jednoczesnie punkta M, N, P, O
ktére sie poruszaja jednostajnie z predkoscia » na jednej prostej,
albo na prostych rownoleglych. Kazdy z tych punktow przebiega
w czasie O przestrzern »9. Owoz, na mocy zasady niezaleznosci
ruchu wzglednego, punkt M, do ktérego samego tylko jest przyto-
zona sita P, wyprzedzi iloscia & wszystkie inne punkta idac
w strone ich ruchu; wiec punkt M przebiegnie w czasie 6 prze-
strzen

vh - E.

Ztad wynika ze predko$¢ punktu M na koncu czasu 6 bedzie
d dg
N = — = A
7 v+ E) =1 +r/9 v+ u

Co dowodzi ze sita P, dzialajaca na punkt M w ruchu, powiek-
sza jego predkosé nabyta » iloscia » rowna wlasnie predkosci
jakaby mu nadala gdyby wychodzit ze stanu spoczynku.

Pojmujemy fatwo Zze, jesli punkt M, majacy predkosé nabyta v,
jest poddany sile P ktéra dziala w strone przeciwna jego ruchu,
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ta predkosé zmniejszy sie iloscia «, to jest stanie sie v — u na
koncu czasu 6.

To wszystko razem dowodzi ze

Shutel dziatania sity na punki materyalny w ruchu jest niezaleiny
od predkosci poprzednio nabyte;.

Ten wniosek jest przyjety przez wielu autordw jako postulatum,
i uwazany za jedna z ustaw Dynamiki.

Przypusémy teraz ze na punkt M, majacy predkos¢ v, dzialaja
dwie sity P, P’ na Koneu czasu ¢, w kierunku ruchu i przez
czas 0; przypusémy jeszeze ze ten punkt wychodzae ze spoczynku,

-

pod dziataniem samej sity P, przebiegthy przestrzeri 2 i nabylby

predkosci u_—_(jl—g a pod dziataniem sity P’ przebiegtby praze-
‘g 4 98 m » ;
strzefi £ 1 nabylby predkos¢ « — B To zalozywszy, wyobraz-

my sobie ze na Korcu czasu ¢, wychodza z polozenia M dwa
punkta materyalne, majace oba predkos¢ 2, jeden poddany
sile P, drugi dwom sitom P i P’ jednoczesnie dziatajpcym. Pier-
wszy przebiegnie w czasie 0 przestrzenn v |- £; drugi, w tym
samym czasie, na mocy zasady niezaleznosci ruchu wzglednego,
wyprzedzi pierwszy iloscia £. Ztad wynika ze punkt M, majacy
predkos¢ v i poddany dzialaniu jednoczesnemu dwdch sit P, P/,
albo dziafaniu jednej sity rownej ich summie P - P', przebiegnie
przestrzeri

o +E4 &

w czasie 0. Wiec, na koncu tego czasu, jego predkosé bedzie

dE ’/E’ '
U+JG+@ =0vfu—+u.

Jesli P =P" przyrost predkosci bedzie 2u.

Podobnem rozumowaniem dowiedzie si¢ 7e sita P —P' nadaje
punktowi M w czasie 6 przyrost predkosci wyrazony prrez w — o',
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Ztad wnie$¢ nalezy ze dzialanic jednoczesue dwoch sit w tym

samym kierunku, na jeden punkt materyalny udziela jego predkosci

przyrost niezalezny od predkosci nabytej, i réwny summie dwoch

predkosci ktoreby ten punkt pobral gdyby, w stanie spoczynku, byt
kolejno poddany dzialaniu kazdej z dwdch sit przez czas 6.

To twierdzenie przyjete przez jednych jako postulatum, przez
drugich jako wynik dos$wiadezenia, stanowi zasape albo raczej
USTAWE niezaleinoscl skutkiow sit dziatajacych na jeden punkt mate-
ryalny. Rzeczona uslawa jest to samo w gruncie co przyjeta zasada
niezaleznosci ruchu wzglednego od ruchu spolnego, i tak sie ogélnie
wystowia :

Gdy kilka sit dziota na ten sam punkt materyalny, kozda z nich
sprawio. taki sam skutek jak gdyby dziolata sama jedna.

Z tego cosmy dotad wyltozyli widac jasno ze sila, stala z wielkosci
i kierunku, dziatajaca na punkt materyalny w ruchu, powieksza
albo zmniejsza jego predkosc ilosciami proporeyonalnemi do czasu ;
daje wiec przyspieszenie slate, to jest nadaje temu punktowi ruch
jednostajnie przyspieszony i prostolinijny.

WazNA UwAca. Przyjelismy jako pewniki trzy fundamentalne za-
sady na ktérych opiera si¢ cafa Mechanika rozumowa.

PIERWSZA ZASADA. Bezwtadnosé materyi.
DRUGA ZASADA. Réwnosé dziatania i@ oddziatywania.

TRZEGIA ZASADA. Niezaleinosé skuthow sit dziatajocych na jedno
ciato.

Te zasady nie sa przez si¢ oczywiste, ale ich pewnos¢ nie podlega
watpliwosci, bo ustawy materyalnego $wiala niezaprzeczalnie je
potwierdzaja.

195. PROPORCYONALNOSG SIt DO PRZYSPIESZEN. Przypusémy ze punkt
materyalny M, bez predkosci poczatkowej bierze ruch, pod dziata-
niem sity P stale] z natezenia i kierunku ; nazwijmy ; przyspie-
szenie tego ruchu ktory bedzie jednostajnie przyspieszony i prosto-
linijny. Nazwijmy tak samo ;' przyspieszenic ruchu ktory ten sam
punkt M wezmie w tych samyveh okolieznosciach, pod dziataniem
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sily P' takze stalej z natezenia i kierunku. Znajac ustawe niezalezno-
sei skutkow sil, tatwo okazaé ze sily stale P, P’ sa proporcyonalne
do przyspieszen j, j'.

Jakoz, jesli sity P, P’ sa spétmierne, niech bedzie sita f ich spolna
miarg, tak 26 P —=nf i P' =2'f; n i »' saliczby calkowite. Na-
zwijmy k przyspieszenie ktore sifa f, dzialajaca sama nadalaby
punktowi materyalnemu M ; na mocy ustawy niezaleznosci skutkow
sit, n sit f ktére skladaja site P dadza przyspieszenie wyrazone
przez nk, i bedzie j = nk; tak samo, sity f w liczbie »', skia-
dajace site Pr dadza przyspieszenie ;' = n'k. Wiec

Jesli sity P, P' sa niespoimierne, mozna zawsze wyobrazié site P
spoimierna z sita P i tak mato rdzna od sity P’ jak sie podoba.
Nazywajac j” przyspieszenie sity P’, bedzie

l_:__— ',/; .
l)” .]/
wiec
(7\ 0"_-—1'.'.7; ([b P——'Z—.
(4] 8r P’ ar ju albo P —'j!

Zostaje tym sposobem dowiedzione ze sity stale maja sie jako
przyspieszenia jakie nadaja temu samemu punktowi materyalnemu,
dzialajac na niego kazda osohno.

Ta proporeya, stanowiaca gtowne twierdzenie Dynamiki, spraw-
dza sie latwo przez doswiadczenie. T tak, wiadomo ze ciezkos¢
nie ma tego samego natezenia w réznych miejscach powierzehni
ziemi, i ze ciezar ciala zmienia si¢ z jednego miejsca na drugie,
w stosunku natezen tej sity. Otoz, doswiadezenie pokazuje wlasnie
ze, gdy cialo spada w tych roznych miejscach, stosunek jego cie-
zar6w jest réwny stosunkowi przyspieszen.

196. Massy PUNKTOW MATERYALNYCH. Niech bedzie cialo polozone
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na plasczyznie poziomej, mogace si¢ na niej poruszac bez larcia, albo,
mdwiac Scislej, z tarciem bardzo matem. Jesli checemy daé ruch
temu cialu, musimy wydobyé z siebie pewne wysilenie; a jesli
do jednego ciala dotaczymy drugie, trzecie, i t. d., i zechcemy
ukladowi dwoch, trzech,... cial nada¢ ten sam ruch co pierwszemu
cialu, musimy wydaé¢ coraz wieksze wysilenie. Jednakze materya
nie przeciwstawi zadnego oporu do ruchu, i najmniejsza sifa zdolna
ja wruch wprowadzi¢, byle nie bylo zewnetrznej przeszkody. 1 tak,
jesli ciato jest zawieszone na jednym Koncu sznurka ktorego drugi
koniec zostal utkwiony, bardzo mafa sita moze mu ruch nadac;
chociaz w tym stanie cialo nie jest zupeinie wolne, albowiem sifa
ciezkosci i sztywnosé sznurka zawadzaja ruchowi. Gdy poruszamy
jakie cialo, mamy uczucie wysilenia, i zdaje nam si¢ ze to cialo
opiera si¢ ruchowi. Ale wiemy ze, na mocy zasady réwnosci dzia-
fania i oddzialywania, cialo ktéremu ruch nadajemy wywiera na
nas oddzialywanie rowne i przeciwne naszemu dzialaniu; otoz wia-
$nie to oddzialywanie sprawia nam uczucie wysilenia kiorego do-
znajemy, biorac je mylnie za opor materyi.

Ztad, Zze trzeba wigkszego albo mniejszego wysilenia aby nadad
ten sam ruch réznym cialom, wniesé nalezy ze te ciala nie zawieraja
téj samej ilosci materyi, Tak przychodzimy do wiedzy massy ciala.

Mowi si¢ ze dwa punkta materyalne maja massy rowne, gdy
poddane kolejuo dzialaniu tej samej sity odbieraja od niej to samo
przyspieszenie. Ze zjednoczenia dwoch, trzech,... punktow mate-
ryalnych, majaeych réwne massy, tworzy si¢ punkt materyalny
ktorego massa jest podwojng, potréjng,... massy kazdego z nich.
Pojmujemy tym sposobem punkta materyalne majace massy wie-
lowne.

197. PROPORCYONALNOSG sit po MAss. Niech beda dwie sity P, P/
ktore, dzialajac na dwa punkta materyalne majace massy m, ',
udzielajp im Lo samo przyspieszenie. Przypusémy ze te dwa punkta
materyalne wynikaja ze zjednoczenia punktow materyalnych maja-
cych masse p, 1 niech pierwszy zawiera » tych punktow, drugi »';
bedzie

m = np, R T
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Roztézmy sile P na n sit f, isile P' na ' sit /7, lak zeby bylo
P=—un/ B ==l

Jesli teraz do n punktow malteryalnych ktore sktadaja punkt ma-
jacy masse m, przylozymy sily / réwne i rownolegle, jedng do
kazdego, te punkta wychodzace ze spoczynku przebiegna w tym
samym czasie, i z predkoscig spolng, linie proste réwne i rownole-
gle. Zalem, nic si¢ nie zmieni w ruchu wszystkich razem punktow,
jesli je przypuscimy polaczone miedzy soba tak zeby stanowity
uklad brylowy; poniewaz te punkta, nie rozdzielajac sie w ru-
chu kiedy sa wolne, tworza juz same z siebie uklad niezmienny.
Tym sposobem bedzie tylko jeden punkt materyalny majacy mas-
se m. Z drugiej strony, wszystkie sily f, réwne i rownolegle
dzialajace w jedna sirone, moga by¢ zastapione przez wynikowe P,
ktora jest rowna ich summie, rownolegta do ich kierunku, i przy-
lozona do srodka massy m. Ta wynikowa nada calemu ukladowi
taki sam ruch jaki on ma pod dzialaniem sit f, przylozonyeh do
wszystkich jego punktow. Wige sita f daje massie p takie samo
przyspieszenic jakie sita P daje massie .

Dowiedzie si¢ podobnie ze sifa /* nadaje massie p takie samo
przyspieszenie jakie sifa P' udziela massie m/'. Owoz, z zalozenia
sity P, P’ daja massom m, m’ rOwne przyspieszenia ; wige sity £, /'
daja takie massie p roOwne przyspieszenia; zatem sa rowne. Ztad
wynika proporcya

p i it
8) o = =
I n in

ktora pokazuje ze sity stale P, P/ maja sie jako massy m, m’ kto-
rym udzielaja to samo przyspieszenie.

198. ZWIAZEK MIEDZY SILA, MASSA I PRZYSPIESZENIEM. Niech bida
dwie sily state P, P7 ktore, przytozone do dwoch punktow majacych
massy m, m', nadaja im przyspieszenia j, j’. Aby znalezé zwigzek
jaki istnieje miedzy szescioma ilosciami P, P’, m, w’, j, j/, weimy
site P” taka, zeby praylozond do punklu majacego masse m na-
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dawala mu przyspieszenie ;. Na mocy rownan (7) 1 (&) bedzie

P
P(l ,/l
o m
P

Z tych dwdeh proporeyj, pommnozonych przez siebie, wynika
trzecia

9 (e mj

b=

ktora pokazuje ze sity stale maja si¢ jako wieloczyny z mass punk-
tow na ktore dzialaja, przez przyspieszenia jakie im nadaja. Albo
innemi stowy : Dwie sity state maja sie jako wieloczyny = mass do
ktdrych s praylozone, praez predkosci jakie im nadajo w tym somym

czasie.

Ostatnia proporcya dowodzi ze, gdy sita stala ' dzialajaca na
cialo massy m nadaje mu przyspieszenie j, mozna wziaé za miare
jej natezenia wieloczyn my z massy m przez przyspieszenie j, ale
trzeba za jedno$é massy obra¢ masse ciafa kiore, pod dzialaniem
sily wzietej za jednosé nabywa przyspieszenia wzigtego za jednosc.
Tym sposobem rownanie (9) daje miave sily statej P

(10) BE= 71

1L08¢ ruenv. Wieloczyn mv, z massy m clala przez predkose v
spolna wszystkim jego punktom, nazywa sie eloscig ruchu tego ciata.

Formula (10) pokazuje ze sita stata jakakolwick ma za miare ilosé
ruchu jaka wydaje w jednosci czasu.

Tak zwane sity chwilowe mierza si¢ zwykle ilosciami ruchu
2 przyczyny niemozebnosei dokladnego ocenienia niezmiernie krot-
kicgo ezasu przez ktory dziataja.

199. Dawniej myslano ze cigzkosé dziata z natgzeniem zmienner
na ciata roznej natury. Gauiweusz okazal doswiadezeniem ze ciala
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spadajace, na jednem miejscu ziemi i z jednej wysokosei, nabywaja
zawsze tej sainej predkosci na karicu tego samego ezasu, jakakol-
wiek jest ich istota, massa i ksztalt ; co dowodem ze ciezkosé dziala
jednakowo na wszystkie ciala. Pokazal on nadto ze, jesli rzeczy nie
tak si¢ dzieja w naturze, przyczyna tego jest opor powietrza, albo
ogolniej srodka w jakim sie spadek cial odbywa.

Wynika zaraz z tego doswiadezenia ze ciezary dwoch cial, bedac
sifami stalemi ktore daja to samo przyspieszenie ¢, sa proporcyo-
nalne do mass tych cial. Wiee dwa ciala jakiekolwiek, jednorodne
albo réznorodne, majace ciezary rowne maja massy rowne. Przed
Galileuszem wyprowadzic¢ tego wniosku nie bylo mozna.

Nazwijmy P ciezar ciala majacego masse m; ten cigzar, lo
jest sita sprawiajaca spadek ciala, nadaje mu ruch w ktorym przy-
spieszenie jest g. Wiec, na mocy tego co poprzedza, bedzie

(11) o P—mg.

Mozemy teraz wyznaczy¢ jednosé massy ktora nie jest dowolna
gdy jednosé sity (gramm albo kilogram) i jednos¢ przyspieszenia (metr)
zostaly obrane. Jakoz, z ostatniej formuly wynika

)

m= -

g
co pokazuje ze massa m bedzie rowna 1 gdy ciezar P bedzie mial
tyle gramméw ile przyspieszenie g zawiera metrow. Tym sposobem
w Paryiu jednoscia massy jest massa ciato klore wazy 9sr,8088,
poniewaz ¢ = 9m 8088. Jesli ciato majace cipzar P w Paryzu ma
cigzar P’ w innem miejscu, przyspieszenie jego ruchu bedzie mialo

D/

o - .y, P . :
wartos¢ ¢’ roina od g. Owoz, wiemy (195) ze — — - ; wiec massa
i

= >

ciala bedzie zawsze wyrazona przez te samg liczbe w jakiemkolwiek
miejscu ja wyznaczono, ale ciezar jednosci massy bedzie miat g’
grammow zamiast g¢.

Oznacymy przez V objetosé, przez 1 gestosé ciala jednorodnego
ktérego massa jest m i cipzar P; bedzie

= ND; Pi—=mg =NDy.
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200. Formufa (10), rozciaga sie do sit zmiennych. Niech bedzie
punkt materyalny M, majacy masse m, ktory sie porusza na linii

W, g0y O MW ¥ a

prostej XX’ pod dziataniem pewnej sity zmiennej. Oznaczmy przez «
odciete OM potozenia M jakie ten punkt zajmuje na koneu czasu ¢,
przez v jego predkosé w tej chwili, i przez P natezenie sity poru-
szajacej. Mozna zawsze wziaé przeciag czasu Af do$é krotki aby,
gdy punkt ruchomy przechodzi z potozenia M do potozenia sasie-
dniego M', natgzenie sily poruszajacej bylo ciagle rosnace albo
ciggle malejace. Dla utkwienia mysli, przypusémy je rosnace i na-
zwijmy P’ jego wartos¢ w M’. Przyspieszenia punktu ruchomego
w M i M beda —Imi 1 % , ajego predkosé na koricu czasu Af
odbierze przyrost Av. Owoz, gdyby sifa poruszajaca zachowala przez
caly czas At natezenie P jakie ma w M, predkos¢ punktu rucho-
mego pod dzialaniem takiej sity stalej powiekszylaby sie na koricu

’
czasu Af¢ iloscia %At ; tak samo, przyrost predkosci bylby 13 At
< m

gdyby sifa miala od M do M’ natezenie ktore posiada gdy punkt
ruchomy zajmuje polozenie M’ Ztad wynika ze

[) I)[

— A < AV < — At

" m
albo

B Av |54

n At m’

A zatem, przechodzac do granic, poniewaz gr.P’ — P, bedzie

P dv,
meo
zkad
dv
(12) P_mf—li'

MECHAN/KA. 18
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Wiece ogolnie, sita dziatajace na punkt materyalny ma za miare
wieloezyn massy tego punktu przes prayspiessenie jakie mu nadaje.

Formuta (12) dajaca miare sily jakiejkolwiek, statej albo zmiennej,
moze Jeszeze wziaé inny ksztalt. Jakoz, uwazajac ze

(. . do 7l dvi i d%e
¥ T & zkad P ol
otrzymujemy :
d B dx dv dv
(¥l P—=m-— Y = M = Y —
(13) mdﬂ i I m TV mu b

Te trzy ksztalty wyrazajace natezenie sily sa uzyteezne stosownie
do funkceyi ktora daje te sile.

Z powyzszych formul wynika ze natezeniu P sity frzeba da¢ znak
—+ albo —, wedlug jak ta sila zwieksza albo zmmniejsza odcigte
punktu ruchomego.

Nazywa sie sila poruszajuce punkiu materyalnego ta kiora jest
A < . b o - v L
przylozona do jego massy m ; miarp tej sily jest m o albo m 3

Sita przyspieszajaca jest sifa dziatajaca na jednosé massy ; jej miarg
: dv d* . I
jest > albo 77 5 ale zwykle przez skrocenie te ostatnie ilosci

nazywaja sie prayspieszeniem.

Uwaea. Z formuty (12) wynika

nm = —

iv;
dt

to pokazuje ze miara massy punktu matevyalnego jest stosunek sity
poruszajacej ten punkt do przyspieszenia jakie mu nadaje.

201. Gdy punkt materyalny jest pod dzialaniem sity majacej kie-
runek predkosci poczatkowej, jego ruch jest prostolinijny, i rowna-
nie rézniczkowe tego ruchu jest dane przez jedna z trzech formut
(12) i (13). Catkowanie rownania rézniczkowego przedstawia mniej
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wigeej trudnosei, wedlug jak funkeya wyrazajaca natezenie sity
jest mnicj albo wigcej zawila; sila albowiem moze by¢ ogolnie
funkeya trzech ilosei ¢, z, v. Przestaniemy tu na tresciwem wska-
zaniu catkowania, gdy sila bedzie dana w funkeyi jednej tylko ze
trzech zmiennych ¢, z, v, zagadnienia ktore w ciagu dziefa rozwig-
zemy dopelnig reszly. Mamy na teraz tylko trzy rozne przypadki
do uwazania.

1o Jesli warlosé sity P jest wyrazona w funkeyi czasu ¢,
P =gt
wtedy rownanie rozniczkowe ruchu bedzie
P

m—"~//,

. . ot . ; N
Mnozae obie strony przez — i calkujac, znajdziemy
m ‘

dx 1.t
Sy - ( et
; o+ mj) [(t)dt Uk
n, wyraza predkosé punktu ruchomego ktora odpowieda warto-

Sei #=0. Oznaczmy przez ¢(¢) wartosé dla ’;—;- takq zeby bylo
al

d.r &
d—t~ == ny\[).

Jesli pomnozymy przez di¢ obie strony tego rownania i potem

zeatkujemy, otrzymamy ostatecznie

T
&= &y +L olt)dt

rownanie ruchu, w ktorem .z, znaczy wartosé dla z odpowieda-
jacana £=0.

2° Dana sifa jest funkeya odeiete) .«

Pi=afife).
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Rownanie rozniczkowe ruchu ktére mamy catkowaé wyraza sie
przez

Mnozac przez e obie strony i catkujac, otrzymujemy
m -

9 9 2 ‘T
v =" 4 7"](, f(x)dx.

Z tego rownania wyprowadzamy wartos¢ dla v, ktora oznaczamy
przez

du
) = P(x), albo — = Y(z).
v = ¢(x), =)
Ostatnie rownanie daje
Q= ﬂ s
(x)

Wiec catkujac jeszcze, znajdujemy

b i
Jo )

3° Jest dane
Bi=17(9).

W tym przypadku rownanie rozniczkowe ruchu bedzie

mn Z—;) = fly).

Zkad wyciggamy

oy 't

dt ————.
"=



{3
~1
~1
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Catkujac mamy
v dy

it =m -

Jo [(v)
Jesli mozna rozwiaza¢ to rownanie na », hedzie

v = o(t) albo (-,Z;—;’ = o(f). )

Ostatnie rownanie zcalkowane daje rownanie ruchu

»
t
& =y - j @(f)dt.
0
Mozna postepowaé inaczej. Weimy réwnanie rozniczkowe ruchu

modv

= =7(0),

ktore daje

_ mwdv

l/.'l,'——/@)—-

Ztad wywodzimy, catkujac,

vydv

.L':.z’—|—m/o. o

Jesli teraz, miedzy ostatniem réwnaniem i pierwszem zcatkowa-
nem, wyrugujemy ilos¢ v, otrzymamy réwnanie na z i f.

Na zastosowanie wylozonych formut, wezniemy kilka przyktadow
ruchu prostolinijnego.

9202. PreRwszY PRZYKEAD. Ruch cia cieshich w prozni.

7 przyczyny podwojnego ruchu ziemi, i z innych okolicznosci
o ktorych pézniej bedzie mowa, ciala ciezkie w prozni nie spadajg
w linii prostej, i ciezkos¢ nie jest sila stala ani z natezenia ani
z kierunku. Przypuszczajac wiec jedno i drugie, rozwiazemy zaga-
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dnienie ruchu idealnego ktory nie istnieje w naturze ; ale rachunek
bedzie zawsze uzyteczny jako przyblizenie, bo ten ruch nie wiele sie
rozni od prawdziwego ruchu ciala na powierzchni ziemi.

Uwazajmy najpierwej spadek ciata cieskiego. Przez ruch ciala ro-
zumiemy tu ruch jego Srodka ciezkosci w ktorym przypuszczamy
zkoncentrowana cala masse m tego ciata. Poniewaz, w tym przy-
padku, wedlug uczymionych zalozen, jedyna sita poruszajaca jest
ciezar mg ciala, mamy zaraz réwnanie rozniczkowe ruchu

dv dv_

mrTf = mg albo 57— g,

zkad, calkujac, wyprowadzamy formute

M v =us+ g1,
w ktérej v, wyraza predkosé jaka ciato posiada na poczatku czasu ¢.
Owoz, v — r(l',—; ; podstawiajacte wartosé 1 catkujac, otrzymujemy
(2) r = xy + vt + %gtz.

x, oznacza odciete punktu od ktorego sie liczy przebiezona przes-
trzen w czasie ¢, to jest warto$¢ dla = na = 0.

Jesli przestrzen i czas sa liczone od punktu w ktorym predkosé
ciala jest zero, wtedy na =0 powinno by¢ v,=0 i z,=0;
zatem formuly (1) i(2) staja sie

=t
®)

1 5
=gt
29

Takie bylyby rownania ruchu i predkosei cial ciezkich spadaja-
cych w prozni, gdyby ziemia byfa nieruchoma.

Rugujac ¢, znajdujemy juz wiadome formuty

) =z i z=Z,

29
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ktore daja predkosé nalezng wysokosei «, i wysokosé nalezna pred-
kosci v,

203. Ruch ciata ciezkiego rzuconego z dotu do géry. W tym przy-
padku sita ciezkosei dziata w strone przeciwna ruchu; wiec roz-
niczkowe rownanie tego ruchu jest

dv
dioiia vaoi
Ztad wynika
(1) ViE=p=sigly
i nastepnie
’ ks i
(2) b=V 17 + Vgt — :2,4/!“.

Jesli poczatek odeictyeh jest punktem od ktorego sie czas liczy,
wtedy 2, = 0, i formula (2) staje sie

; 1
(3) 1= Dyl — sgt“).

Nazwijmy 6 czas na korieu ktdrego cialo prgestaje sie wzniosi¢
bedzie

0=wv,—g0. zkad 6= Yo,
g

ta wartos¢ daje wysokos¢ wzniesienia

() M v‘—'l 5
29
Dosiegnawszy tej wysokosei, ciato zaczyna spadac, i, gdy powraca
do punktu wyjscia, jego predkosé, w strone przeciwng, jest ta
sama v, z jaka bylo rzucone. Jakoz, z formuly (4) wyciagamy
99z = v,2; ta wartosé, podstawiona w formule (4) spadku cial,
daje v =uv,.
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20h. DRUGT PRZYKLAD. Ruch ciata cieiliego w srodku ktéry stawi
opdr, na prayktad w powietrzu.

Teorya oporu plynow nie jest jeszeze zupelna; ale wyniki na
ktorych sie oprzemy, sprawdzone mnogiemi doswiadczeniami, mogg
byé przyjete za dokladne. I tak, gdy cialo cigzkie, symetryczne
wzgledem linii prostej spada wzdtuz tej linii w powietrzu, albo
w plynie jakimkolwiek, ten pltyn stawi opor ruchowi. 7 przyczyny
tej symelryl ciata ciezar ktory jest sifa, ma oczywiscie kierunek linii
symetryi, i wynikowa R oporéw czastkowych, wywartych przez
powietrze na rozne punkta ciala, jest takze sita majaca ten sam
kierunek, tylko w strone przeciwna. Obserwacya dowodzi ze, gdy
ruch ciata ciezkiego nie jest ani bardzo powolny ani bardzo szybki,
opor powietrza spokojnego moze by¢ uwazany jako proporcyonalny
do jego gestosei i do kwadralu predkosei tegp ciata. Obserwacya
dowodzi jeszeze ze, gdy cialo poruszajace si¢ jest sferyezne, opor
powietrza jest proporcyonalny do jego powierzehni czyli do kwa-
dratu promienia. W tem zaloZzeniu, oznaczajac przez » promien
sfery i przez D jej geslos¢, przez p gestosé powietrza, przez v
predkosé ciala, i nakoniec przez m jego masse; bedzie

. h .
Ri=lgo@r2ss s mi— 5 wrD

B

co daje

l_{ _ Bagy?
m~ hwD’

.
spotezymnik liczebny @ jest wzgledny do ciata spadajacego i dany
przez doswiadczenie.
Dla uproszczenia rachunku, porownywa si¢ opor R do cigzkosei
. - L S0pk®
czyniac, dla jednorodnosci, -~ —=g;
hrrD

zatem

Widzimy tatwo ze ilosé stata & wyraza predkosé jakaby powinno
mie¢ cialo spadajace, azeby opérpowietrza byt rowny jego ciezarowi.
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Rucn zesTEPUIACY. Jesli bedziemy uwazali cialo spadajace jakoby
przywiedzione do swego srodka cigzkosei w ktorymby cata jego
massa byla skoncentrowana, ruch tego srodka uwazanego za punkt
materyalny, i temsamem ruch kazdego punktu ciafa, bedzie wyzna-
czony przez rownanie rozniczkowe

dofe pesungii
A
albo
- k? f[?) 4 dv
9l = = <A+v+/.~—v)

Zcatkujmy obie strony tego rownania, otrzymamy

Nie przydalismy statecznej dowolnej, bo przypuszezamy ze ciato
spada bez predkosci poczatkowej

Z ostatniego réwnania wynika

k+v
L e
zatem
gt !ﬂ)
Mef — ¢ k/
M) A= gt at
o hoy %k

Zastepujac v przez dj}, bedzie

Lieznik ulamka jest rozniczka mianownika, procz czynnika sta-
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tego; wigc catkujac mamy

Wyznaczy sie stateczne C, wedlug warunku zeby bylo zarazem
=10l =40 l¢ coldaje

gt gt
g k g
k2 e e
(2) b gl 58 iy
[/} 2
Znamy wige w kazdej chwili polozenie i predkosé srodka cigi-
kosei ciata spadajacego; i to wlasnie stanowi zupelne rozwiazanie
zagadnienia.

Mozna mie¢ droge przebiezona = w funkeyi predkosei v. Jakoz,

; : : . vdv :
biorac przyspieszenie wyrazone przez Pt bedzie
vdv qv*

dz — 9T @

albo

vdv q
= 4 da.
Py g™

Ztad, calkujac i wyznaczajac stateczne dowolna tak zeby bylo
zarazem o =0, i z==0, otrzymujemy

R [ 2
(3) = % 105&’:—2_—”2).

UwacA, Formuta (1) pokazuje ze predkosé v, mmiejsza od k,

dazy do tej granicy w miare jak czas sie zwieksza, poniewaz wiedy
_a

ilos¢ wyktadnicza e ¥ dazy do zera. Wiee ruch ciala spadajacego

w powietrzu zbliza si¢ do ruchu jednostajnego, i predko$é ma za

granice faka predkosé jaka czyni opér réwny ciezarowi ciata. Te
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okolieznos¢ tatwo sie pojmuje; albowiem ciezar ciata jest sity stala,
a za$ opor powietrza, rosnac proporcyonalnie do kwadratu pred-
kosci, zbliza sie szybko do réwnowagi z tym ciezarem. Wprawdzie,
jakkolwiek jest wielki przeciag czasu, ciato nie nabywa ruchu scisle
jednostajnego ; ale do niego dazy tem wigeej im bardziej ilosé

U
wyktadnicza e ¥ maleje, do czego trzeba tylko zeby % bylo do-
statecznie mate. Ostatni przypadek zdarza sie istotnie : jakoz,

wal tOSC
V ‘/ P
Sll f

pokazuje ze ruch ciata spadajacego staje si¢ tem znaczniej jedno-
stajnym, i jego predkosé jest tem mniejsza, im to cialo ma promier
mniejszy i gestosé mniejsza, a plyn w ktérym spada ma gestosé
wieksza, Co whasnie do$wiadezenie potwierdza.

Wiyrazilismy opor powielrza przez R = m fl/”, Owoz, jesli zato-

zymy k=o0, bedzie R=0; powinnismy wigc, czyniac to przy-
puszczenie, wyprowadzi¢ ustawy spadku cial ciezkich w prozni
z formul ktére daja ich ruch w powietrzu. To sie talwo sprawdza
sposobem uzywanym do znalezienia prawdziwej wartosci funkeyj,
ktore si¢ tu przedstawiaja w ksztalcie niewyznaczonym 0.0,

205. Rocn wznoszacy sik. Gdy cialo ciezkie porusza sie w powietrzu
pionowo z dotu do géry, opér powietrza i cigzkosé dziataja w jednym
kierunku ale w strone przeciwna ruchu; wiec, uwazajac kierunek
z dotu do gory za dodatny, i zachowujac notacye juz uzyta, mamy
réwnanie rozniczkowe ruchu

dy gv?

Fig.. BB
albo

q T kdv

Catkujac i wyznaczajae stateczne dowolna tak, zeby na /=0
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predkosé v byta réwna predkosci v, z ktora ciato zostato rzucone,
otrzymujemy

(T
G fuk aty — luk sty P

Wezmy teraz styczne w obydwoch stronach, bedziemy mieli

gt _ k(vg —v)
sly T /“2_*_ g -

zkad

I k
vuwstg —~+ & dos (/t

I.(vodos-——-AWat gt) P
() P 7

:m'

Licznik ulamku jest rézniczka mianownika, proez czynnika sta-

fego % ; zatem latwe calkowanie daje

' It g aoe 9t
2 (v(, wstf ~+ k dos »k-) :

€r= —5 log C

stateczna G powinna by¢ taka zeby ¢=0 czynilo = =0; wigc
; _ R Vo 9‘
(2) 7 log & wst +dos )

Zagadnienie jest rozwiazane zupelnie, poniewaz na kazda wartosé
czasu ¢t mamy polozenie srodka ciezkosei ciala i jego predkosé.

Mozna jeszeze wyrazié # w funkeyi v, biorac réwnanie

vdv __ / qv*
e -ioerley
albo
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Catkujac i wyznaczajac stateczne 'dowolna tak, zeby bylo zarazem
z=10 1 v=1y,, znajdujemy

® o= gy oo )

W tym ruchu cialo wznosi si¢ az do punktu w ktorym »=0,
i potem spada z przyczyny ciaglego dzialania cigzkosci. Nazwijmy 9
czas wzniesienia.

Formuta (1), czyniagc w niej v =0 i ¢ =0, daje

v, dos 9—6 — k wst g0 =
k k

zkad
=" ruk L
g k
A formula (3), czynigc w niej v =0, daje wysokos¢ do ktorej
cialo dosiegto,

B k- v,
= 2_(’ log. = & A

Doszediszy do punktu najwyiszego, cialo zaczyna spadac i jego
ruch jest dany przez formuly spadku ciat cigzkich.

Szukajmy teraz jaka predkosé bedzie mialo ciato gdy powroci do
punktu wyjscia, i w jakim czasie ten powrdt uskuteczni. Aby
olrzymaé Zadang predkosé, poréwnajmy wysokosé wzniesienia
k2 k 4+ v,

2_Jl g~k wartodcia « dang przez formule (3) spadku
cial, bedzie
R4 k2
BT R=
tkad
ko

\/" a5 Lu
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Ten wynik pokazuje ze cialo, powréciwszy do punktu wyjscia,
ma predkosé mniejsza od tej z kiora bylo rzucone, i ta predkosé
jest tem mniejsza im £ mniejsze.

Wyznaczmy czas 6 spadku ciata. Jesli w rownaniu catkowem
uyt
k+v . kv,
, zaslapimy v przez

k—v V2 vy
1t przez 07, znajdziemy

spadku ciat

p=4 log.% ¥ VP—{‘L’J
] k

Wige czas caty, uplyniony miedzy wyjsciem i powrotem, ma war-
tosé

0+0 = (mk ty % + log, vu+\/n + o )

'lo rownanie mogloby stuzyé do wyrachowania ilosci 4 dla da-
nego ciala.

206. Trzect PRzvEEAD. Ciato G ciggnie ciato G lezace na plus-
czyznie poziome], za pomocy wici ktéra sie nawija na krazek, i prae-
chodzi poziomo przez Srodek cigzkosci ciata G' a pronowo przez Srodek
cigshosct ciata G. Znalezé rawnanie ruchu zaniedbujac tarcie,

L_,,\

-\.._/

l
¢l 6] l
&y @
Niech beda m, m’ massy cial G, G'. Cigzar mg ciata G jest
sifa poruszajaca ktora nadaje ruch calej massie m —+ m'" uktadu

dwoch cial 5 wiee rownanie rézniczkowe ruchu jest
]

., v
(m—+-m) Z=my
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albo

v my
dt 7 mfm'’

Ten ruch, jednostajnie przyspieszony, moze byé tak zwolniony
jak sie podoba i stuzy¢ do doswiadczen tarcia cial roznej natury.

Powszechnie znana machina Atwooda, ktora glownie stuzy do
zwolnienia ruchu pochodzaeego z dzialania ciezkosci, przywiedziona
do najprostszego stanu, sklada si¢ z krazka pionowego O ruchomego
okoto osi poziomej, na ktérym jest nawinieta ni¢ majaca zawieszone
na swych skrajnosciach dwa ciala G i G'. Owoz, cigzary mg i m'y
tych ciat sa dwiema silami poruszajacemi ktore dziataja w strony
przeciwne; jesli przypuscimy m > m', réznica mg —m'g = (m—m')g
bedzie sita poruszajaca ktéra nadaje ruch ukladowi dwoch ciat
majacemu masse¢ m -+ m'; wiec rownanie rozniczkowe ruchu jest

. AR PR
') 2 = m =)y
albo
do _ (m—m)y

dt ~ mfw

207. CzwArTY PRZYELAD. Uwazajmy, bez wzgledu na opor powie-
trza, ruch punktu materyalnego M, ktdry spada z pofozenia A na
po'wiex'zchniq ziemi, bedac prayciagany ku jey srodkowi O w stosunku
odwrotnym kwadratu odlegtosci.

Oznaczmy przez o odlegtosé AO, przez « przestrzen AM ktora
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punkt M przebiega w czasie ¢, przez r promien zieri i przez ¢
natezenie ciezkosei na jej powierzchni.

Nazywajac j przyspieszenie w punkcie M, wedle zalozenia
mamy  j(a— x)? = gr?; zatem

de gt
de = (@ —axp

Jesli pomnozymy obie strony rownania przez 2dz, hedzie

:@ il'_z — ,‘2‘(/71'3 { d

Bl 88y 5 (@ — x)?’

albo

daX2ben, £y Piis:
d. (717) =2r*d. Pt

zkad, calkujac, otrzymujemy

diti = Dyt
e~ a—=zx

+C.

Dla wyznaczenia statecznej C, przypusémy ze predkosé punktu
maleryalnego M w polozeniu A jest zero ; co daje warunek

= ———2gr.‘ + C.

a

Wiee
d® 1 gr‘-’(ﬂ 1 1 ) 2w

e a—x lga a a—uz’

albo

29 z
() o=ri/ 2V s

Gdy punkt spadajacy M dochodzi do powierzehni ziemi, nabywa
predkoscei mniejszej niz gdyby spadal z punktu A majac przyspie-
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szenic ¢. Albowiem, jedli uczynimy = =a —»=~h, bedze

0-7‘/0 r a Vagh.

Szukajmy teraz przestrzeni przebiezonej w czasie (. Réwnanie (1)

daje
o a — x)dx
e \/2(/ b ‘/a x ( ) ,
q x ar — >
zkad
- — (lJ ; & d (il- - .L>
9 2
2. = :
r ‘/ fw—’” 2/ ‘/a; — v
J Vit
wiec

2) rt ‘/%g = Vaz — a* + ’il tuk dos 2

Nie przydalismy statecznej dowolnej, dlatego ze powinno byé
z=0 dla t=0; byle wzigto zero za luk ktérego dostawa jest
jednoseia.

Znalezione formuly (1) i (2) stosuja sie dopoty dopoki punkl
ruchomy M nie przenika wewnatrz ziemi, to jestaz do z =a —»;
po za ta granica sita poruszajaca staje si¢ proporcyonalna do odle-
glosci od $rodka, i réwnania ruchu roznia sie od powyzszych. Wy-
jasnimy to lepiej rozwigzujac nastepujace zagadnienie.

208. ZAGADNIENIE T, Wyznaczyé ruch punktu materyalnego M ktiry
wychodzi z punktu A bez predkosci, @ jest prayciggany praes srodek O
proporeyonalnie do odlegtosci.

i : M A
(7= W

Taki wlasnie bytby ruch punktu materyalnego przyciaganego
przez ziemig (sferyczng), ktoraby przenikal zblizajac si¢ do jej

srodka. ;
MUCHANIK Ay 10



290 ROZDZIAL T.
Wezmy srodek O za poezatek odeietych, i uezynmy OM = z,

OA == a. Poniewaz sila przyciagajaca zmniejsza odcicte punktu

ruchomego M, i daje przyspieszenie ¢ gdy = =a, bedzie

vde g

—_— sl — 'Ili.l’,

dr a
zkad, catkujac, wynika

v} = — ¥t 4 G

A ze powinno by¢ » =0 dla z—=a, mamy C —n?%?; zatem

(1) v} = nd(a? — 72).

Dla otrzymania zwigzku miedzy .~ i ¢, z oslalniego réwnania
wyciagamy

du
dt

=% () V‘/I,2 — l'; 3

albo
—

ndt — SR == O
Var — a2

Wzielismy pierwiastnik ze znakiem — , dlatego ze da i di sy
znakow przeciwnych, w ruchu od A do O kiory przypuszczamy.
Caltkujac bedzie

nt — tuk dos £ .
[

Stateczna dowolna jest zero, bo 7= 10 powinno dawaé z= a.
Rozwiazujac to rownanie wzgledem w, otrzymujemy

2) 2 = a dosnt = a dost ‘/z .

Rownanie (1) pokazuje ze predkosé v jest maximum kiedy punkt
ruchomy M przechodzi przez srodek O, a staje siezerodla & — —a«
kiedy ten punkt dosiega skrajnosci A’ $rednicy; wtedy punkt M
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znajduje si¢ w tych. samych okolicznosciach jak w A, ijego pred-
kosé jest zero. Wiec, z przyczyny dzialania sily ktéra go przyciaga
do srodka O, punkt M wraca na swoje pierwsze polozenie A
ruchem zupelnie tosamym ; poczem znowu idzie do A’. 1 tak na-
stepnie wykonywa ciagle jednakowy ruch tam i nazad (wahanie),

i : “
ktorego okres jest = "
Predkosé punktu ruchomego M, zalezaca tylko od 22, jest ta sama
dladwoch jego polozenn A i A" rowno oddalonych od $rodka O.
Zreszla, wezmy pochodne réwnania (2); bedzie

B

dx s ‘/5
g st ¢ L — .
by \/agwst Y e.

Ta formula jasno wykazuje caly ruch. 1 w samej rzeczy, gdy
punkt ruchomy M przychodzi do srodka O, réwnanie (2) daje

: g_ = m fa —
= TN g e S t = — .
=01t ‘/a 3 4 zkad 2‘/9, wtedy v \/ag

Punkt M majac predkosé nabyta maximum w  srodku O, prze-
chodzi ten $rodek 1 posuwa si¢ dalej. Aby wiedzie¢ gdzie si¢ za-

trzyma, trzeba uczyni¢ v = 0; ztad wynika t‘/g == allo
1l
l:w‘/'ﬁ , zatem « = —a; co daje OA' = OA. Ud czasu
g 5
t:ﬂ\/Q az'do 't = 2w ‘//9 predkos¢ jest dodatna; wiec
g g

punkt M wraca do A z taka sama predkoscia, lylko w strong
przeciwng, z jaka przyszedt do A’ 1 tak dalej.

209. Ruch okresowy, ktorysmy dopiero co wylozyli, wydatnie sie

przedstawia geometryeznie. Jakoz, na linii AA" jako srednicy
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nakreslmy kelo, wezmy OM=u, i wyprowadzmy prostopadle MN;
bedzie
‘ AN
Wt bsi==2!
a

Owoz, rownanie (2) daje

r —=adosnt,
wiec _
AN = nat = t \ay.

Uwaea. Powyzsze rownania, jako pokazuje figura, rozwigzuja
zagadnienie :

Punkt N porusza sie jednostajnie na okregu kota pionowego, juki
Jest ruch jego rzutu M na $rednicy poziomej AA'?

210. Nastepujace zagadnienie przedstawia pewna osobliwosé
o kidrej wiedzie¢ nalezy.

ZAGADNIENIE L. W yznaczyc ruch punktu materyalnego ra ktry

dziata sita proporcyonalna do pierwiastku kwadratowego predkosci,
? w strone przeciwng tej predkosci.

Przypuszczajac ze punkt materyalny M wychodzi z punktu O
w kierunku OA (fig. stronicy 289), mamy rownanie roézniczkowe
jego ruchu

(1) ;L;)—_— 42\’/“7)’

gdzie a znaczy ilosé stala. Ztad wywodzimy
-@: = —dt \/rz_l.
2\/0
Catkujac to rownanie, i nazywajac v, predkosé poczatkowq,
bedzie

\/1—) = \/;o — \/‘;
albo
2) b= (Voo — tVa)’.
Ostatnie rownanie daje

dz = (Vo, — ¢t Va)? dt;
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zkad, calkujge i wyznaczajac stateczne dowolna tak zeby zarazem
bylo =10 i x=0, otrzymujemy

Ve 5 o)
U — 3 \/(—, }

3

Formuta (2) pokazuje ze, gdy czas ¢ rosnie ale zostajac mniejszy
Vo oo : 4 %o

od ‘/—“, predkos¢é maleje coraz bardziej; a gdy /= 7"’,
4 . ,

! o L
wtedy v =0 i .z:'i?‘: -2 — 0A. Wiec punkt ruchomy za-
a
trzymuje sie w polozeniu A, PoniewaZz zas przyspieszenie, z zaloze-
nia proporcyonalne do pierwiastku kwadratowego predkosei, jest
zero gdy v = 0, ztad wnies¢ trzeba ze punkt ruchomy, doszediszy
do potozenia A w ktorem nie jest juz pod dzialaniem zadnej sity i nie

/7
, . » . ()
ma predkosci, musi zosta¢ w spoczynku. Jednakze, gdy ¢ >t 7{‘3
formuty (2) i (3) nie wskazuja tego stanu spoczynku. Aby wytiuma-
; T ; A d —
czy( sprzecznosé, idzmy do réwnania rézniczkowego T;) =—3yav.
[Z

Widzimy zaraz Ze, jakikolwiek jest czas ¢, temu rownaniu staje sie

zados$é przez warlosé v =0, ktora jest jego rozwiazaniem osobliwem.
o & n . Yy .

Ale ta wartos¢ » =0 nie stosuje si¢ do przypadku ¢ << =

albowiem, w chwili wyjscia z polozenia poczatkowego O, punkt
ruchomy M posiada predkosé v, Wige, gdy t < \/li—(;, for-
muly (2) 1 (3), wyrazajace catke pierwsza i calke ogélna réwnania
rozniczkowego (1), rozwiazuja zagadnienie; a gdy ¢ > \/%",

wtedy rozwiazanie osobliwe réwnania rézniczkowego jest jedynem
rozwigzaniem zagadnienia. W tem wszystkiem nic nadzwyczajnego.
Réwnanie rozniczkowe ruchu punktu materyalnego, z okoliczno-
$ciami poczatkowemi, wyznacza ten ruch ogélnie przez czas nie-
okreslony ; wiec, catkujac je, trzeba mie¢ wzglad na wszystkie
rozwiazania, tak dobrze na calke ogélna jak na tak zwane rozwigzanie
osobliwe ktore sie moze stosowaé do zagadnienia. Co sie wlasnie tu
zdarza.
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RUCH PUNKTU MARERYALNEGO W PRZESTRZENI.

211, RucH PROSTOLINIINY JEDNOSTAINY. Uwazajmy ruch prostoli-
nijny i jednostajny punktu materyalnego M w przestrzeni. Niech
bedzie A potozenie tego punktu na poczatku czasu ¢, i M jego

polozenie na koticu tego czasu; nazwijmy a, b, ¢ i ., y, 5 spol-
rzedne tych dwoch potozen, odniesione do trzech osi spotrzednych
jakichkolwiek 0X, 0Y, 0Z.

Jesli oznaczymy przez A', M/, B! rzuty punktéow A, M, B na osi
OX, zrobione przez plasczyzny réwnolegte do plasezyzny 7Z0Y,

bedzie
AM _ AB_,
AM — AB
zkad
A'M = AM.E,

k jest liczbg stata, przez klora trzeba mnozy¢ jakikolwick odci-
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nek AM prosiej AB, zeby otrzymaé jego yzut na osi OX wzglednie
do plasezyzny ZOY. W ukladzie spotrzednych prostokatnych £ zna-
czy dostawe kata jaki prosta AB czyni z osia OX.

Nazwijmy teraz » predkos¢ ruchu jednostajnego, bedziemy
mieli AM=uv¢; aze A'M =z -—a, wiec

o @ == Wl = kit

Ta réwnosé pokazuje ze rzut M' punktu ruchomego M na osi
jakiejkolwiek, takiej jak OX, porusza sie w tym samym czasie co
ten punkt, ruchem jednostajnym majacym predkosé vk.

Wieloezyn vk wyraza rzut predkosei » na osi OX wzglednie do
plasczyzny ZOY. Ztad twierdzenie

Predkosé rautu punktu materyalnego na osi jakiejkolwiek jest rzutem
na tej ost jego predloser w praestrzend.

Oznaczmy przez p rzut vk predkosci » na osi OX wzglednie do
plasczyzny YOZ, i podobnie przez g, » rzuty predkosei na [osiach
0Y, 07 wzglednie do plasczyzn ZOX, XOY. Te trzy ilosci p, g, r
nazywaja sie sktadowemi predkosci v, wedle .osi spotrzednych ;
i nawzajem predkosé » jest ich wynikowa. Ztad wnosimy ze pred-
kosci sktadaja sie i rozkiadaja jako sity.

212, Rzuty odeinka AM na trzech osiach spélrzednych daja
Zwigzki

1 r=0-}-pt, y=b-tqt, z=crt

ktore wyznaczaja potozenie punkiu ruchomego M w przestrzeni, i
sa rownaniami jego ruchu prostolinijnego jednostajnego.

Rownania (1) dowodza Ze, jesli punkt materyalny M ma ruch
prostolinijny i jednostajny w przestrzeni, jego rzuty na trzech osiach
spotrzednych jakichkolwiek maja takze ruchy jednostajne.

I nawzajem, jesli rzaty punktu M na trzech osiach spoirzednych
maja ruchy jednostajne, ruch tego punktu w przestrzeni jest prosto-
linijny i jednostajny. Jakoz, z formul (1) wyprowadzamy zaraz
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réwnania

ktore pokazuja ze punkt M(z, y, 2) opisuje linie prosta AB w przes-
trzeni. b

Aby si¢ teraz przekonaé ze ruch punktu M jest jednostajny, szu-
kajmy odlegtosci AM, i dla skrocenia przypusémy osie spétrzedne
prostokatne; bedzie

AM=V(z —af F+ly— b e — P =t\p | &

Widzimy wige ze odlegtosé AM jest proporcyonalna do czasu ¢;
¢o dowodem ze punkt ruchomy M przebiega linie¢ prosta AM ruchem
jednostajnym.

213, Jako przyklad ruchu jednostajnego w przestrzeni, wezmy
nastepujace zadanie.

ZAGADNIENIE L. Statek natadowany ptynie ruchem jednostajnym
z pewng predkoscig. Wiadomo ze, aby go praywiesdi do spocsynku,
traeba przytozyc przez 30" site 50 kilogrammow w strone przeciwna
ruchu; wiadomo nadto ze, przez caly czas dziatania tej sity, statek
praebiegt 22,50, Pytanie jaki jest ciciar stathu, i jaka predhosc jego
ruchu jednostajnego ?
Nazywajac m masse statku, mamy réwnanie rézniczkowe jego
ruchu pod dziataniem sity 50k,
dv
m — = — 50,
dt i

Ztad, catkujac, otrzymujemy
mv — a) = — 50¢,
albo
(a) my = ma — 50¢,

gdzie ilosé a wyraza predkosé ruchu jednostajnego.
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Wedle warunku zagadnienia, statek po 30 sekundach zatrzymuje
sie; wiec powinno byé

0 = ma — 50.50
zkad
ma = 50,30,

Podstawiajac te wartos¢ w réwnaniu calkowem (¢) w ktérem

zastapimy v przez Z;f, bedzie
m ’;_j = 50.30 — 50¢.

Jesli zcatkujemy to réwnanie, i wyznaczymy stateczng dowolna
tak zeby zarazem bylo =0 i =0, znajdziemy

(b) me = 50, 30¢ — % 5022,

Wyrazmy teraz ze statek przebieglt 22m 50 przez czas 30" dzia-
tania przytozonej sity, bedziemy mieli

m. 22,50 = 50.30% = . 50.

..V
(=)
o
I

) -
o
<
0
=
‘Iv

.
2
. zkad wynika

Vi
00 o3 it

M=

Wiec ciezar statku jest
1000g = 9808k,8
1 jego ruch jednostajny ma predkosé

fI :M == ’1""50.
m
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210, RucH KRZY WOLINIINY JARIROLWIEK. Jesli Kierunck sily dzia-
lajacej na punkt materyalny nie jest ciagle ten sam, albo jesli
predkosé poczatkowa, ktéra ten punkt odebrai, nie ma kierunku
sity poruszajacej, ruch jest krzywolinijny. Linia ktéra punkt mate-
ryalny opisuje w przestrzeni moze by¢ krzywa plaska, albo linig
o podwdjnej krzywiznie. Ta linia nazywa sie krgina (*) punkiu
ruchomego. Niech beda z, y, z spolrzedne prostolinijne punktu
ruchomego M ; jego ruch w przestrzeni bedzie zupetnie wiadomy,
jesli sa znane ruchy rzutéw na trzech osiach spolrzednych, dane
przez réwnania

(2) B==1{{L); Yy = o(t), 2z =—(0)
Owoz, na koticu czasu #, predkosé rzutu punktu ruchomego M
. : o dv  dy dz
na trzech osiach wyraza sie od d 7€ — ,, =2 —
rzech osiach wyraza sie odpowiednio przez T it Ml

wige te ilosei sa sktadowemi predkosei ruchu w przestrzeni na
koricu tego czasu. Ale, na mocy juz windomego twierdzenia, pred-
kos¢ rzutu na osi OX, naprzyktad, wyraza sie przez

e T e o
== U/"—W/l : co daje /n—,j.\;'

Zlad wnosimy ze

@ n vﬂ dy vd// dz _D(/:.
e iiden? dr e di — ds’
Teraz uwazajmy ze ;-[]TE . %’ s %? sa liczbami (dostawami

w ukladzie osi prostokatnych) przez ktore trzeba mnozyé jakikol-
wiek odcinek stycznej, w punkcie M linii krzywej, aby ofrzymaé
jego rzuty na osiach spélrzednych OX, OY, 0Z. To dowodzi 7e
predkos¢ punktu ruchomego w kazdem polozeniu ma kierunek
stycznej do kraznej ktora ten punkt opisuje. Gdyby wiee sita poru-

(*) Wyraz uzyty przez ksiedza Raf. SKOLIMOWSKIEGO, w Mechanice ktora
wykladal w Szkole aplikacyjnej wojskowej. Dzielo autografowane. Warszawa,
1824.
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szajaca dzialaé przestala, punkt ruchomy opuscitby krazne w kie-
runku stycznej w punkcie rozstania sie.

215. ROWNANIA ROZNICZKOWE RucHU. Podezas gdy punkt rucho-
my M opisuje krzywe AB. jego rzut N na osi OX porusza sie

zarazem. Aby znalezé rownanie rozniczkowe ruchu rzutu N, wy-
obrazmy sobie Zze przez punkt M przechodzi plasczyzna V ktéra
sig razem z nim porusza, zostajac ciagle rownolegla do plasczy-
zny ZOY : plasczyzna V zawiera punkt N. Rozlozmy site P przy-
fozong do punktu M, na skladowe X, Y, Z rownolegte do osi
spotrzednych. Widzimy zaraz ze skladowe Y 1 Z, lezace na pla-
sczyznie V, sprawiaja tylko ruch punktu M na tej plasczyznie;
ale nie przyczyniaja sie w niczem do jego ruchu w strone osi OX.
Sama jedna skladowa X sprawia, rownolegle do osi OX, ruch.
punktu M razem z plasczyzna V i z nia ruch punktu N wzdluz
tej osi. To pokaznje wydatnie ze, jesli punkt N posiada masse m
punktu materyalnego M ktorego jest rzutem na osi OX, jego sita
poruszajaca X jest rzutem na tej osi sily poruszajacej P punktu M.
Zatem réwnanie rézniczkowe ruchu punktu N na osi OX jest

drbis

m i X.

Tak samo dla rzutow punktu M na osiach OY i OZ.

Wiec réwnania wyznaczajace ruch punktu materyalnego M. wol-
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nego w przestrzeni. sa

12

m % =X
2 d’z/

3 —

(3) By =
da’t

E—a==7
" de

Te rownania wyrazaja FUNDAMENTALNE TWIERDZENIE : Gdy punkt
materyalny massy m porusza sie w przestrzent, jeqo rzut na osi ja-
kiejkolwiek porusza sie joko punkt majacy te sama masse, ¢ poddany
Jedynej sile ktora jest rzutem na tej osi sity poruszajacej punkt w przes-
trzent.

Ruch rzutu punktu materyalnego na plasczyznie jakiejkolwiek
daje podobne twierdzenie, ktore jest czgsto uzyteczne.

Na mocy powyzszego twierdzenia, ruch krzywolinijny punktu
w przesirzeni, przedstawiajacy wielorakie trudnosei, przywodzi si¢
do trzech ruchéw prostolinijnych niezaleznych jeden od drugiego,
ktore sa daleko tatwiejsze do uwazania. 1 w samej rzeczy, w ruchu
krzywolinijnym sita wplywa zarazem na nature kraznej ktora punkt
materyalny opisuje, i na ustawe jego ruchu ; gdy tymczasem w ru-
chu prostolinijnym sita wplywa tylko na sama predkosé tego punktu.

Jesli sa wiadome rownania ruchu (2) punktu materyalunego, albo
tylko krazna i ustawa ruchu, wtedy rdzniczkowania dadza wartosci
d*x d*y d*z
tﬁ ’ (ﬁf ’ %—’ ’
1 nastepnie site poruszajaca P.

a rownania (3) wyznacza sktadowe X, Y, Z,

Zwykle jest do rozwiazywania zagadnienie odwrotne, to jest : dane
sa sily dzialajace na punkt materyalny, a trzeba znalezé roéwnania
jego ruchu i krazne. Wtedy wiadome sa X, Y, Z w funkeyi zmien-
nych z, y, s, ¢; ale, aby dojs¢ do rownan ruchu, trzebaby catkowaé
trzy réwnania jednoczesne drugiego rzedu, majace ksztalt

Az d*y d* 0
Eﬁ‘——-/fs Y Zartly 7y —fl Ly Yy 2y t), ;IT—/’\'L': Y% 0.
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W tak ogolnej postaci calkowanie jest niemozebne. Istnieja wszak-
ze liczne przypadki w ktérych mozna je wykonaé w czesci a niekiedy
zupelnie; a gdy sie to zdarza, otrzymuje si¢ trzy rownania ktére sa
funkeyami czterech zmiennyeh x, y, z, ¢ 1szesciu statecznych do-
wolnych. Te stateczne wyznaczaja sie wedlug okolicznosei poczat-
kowych ruchu. Jakoz, zeby ruch punktu byl zupelnie okreslony,
trzeba znaé polozenie tego punkiu w pewnej chwili, na przyktad
w epoce od ktoérej sie czas liczy, i nadto jeszeze wielkosé i kierunek
jego predkosei w tej chwili. To czyni szesé wartoSci danych, to jest :
{rzy spolrzedne punktu ruchomego w stanie poczatkowym, i trzy
sktadowe jego predkosci poczatkowej.

Przykiady ktore bierzemy na zastosowanie wylozonej teoryi, po-
kazg jasno jak, za pomoca polozenia i predkosci punktu w stanie
poczatkowym, wyznaczaja si¢ te stateczne wprowadzone przez cat-
kowania.

216. ZAGADNIENIE II. Punkt ciezki M opisuje ruchem jednostaj-
nym koto pionowe O3 jaka sita na niego dziata ?

Nazwijmy R promien kota, x, y spolrzedne punktu ciezkie-
go M, odniesione do dwéch osi prostokatnych OX, OY ; oznaczmy
przez s dlugos¢ tuku AM i przez a predkosé ruchu jednostaj-
nego ; bedzie s =at. Zatem rownania ruchu punktu M sa

ot at
== e =B i
z = Rdos 7 y = Rwst m
© Ztad wynika
il el N T
T g dos i
d*y a? at

e | s T
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maz y
ktora dziafa
R

w kierunku MO. Ale punkt M, jako ciezki, jest pod dzialaniem

Wiege sifa poruszajaca punktu M jest wynikowa

sity mg. Znajac teraz wielkos¢ i kierunek wynikowej dwoch sit
i jedna z nich, fatwo znalezé druga. Dosé tylko wystawié rowno-

legtobok MGKH, w ktorym przekatna MK przedstawia wielko$é i)li

i
i kiecrunck wynikowej przechodzacej przez srodek kola O, a zas
bok MG przedstawia wiclkosé i kierunek ciezaru mg; bok hiil
przedstawi szukang site co do wielkosci i do kierunku. Niech
bedzie T punkt w ktorym prosta MH spotyka 0§ OY; mamy

HM HK KM
Ztad
51 OMGEK S Rig 4 __ KM.LM _ ma?
ST TR et 56 RO e T

To dowodzi ze sita dzialajaca na punkt ciezki M przechodzi przez
punkt staty 1, i jest proporeyonalna do odlegtosei IM.

217, ZAGADNIENIE L. Punkt ciezki M, rzucony z potosenia A
z prediosciq posioma  a, porusza sie pod dziataniem sity ktora wy-
ptywa ze Srodka 1 lezgcego na pionowey Al, @ jest proporcyonalna
do odlegtosci punktu ruchomego od tego srodka. Znaleié krazne.

\ /

Jesli wezmiemy punkt 1 za poczatek spolrzednych proslokal-
nych, i oznaczymy przez #.IM natezenie sity dzialajacej na punkt M
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dostawy katéw kiore kierunek tej silty czyni z osiami spolvzednemi,
beda

) I/
M’ M

Mamy wige rownania rézniczkowe ruchu

m % = — n.IM. I\ = — na,
n {l—;(_{ — — NY — i
albo
e+ 2o
(a)

Oba rownania sa linijne; drugie przywodzi si¢ do pier\vszegn
. ! my o NdPu nu
jeshi potozymy 7 - ™ —u,  co daje —= + ==
n 2

m
Calki dwoch rownan (@) s

h n
&'='Avdest ‘/E—i—BWSLl ‘/

//_}_"%'1:(}(1056 ‘/;i”—I—D\vslt ‘/:-:l

Aby wyznaczy¢é cztery stateczne dowolne A, B, C, D, wezmy
pochodne wzgledem czasu ¢, bedzie

S E/_ wst ¢ ‘/ -+ B i/ dosti/ﬁ :
dt m m m i
dy | o g/ gl i/; o sl i/
o= (Jl/;’-lww ”—l—kl)ﬁ/ — dost i
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Uwazajmy teraz ze, podiug warunkow zagadnienia, powinno by¢
B g—=h, Dy

zarazem t=0, y=~h, gt =
punktu wyjscia A. Mamy tedy, do wyznaczenia czterech statecznych,

0; nazywajac /A rzedng

cztery rownania,
¥

Wiec rownania ruchu punktu M sa

r=a ‘/ﬁt wstt‘/g ,
n m
= | Wi 'losl‘/yi——ln—'q-
Y (‘(+ n s m n .

Jesli wyrugujemy ¢, znajdziemy rownanie kraznej

(5).

_ n ny + mg\?_
(L)_ ‘ma? G (nh -+ mg) i
X h )
Ta krazna jest ellipsa. Zeby byla kotem, trzebaby a = i \t_ﬁ’_"” ;
/N

m

wtedy promien tego kota bytby « ‘/'ﬁ .

218. ZacADNIENIE IV, Punkt materyalny jest prsyciagany przes
s$rodek majaey moc  przyciagajaca  proporcyonalng do odlegtosci, @
praebiega ruchem jednostajnym linie prosta ; kierunek jego predkosce
poczatkowey znajduje sie na jednej ptasczyanie = ta prosta. Wyzncazye
rdwnanie ruchu.

Wezmy za poczatek O spolrzednych prostokatnych potozenie
poczatkowe srodka przyciagajacego; i niech beda a i b spol-
rzedne poczatkowe punktu materyalnego, p i ¢ rzuty jego pred-
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kosci poczatkowej na osiach spotrzednych, « i 8 rzuty predkosci
srodka przyciagajacego.

Na kotieu czasu ¢ spolrzedne srodka przyciagajacego sa of i Bl
zalem, oznaczajac przez &, y spolrzedne punktu materyalnego
w tym samym czasie, i przez p przyciaganie na jednosé odlegtosci,
rownania rozniczkowe ruchu beda

i
e

= et — ),

d*y
R (] A T
7 =Bt —y)

Oba réwnaunia sa linijne. Pierwsze mozna tak pisac
Az — ol)

T—}—p(w— el ="

pod ta postacia widzimy zaraz ze catka ogolna jest

o — at = A dost \u + B wst ¢ Vp.
zkad
dr = 12 - -
7 — 2 =—AVp wsttyp 4B Ypdost .

Staleczne A 1 B wyznaczaja si¢ przez warunek zeby bylo 7a-
razem

=" ;= =
r % dt s
co daje ’
Npe=iehy B =L f_-a-
Ve
Wice

iz = at + a dost \p -+ £ ;/—_a wstZ Vpe
MECHANIKA ‘

20
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Znajduje sie tak samo

y =Bt -+ b dost Vu —]—Q——B wst Vp.
Vie

Gdyby srodek byt odpychajacy, rbwnania ruchu punktu mate-
ryalnego bylyby

x:at+4< +P\/F> ‘/:‘4-;(@__ "\E")f”ﬁ

’1 5\ v 1 — B\ —tvp
Ok e -

Uwaea. Jako przypadek szezegolny, mozna przypuscié ze srodek
przyciagajacy albo odpychajacy jest nieruchomy. Czyniac wtedy
« =0, p =0, otrzymuje si¢ rownania ruchu; poczem fatwe rugo-
wanie czasu ¢ daje na krazne, ellipse gdy jest przyciaganie, hiper-
bole gdy jest odpychanie, albo lini¢ prosta w obydwoch przypad-
kach.

219. PRZYSPIESZENIE W RUCHU KRZYWOLINNYM. Niech bedzie M
potozenie ktére punkt materyalny zajmuje na krainej AB na

m

/MI T,
M- ://';// == V\\
s s, ,

koncu czasu ¢, M' polozenie na korcu czasu ¢ - Af; i niech
wtedy odcinki MT, M'T" stycznych do kraznej w M, M" przedsta-
wiaja odpowiedajace predkosci tego punktu. Nazywa si¢ zmiennoscii
predkosei punktu materyalnego od potozenia M do M, albo pred-
koseig nabyta w czasie Af, predkosé ktora, ztozona z predkoscig MT
na korcu czasu ¢, daje predkosé wynikowa MT’ na koricu czasu
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t -+ At tak ze, jesli poprowadzimy proste MT,, réwna predkosci
M'T i do niej wprost rownolegla, i dopelnimy réwnolegtoboku
MTT,P, bok MP albo TT, bedzie przedstawial zmiennosé¢ pred-
kosci co do wielkosci i kierunku.

Gdyby krazna AB byla linia prosta, wtenczas zmiennos¢ pred-
kosci rownalaby si¢ réznicy M'T" — MT — 4, i mialaby kierunek
tej kraznej.

Stosunek % nazywa sie przyspieszeniem sredniem, a jego granica

TT, ’ | .
ke zostala mianowana przyspieszeniem catem, albo poprostu

prayspieszeniem punktu ruchomego w przestrzeni.

W ruchu prostolinijnym punktu materyalnego przyspieszenie ma
Za miare 7/%), jakosmy widzieli w numerze 200.

Otrzymuje sie fatwo wyrazenie analityczne przyspieszenia punktu
ruchomego w, przestrzeni, znajac rzuty tego przyspieszenia na
trzech osiach spoltrzednych.

Owoz, nietrudno wyrazi¢ analitycznie rzut prostej TT, na osi
jakiejkolwiek, takiej jako OX ; bo dosy¢ tylko zrzutowaé na tej osi
linie wielokatng TMT,.

Aby to uskuteczni¢, uwazajmy ze, jakiekolwiek sa osie spotrzedne
prostolinijne, pochyle albo prostopadle, rzut odcinka TM, wzigtego
na stycznej w punkcie M kraznej, réwna si¢ wieloczynowi

dry W defder - T

lM'ds o Lo T

a zas rzut boku MT,, czyli odeinka M1’ wzigtego na styczne)
w punkcie M’ kraznej, jest rowny wieloczynowi

(% 4 8 50),
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z ktorego-wynika

ds de . dzx s lldzx dr ds
(Jt+ dtHds"l— dﬂ di T oas B +d, AR w
__dz dx

VT JrAd/

Wiee rzut proste] TT, na osi OX wyraza si¢ przez A % )
3

Tak samo rzaty prostej TT, na osiach OY, OZ wyrazaja sie

dy dz

e I 2N
pre de > " dt

Zatem rzut na osi OX przyspieszenia punklu M w przestrzeni

jest

i AgF 5 oty
SUTAE Tde

Widzimy wige ze rzuly przyspieszenia  punktu materyalnego
w przestrzeni, na (rzech osiach spoirzednych jakichkolwiek, przed-
stawiaja sie przez pochodne drugie spéirzednych z, y, z tego punktu
wziete wzgledem czasu /.

Ale rownania rozniczkowe ruchu punktu materyalnego daja

takze

2B vy Y d*z 7

de? m’ de — m’ e~ m

Ztad wynika wazne TWIERDZENIE @ (idy punkt materyalny porusza
sig w prestrzent = przyspiesseniem jakiemkolwiel, wtedy : 1° jego
rzut na kaidej ze traech osi spitrzednych porusza sie z prayspieszeniem
ktdre jest rzutem na tej osi prayspieszenia w praestrzent ; 2° przyspie-
szence punklu w przestrzent przedstawia wielkosé i /.mrune/; sity pray -

spieszajace;.
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W przypodku osi spéirzednych prostokatnych przyspieszenie cafe
wyraza si¢ przez

12 1y 2\ 2 "B\ 2 'd%z \ 2
a= 1V () + (&) + (%)

/ /

RUCH PUNKTU MATERYALNEGO NA DANEJ POWIERZCIINI ALBO LINII.

220. 10 Gdy punkt materyalny, pod dziataniem sity P, musi poru-
sza¢ sie na danej powierzechni na ktorej opisuje pewna linie, ta
powierzchnia, albo jakiekolwiek wiazadlo ktére go przymusza do
zostawania na powierzchni, wywiera na niego dzialanie zwane
oporem; a nawzajem punkt materyalny ktéremu powierzchnia,
albo wigzadlo, przeszkadza braé ruch wolny, wywiera na nia
oddziatywanie czyli parcie rowne i przeciwne jej oporowi. Mozna
usunaé mysla powierzehnie, albo wiazadlo, i uwazaé punkt ruchomy
jako wolny, byle do sily poruszajacej P dolaczono pewna sife N,
wielkosci niewiadomej, ktoraby przedstawiata opor powierzehni albo
leznosé wigzadta. Opdr powierzchni materyalnej jako sifa rozklada
si¢ na dwie sily, z ktérych jedna jest normalna do tej powierzchni,
a druga jest styczna do kraznej punktu materyalnego i dziala w stro-
ne przeciwna jego ruchu; ta ostatnia nazywa sie farciem. Doswiad-
czenie pokazalo ze tarcie jest proporcyonalne do parcia punklu
materyalnego na krazne materyalna, i nie zalezy od predkosci.

Jesli niema tarcia, opdr N powierzehni jest sita normalng. W tem
zalozeniu, oznaczajac przez X, p, v katy jakie sita N czyni z trzema
osiami prostokatnemi w punkcie Mz, vy, z), wyrazamy ruch tego
punktu na powierzchni przez réwnania

T .
m ”,T_X—{-Ndoﬂ.

dy _ .
e — Y -+ N dos g,

o)

dz
s Z |- N dosy,
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w ktoryeh X, Y, Z znacza summy rzutéw sil wprost przytozonych
do punktu ruchomego.

Do tych réwnan ftrzeba przylaczyé rownanie danej powierzchni

flz,y,2) =0, albo flz,y,z 8 =0,
wedlug jak ta powierzchnia jest niezmienna, albo moze sie od-
ksztatcaé z czasem.

Mamy wicc cztery rownania do wyznaczenia czterech niewiado-
mych z, y, z, N w funkeyi czasu .

Rownanie powierzchni daje wartosci liczebne dostaw katow A, p, v
podstawiajac te wartosci, otrzymujemy

/  @r__ o | N df
S Rk i
() | mg=v+3 9
A df
| mE=rty e

: R s A1df\E | rdf df
Oznaczamy przez V pierwiastnik == (4/ <(/ /’/
y prae pierwiastnik l (‘r.lzf) _|_ Z) +\dz

dajac mu podwdojny znak ==, dlatego ze opor powierzchni moze
mied jeden albo drugi z dwoch kierunkéw normalnych.

Rugujac N miedzy trzema rownaniami (4), otrzymuje sie dwa
rownania ktére, dofaczone do rOwnania danej powierzchni, wyzna-
czaja x, y, = w funkeyi .

Mozna potem, za pomoca jednego z roéwnan (h), wyznaczyé od-
dziatywanie N powierzehni w funkeyi tej samej zmiennej ¢

Ale zwykle, dla uniknienia irudnosei rugowania, uzywa sie do
rozwiazywania tego zagadnienia, innej metody ktora na swojem
miejscu wylozymy. ‘

2° Punkt materyalny moze by¢ jeszcze wiecej utrudzony w swoim
ruchu niz kiedy musi poruszaé sie na danej powierzchni, mozna
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albowiem przymusi¢ go do poruszania si¢ na danej linii materyal-
nej, albo do opisania pewnej linii. W tym przypadku krazna punktu
ruchomego jest wyznaczona, i polowa zagadnienia rozwiazana.

Zeby mieé ustawe ruchu tego punktu trzeba, do sily poruszajacej,
dotaczy¢ opor kraznej materyalnej, rozkladajac ten opér na sile
normalna do kraznej i na site, w Kierunku stycznej, ktora przedstawia
tarcie.

W przypuszezeniu ze niema tarcia, na przyktad gdy punkt mate-
ryalny przywiazany do nici nierozciagalnej opisuje pewna lini¢, opor
tej nici jest normalny do kraznej, i réwnania ruchu sa, jako w po-
przedzajacym przypadku,

d2x

de?

= X Ndosa
m d-—‘y-——Y—I—N(lnsP

ar

d%z

mﬁ:L-{-NdOSv.

Wprawdzie katy A, p, v nie sa wiadome, i nalezenie sily N
nieznane; ale wiadomo ze sita N jest prostopadta do krainej
punktu; co daje

f/‘l/ / dz e
los )—{—d— —|—(Tsd0s~,__0,

albo
dz dos A + dy dos p + dzdosv = 0,
z roOwnanien

dos? ) 4 dos? p 4 dos?v = 1.

Sa do tego jeszcze dwa rownania danej kraznej. To wszystko
razem czyni siedem rownan dostatecznych do wyznaczenia siedmiu
niewiadomych x,y, 5, N, X, u, v w funkeyi czasu ¢.
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221. W przypadku istnienia tarcia, w rownaniach ruchu punktu
materyalnego na danej powierzehni albo linii, do skladowych sily
przytozonej P i normalnej N trzeba dolaczy¢ skladowe tarcia.
Te sktadowe, nazywajac [ spdfezynnik tarcia o ktorym pozniej
mowa, wyrazaja si¢ przez

NLGL o Ay Nz
Tk aggeiia Tl Vigga NG

Z rOwnanien)

ds? =dx* + dy* 4 dz*.

RUCH POCISKOW W PROZNT.

222. Niech bedzie A polozenie z ktorego punkt ciezki M zostat
rzucony z predkoscia v, w kierunku AT. Wezmy za o$ rzednych

AR A
| T AL
/ /, ‘ \
l //,' i \
/ \ [X
e

pionowe AY, i za os odeietych poziome AX lezaca na plas-
czyznie pionowej YAT. Punkt M bedacy pod dzialaniem samej
tylko ciezkosci, w praypuszczeniu ziemi nieruchomej, porusza sie na
plasczyznie pionowej YAT; bo niema przyczyny zeby sie od niej
oddalat z jednej strony raczej niz z drugiej. Oznaczajac przez z, y
spllrzedne punktu M, w epoce ¢, poniewaz jedyna sita przylozona
jest ciezar mg ktory dziata w kierunku rzednych odjemnych,
mamy réwnania rézniczkowe ruchu

. d*x d*y
1) === L —
, Bl o dB T S
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Calkowanie tych dwoch rownan daje

de. ., - dy ’
=0 =< =0 =l
dt = i

Aby wyznaczy¢ stateczne dowolne (0 i (', uwazajmy Zze, nazy-
wajac « kat TAX jaki predkosé poczatkowa v, czyni z osia AX,

skladowe tej predkosci, to jest wartosci dla %, :j—;l I =)

sa vydosa, v,wste; zatem

L — vedos
—_— = (3
dr ¢ .

d
!TZ = vy WSta — gt.

Catkujac drugi raz, i wyzoaczajac dwie stateczne tak zeby bylo
zavazem (=0, x =0, y = 0, znajdujemy

2 =v,t dos «
2)

1 .,
y=1vy twstu — - g2
2
Takie sa rownania skoriczone ruchu punkiu ciezkiego M w prozni,

i takie réwnania rachu jaki bierze w prézni pocisk jednorodny
sferyezny.

Dodajac kwadraty sktadowych 37” :l/—';/, bedziemy mieli pred-
kosé »
(3) 12 = vz — 20,9t Wst o« + g2 = ve® — 2gy.

Ta formuta pokazuje ze pocisk upada w punkeie B z ta samq
predkoscia z jaka wyszedt z punktu A, albowiem dla y = 0
jest v =,
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Czas w ktorym pocisk przebiega krzywe AMB  otrzymuje sie
z rownania (2)

0 = v WSl oo — ‘13 gt

ktore daje

_ 2y, wsta
g9

¢
223. Jesli wyrugujemy czas ¢ miedzy rownaniami (2), olrzy-
mamy réwnanie kraznej

gz
20,2 dos? «

Yy=zstya —

Dla skrocenia uezynimy »,2=2g¢h, oznaczajac przez h Wyso-
ko$¢ nalezna predkosci poczatkowej; bedzie

9

2

// — x5 e
() y=uastye hh dos? o

Rownanie krazoej ‘dowodzi ze punkt ciezki M, rzucony z pred-
kodeia »,, opisuje w prozni parabole ktorej os jest pionowa.

Jesli w ostatniem rownaniu polozymy y = 0, otrzymamy

x = hhwstodosa = 2k wst 24.

Ta warto$é odeietej = daje punkt B w ktérym pocisk upada
na poziomej AX, i wyznacza dlugosé AB ktéra sie nazywa do-
niostoscia strzatu albo obszernoscig rzutu. Widzimy tatwo ze dtugosc
AB jest najwieksza mozebna gdy wst 2« =1, to jest gdy o = 45°.
Wiec pocisk, rzucony z dang predkoscia poczatkowa, nabywa
najwiekszej doniostosci kiedy kierunek tej predkosei jest nachylony
na A5° na poziom.

Zeby mieé¢ wierzcholek C przebiezonej paraholi, to jest punkt
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315
najwyzszy w ktérym styczna jest pozioma, zrownajmy do zera
pochodne rownania (4); bedzie

dy &
e sty «

AR, it
zkad

2 = 2h wst o dos a.

Podstawiajac te warto$¢ w rownaniu (4), znajdujemy
= h wst? o

Wiec, nazywajac & i x spélrzedne wierzcholka C paraboli
mamy

£ —= 2hwste dos «
n = h wst?a.

Rzedna CD wierzehotka (. nazywa sie wysokoseia strzatu; jej

warto$é Awst2« dowodzi ze, dla tej samej predkosci ve, wysokos¢
strzalu jest maximum gdy kat o = 90e.
L ]

Jesli wyrugujemy « miedzy dwoma ostatniemi réwnaniami,
ofrzymamy

Ei—l-— hn?2 — bhn = 0.

Réwnanie pokazuje ze, gdy pocisk jest rzucony pod réznemi
katami strzatu, ale z ta sama predkoscia v,, najwyzsze wzniesienia
jakich dosiega tworza ellipse, ktorej rzedna maximum » =/ od-
powieda katowi «=—=90°, jakosSmy wyzej znalezli.

Spotrzedne wierzchotka paraboli daja jeszcze

— % Sty oL,

el S

Ten stosunek dowodzi ze miejscem najwyzszych polozen punktu M,
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rzuconego pod tym samym katem o, ale z roznemi predkosciami
poczatkowemi, jest linia prosta.

Parabole opisane przez pocisk M, rzucony z polozenia A z ta
_sama predkoscia poczatkowa vy ale pod réznemi katami strzatu,
posiadaja wiele spolnych wlasnosci. A najpierwej, wszystkie maja
za kierownice linie pozioma HL, poprowadzona przez punkt H

ktorego rzedna AH = /. Jakoz, parametr kraznej jest 2/ dos?e,
co daje kdos’« na odlegto$é wierzchotka od kierownicy ;
ale znalezliSmy juz rzedne v wierzchotka rowna /7 wst?e, wiec
hdos®a + hwst?e = h jest odlegloscia kierownicy od osi AX.
Co wlasnie dowodzi twierdzenia.

Nadto, poniewaz prosta HL jest kicrownica kazdej z parabol opi-
sanych, jesli oznaczymy przez F ognisko jednej z nich, bedzie
AF = AH; wigc ogniska tych parabol sa na okregu kota AH.
Ich wierzchotki C, C'... sa na ellipsie &2 4 hy? — bhn = 0; co juz
wiemy.

220. Rozwiazmy teraz nastepujace zagadnienie.

Jaki powinien byc kat strzatu zeby pocisk, rzucony = punklu A
z predkosciq vy, dosiegnat celu M(z, y)?

Niewiadoma jest kat «. Dla skrécenia uezyrimy

stya = u, zkad dos’e =

L s
1+’
odstawiajac te wartosei w rownaniu kraznej, mamy
p J 15 \

g g, _(%
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albo

(5) & — hhgu -+ hhy + > = 0.
Mozebnosc zagadnienia wymaga zeby bylo

Wicx® > a*(hhy + z*) albo  u* + by — hl* < 0.
Zatem, jesli wykreslimy parabole

(6) 2= —0h(y — k),

zobaczymy fatwo ze : 10 jesli cel M znajduje sie wewnatrz tej pa-
raboli, niewiadoma » ma dwie wartosci rzeczywiste nierbwne i
obie dodatne; wiec wtedy mozna dosiegnaé celu M, rzueajac po-
cisk pod dwoma réznemi katami strzatu.

2° Jesli cel M jest na paraboli (6), dwa pierwia%lki U S@ rzecLy-
wiste rowne ; wtenczas pocisk moze dosiegnaé celu M, ale tylko
rzucony pod jednym katem strzalu. 3° Nakoniec, jesli cel M znaj-
duje si¢ zewnalrz paraboli (6), wartosei u sa urojone ; w tem poto-
zeniu nie mozna dosiegnaé celu M zadnym pociskiem, rzuconym
z punktu A z dana predkoscia poczatkowa v, Dla tej przyczyny
parabola (6) nazywa si¢ parabola bezpieczenstwa,

Parabola bezpieczenistwa jest owloka parabol, jakie opisuje pocisk
rzucony z punktu A z predkoscig poczatkowa v, pod wszystkiemi
mozebnemi katami strzalu. Aby otrzymaé te owloke, trzeba, jako
wiadomo z Analizy, wyrugowa¢ paramelr « miedzy rownaniem
kraznej (4) i pochodna wzgledem «, albo co tosamo, wyrugowadé
zmienne u miedzy rownaniem

A u”
Y =xu — “(T"/,F—) >

1 jego pochodna wzgledem w

():w—-ﬂ.

2h
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Wiynikajace ztad rownanie

y:h—lx—k

przedstawia wlasnie parabole bezpieczenstwa.

RUCH POCISKOW W POWIETRZU,

225. Gdy pocisk sferyczny jednorodny, albo zlozony z warstew
jednrorodnych, jest rzucony w powietrze, wtedy, w przypuszezeniu
ziemi nieruchomej, jedyne sity dzialajace sa : 1o cigzar pocisku, mg,
ktory jest sita staly; 2° opor powietrza, ktory jest sitp skierowana
wedle stycznej do kraznej i w strone przeciwng ruchu.

Biorge zagadnienie ogolne, zalozmy ze opor powietrza wyraza si¢
przez m(a - kvt), a i k spolezynniki state ; skladowe tego oporu
beda

— m(a - k) % s, —mla-Fk un) '/’/

Mamy wiee rownania rézniczkowe ruchu

(M = — (o ) 2
dy o 4Y
(2) = (@ kv )%- q.

Pomnoézmy pierwsze rownanie przez d?y a drugie przez dr,
i odciaggnijmy stronami, otrzymamy

(@~ ko) (dudry — dyd?z) = gdsd?s.

Dla uproszezenia, wezmy za zmienng positkowa kat « jaki styczna
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do kraznej w punkeie M(x, y) czyni z osig ™, bedzie

dy
dz

sty o,
de = v dosa di ;

ztad wynika

dadz?
dos?a

dxdy — dydiz =

dz
7 dos « dv — v wstada.

Podstawiajac te wartosci, olrzymujemy
(3) (@ + kv)da =9 l/’“ g(dosadv — v wsla da).

albo

)v—"da: kit )
g dos o

VRt dy — (sty «—

g dosa
Polozmy teraz

du
== T, zkgd v ldv= —;
==

przez podstawienie tych wartosci, ostatnie rownanie staje sie

(h) du—l——n(styg—}—_"_) uda:_ik_d_f"_.,

gdos a

To rownanie jest linijne ; catkujac je znajdujemy

P nk dosna W@ na
=Ty “ma | sw? ( L ‘1‘) da
sty ¢ (‘f i °_‘> ___./'—_24 .
' h'o2 dos™*la

%n

319
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320

albo
LA !.'il o
(’3) v — — nk dos"e bty 7 (_[1 _|_ 'ﬁ' )da
C - 7 "_a(‘rr o dos™ g
St.\v g n/—l + i)! )

Tym sposobem predkosé » jest wyznaczona w funkeyi kotowej

kata a.
Mozemy teraz wyrazic dz, dy.d= w funkeyi «. Jakoz, jesli
wyrugujemy d’z miedzy rownaniem (1)1 pierwszem réwna-

niem (3), mnozac stronami, otrzymamy

vda— — ¢ i—il‘—:.!ll.

Z tego rownania wywodzimy latwo nastepujace

de = — " da,

(6) :
(7) dy = styady = — %"sly ada,
(8) e
g dosa

Zagadnienie ogélne jest zupetnie rozwiazane jako zagadnienic

Mechaniki, do Analizy nalezy catkowanie.
Aby utalwié¢ calkowanie wskazane w formule (5), uczyrimy

sLy(’i i g): &;

co daje
£ Wit —1 4 A
S — — o= .
& “TiLs
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Wiec

Gdy n jest liczba catkowita dodatna, catka moze si¢ olrzymacé
pod ksztaltem skornczonym.

. 1 L .
W szezegolnyi przypadku gdy " — 5= 2, rvoiniczka jest do-
4

kladna, i daje

nk nk :
el =— - — e L.
& TS ~ +
29e 1) 2g(n + /])wst‘z(g L 6;)

OPOR  POWIETRZA PROPORCYONALNY DO KWADRATU l‘Rl‘_lDKOb:CI.

226. Gdy predkosé punktu ruchomego nie jest ani bardzo powol-
na ani bardzo bystra, doswiadezenie pokazuje ze opér powietrza
moze byé uwazany jako proporcyonalny do kwadratu predkosci.
Stosujac do tego przypadku, kiéry sie zwykle zdarza, formute (5),
trzeba w niej uezyni¢ ¢=0, n = 2; bedzie

2 /. doz__
c g ) dosa

-—

(vdos«)

Dla utalwienia catkowania, potozmy
stya =p albo o =lukstyp,

zkad
da== r—d/’—i, (lUb«:—I— .
L+ Vi

Zatem powyzsze rownanie staje sie

vk +, Blny - 2'—/” } dpy1 = p.
9 «

2

MECHANIKA.
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Wykonywajac catkowanie, znajdujemy

) ""vF_"i ;{L—p\/1+p'—10"(P+\/‘+/')}

Stateczna dowolna € wyznacza sie przez wartosci poczatkowe
to 1 po, to jest

1- 0
Grads j/’ + po VI i - log(po 4~ VI F 7).
0

Ta réwnosé¢ dowodzi ze stateczna C jest dodatna 1 wieksza od
sunmy VI 7 log (VI )
Zachowujac litere ¢ uczynmy jeszeze, dla skrocenia,

C— pVI £ 2 — log(p + VT 77) = 4lp),

bedziemy mieli, na mocy rownania (9),

10) g Bs, hola
’ ko olp)

Ztad i z réwnan (6), (7), (8) wynika

(11) kde — — @ s
?(p)
d )

(12 kdy = — PP |
(12) y o)
== dp

(13) Vkgdt == — —t—.

Ve(p)

Te réwnania nie moga si¢ catkowaé, chyba tylko przez przybli-
zenie. Ostatnie pokazuje ze df i dp sy znakéw przeciwnych ; co
dowodzi ze p maleje kiedy # rosnie. Owoz o(p) > 0;

wiee p
maleje az do — oo

, bo inaczej czas t nie mogtby powiekszaé sie
nieograniczenie.
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227. Szukajmy teraz kraznej. Mamy

e 'p lf[: ‘
/Po {I‘
Inkie P pz//;
/”/ - ’jl’n //”

; A ¢ Y 'l
Poniewaz funkcya o(p) jest dodatna, a zas 8 <0, atad wno-

dp
simy ze « rosnie gdy p maleje od py az do — =o. Co do rzg-
: .. kdy —p
dnej y, jej pochodna g - dowodzi ze y najpierwej ro-
. dp = )

¢nie gdy p maleje od py do p=0, a polem y i p maleja
nieograniczenie,

Y ,_C\, S ,__El X’
‘ YA ar |
(R X
q/ lL < ) t X
A Y B R
/ D
o ?\V/K )

Nazywajac xy, ¥y spolrzedne wierzchotka (€ kraznej, mamy
"o dp / Po])d/;
Lri— —

» o(p)’

Poczawszy od wierzchotka kraznej, ruch punktu materyalnego
zbliza sie coraz bardziej do ruchu pionowego. Galaz CB przediu-
7ona ma niemaltyczne. Aby tego dowiesdz, przeniesmy poczatek
spotrzednych do wierzchotka C, biorac os$ 17ednvch w kierunku
ciezkosei, to jest polozmy

4 .
peppa gLy
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zkad

dy dy' ) -
d{ '-[';[ albo p=—p,

co daje

' . TR (1) 41 & p2)
pi—p)=C+p V1 p* + loglp’ + V1 4 p"):

Owoz, odeieta ' dazy do granicy skonczonej gdy p' rosnie ai
do o albowiem, biorgc ilo$é skoriczona 7 < p/, bedzie

iodpy vodp
& :. /0 P 1”) 2 } § .

Pierwsza catka jest oczywiscie skoriczona. Co do drugiej, ponie-
waz  9(—p/) > C—+p” mamy

o dp! j'D' dp! Ik
0 5y — fuk sl\ — — tuk sty = );
’; = S T ( Ve ' \(,)

wiee

! </ —// L) ( ——lukstv;é>

Rzedna #’ rosnie nieograniczenie, gdy p' zwieksza si¢ coraz bar-
dziej. Jakoz,

T pldp! v pldp!
k= J W -
=) v=p /1 ¢(— )

Ale widocznie
U—p) << C4 1 +p é log(1 -} p'2) -+ log2 < mp™,

oznaczajac przez m liczhe wieksza od jednosei; ta liczba dazy do je-
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dnosei w miare jak ' rosnie nieskonezenie, albowiem

1
C+1+ 5 log(1 + p?) + log2
m>1-- - i il

Mozna wiec wziaé m takie zeby zawsze bylo

' p'dp' fp: ’[pl
ey 88
= 5 ol Pl =+ . mp

Owoz

n' ’ 4 (ml @ A,
]”i’!f,—_img(&>, f B
i mp m 2 i mp

wiec y' moze przejs¢ wszelka wielkosé.

Z tego wszystkiego wynika ze galaZz CBD ma niemaltyczne EF,

dana przez roOwnanie
; dp!
el / :
CT e w1

Gataz CA przedluzona ma takze niemaltyczne, ale pochyla de
osi odcigtych. Jakoz, (p)>0, a pochodna ¢/(p)=—2y1+p?;
lo dowodzi ze @(p) maleje az do zera, gdy p rosnie do pewnej war -
tosci p, ktora daje ?(p,) =10, p nie moze przej$¢ po za p, bo d?
byloby urojone. Przez poczatek A spétrzednych poprowadzmy

proste AK

Y=pP1

i spusémy na nia prostopadte NK z punktu N (z, y) galezi CAN
przediuzonej ; bedzie

NK— =P 1 j" (e — p)ilp
VidFped — W pdJp C—pyi+p—log(p+VI+p)

Owoz, gdy p==p,, obawyrazy utamka pod znakiem { staja sie

v
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zero, ale wartos¢ ntamka, znaleziona metody wiadoma, rowna sie

_i, _: wiec granica prostopadiej NK jest iloscia skonezona,
21 + p?
i wyraza sie przez catke
g s V0,
BV -+ pd U, o(p)

Zatem prosta GH rownoleglta do prostej AK, popr'owudzonu
przez punkt G taki zeby AG = ¢rNK N1 2, jest niemaltyezna

gatezi CAN.

998. Gdy kat strzalu «, jest bardzo matly, pocisk nie wznost sie
% 0 5 o <
wysoko ; wledy mozna, zaniedbujac p* jako bardzo male, zeatkowacé

réwnania (11), (12), i znalezé kraine przyblizong. Ten przypadek
rdarza sie w strzale rdzennym artylleryi, i wtenczas krazna skiada
sic z krzywych prawie parabolicznych. W takim razie, zaniedbujac

o 1k pg?
p*1 biorac tylko :p(p):'% . »——‘r,_r/*)“* + Po—ps
0
bardzo maty.
Polozmy, dla skrocenia, l// 1:")"_" —
v o~

z przyblizeniem,

[’y dp
it == — | -

/Do "+ Po— P .

‘D /u///
. / =8
4 .po“‘\LPu"f‘]’

Pierwsze rownanie zeatkowane daje

a—+tp—p

n

kix = log
albo

aehs = a -+ P — Py

popelnia sie blad

bedziemy —mieli,
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Drugie daje

/,1/ = PP _|_. (a + po)log(l_—}__zzo__'_z_) g

Wiee, jesli wyrugujemy p, otrzymamy przyblizona krazne

y = apy — 7 (&= — kz —1),
albo

1 Do>
Y =zp, — ‘;I_A‘IZU (e —kaz—1).

Czyniae k= 0, znajdziemy krazne w prozni (223).

STLA STYCZENNA, SILA DOSRODKOWA .

229. Jakakolwiek jest sita P, poruszajaca punkt materyalny

w przestrzeni, mozna ja zawsze rozlozy¢ na dwie sily, z ktorych

“jedna ma kierunck stycznej a druga kierunek normalne) do kraznej
tego punktu.

: o -
Q |
\\ / 9
}\ \ A [/
W7
M
-‘\ 4
Jakoz,
dx i dx
wo_ "W _"T& _dode T
BT G d skt @’
albo
d
@ dvdz | . ds

BE=FHE T
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A jesli oznaczymy przez «, B, y kaly jakie predkosé punktu
ruchomego w polozeniu M(xz, y, z) czyni z trzema osiami prosto-
katnemi, przez o promieni krzywizny, i przez i, p, » jego katy
z temi osiami, bedziemy mieli

2
;[—{f I/I) Sa —|— —dos)\

Tym sposobem réwnania ruchu punktu materyalnego w przes-
trzeni biora ksztalt

& ‘[ == m i .lOba -+ i dos)
dr? o
(1) n’m’/ = m dosﬁ + ”ﬂ dosp
d?z dv mo?
Mo T M dosy -+ ¥ dosv.

Te roOwnania pokazuja ze, w ruchu krzywolinijnym punktu ma-
teryalnego, sifa poruszajaca P, (wynikowa wszystkich sit ktore na
ten punkt dziafaja), rozklada sie na dwie sity prostokatne; jedna

: dv A 3 Mis
z nich Mhoe TN kierunek stycznej MT w polozeniu M punktu
materyalnego na kraznej, i dlatego nazywamy ja SILA STYCZENNA ;
9
muv= . o . .
druga ~——, skierowana wedle promienia MK kata krzywizny

p
i ku jego srodkowi K, zostala mianowana sita no§rovkowa albo

sita kusrodkowa (centripeta). Oznaczajac przez S i D te dwie sily
sktadowe, mamy

s( m ~v = Z:: =35, albo 711:;[211,» =35
_ ' met __ D,
b g
Wartosci
g albo o i v

de ar

©
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nazywaja si¢ pierwsza prayspieszeniem styczennen:, druga p "ZYYS)LesEe-
niem dosrodlkowem

Powyzszy rozklad sil jasno dowodzi ze sita poruszajaca P, a tem-
samem przyspieszenie cale j punktu ruchomego, jest na plasczy-
nie przylegajacej do kraznej w punkcie M; albowiem plasczy-
ma PMT, na ktorej lezy sila P, zawiera styczne MT i promien
krzywizny MK kraznej.

Formuty (2) pokazuja wydatnie jakim sposobem sita dziatajaca na
punkt ruchomy wplywa na jego predkosé i na krzywizne kraznej.
I w samej rzeczy, zmiana jakiej ulega wielkos¢ predkosci punktu
materyalnego, pochodzi jedynie od sity styczennej ; tak ze, gdyby ta
sita styczenna byla ciagle zero, to jest gdyby sita poruszajaca P
byta ciagle normalna do kraznej, predkosé¢ nie zmieniataby sie i
ruch byltby jednostajny.

Podobnie, krzywizna % zalezy wylacznie od sily dosrodkowej
tak ze, gdyby sita dosrodkowa byta ciagle zero, to jest, gdyby
sifa poruszajaca byla ciagle styczna do kraznej, krzywizna tej linii
bylaby zero, i ruch bylby prostolinijny ; i nawzajem.

Jesli punkt materyalny jest pod dziataniem kilku sit, skladaé
wszystkie sity w jedna wynikowe P, i potem rozktadac¢ te ostatnia
na dwie sktadowe, styczenna i dosrodkowa, wychodzi na jedno co
rozkladaé osobno kazda z sit przylozonych na dwie inne, jedna we-
dle styeznej, a druga na plasczyzuie normalnej do kraznej. Sity
styczenne sktadaja si¢ w jedna sile S, rowna ich summie algebry-
cznej; a sity normalne daja wynikowe D, skierowana wedle pro-
mienia kota krzywizny ku jego srodkowi. Zkad wynika ze, jesli
ktora z sit przytozonych do punktu materyalnego M jest normalna
do kraznej, to ona nie daje sktadowej styczennej, nie wehodzi do
wartosei 'mi—%, i temsamem nie wplywa na przyspieszenie%.
Tak samo, sila skierowana wedle styeznej do kraznej nie wchodzi

Saiemp* z ; .
do wartosei — , a zatem nie wptywa na zmiane kierunkua pred-
¢
kosei,
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230. Gdy punkt materyalny M, poddany sile P, jest zmuszony
poruszaé sie na krzywej statej AB, mozna go uwazaé jako wolny,

K , /B
N P

\FT\\P’ / o

n |

/
W

preydajac tylko do sity P oddziatywanie N danej linii. To oddzia-
tywanie, czyli opor N krzywej AB, albo teznosé wigzadta ktére
zmusza punkt ruchomy M do jej opisywania, jest normalne do tej
krzywej, a rowne 1 przeciwne parciu punktu M. Aby znalezé usta-
we ruchu punkin materyalnego, roztézmy sile poruszajaca P na
styezenng S i na normalng Q do kraznej AB. Poniewas sita N,
W przypuszezeniu ze niema tarcia, jest normalna do danej kraznej
i nie wchodzi do wartosei m%" , rownanie rozniczkowe ruchu

punktu materyalnego na tej linii, jest

o 5

dt*

To rownanie ma zupelnie ten sam ksztalt co réwnanie vozni-
czkowe ruchu prostolinijnego :

md2.1,' -
ez -

i analityeznie jest to samo, jesli sita styczenna S wyraza sie w funkeyi
zmiennych sit tak jak sita P w funkeyi zmiennych 2 i £

Nie trudno, uwazajac sily styczenna i dosrodkowa, znalezé parcie
jakie dana krazna AB wytrzymuje. Niech bedzie D wynikowa
sit N i Q lezacyeh na plasczyznie normalnej do kraznej w pankeie M.
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)
o . . 4 ’ ik IR0 o URYLE
Sita D jest sila dosrodkowa, ktéra ma natezenie — i dziala
P
w kierunku MK promienia kola krzywizny.

2
e . 2 . . e g mo*
Site D', rowna i przeciwna sile dosrodkowej D= —- |, nazwano
¢
SILA ODSRODKOWA (centrifuga). Trzeba dobrze uwazaé ze sita odsrod-
kowa nie dziata na punkt ruchomy M, bo do niego nie jest przy-
fozona ; jest to sita zmyélona.

Owoz, opor N jest réwny i przeciwny parciu N’ jakie punkl ma-
teryalny wywiera, w kazdej chwili, na krazne na kidrej zostawad
musi, a sifa odsrodkowa D jest réwna i wprost przeciwna wyni-
kowej sit N i Q; wiec parcie N’ jakie dana krazna wytrzyriuje
jest wynikowa sity odsrodkowej D i sity normalnej Q.

Jesli sita przylozona P ma kierunek promienia krzywizny kraznej,
wtenczas, jako falwo widzie¢, parcie N’ jest summa albo rdznica
sity odsrodkowej 1Y i sity P.

W szezegolnym przypadku, gdy sifa przylozona P jest styczna
do danej krainej, skltadowa Q=0, i opor N stanowi sam sile
dosrodkowa D; wtedy sita odsrodkowa D’ wyraza cale parcie
jakiego krazna doznaje.

231. Uwazajmy teraz punkt materyalny ktéry, nie bedac podlegly
zadnej sile przylozonej, jest zmuszony zostawaé na danej krzywej
i porusza sie na niej na moey odebranej predkosei poczatkowe;.
Mozemy wyobrazi¢ sobie ten punkt jako wolny, jesli przylozymy
do niego sife N ktéra przedstawia oddzialywanie danej krainej.
Poniewaz sifa N jako normalna nie wehodzi do sktadowej styczennej,
bedzie

dv

e T Y

dat
zkad
="y i 8 = Uyt -+ Sy

To dowodz ze, w przypadku uwazanym, punkt materyalny M
przebiega dang krazne ruchem jednostajnym. Nadto Q ¢, practo
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9
v = —— . Wige, gdy punkt materyalny przebiega dang krazne

ruchem jednostajnym, sita od$rodkowa przedstawia jego parcie
na te¢ krazne, albo wyraza teznosé wiazadta ktore co zmusza do
opisywania tej kraznej.

Jako przyklad tego rodzaju ruchu wezmy proce. Kamieri przy-
czepiony do jednego korca sznurka, kidrego drugi koniec trzymamy
w reku, stanowi proce; dajac szybki obrét kamieniowi, mozna
otrzymac zeby opisywat, ruchem jednostajnym, mniej wiecej okrag
pionowy na okoto reki (216). Niech bedzie M najniisze polozenie

M:
|
|
10
. &
.
“‘. l . "
".:mﬂ M

kamienia. Teznos$¢ sznurka w kierunka OM bylaby rowna cieza-
rowi mg kamienia, gdyby byt nieruchomy ; ale, jesli jest w ruchu,

k . ] . R NG AN B
trzeba przydac¢ do tego ciezaru site odsrodkowa —  ktorej kie-
) : 5
runek schodzi sie z jego kierunkiem. Wiec teznosé¢ sznurka w po-
tozeniu OM, wyraza si¢ przez
2 :
m(_ +f/)

P -

W polozeniu $rednicowo przeciwnem OM', ta teznosé bedzie

v? )
m(— —g).
P

Jako widzimy, teznosé moze byé dodatna albo odjemna, a nawet
zero, w miave wiekszej albo mniejszej predkosci. Jesli teznosé jest
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dodalna, sznurek zostaje ciagle wytezony, 1 kamien opisuje przybli-
zony okrag. Jesli przeciwnie tezno$é jest odjernna, sznurek nie jest
wytezony i kamien opada. Nakoniec, teznosé zero jest punktem
przejscia z jednego stanu do drugiego. To wszystko stosuje si¢ do
potozeri posrednich, jako OM”; tylko, aby mieé teznosé, trzeba
braé, nie caly cigzar mg kamienia, ale jego skladowe mgdos«
wedle przedtuzenia sznurka. Zreszty, teznosé w polozeniach posred-

nich jest zawarta miedzy m(gJ -+ y> i Qn(}{‘ —g) ; zaniedbujac
: i \ /

ciezar samego sznurka

232. Jesli punkt materyalny M musi poruszaé¢ sie na danej po-
wierzchni, wienczas opisuje na niej pewna linie AMB. MoZzna uwa-
za¢ punkt M jako wolny w przestrzeni, dotaczajac tylko do sity
poruszajacej P site N ktora przedstawia oddzialywanie czyli opor
lej powierzchni. Opor N, rowny i przeciwny parciu punktu M,
jest normalny do powierzchni, jesli niema tarcia. W tem przypusz-
czeniu, roztozmy site P na dwie, jedng S styezna do krazngj
AMB, druga Q lezaca na plasczyznie normalnej do tej linii.
Sity N, Q, obie normalne do kraznej, skladaja sie w jedna D
skicrowang wedle promienia krzywizny w punkcie M(z, y, z)
kraznej. Mamy wiee, jako w poprzedzajacym przypadku,

mﬁvz:b', Sedie e
dt ¢

Rozamujac jako wyzej, znajdziemy fatwo ze parcie jakie powierz-
chnia wytrzymuje, w danym punkeie, jest wynikowa sity odsrodkowey
D" ¢ sity normalney Q, « ta wynikowa jest prostopadta do powierzchni.

Wige, aby mozna wyznaczyc parcie, trzeba mie¢ Q, v i g, Lo jest
znac ruch punktu materyalnego i jego krazne. Widzimy teraz dobrze
ze sita odsrodkowa czyni roznice miedzy oddzialywaniem statycznem
i oddzialywaniem dynamicznem powierzchni albo linii. I tak, jesli
punkt materyalny M zostaje w réwnowadze na danej powierzchni,
bedzie v = 0 i temsamem D == 0; wtedy sila () jest normalna
do powierzchni i wyraza cale parcie. Ale, jesli punkt M porusza
sie na tej powierzehni, ktora zawsze przeciwstawi opor, w tym ruchu
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smuszonym istnieje koniccznie sita- dosrodkowa D ; zalem parcie
S

mo=

jest wynikowa sity Q i sity odsrodkowej
: p

W szezegoluym przypadku, gdy sita przylozona P jest styezna do
kraznej, albo gdy niema zadnej sily przylozonej, Q=0; wtedy
sifa odsrodkowa stanowi sama parcie punktu materyalnego na po-
wierzchnig 1 jest do niej normalna. Ale sita odsrodkowa jest zawsze
na plasczyznie przylegajacej do kraznej ; ztad wynika ze, w przypad-
ku ktorym si¢ zajmujemy, ta plasczyzna przylegajaca przechodzi
przez normalne do powierzchni w tym punkcie : co jest wlasnie
cechujaca wilasnoscia linii  geodezyjnej. Wige opisana krazna jest
Jjedna z linij geodezyjnych danej powierzchni.

Z tej okolicznosci dobrze jest uwazaé 7e linia geodezyjna posiada
trzy glowne wiasnosei :

1° geometryczna : jest ogélnie najkrotsza linig jaka mozna popro-
wadzi¢ na danej powierzchni migdzy dwoma jej punktami (*).

20 statyczna : wyraza figure réwnowagi ktora bierze sznurek wy-
tezony na powierzchni.

3° dynamiczna : jest droga ktéra idzie punkt materyalny na po-
wierzehni gdy jest zostawiony swojej wiasnej predkosci.

233. SizA BEzZwrADNOSCI. Nazywa si¢ sita bezwtadnosci punkiu
materyalnege w ruchu sila réwna i wprost przeciwna jego sile po-
ruszajacej.

Niech beda #, y, = spélrzedne punktu materyalnego, odniesione
do trzech osi jakichkolwiek ; m jego massa, ¢ czas. Wiemy ze skla-
dowe sily poruszajacej P, szacowane wedle tych osi, wyrazaja sie

e d%z . $7%
praez m s m#, e zatem skladowe sily bezwladnosci sa

== b in Ty
ezt de’

m d?z
dr?
(") Na sferze fuki kot wielkich sa liniami geodezyjnemi. Najkrotsza droga od
jednego punkiu do drugiego na sferze jest dobrze luk kola wielkiego ; ale na-

wzajem luk kola wielkiego taczacy dwa punkta nie jest najkrotsza droga, jesli
nie jest mniejszym tukiem tego kota.
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Widzielisiny ze sila poruszajaca P rozklada sie na dwie sity pro-
I ja ¢ ¥ I

. do . . mv?
stokatne, to jest na styezenna My 10a dosrodkowa —— . Tak samo
. ¢
sita bezwladnosci moze si¢ rozlozyé na dwie ktore sa im rowne

v

i wprost przeciwne ; pierwsza jest sila styczenng bezwtadnosel — m -,
2 o cg s v d[

muy2
druga sita odsrodkowq Loy
P

Sita bezwladnosci punktu materyalnego wyplywa z niego samego,
jest jego oddzialywaniem przeciw sile poruszajacej; a nie bedac
przytozona do tego punkta, nie moze w zaden sposib ani mu udzie-
la¢ ruchu ani go w niczem modyfikowaé. Sita bezwladnoseci jest
sita idealna. Nazwa sity bezwtadnosei nie zdaje si¢ logiczna, ale jest
uzyteczna w wystowieniach twierdzen mechaniki. Mielismy juz fego
przyklad w wyrazeniu parcia za pomoca sily odsrodkowej; zoba-
czymy pozniej jak wprowadzenie samej nazwy sil bezwladnosci
wtatwia wystowienie daleko wazniejszych twierdzen.

Aby lepiej wyjasni¢ to co nazywaja sifg odsrodkowa wezmiemy
kilka przyktadow.

234, ZAGADNIENIE V.  Aulka M majaca masse m, zawieszona
w punkeie A na nici dtugoser AM = a, zostata oddalona od poto-
zenie pionowego AO, © pehnieta tak zeby opisywata koto promienia
OM =R ruchem jednostajnym. Znalezé teznosé nict AM.

\

A
\\
\

oo
( l

0

\
=

o~ ~

Nazwijmy s dlugos¢ luku BM kola, odpowiedajaca katowi srod-
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kowemu BOM ==6; bedziemy mieli

§=—R6;
Co daje predkosé
ds B db
= I —.
dt dt

: df : 4% 4
Stosunek 7 (Dazywa sie predkaoseia katowa punktu M ; jesli ozna-
czymyte predkosé przez w, bedzie

ds
dt

=R

Zalew, sita odsrodkowa wyraza sig przes

)
nme* i
e et

(
a Hnamy

(0="na

Teznosé nici jest wynikowa tych dwoch sit prostokatnych. Owoz,
niech pionowa MG przedstawia ciezar kulki M, a dlugos¢ MH,
wzieta na przediuzeniu promienia OM, sile od$rodkowa me®lt; prze-
katna MK rownolegtobokn MGKH przedstawi wielkos¢ i kierunek
teznosci nici AM. Wiec dwa trojkaty podobne x\.IHK, MAO dajp

MK __ M,
AM~ MO’

zkad

me*Ra 5 1
= Mwd.

MK =

Ten wynik dowodzi ze teznosé nici zalezy od jej dlugosei, od
massy kulki i od predkosci katowej.
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235. ZAGADNIENIE VI. Punkt materyalny, pod dziataniem sity ma-
Jacej kierunek staty, porusza si¢, w pewnym srodku ktéry staws opér.

Wyznaczyé ustawe oporw jesli kraina jest wiadoma, ¢ nawzajem krazne
Jesti opor wiadomy .

Biorac o$ rzednych wprost rownolegla do sity Y dzialajacej na
punkt ruchomy, nazwijmy R opér $rodka i s tuk przebiezony;
réwnania rézniczkowe ruchu, wyrazone przez sily styczenna i do-
srodkowq, beda (w przypuszczeniu m = 1)

Owoz,

przez podstawienie tej wartosci, drugie rownanie staje sig

el g
T de dy

|
..‘l-<,

v

Dla wyrugowania sktadowej Y%’, zrézniczkujmy ostatnie 1o-

wnanie wzgledem &, otrzymamy
pdo _ds &5 X 1 de d Y
de ™ dz di¥ dy " 2 di? de @y’
dz? dz?

Ale, poniewaz x jest zmienng niezalezng, manay

d: d?
ds d—;F’ = 1] d—g,,

MECHANIKA. 22
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i

podstawmy te wartosé i podzielmy przez Z—; , bedzie

AN D R B
N P r
daz?

Odciagajac teraz ostatnie rownanie od pierwszego, znajdujemy
formute

Rom—r 2 2
2 dx dzx r/‘{i/’
d?
ktora rozwigzuje podwojne zagadnienie.

W szezegolnym przypadku, gdy opor jest proporeyonalny do
kwadratu predkosci i do gestosci D srodka, oznaczajac przez k
spolezynnik staly, mamy

R = /kDv%

Jesli wyrugujemy »* 1 potem p, bedzie

dx dst Y
B =iDpY = =ID-—— —.
Re¥ ds 2 daz? dy
dx?

Wiee, podstawiajac wartosé R, znajdujemy

d*y
o dede® d. Y _ ded Y

du? da®

Ta formuta daje gestosé srodka w ktérym sie punkt porusza, gdy
krazna jest wiadoma; i nawzajem daje krazne gdy gestosé jest
wiadoma.

236. ZAGADNIENTE V1L Punkt materyalny, prayciagany przez Srodek
staty, porusza sie w ptynie opornym (w powietrzu). Wyznaczyé ustawe
oporu gdy j est znana krazna ;0 nowzajem kraine gdy opér wiadomy.
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Wezmy punkt w ktorym sie znajduje srodek przyciagajacy za

poczatek spolrzednych biegunowych », 6. Nazywajac Q site przy-

ciagajaca, R opdr, p prostopadle spuszczona z bieguna na styczne

do kraznej w punkcie M(r, 6), i biorac masse¢ m =1, mamy
réownanie rozniczkowe ruchu

dv dr
— me e () P
’)(IS' =4t i
ﬁ — Q"-)
e 7

Aby wyrugowac¢ sktadowe Qﬂ, zrozniczkujmy oslatnie ro-
y wyrug ( 7 jmy

wnanie wzgledem ds, bedziemy mieli

o 1 .d, 1 [, seadr dr A di
et 2 biPOeeity -0 Shul 2
Y s p? ([) Q dp) 0 ds F 29> ds ( v )

po czem, odciagajac to rownanie od pierwszego, znajdujemy for-
mule

b= g G (70 )

ktéra rozwiazuje podwojne zagadnienie.

W szezegdlnym przypadku, przypuszezajac opor proporcyonalny
do kwadratu predkosci i do gestosci D; bedzie

R== /[UU!)'

gdzie £ oznacza spolezytinik staly,
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Jesli wyrngujemy »? bedziemy mieli
dr

R Ay

Up T

Wiec, porownywajac te wartos¢ Rz powyzsza, otrzymujemy

formule

do [ o dr
‘)/'I)——’TS([)Q%)———@ log (p°0Q dl)
B 5<? ds)’

P

ds

ktora daje gestosé gdy krazna jest wiadoma ; i nawzajem.
Jesli zcalkujemy ostatnie rownanie, oznaczajac przez A stateczng

dowolna, znajdziemy

—2k [ Dds
Q e

I

S dr
ds

Ta catka daje sile przyciagania, gdy krazna punktu ruchoiego
i gestos¢ plynu sa wiadome.
UwagA. Zagadnienie VI i VII znajduja sie w dziele NEwToNA :

Principia, lib. II, rozwiazane szczeg6lnemi sposobami ktore $wiad-
ezg o geniuszu wielkich matematykéw owego wieku.
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TWIERDZENIA ZASADNIGZE.

Sa, w malej liczbie, ogélne twierdzenia stanowiace gltowne za-
sady w Mechanice punktu, ktére daja, w pewnych przypadkach,
calki pierwsze réwnan rozniczkowych ruchu, albo przynajmniej
wydatnie pokazuja wazniejsze wlasnosci tego ruchu. Niemi sie teraz
zajmiemy.

237. TwierpZENIE 1LoScr rucHu, W ruchu prostolinijnym punktu
materyalnego massy m, pod dzialaniem sity P, mamy

av" o
i > 1
albo
(1) mdv = Pdt.

Zkad, catkujac w granicach czasu 0 i ¢, olrzymujemy

t
(2) my — mu, :f Pdz.
/0

Wieloczyn mo, jako juz wiemy, nazywa sie iloseia ruchu punkiu
materyalnego. Wieloczyn Pd¢ zostal mianowany popedem réznicz-

%
kowym sity, a calka A Pdt popedem sity przez czas (. Réwna
nia (1) i (2) wyrazaja tak zwane TWIERDZENIE ILOSCI RUCHU.

Przyrost ilosci ruchu punktu materyalneqo, przez czas nieskoriczenie
maty dt, albo przez czas skonezony t, jest réwny popedowi sity przez
ten sam czas.
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To twierdzenie stosuje sie do rzutu ruchu na osi jakiejkolwiek.
Jakoz, mamy

albo

d.m £ = Xdt,
dt
ztad, calkujac, otrzymujemy
dx (d.l) 01 [t
(3) mn T mn T ov.lo Xdt.

Wieloczyn m% massy punktu materyaloego przez rzul jego

predkosci na osi OX jest rzutem ilosci ruchu na tej osi, a wielo-
czyn Xdt jest rzutem popedu sity, albo popedem sity zrzutowanej,

Zatem, rownania (3) i (4) tak sie wystowiaja :

Przyrost ilosei ruchu zrzutowanego na osi jakiejkolwiek, przes czas
nieskoriczente maty dt, albo skoticzony t, jest rowny popedowi sity
srzutowane) przes ten sam czas.

Uwatzajmy jeszeze site styczenng. Mamy

mdvy = Sdt,

zkad, catkujac,

'
(1) my — myy, = j Sdt,
: 0

Te dwa rownania dowodzy ze prayrost ilosei ruchu punktu mate-
ryalnego, przes czas jakikolwiek, jest rowny popedowi sity styczennej
przez ten sam czas,

Catki dajace poped sity P albo poped jej rzutu moga sie wyra-
chowac scisle albo z przyblizeniem przez kwadratury, gdy sita jest
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funkcya wiadoma czasu ¢. Jegli zas ta sifa jest funkeva ilosei ktore

sa funkcyami niewiadomemi czasu, jako predkosé, nie mozna otrzy- -
maé rzeczonych catek az po zupetlnem rozwiazaniu zagadnienia;

bo dopiero wtedyv sita bedzie sie mogla wyrazi¢c w funkeyi wywi-

klanej czasu ¢. Ale, czy calkowanie jest albo nie jest mozebne,

catka powinna byé¢ zawsze uwazana jako majaca wartosé zupelnie
wyznaczong, chociaz niewyluszezona.

.t 3
Jesli catka / Sdt wyraza si¢ pod ksztaltem skoriczonym, wiedy
0
mamy jedna z catek ruchu ktéra daje predkosé punktu materyalnego.

Gdy sila P jest iloscia stala, jej poped wyraza si¢ przez P¢. Owoz,
poped sity ma za miare przyrostfilosei rachu punkfu materyalnego,
przez czas jej dzialania. Zmierzywszy masse i predkosé pocisku przy
wyjsciu z dziala, mamy wieloczyn mv ktory daje wartosé¢é popedu
sity pochodzacej ze spalenia prochu ; ale nie mamy samej sity, bo
jej wprost mierzy¢ nie mozna, nie znajac naprzod ustawy jej dziata-
nia. Dzielac wieloczyn mv przez czas ¢ dzialania sily, znajdujemy
wartosé srednia tej sily.

238. TWIERDZENIE MOMENTU TLoScI RuUcHU. Uwazajac moment
ilosei ruchu punktu materyalnego, otrzymuje sie twierdzenie rownie
wazne, jak powyzsze. Wezmy réwnania rézniczkowe ruchu punktu
materyalnego w przestrzeni.

1;1%__\'
/‘tﬁ/ Y.
dt?
s TR
mTl‘l“A <

pomnozmy pierwsze przez y drugie przez x 1 odeiagnijmy stro-
nami, bedzie

dy  dx :
)ll(l = ¥ » Yz — Xy.
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Pomnoézmy teraz przez d¢, izcatkujmy w granicach czasu od 0
- do t, znajdziemy

dy dz> f‘ £
] mx=2 — y — | = Yo — Xy)dt
©) (dt 7 o et

Przypuszczajac osie spolrzedne prostokatne, i uwazajac

4 e sy Koy ds

de’> "a dt

m

jakoby skladowe sily majacej natezenie mv, widzimy Zze pierwsza
strona wyraza moment ilosci ruchu wzgledem osi 0Z. Ztad na-
stepujace 7wierdzenie momentu ilosci ruchu.

Moment ilosci ruchu punktu materyalnego, wigledem jakiejkolwiek
ost, jest réwny momentow: popedu sity okoto tej asi, przez czas .

Gdy druga strona moze sie calkowaé, rownanie (5) daje jedna
calke ruchu ; inaczej to rownanie nie jest korzystniejsze od innych,
Catkowanie jest mozebne w szezegolnym przypadku, gdy moment
sity P wzgledem osi jest zero. Co sie zdarza, kiedy sifa znajduje
sie na jednej plasczyznie z pewna linia prosta niezmienna. Albo-
wiem, biorac te proste za 0§ 0Z, bedzie

Yz — Xy =Py wsty;

wtedy, albo sita P spotyka o$ 0Z, co daje ¢ =0; albo jest do
niej rOwnolegla, co daje wsty = 0; wobydwoch razach moment
Pgwsty = 0. Wiec, w tym przypadku, moment ilosei ruchu wzgle-
dem osi OZ jest iloscia stateczna,

Ten wazny wynik prowadzi do glownego twierdzenia zwanego
ZAsADA POWIERZCHNI, ktére teraz wylozymy.

239. Jesli sita P, dzialajaca na punkt materyalny, jest ciagle na
tej samej plasczyznie z pewna prosta niezmienng, moment silty
wzgledem tej prostej jest zero, jakosmy powiedzieli; wiee, biorac
te linie za 0§ OZ bedziemy mieli

d?y d-q)
’”<“ a — Yap
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albo

dt 7 dt

.(l.(.’lf‘zg — yii—'l'> =105

Ztad, catkujac i nazywajac ¢ stateczne dowolna, otrzymujemy
(6) zdy — ydr = cdt.

Niech bedzie teraz, w zalozeniu trzech osi prostokatnych
0X, OY, OZ, potozenie M(#, y, z) punktu materyalnego na korcu

czasu ¢, MM Iuk opisany w czasie d¢, NN’ jego rzut na plasczy-
znie xy, ON =17 rzut promienia wodzacego OM na tej plasczy-
znie, Jesli nazwiemy 6 kat promienia ON z osia OX, bedzie

e:tuksty%{.

Ztad, rézniczkujac, wyprowadzamy

_ady — ydx
do.— P UWY B Ty
albo

zdy — ydr = r*de.

Poréwnywajac ten wynik z rOwnaniem (6), znajcdujemy wazng
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formule, uzyteczna w Astronomii

(7) 720 = cdt,

Owoz, wieloczyn 57*%19 wyraza powierzchnie wycinka NON’;

jesli wieec nazwiemy dA te powierzchnie, bedzie
=1 ear,
2
zkad, catkujac wyprowadzamy
(8) 7= % (i

Nie przydalismy statecznej dowolnej, bo przypuszezamy ze A =0
gdy 7=0. Ostatnie réwnanie pokazuje ze ilos¢ stata %c oznacza

powierzchnie ktorarzut ON promienia wodzacego OM, na plas-
czyznie prostopadlej do prostej 0Z, opisuje w jednosci czasu.

Zasapa rowierzeHNI. Formuty (7) i (8) stanowia wladnie zasade
powierzehni ktora tak sie wystowia

Gdy sita poruszajaca punkt materyalny jest ciagle na jednej ptas-
czyenie z pewna prosta niezmienng, promien wodzqcy ktdry taczy
jeden z punktow tej prostej = punktem materyalnym, zrzutowany na
ptasezyznie prostopadtej do tej linii, opisuje powierzchnie p1 opor-
cyonalne do czaséw.

NAwzATEM, jesli punkt materyalny porusza si¢ w praestrzent tak, ze
7zut promienia wodzacego na pewnej plasczyznie opisuje wycinki pro-
porcyonalne do czastw, wtedy sita poruszajaca znajduje sie na jedney
plasczyznie z prosta przechodzgca przez spolny wierzchotek tych wycin-
kéw @ prostopadta do ich plasczyzny.

Na dowodzenie wzajemnicy wezmy plasczyzne opisanych wyein-

kow za plasczyzne zy, i prostopadle; do niej we spélnym wierz-
chotku tych wyecinkow za o 0Z; ta o$ przejdzie przez biegun pro-
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mienia wodzacego® Terez, wedlug zalozenia, mamy
NE=tats

zkad, rézniczkujac, wywodzimy
dhi==icdt;
albo

rdy — ydae = 2cd!.
RozniczKujac drugi raz, bedzie

zd?y — yd*x — 0.
Temu wynikowi mozna daé nastepujaca postac

[ dy d%) Y A
7ﬂ<-ﬂ(['? !/’d?l —Y-L'—Xy-—-—-o-

Owoz, ostatnie roéwnanie dowodzi ze moment sity poruszajacej

wzgledem osi OZ jest zero ; wiec ta sita jest ciagle na jednej plas-

czyznie z osiag OZ.

240. Zasada powierzehni ma zawsze miejsce gdy sita poruszajaca
jest sila srodkowq, to jest taka ktorej kierunek przechodzi ciagle
przez ten sam punkt staly czyli $rodek. I w samej rzeczy, jesli
punkt materyalny jest pod dzialaniem sity skierowanej ku srodkowi
stalemu O, zasada powierzchni stosuje sie do wszelkiej plasczyzny
poprowadzonej przez ten srodek, bo wtedy sita poruszajaca znaj-
duje sie na jednej plasczyznie z kazda prosta przez srodek O prze-
chodzaca. W tym przypadku zasada powierzchni daje zaraz trzy
catki pierwsze ruchu. Aby je otrzymaé, przez srodek O popro-
wadzmy trzy plasczyzny prostokatne XOY, XOZ, YOZ, ina kazdej
uwazajmy wycinki jakie rzut promienia wodzacego opisuje; na
mocy tego co poprzedza, mamy trzy rownania

xdy — ydw = cdt,
9) sdr — xdz = d'dt,
ydz —- zdy = ¢"df,



348 ROZDZIAL TI1.

w ktorych e, ¢, ¢ wyrazaja lrzy stateczne dowolne, majace ju
wiadome znaczenie. Te rownania sa wilasnie ftrzema catkami

pierwszemi rozbieranego zagadnienia ruchu.

Jesli pomnozymy pierwsze rownanie przez z, drugie przez y,
trzecie przez «, i dodamy, bedzie

0 =cz + 'y + c".

To rownanie dowodzi TWIERDZENIA : Araina punktu materyal-
neqo Mz, y, z) porussajacego si¢ pod dziataniem sity srodkowej jest
kraywa plaska, ktorej ptasczyzna  przechodszi przez punkt staly O
kierunku tey sity. .

Ten wazny wynik moina bylo przewidzieé¢ a priori. Jakoz, krazna
punktu M ‘jest koniecznie krzywa plaska, ktora lezy na plasezyznie
przechodzacej przez punkt O i przez kierunek predkosci poczal-
kowej; bo niema przyczyny zeby ktorykolwiek z jej punktow znaj-
dowat sie raczej z jednej strony tej plasczyzny niz z drugiej.

Jesli teraz nazwiemy di, d), d)\" powierzchnie wycinkéw opi-
sanych, w czasie d¢, przez rzuly promienia wodzacego OM na
trzech plasczyznach spolrzednych zy, wz, yz, bedziemy mieli,
Jako wiadomo,

= T]z cdt, 4! .—:% ddt, N % ¢t
zkad calkujac otrzymujemy
(| ’ 1 ’ " 1 .
(lo) )\—’é Ct} )\ :2(:” )\ ’é"t‘

Niema potrzeby przydawaé zadnej slatecznej, bo z okreslenia
2 A5 ) znacza powierzehnie opisane w czasie ¢, imusza byé zero
gdy ¢ ti=10.

Poniewaz plasczyzna kraznej punktu poruszajacego sie pod dziala-
niem sity srodkowej, moze byéwzieta za jedna z plasezyzn na ktévych
si¢ rzutuje promien wodzacy, wynika z tad 0GOLNE TWIERDZENIE.
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Punkt materyalny pod dziataniem sity srodkowej opisuje w przes-

trzeni krzywe ptaska, 7 jego promger wodzacy kresli na ptasczyznie tej
linet wyeinki proporeyonalne do czasow.

NAWZATEM, jesli punkt materyalny opisuje krzywe ptaska, a pro-
mien. wodzacy kresli na jej ptasczyznie wycinki proporcyonalne do
ezastw, sita porussajaca jest ciagle na ptasczyznie tej lindi @ praechodzd
praez spélny wierzchotek wycinkiw.

Aby okazaé wzajemnice, wezmy plasczyzne opisanej krzywej za
plasczyzne fzy, i prostopadie do niej, przechodzaca przez spolny
wierzchotek O wycinkOw, za o$ rzednych OZ. Wiemy juz ze sita
poruszajaca jest ciagle na jednej plasczyznie z osia OZ; a widzimy
md’z
de?
rusza sie na plasczyznie zy na klorej z =@ ; to pokazuje ze sita
poruszajaca jest takze na plasczyznie xy. Wiee ta sita musi prze-
chodzié¢ przez poczatek spolrzednych O, ktorvy jest spétnym wierz-
chotkiem opisanych wycinkow.

teraz ze jej skladowa Z = =0, poniewaz punkt M po-

201. Zagadnienie ruchu punklu materyalnego pod dzialaniem
sily srodkowej uproszeza sie ogélnie, gdy plasczyzna kraznej jest
wzigla za plasczyzne xzy,; bo wiedy sa tylko dwie niewiadome
« 1y, a trzeba znalezé cztery calki ruchu, to jest : dwie catki
pierwsze i dwie catki drugie. Zasada powierzchni daje zaraz jedna
catke pierwsza.

W tego rodzaju ruchu nietrudno, za pomoca spotrzednych bie-
gunowych, wyznaczy¢ predkosé i jej dwie skladowe, jedna wedle

promienia wodzacego a druga w kierunku prostopadlej do tego
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romienia. Jakoz, mamy najpierwej
¥ I )

oo 48 d A rdo
e =" de

Poczem, jesli nazwiemy ¢ kat jaki ezyni styezna MT, idaca
w stron¢ ruchu, z kierunkiem OM promienia wodzacego, bedzie
rdo dy soh ey B0

sty7_~d7, dosz_d—c ThE S S P

Zatem, skladowa predkosei skierowana wedle promienia wodzg-
cego OM, i sktadowa wedle prostopadiej MN do tego promienia
idaca w strone ruchu, wyrazaja si¢ przez

vdost = e 1l
O Ry TG 3

ds rdf - 7dO

vwsts = T ds = dr

O PRACY SIE.

2h2. Gdy punkt materyalny M do ktorego jest przylozona sifa P,
przebiega nieskoriczenie mata przestrzen ds w chwili d¢, wielo-
ezyn

Pds dos(P, ds)

jest to co nazywaja PrRACA nieskoriczenie mata siny P. Tak okreslond
praca jest wieloczynem sity przez dtugos$é. Zalezy ona, jako wi=
dzimy, od wielkosci sity P iod drogi ds ktora punkt M przebiega
pod jej dzialaniem przez chwile d¢; chociaz, byé moze, droga ds
byta przebiezona na mocy predkosci poprzednio nabytej, a nawet
mimo dzialania sity P. Notacya (P, ds) wyraza kat jaki tworzy
kierunek dziatania przylozonej sity P ze styczna do krainej punk-
tu M idaca w strone jego ruchu. Ty sposobem P dos(P, ds) znaczy
site styczenna 8, a za$ dsdos(P, ds) jest rzutem na kierunku sity P
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drogi ds ktora jej punkt przylozenia przebiega. Zatem, praca nie-
skoriczenie maia sity P rowna si¢ wieloczynowi nieskonczenie
matej drogi ds przez rzut na jej kierunku sity P, co si¢ wyraza
przez wieloczyn Sds; albo jeszeze, nieskoriczenie mata praca sity P
rowna si¢ wieloczynowi tej sily przez rzut na jej kierunku drogi ds,
o si¢ wyraza przez wieloczyn Pdp.

Praca sily jest dodatna albo odjemna, wedtug jak rzut dp prze-
biezonej drogi s pada na stron¢ dziatania sily P albo na strone
przeciwng, to jest wedlug jak kat (P, ds) jest ostry albo rozwarty.
Gdy ten kat jest prosty praca sity P jest zero.

Wiedza pracy sily, przewaznie potrzebnaw zastosowaniach Mecha-
niki do machin, bedzie nam zavaz uzyteczna; i dlatego dajemy tu
pare twierdzen.

203, TwIERDZENIE. Praca wynikowej W ilukolwick sit P dziata-
Jacych na punkt materyalny M jest riwna summie prac tych sit.

Jakoz,
It dos(R, ds) = =P dos(P, ds).

Jesli pomnozymy obie strony przez przemieszczenie ds punktu M,
hedzie

Rds dos(R, ds) = £Pds dos(P, ds).

Co dowodzi wystowionego twierdzenia.

244, Gdy osie spolezednych sa prostokatne, praca sity bierze
ksztalt dogodniejszy w zastosowaniach. Jakoz nazywajac X, Y, %
skladowe sity P réwnolegte do fych osi, mamy, na mocy powyz-
szego twierdzenia,

Pds dos(P, ds)y = Xdsdos(X,ds) - Yds(dosY, ds) - Zds dos(Z, ds),
albo

Pds dos(P; ds) == Xdz - Ydy + Zdz;
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wiec
Rds dos(R, ds) = (Xdz + Ydy 4 Zdz).

Ten wazny wynik mozna wprost otrzymaé, dos¢ tylko uwazagé ze

dan o kiorbon (B0d grde Y v badl
Pdsdos(P, ds) = Pds (F O d;)

zkad

Pdsdos(P, ds) = Xdz - Ydy - Zdz.

245. Caltka f Pdsdos(P, ds), wzieta w granicach przyzwoitych,

wyraza catq prace sily P w czasie £. W zastosowaniach znajduje
sie przyblizona warto$é tej catki metoda kwadratur, albo sposobem
mechanicznym. Sa dwa szezegélne przypadki w kiorych cata
praca sily latwo sie otrzymuje. I tak:

Jedli sita stala P, przylozona do punktu materyalnego w ruchu,
ma ciagle kierunek stycznej do jego kraznej, wtedy niekoriczenie
mala praca tej sily na konicu chwili d¢ wyraza si¢ przez Pds; zatem
jej cala praca, przez czas ¢ jakikolwiek, jest rowna wieloczynowi
Ps, sity P przez dlugosé s luku opisanego przez punkt ruchomy
w lym samym czasie ¢,

Jesli sita stata P, przylozona do punkturuchomego, dziata ciagle
w kierunku réwnolegtym do pewnej prostej niezmiennej, wtedy
praca tej sity przez chwile d¢ ma za wartosé wieloczyn Pdp; zatem
jej cata praca, podezas gdy punkt ruchomy przebiega jakikolwiek
fuk swojej kraznej, jest rowna wieloczynowi sity P przez rzut tego
tuku na prostej niezmiennej. W tym przypadku, jako widzimy,
cafa praca sity P zostaje tasama jakakolwiek punkt rnchomy prze-
biega droge, idac z polozenia wyznaczonego w przesirzeni do innego
takize wyznaczonego ; to jest, w lym razie praca sily nie zalezy od
ksztatiu opisanej kraznej. -

206. PRACA SIEY W RUCHU 0BROTOWYM. Uwazajmy punk{ mate-
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ryalny M ktory sie obraca okoto osi statej OZ pod dzialaniem sity P
majacej kierunek jakikolwiek w przestrzeni.

Niech bedzie MM' tuk kola opisany przez punkt materyalny
Mz, y, z) w chwili d¢, NN rzut tego tuku na plasczyznie XOY
prostopadiej do osi OZj oznaczmy przez 6 kat XON, przez » pro-
mienn ON. Bedzie

& = rdos@,
y=rwsto,
' =IMN

zkad, rozniczkujac, wynika

du = — r wst0do = — ydo,
dy =  rdos6do = xdo,
dz = 0.

Owoz, nazywajac X, Y, Z skladowe sily poruszajacej P, rowno-
legte do trzech osi prostokatnych, mamy wartos¢ jej pracy
w chwili df, wyrazona przez

Xdz 4 Ydy + Zdz = (Yx — Xy)d6.

Wiee, praca sity ktérej punkt praytozenia obraca sig okoto osi state),
Jest wieloczynem przemieszczenia katowego d6 przez moment tej sity
wzgledem osi obrotu.

MECHANIKA. 23
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ZASADA SIE ZYWYCH.,
207. Wezmy rownanie

m ‘15 =28 — P'dos (P, ds),
dt

w ktérem S oznacza sktadowe styczenna sily P poruszajacej punkt
materyalny M massy m, (P, ds) kat kierunku MP sily z czescig
MT stycznej idacej w strong ruchu. Jesli pomnozymy obie strony
rownania przez droge ds ktora punkt M przebiega w czasic dt,
bedzie

(11) mvdy = Pdsdos(P, ds),

(l. = 7721,"- — l ([b(l()s l (/S’
9 ( 3 /)il

Wiege, catkujac w granicach s, i s odpowiedajacych dwom
potozeniom punktu materyalnego na krainej, i nazywajac v, i v
predkosci w tych potozeniach, otrzymujemy formule

; e 1 s
42) 5mv? — 5 mygt = | Pdsdos(P, ds).
2 2 s ’

Wieloczyn mw?, massy punktu materyalnego przez kwadral jego
predkosci, nazywa si¢ sife Zywg lego punkiu (*). Wicloczyn
Pdsdos(P, ds), jako wiemy, oznacza prace sity P przez czas dt ;

$
zalem catka f Pds dos(P,ds) wyraza catp prace tej sily, preez
So

czas ¢ w ktorym punkt ruchomy przechodzi z potozenia s, do po-
fozenia s.

(*) Autorowie Mechaniki zastosowanej do Fizyki, do tiiachin, nazywaja iie

1 Bann ; . H
mo? ale §7nz:3 sita zywa, albo potega Zywa, kidra jest miara pracy.
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Rownanie (12) jest ogolne, i stosuje sie jeszcze gdy punkt mate-
ryalny porusza sie na danej powierzehni albo na linii beztarcia, albo
gdy wigzadto zmusza go do opisywaniatych figur. Albowiem, oddzia-
tywanie powierzchni albo linii bez tarcia, albo teznosé¢ wiazadla, sa
sifami normalnemi do kazdego przemieszezenia punktu materyalnego
na oznaczonej powierzehni albolinii, i dlatego nie daja zadnej pracy ;
zatem nic wplywaja na warto$¢ wieloczynu Pds dos(P, ds) ktory,
w tym razie, wyraza jedyna prace sit zewnetrznych wprost przylo-
zonych do ruchomego punktu. Jesli jest tarcie, trzeba je uwazaé jako
sife zewnetrzng, przylozona do punktu materyalnego w kierunku
stycznej do kraznej i w strong przeciwna ruchu. Na mocy tych
okreslen, réwnanie (12) tak sie ogolnie wystowia. :

Polowa przyrostu sity ywey punktu materyalneqo, praes czas jaki-
kolwiek, jest réwna pracy sit wprost praytosonych, i wykonanej pries
ten sam czas.

Na tem zalezy twicrdzenie zasadnicze sit Zywych w ruchu punktu
materyalnego, wolnego w przestrzeni, albo przymuszonego zosta-
waé na danej powierzchni albo linii.

248. Wrzglednie do ruchu punklu materyalnego pod dziatanien
sity P ktorej skladowa styczenna jest S, rownania

»
t

my — muv, :/ St
0O

mr — mvy* = 2} Sds

30

pierwsze wyrazajace przyrost ilosci ruchu, drugie przyrost sit zywych,
sg zarOwno uzyteczne. Oba moga stuzy¢ do wyznaczenia ustawy
wedle ktorej zmienia si¢ predkosé punktu na kraznej. W pierwszen
jest do catkowania nieskoriczenie maty poped sily, ktory sie skfada
z wielkosci tej sily iz czasu d¢ jej dzialania; w drugiem nieskon-
czenie mata praca sity, ztozona z wielkosci tej sity i z przemieszcze-
nia ds punktu jej przylozenia. Wziaé jedno réwnanie raczej niz
drugie jest rzecza wiekszej albo mniejszej tfatwosci wykonania ra-
chunku mozebnej catki. W zastosowaniu Mechaniki do machin,
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drugie rownanie ma waznosé daleko wieksza niz pierwsze ; co po-
chodzi ztad ze w machinach praca gra przewazna role, jako pézniej
zobaczymy. :

209. Biorac osie spolrzednych prostokatne mamy, w ksztalcie
prostym, réwnanie sit zywych

(13) d. 1) mv* = Xdu —+ Ydy - Zdz.
Ztad wywodzimy

gt — % gt = j “(Xde 4 Ydy -+ 7dz).

Jesli druga strona, ktora jest funkcya czasu dobrze okreslona, nie
moze si¢ catkowaé przed rozwigzaniem zagadnienia, réwnanie jest
prawie bez uzytku; bo nie stuzy do wyznaczenia ruchu; chociaz
calka, wyrazajaca pracg sity P, wyrachowana przez kwadratury
albo sposobami mechanicznemi, moze da¢ predkosé¢ v dostatecznie
przyblizona w praktyce.

Rownanie sit zywych otrzymuje sie tatwo z réwnan rozniczko-
wych punktu materyalnego. Jakoz, gdy ten punkt jest wolny
w przestrzeni, rownania rézniczkowe jego ruchu sa :

m%:X,
m%:Y,
dz o
chfE =/

pomnézmy te rownania odpowiednio przez dz, dy, dz, i dodajmy,
bedzie '

)

(e 2L - dy ” Y s 02 e Xl - Ny 2.
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Owoz, w zalozeniu osi spolrzednych prostokatnych, nazywajac »
predkos¢ punktu ruchomego, mamy

R O

»2

dy~ dz*
Yo ar = r//- + G ae’
zkad, rézniczkujae, wynika
1 d*z d*z
3 do? = dzx Py —+ dy l/!_ + e
Wiec

d. % mv* = Xdu + Ydy -+ Zdz.

Gdy punkt materyalny musi poruszaé¢ si¢ na danej powierzchni
albo na linii, bez tarcia, réwnania rozniczkowe jego ruchu sa

d*x =

m b7 + Ndosa,
d*, 3
dt,/ =Y + Ndosp,
d 2

m o5 = = Z -+ Ndosy.

Pomnézmy te réwnania odpowiednio przez dw, dy, dz, i do-
dajmy, bedzie

d ;_ my? = Xdz —+ Ydy ~+ Zdz - N (dx dosA+- dy dos p + dz dos +).

Ale
dzdos) - dy dosp. | dz dosy = 0;
bo kierunek oddziatywania N powierzchni, linii, albo wigzadla,

okreslony przez katy A, p, », jest normalny do styczne) w kazdym
punkeie opisanej kraznej. Wiec powyisze réwnanie przywodzi sie
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0 poprzedzajacego
a%mw:xwhpwy+zm‘

ktore jest ogélnem réwnaniem sil zywych punktu materyalnego,
wolnego w przestrzeni albo przynaszonego.

250. Sa przypadki w ktorych summa Xdi 4 Ydy - Zds jest
rozniczky doktadna pewnej funkeyi trzech spotrzednych w, y, z
punktu ruchomego, uwazanych jako zmienne niezaleine ; to jest,
innemi stowy, zdarza si¢ ze istnieje funkeya sit U= f(, y, 3)
ktora daje

x=4, y_H 4
b dz’ LT,

i temsamem
d.t o= d.playy, s
5 MUt = a.f(z, ¥, 7).
Ztad sie otrzymuje rownanie zwane catka sit sywych

Y Doaptp il o ; : <
(14) 3 mp? — o mvgt = (2, 9, 2) — [ (@0 Yoy 20

vo znaczy predkos¢ punktu materyalnego w polozeniu (xy, ¥, 2o).

Kiedy to réwnanie, dajace catke pierwsza ruchu, ma miejsce,
mowi sie ze calka sit zywych istnicje; wtedy przyrost sity zywej,
gdy punkt materyalny przechodzi z jednego potozenia (xy, 1, z,) do
drugiego (xz, ¥, z), nie zalezy bynajmniej od ksztattu krainej mie-
dzy temi polozeniami, ani od czasu jej przebiezenia, ale tylko od
wartosci jakie bierze funkeya sit /(z, y,z) w dwdch polozeniach
skrajnych.

Niech bedzie teraz

(15) flz, y, z) = C,
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oznaczajac przez G stateczne dowolng ktéra moze braé wszystkie
wartosci mozebne, Dla kazdej wartosei ktéra dajemy statecznej C,
rownanie (15) przedstawia powierzchnie; pojmujemy wiec latwo
ze przez kazdy punkt kraznej punktu materyalnego przechodzi
jedna z tych powierzchni, i tylko jedna. Rownanie sit zywych poka-
zuje ze, gdy punkt materyalny przebywa kilka razy jedna taka
powierzchnie, za kazdym razem posiada te sama predkosé, w ja-
kiemkolwiek miejscu ja przenika; poniewaz dla wszystkich punk-
téw tej powierzehni funkeya sit 7 (z, y, z) ma te sama wartosé.

Owoz, rozniczkujac rdwnanie (15), znajdujemy

{lf /lf (/f
dade _dydy | dids
P ds +—ﬁd_s+ F%—O—dos(l’, ds)_

Ta réwnosé¢ dowodzi ze sita P jest prostopadla do wszelkiej
stycznej w punkcie M(z, y, z) do powierzechni danej przez
fle, y, ) = C; wiec jest normalna do tej powierzchni, i temsa-
mem normalng do wszystkich powierzehni ktére sie otrzymuje
zmieniajac ciagle stateczne C. Ztad wynika ze powierzchnia przed-
stawiona przez réwnanie (15), ktorej rownanie rézniczkowe jest

Xdx —+ Ydy 4~ Zdz = 0,

wyznacza przez swoje normalne w kazdym punkcie kierunek sity -
poruszjacej; a wice gra wzgledem uwazanej sity taka sama role jak
powierzchnia wody stojacej wzgledem ciezkosci, Z przyczyny tak
cechujacej whasnosci, te powierzchuie nazwano powierzchnia po-
stomu.

Gdyby punkt materyalny byt przymuszony nie opuszczaé po-
wierzchni poziomu odpowiedajacej jego sile poruszajacej, ten punkt
zostawalby w rownowadze, albo poruszatby si¢ jedynie na mocy
predkosci nabytej. Co si¢ whasnie zdarza gdy punkt cigzki jest polo-
zony na plasczyznie poziomej. Sita poruszajaca jest ciezkosé, pro-
stopadta do tej plasczyzny i przez nia zniszezona ; wige punkt cigzki
zoslaje w spoczynku jesli nie odebral predkosci poczatkowej.

Uwazajmy teraz dwie powierzchnie poziomu! nieskorczenie
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sgsiednie AB, A'B’, odpowiedajace dwom wartosciom po sohie
dacym, A i A -+ «, ktére dano statecznej C, i niech bedzie

MN = ¢ najkrotsza odleglo$¢ tych powierzehni. Jakakolwiek droga
punkt materyalny, pod dzialaniem sity P, przechodzi z punktu M
powierzchni AB do punktu N powierzchni A'B’, przyrost jego
sity zywej, niezalezny od kraznej ani od czasu jej przebiezenia, wy-
raza si¢ zawsze przez )

2(A + o) — 2A = 2.
Owoz, jesli punkt materyalny przechodzi, z powierzchni AB do
sasiedniej A'B’, najkrotsza droga MN, praca sity P, normalnej

w punkcie M do powierzchni AB; jest rowna wieloczynowi Ps;
ta zas praca ma za miare pot przyrostu sity zywej; wiec

: Pe =« albo Pi—=

- | Qu

To réwnanie dowodzi ze powierzchnie poziomu nie przecinaja
sig; bo, gdyby bylo ¢=0, trzebaby P = >0; co niemozebne.

251. Jesli catka sil zywych stosuje sie do pewnego ruchu, to sie
jeszeze bedzie stosowala gdy ten ruch zostanie zmodyfikowany tak,
zeby punkt materyalny, pod dzialaniem tych samych sit, byt przy-
muszony zostawaé na danej powierzchni albo linii. W istocie wpro-
wadzi sig, przez te modyfikacye ruchu, nowa site, to jest oddzia-
lywanie powierzchni albo linii; ale ta sita, jako normalna do
powierzchni albo do linii, nie daje Zadnej pracy i temsamem nie
wplywa na rézniczke Xdz - Ydy - Zdz, 1 tak, na przyktad, gdy
punkt ciezki jest zmuszony poruszaé si¢ na danej powierzchni,
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catka sit zywyeh zostaje niezmienna jakakolwiek ten punkt opisuje
krazne.

252. Nie trudno okazaé ze, gdy punkt materyalny doznaje farcia,
albo si¢ porusza w srodku opornym (w powietrzu), summa
Xdz ++ Ydy - Zdz nie jest rozniczka doktadng samych spoirzed-
nych z,vy, s

Jakoz, 1° tarcie jest proporcyonalne do parcia N punktu ma-
teryalnego na krazne ktora on jest zmuszony przebiegaé, i wyraza
sie przez fN, nazywajac f spotczynnik liczebny; a poniewaz tarcie
jest sita ktéra dziala wedle styeznej do kraznej i w strone
przeciwna ruchu, jego sktadowe sa

dJ,

— /N - b fN (/1/ — N (l/,.

Zatem czesé pochodzaca z tarcia, ktéra wchodzi do

Xdx 4 Ydy - Zdz,

wyraza sie przez
I~ fN(~ dz 4 d‘/ dy +% dﬁ> — — [Nds.

Owoz, parcie N nie jest naprzod wiadome, i nie zalezy jedynie
od diugosci przebiezonego uku kraznej; wiec — fNds, a temsa-
mem Xdz - Ydy - Zdz nie moze byé¢, w tym przypadku, rozniczka
dokladna funkeyi spotrzednych z, », z; i calka sit zywych nie
istnieje. :

20 Opér plynu w Kktorym sie punkt materyalny porusza jest
pewna funkeya f(v) predkosci, i dziala wedle stycznej do kraznej
w strone przeciwna ruchu. Zatem czesé pochodzaca z tego oporu,
ktora wehodzi do Xdz - Ydy + Zdz, wyraza sie, podobnie jako
wyzej, przez

— f(v)ds.

Ale predkosé » 1 temsamem [(v) zalezy od dx, dy, dz; wiec
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— [(v)ds inaslepnie Xdz 4 Ydy - Zdz nie moze byé rozniczka
doktadng funkeyi spotrzednych, «, y, z.

253. Wskazemy teraz dwa najwazniejsze przypadki w ktorych
cafka sit zywych istnieje, czyli w ktorych summa Xdz - Ydy -} Zdz
jestrozniczka doktadna pewnej funkeyi spotrzednych i, y, 5 punktu
ruchomego M.

1° Gdy punkt materyalny M jest pod dziataniem samych tylko
sit skierowanych ku srodkom stalym, i ktérych natezenia sa funk-
cyami jego odleglosci od tych srodkow, wtedy catka sit zywych
zawsze istnieje. Jakoz, niech bedzie K(a, 4, ¢) jeden ze $rodkow

dziatajacych, M(z, y, z) punkt materyalny ktory opisuje kraine
AB, KM =7 i f(r) natezenie sily poruszajacej ktora wyplywa ze
srodka K. Jesli przypuscimy te sile przyciagajaca, jej praca wyrazi
sie przez

[ (r)ds dos(MK, ds) = — f(r)dr.
A jesli przeciwnie owa sila jest odpychajaca, jej praca bedzie
f(r)ds dos(KM, ds) = f(r)dr.
Zreszta trojkat nieskonczenie maty MM'N daje
MM' dos NMM' = MN albo dsdos(ds, MK) = d»r.

Oba wyrazenia pracy nieskonczenie malej sa rézniczkami doklad-
nemi; wiec calka sit zywych istnieje, i mamy

%mv- —_ = mv(, =l ff Ndr = 9(r) - statecz.
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Réwnanie rozniczkowe powierzehni poziomu jest
f(r)dr =0, zkad 7 =0T

Wiece powierzchnie poziomu sa, w tym przypadku, sferami kto-
rych srodkiem jest punkt staty K.

Uwazajmy teraz punkt materyalny pod dzialaniem wielu sit, skie-
rowanych w kazdej chwili odpowiednio ku srodkom statym
K, K, Ky,..., 1 nazwijmy 7(r), fi(ry), folrs)... natezenia tych sit;
hedzie

== f(r)dr == fi(r))dr, == fora)dry 5 ... = Zf(r)dr.

Kazda rdzniczka, znajdujaca sie w drugiej stronie, powinna by¢
wzigta ze znakiem — albo ze znakiem - , wedlug jak sita ktora
wchodzi do jej wyrazenia jest przyciagajaca albo odpychajaca. Kazdy
wyraz jest oczywiscie rozniczka dokladna; wiec calka sit zywych
istnieje, 1 bedzie

| —

StIE] r
mv: — = mwy' =3 [ f(r)dr. *
2 T
0

2¢ Catka sit zywych istnicje jeszeze, gdy sita P poruszajaca punkt
materyalny jest stala z wielkosci i kierunku. Jesli wezmiemy osie
spotrzedne tak zeby o§ OZ byla réwnolegla do kierunku sity P

w strone jej dzialania, bedzie X =0, Y =0, i Z="P; wtedy
Xdx 4 Ydy + Zdz przywodzi sie do Pdz 1 daje roOwnanie roz
niczkowe powierzchni poziomu

Pdz =0, zkad z2=0C.
Te powierzchnie beda wiee réwnoleglte miedzy soba, i prosto-
padle do kierunku sity P.

Zastosowanie tego przypadku znajdujemy w ruchu ciala beda-
cego pod dzialaniem samej sily ciezkosei ; przypuszezajac ze ten ruch
odbywa sie w niewielkie] przestrzeni, aby mozna uwazaé ciezkosé
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Jako site majaca wszedzie to samo natezenie i ten sam kierunek,
W tem zalozeniu,

Zatem calka sit zywych wyraza sie przez
1 7292 ' D s . P
3 MYt — = my,? = my(z — z

albo

o — 2 =25 — z) = g3

nazywajac i wysokosé spadku; 4 wyraza roznice poziomow dwoch
punktéw (zo, yo, 20) 1 (2, ¥, 2).

Powierzchnie poziomu sa tu plasczyznami poziomemi. Gdy punkl
ciezki przechodzi od jednej z tych plasczyzn do drugiej, jakakolwiek
idzie droga i w jakimkolwiek czasie ja przebywa, kwadrat predkosei
zmienia si¢ tylko z odlegtoscia / tych ptasczyzn.

Jesli vy =0, wtedy

Ten wainy wynik dowodzi ze, jakakolwiek linie punkt ciezki
przebiega, ruchem wolnym albo utrudzanym, jego predkosé na-
byta jest taka sama jak gdyby spadal pionowo z wysokosei k.

Zastosujmy teraz wylozone teorye do przykladow, ktére dadza
poznaé ich waznos$é i wyjasnia mogace zostawaé trudnosei.

254, TWIERDZENIE. Jesli punkt materyalny opisuje pewna krazne
pod dziataniem kazidego z kilku uktadiw sit, to pod dziataniem wszyst-
kich razem ukladow opisze jeszcze te sama krazne.

Niech beda uklady sit styczennych i dosrodkowych S, — %‘i’)_'

3 muy* :
i Dy="—"2, ete. pod ktorych
G

g - ;ndvg
1 1= 5 S‘Z R :
dziataniem, kazdego osobno, punkt materyalny m opisuje krai-
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e AB. Oczywiscie ten punkt, poddany sifom S, S, Ss.....
i1 Dy, Dy, Ds..... opisze te sama krazne, jesli do niego przylozymy

sife N ktora przedstawia oddzialywanie tej linii, albo raczej teznosé
wiazadta. Wiec, nazywajac » predkos¢ ruchu, S i D skladowe
sity poruszajacej, i uwazajac ze sita N jako normalna nie daje skta-
dowej styczennej, bedzie

eyt = Sds = (S, S+ Sy o Jds= dog moy? - 02 052

Ztad, catkujac, otrzymujemy
mv? = m(v? + v+ vt ...,

Jakakolwiek jest sita N,
Owoz, na mocy tego rownania, sita dosrodkowa D wyraza sig
przez

3
7IlU‘ mv,® muvy~ mu;
D= i i RIS W
P P

Wiee sita N jest zero. To dowodzi ze punkt materyalny, poddany
dziataniu wszystkich ukiad6w sit razem, opisuje t¢ sama krazng
co pod dzialaniem kazdego z nich osobno.

RUGH PUNKTU CII'ZZKIEGO NA DANEJ LINII,

255. Uwazajmy punkt ciezki poruszajacy sie na krzywej AHNB
jakiejkolwiek, bez tarcia.

Jesli wezmiemy skrajnosé nizsza A tej linii za poczatek spot-
rzednych, osie AX, AY poziome i 08 AZ pionowa w strone
ciezkosei, rownanie sit zywych bedzie

1
U= mP=="myaz;
d.5 mv* = myg

tad, catkujac, otrzymujemy rownanie

v =02+ 206 — )
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w ktorem z,"znaczy rzedne punktu wyjscia, o, predkosé w tym
punkcie.

Przypus¢my najpierwej ze punkt ciezki wychodzi z potozenia
poczatkowego G bez zadnej predkosci. W tym przypadku punkt
ciezki bedzie sie spuszezal po krzywej CH, biorac predkosei coraz
wigksze ; i jego predkos¢ w polozeniu M wyznaczy sie przez
formute

v= V29 — %) = V2¢h;

ktéra pokazuje ze predkosé punktu cigzkiego rosnie w miare jak on
schodzi az do polozenia najnizszego H. Z tego poloZenia punkt
ciezki postepuje dalej na mocy predkosci nabytej, i wznosi sie
wzdtuz tuku HN; a jesli poziom najwyiszego potozenia N, w cze-
sci linii na ktorej ruch ma miejsce, jest nizszy od poziomu punktu
wyjscia C, punkt cigzki dosiega polozenia N z pewna predkoscia
i przebywa je, potem schodzi po tuku NK z predkoscia rosngcg,
i naslepnie wznosi sie po luku KC'; az nakoniec zbtrzymuje sie na
chwile w punkcie €' ktory lezy na jednej plasczyznie poziome]
¢ punktem wyjscia G. Ale zaraz, z ptzyczyny nieustannego dzialania
cigzkosci; punkt cigzki zwraca sig; i przebiega te samg krzywe
w strong przeciwna, biorac w kazdym jej punkcie zupelnie taka
sama predkosé jaka mial w pierwszym razie. Nareszcie powraca do
punklu wyjscia C, z ktorego na nowo ten samn ruch rozpoczyna.
I tak dalej nieskonczenie.

256. Czas w kidrym punkt ciezki przebiega tuk CM danej krzy-
wej, idac na dét albo do gory, jest ten sam. Jakoz, w pierwszym
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pizypadku, gdy punkt ruchomy schodzi po luku CM, trzeba wziaé
ds g el Y
d_;:\/—{—ngz—zoﬁ

dajac pierwiastnikowi znak —4-; bo tuk s rosnie z czasem ¢, co

wymaga ;I{—j>0. Zatem

K ds

1 e
) s,V 29z —z)

uwazajagc s jako funkeye lukn s wyznaczona przez rownanic
krzywej.

W drugim przypadku, gdy punkt cigzki wznosi sic po tuku MC,
trzeba wziac

L DR % o e
o = — VT E—a

dajac pierwiastnikowi znak —; bo tuk s maleje gdy czas ¢ rosnie,

€O wymaga %f< 0. Zatem

tc—_j \/—f—)g 2 — Z)

albo, co to samo, zmieniajac zarazem porzadek granic calkowania
i znak rozniczki,
2 as~ -
) : =
.90 \/ —l— 2J — Zp)

Te dwa wyniki (1) i (2) dowodza zalozonego twierdzenia, i poka-
zja ze ruchy punktu ciezkiego tam i nazad, czyli oscyllacye, sa
réwnoczesne, odbywajace sie w czasach réwnych.

257. Zobaczmy teraz jaki jest ruch punktu ciezkiego na danej
krzywej, gdy jego predko$¢ poczatkowa v, nie jest zero. Trzeba
rozroznié trzy przypadki
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1° Jesli v, < V2¢z05 wtedy, biorac rzedne rowng z, — ;;
wyznaczymy miedzy A i G punkt D, z ktérego punkt ciezki wy-
chodzacy bez predkosci poczatkowej, bedzie miat ruch jaki posiada
gdy wychodzi z punktu C z predkoscia poczatkowa v, Wiee ten

ruch jest oscyllacyjny, tam i nazad, na fuku DND’.

2

20 Jesli v, =1V/2¢703 widzimy latwo ze punkt ciezki, wycho-
dzacy z punktu A bez predkosci poczatkowej, ma taki sam ruch
jaki posiada wychodzac z punktu C z predkoscia v, Wiec ten
ruch jest oscyllacyjny na tuku ANA'.

30 Nakoniec, jesli v, > V292, punkt ciezki ma taki sam ruch jak
gdyby wychodzil z punktu A z predkoscia poczatkowq Vo2 — 29z,
Wiege, przeszedlszy A’, albo dosiega tylko skrajnosci B 1 zawraca
do A, biorac w kazdym punkcie powrotu takie same predkosci
jakie mial idac do B; albo przechodzi skrajnos¢ B i nie wraca
do A, jesli dana krzywa nie rozciaga si¢ poza punkt B.

258, Jest godny uwagi przypadek osobliwy, gdy punkt cigzki
wychodzi bez predkosci poczatkowej z punktu E, lezacego na jed-
nej plasczyznie poziomej z punktem N w ktérym styczna jest po-
zioma; albowiem wtedy, jesli w punkcie N. promien krzywizny
jest rozny od zera, punkt ciezki nie dosiega nigdy do punktu N.
Jakoz, w tem zalozeniu, mozna zawsze wzigé tuk LN dos¢ maly
zeby od L do N promieni krzywizny ¢ nie byl zero. Nazwijmy a
najmniejsza wartos¢ tego promienia; i, uwazajac punkt N za po-
czatek spolrzednych, oznaczmy przez z; rzedne punktu L, przez s
diugosé tuku NL; bedziemy mieli

dS i v
717 —_ - v2g~
zkad
%4
ds. ;.
0 ds ddzdd

b e e 2= S
s V2g5 o Vg3
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dz_z -
2 S
Owoz, p 75 = dosv; wzdluz tuku LN jest =i i dosy <13

wiec

Catkujac te nierownosé, i uwazajac ze w punkcie N jest z =10
i L. 0, otrzymujem
=" ymujemy

dzr 2z

ast ~ o’

ds \/ 2
=V o
Podstawiajac te wartosé, bedzie

1 \/aj""ldz 1 ‘/ﬁ z
t> < - -, albo > = < log =
-3 gJe 2 2 gioo &

wiec ostatecznie

. a LA ! it
t>§‘/5105,6,. albo fe=tehn

959. Znajduje si¢ parcie jakie punkt ciezki wywiera na krzywe AB
w polozeniu jakiemkolwiek M, skltadajac jego site odsrodkowa
w tem polozeniu ze skladowa normalng cigzaru mg. W kazdym
punkcie krzywej, danej przez jej rownania, wiadoma jest skladowa
normalna cigzaru mg punkiu ruchomego i jego predkosé, a tem-
samem sila odé$rodkowa; mozna wige wyznaczy¢ parcie jakie ta
krzywa wytrzymuje.

ztad wynika

W szezegblnym przypadku, gdy krzywa AB jest cafa na plas-
czyznie pionowej, te dwie skladowe maja ten sam kierunek, i parcie

MECHANIKA. 24
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réwna sie ich summie albo réznicy, wedlug polozenia, Jesli na-
zwiemy B kat jaki styczna do krzywej w punkcie M czyni z pio-
nowa w strong ciezkosci, i p promien krzywizny, parcie w tym
punkcie wyrazi si¢ przez /

mgwst = . albo mg wst =

2mgh
§ e
To pokazuje ze parcie, ktore punkt ciezki wywiera na krzywe
w punktach najnizszych H, K (nieosobliwych), jest rowne summie
. Je8t b E W ) ! 2mgh .
jogo cigzaru i sily odsrodkowej, mg + —%—; a zas w punk-
e
cie N majacym wysokos¢ maximum, to parcie rowna sie roinicy

—_ ngh; jesli wiee A = g, punkt ciezki nie wywiera zad-

mg
nego parcia na krzywe w punkcie N.

260. Zeby otrzymaé rownania ruchu punktu ciezkiego na danej
krzywej, dosé jest wyrazi¢ ds w funkeyi rzednej z, biorac formute

ds "“\/'erhz?f

I,[t‘ —— - - )
Vo> +29(2 — %)
A da dy ’ = e 1
w ktorej pochodne czastkowe 7> g Wymaczajy si¢ w funkey

z za pomocg rownan tej krzywej.

Jesli mozna wykonaé catkowanie, i potem wyciggnac wartosé
dla z w funkeyi czasu #, réownania krzywej dadza z i y w funk-
eyl z, i temsamem w funkcyi czasu ¢, zagadnienie bedzie wigc
zupelnie rozwiazane.

Gdyby dana krzywa bylo kolo pionowe promienia a ktore, od-
niesione do punktu najnizszego, ma za réwnania

y.7=0 22 -zt — 20z =0,

ofrzymanoby calke elliptyczna

¥t ;. - .
20 V3(2a = ) (v)> -+ 2¢z, — 2¢3)

odz
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Catkowanie jest mozebne w ksztalcie skonczonym, jesli miedzy
trzema pierwiastkami wielomianu pod pierwiastnikiem dwa sa ro-
wne, Co si¢ wiasnie zdarza gdy v,2 = 2¢9(20 — z,), to jest, gdy
punkt ciezki zaczyna ruch z predkoscia ktérejby nabyl spadajac
z punktu najwyzszego na kole pionowem, albo co to samo, gdy wy-
chodzi z tego punktu najwyiszego bez predkosci poczatkowe.
Gdyby punkt ciezki, po obiegu kota, mogt powréei¢ do punktu naj-
wyzszego z ktorego wyszedl bez zadnej predkosei, miatby w nim
predkosé zero i zostatly w speczynku; ale zaraz zobaczymy ze to
polozenie jest granica do ktorej punkt ciezki dazy nieskorczenie
i nigdy jej nie dosiega. Jakoz, podstawmy zatozona wartosé dla v,’
w ostatnie rownanie, bedzie

dt =t & i_
\/:2_(/ f‘..’ﬂ,——-:)\/:',

Widzimy tatwo ze

a’; 2d.\z
(0 —2vz  (V2a+ V) (V2a — s

d. \z I i 1
== ” _I" o iy
V2a \V2a 4+ vz ' V22— Vs

wieo

dt = = - ‘/ d.ys d.\z )
it (V% Ve TVEa— i

V2a ~ \z

Ztad catkujac, dla ruchu zestepujacego, w ktorym :{L:<0

wywodzimy réwnanie

1‘/(ng \/A_H-\\/;_i_b

Stateczna € wyznacza si¢. przez warunek zeby bylo zarazem
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Gdy punkt cigzki dochodzi do punktu najnizszego, wtedy z =0 i
=1 VYR
- ! \/2“ T \/~o

Poczawszy od tej chwili Z—j > 0, ftrzeba wiec w ruchu wzno-

szacym sie wziaé znak -3 co daje

- l/ <10a, \V/ia _i_— vt log. ://;0 \/Z">

VA — V3

W tym ruchu w miare jak ¢ rosnie, z rosnie takze dazac do 2a ;
a jesli 5 = 2a wtedy 7=oco. Wigc punkt ciezki nie dosiega
nigdy do punktu najwyzszego na kole, ale sie do niego zbliza nieo-
graniczenie. Wynik zgodny z tym ktoregosmy wyzej (258) og6lnie
dowiedli.

261. Uwaea. Jesli ze wszystkich punktéw danej krzywej spusei-
my prostopadie na plasczyzne pozioma jakakolwiek, utworzymy
walec pionowy ; a jesli potem rozwiniemy ten walec na plasczyznie
pionowej, dana krzywa skosna rozwinie si¢ na niej i przeksztalci
na krzywe plaska. Tym sposobem wszystkie zwiazki miedzy s i z
istniejace na krzywej skosnej, zachowaja si¢ na jej przeksztalcone;.

Owoz, na tych dwoch krzywych ruch punktu ciezkiego jest wy-
znaczony przez rownanie

'7; = Voo 4 29(z — z)s

wiec ten ruch jest jednakowy na obydwoch liniach.
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262. ZAGADNIENIE I. Bila massy m toczy sie po wypuktosce

lindi krzywey pionowej, bez tarcia ; praypussczajac ze zaczeta ruch bez
predkosei poczatkowey, w ktorym punkeie opusci te krzywe ?

Bila opusci krzywe w punkcie w ktérym parcie bedzie zero ; a
wiemy ze parcie jest wynikowa skfadowej normalnej ciezaru bili
i sity odsrodkowej. Owoz, jesli wezmiemy o$ rzednych skierowana
w strong przeciwna cigzkosci, i nazwiemy y, rzedne punktu wyjscia,
6 kat jaki styczna czyni z pionowa w strone ciezkosci, punkt krzy-
wej w ktérym parcie bedzie zero wyznaczy si¢ przez réwnanie

’ — , d?
mg ws[ﬁ _— Q_Hi(’/"——]/) =) albo p* :l—sz;/ — 2yo —y) =0.
0 2

W zastosowaniu do kota, do stozkowej jakiejkolwiek, do cykloidy,
jesli nazwiemy y; rzedne punktu w ktérym bila opuszcza krzywe,
bedzie :

w kole

a2 2 =R, wstl =2, p—=R, wiec y, =2

<=

w stozkowych
y'=2pa+q®,  (A+4q)y 3%y -2p%e=0;
w cykloidzie

dy l/2a Yy G 0
- — — — t —— e ZN b e Ll
= ¥ 1, N normalna, wstf NP $ il 5

263. ZAGADNIENIE 11 Punkt ciezki porusza sie po cykloidzie
przewrdconej ; w ktorym punkceie tej krzywey trzeba go opuscié, zeby
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stosunek parcia do sity odsrodkowey byt staty, @ jaki jest ten stosunek ?

W punkcie M cykloidy, promien krzywizny jest 2MN, a skia-

2a
dowa ciezaru mg w kierunku NM normalnej rowna sie mg. N

wiec parcie wyraza sie przez

9

my .

my>

Vm “" IMN

Ztad, nazywajac k stosunek parcia do sity odsrodkowej, otrzy-
mujemy rownanie

(](2(1-— (/, +1 = k.
z ktorego wynika
o 2a—y)
k—1

Owoz, wedle zagadnienia, bila zaczyna ruch bez predkosci po-
czatkowej ; wiee w punkcie wyjscia musi byé

i 2q(2ll . y)‘
k—1

zkad
==,

Co dowodzi ze hila powinna wychodzié¢ z punktu A.
W kazdym innym punkcie predkos¢ jest nalezna wysokosei
spadku 2¢ — y, imawartos¢ 2= 2g(2a —y); wiec k=2,




ROZDZIAL 1V.

TEORYA WAHADEZL,

WAHADLO POJEDYNCZE W PROZNI.

264. Wanapro KOLOWE. Nazywa sie wahadlem wszelkie ciato
mogace si¢ kotysac okoto osi poziomej.Aby mozna bylo porownywaé
trwanie ruchu tam ¢ nazad roznych wahadel, wyobrazono wahadlo
idealne, ktére nazwano wahadtem pojedynczem. Jest to punkt ma-
teryalny ciezki M, zawieszony na jednej skrajnosci nici OM, (albo

\

\
\

ALY :
Nlb

B

precika) nie majacej massy i nierozciagalnej, ktorej druga skraj-
nos$¢ O jest utkwiona. W stanie spoczynku wahadlo jest pionowe ;
w tem polozeniu ciezar ciala jest zniszczony przez opOr nici. Jesli
oddalimy ciatlo M od tego potozenia réwnowagi, dajac nici kieru-
nek pochyly OM tak, zeby ta ni¢ byla calkiem wytezona i czynita
z pionowa kat ostry, i jesli potem zostawimy cialo M dziataniu ciez-
kosci nie dajac mu zadnej predkosci poczatkowej, wahadlo bedzie
sie ciagle poruszalo, opisujac plasezyzng pionowa poprowadzona
przez polozenie poczatkowe, i oddalajac si¢ rowno od tego potozenia
w jedna i w druga strone ; a wiemy juz ze te wahania sa rGwno-
czesne (256). Nadto, poniewaz odleglosé OM zostaje ta sama,
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punkt M opisuje tuk kota majacy punkt O za srodek. Mozna
wiec uwaza¢ punkt materyalny M jakoby zmuszony poruszaé sie
na danym okregu kotfa, na kiéry nie wywiera parcia, ale tylko na
ni¢ ktora go utrzymuje na tym okregu. Parcie punktu materyalne-
go M na ni¢ stanowi jej teznos¢.

Wezmy punkt zawieszenia O za poczatek spolrzednych, i pio-
nowe OB w strone ciezkosci za os rzednych z. Przypuszczajac ze
ruch wahadla odbywa sie w prozni pod dzialaniem samej jednej
sily ciezkosci, mamy zaraz catke sit zywych

2 =, -+ 2¢(z — 3),

zkad

ds

7= + Vvt F 29z — 20);

biorge znak - albo —, wedtug jak tuk s rosnie albo maleje gdy
sie czas ¢ powieksza.

W zalozeniu ze wahadto porusza sie, zaczynajac od polozenia OA
i idac w strone ABA’, niech bedzie kat MOB =6, kat poczat-
kowy AOB = «, tuk AM =s, i promien OM = a; co daje

s = a(a — 0), ds = — adf;
z = adosh, % = adosa.
Mamy wiec
—a % = Vu,® + 2ga(dos — dosa) 3
zkad
) Jissadl ad6

Voo 4 2ga(dos 6 — dos «) y

Ta roiniczka, ktorasmy juz widzieli w numerze 259 pod innym
ksztattem, nie moze sie ogélnie catkowaé¢ bez uzycia funkeyj ellip-
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tyeznych; wyjawszy przypadek szczeg6lny wktorym v2—=2ga(1-}-dosa).
Co si¢ wlasnie zdarza gdy punkt M stanowiacy wahadlo wychodzi,
bez predkosci poczatkowej, z polozenia E najwyzszego na Kkole.
Albowiem wtedy predkosé tego punktu w polozeniu A, nalezna
wysokosci DE, ma wartosé /2gDE; wiec jego predkosé poczat-
kowa w»,, z ktora wychodzi.z polozenia A, wyraza sie przez
vy? = 2¢(EO - OD) = 2ga(1 - dos o).

Uwazajmy najpierwej ten szczegdlny przypadek ruchu wahadia
kotowego. Podstawiajac wartosé »,2, mamy

= rle
dt = — —(ﬂ__ ‘/a o5
IQ‘—_ _— e = —
V2ga(1 -+ dosH) g dosg
2
Dla utatwienia calkowania, zmienimy dosg na wsl (7—;~g>, .

bedzie

. d(’f..?)
(/t:‘/-(-t-_2 2 =
/] ™ 0

albo, dzielac oba wyrazy ostatniego utamka przez dos‘(%—%).

Ztad, catkujac w granicach « i 6, otrzymujemy

0
t—l/@ k Styc_:—’?)
(2) = 7 0{1‘—--
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Ta formula daje czas w ktorym punkt materyalny M wahadla
przebiega fuk AM kola, gdy wychodzi z punktu A z predkoscia
ktorejby nabyt spadajac pionowo z punktu najwyzszego E na tem
kole. i

Aby mie¢ czas w ktorym wahadlo opisuje kat AOB, trzeba uczy-
ni¢ 6 = 0; co daje .

u ' o

Po przebiezeniu tuku AB, punkt materyalny M wznosi sie na
tuku BA'E i zbliza do punktu najwyzszego E z ktorego wyszedl
bez predkosei poczatkowej. W jakim czasie do niego dojdzie?
znajdziemy odpowiedZ podstawiajac w formule (2) 6 = — = ¢,
i potem czyniac ¢=— 0. Mamy najpierwej .

N i “["N -t\
t"l/g IO‘E)E_ A>
= 7 g. -

w(z—3

To wyrazenie pokazuje Ze, im mniej s rozni si¢ od zera tem wigcej
czas t rosnie i moze przej$¢ wszelka wielkos¢ naznaczona; wiec
gdy ¢ =0 wtedy t—=o0c . Wynik juz wiadomy.

265. Szukajmy teraz ustawy ruchu wahadla gdy ono wychodzi
z polozenia jakiegokolwiek bez predkosci poczatkowej, i wykonywa
oscyllacye bardzo male. Czyniac v,—0 w formule (1), bedziemy
mieli

l/& o
I/t —_ e e
9 V2dosd— 2 dosa

Rozwinimy dos6 i dos« na szeregi. Poniewaz przypuszczamy
o 1 0 bardzo mate, mozemy poprzestaé na potegach drugich tych
tukow, zaniedbujac potegi czwarte i wyzsze : co daje
02 o,

(1059:1—2—. dOSa:’I—i—,
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zkad

2dos6 — 2dos o = o — 67

oo N B
M=— o JZ—e

Wiee calkujac otrzymujemy

(3) t:[/‘—‘ tukdos > -
q *

Nie przydajemy statecznej dowolnej, bo powinno by¢ zarazem
=i 140— g, pihioracqedukdosdi— 0;

1

i nastepnie

Z powyiszej formuly wywodzimy

Qzad()stl/g‘:
[

6 jest katem opisanym przez wahadlo w czasie .

Jedli nazwiemy T trwanie jednej oscyllacyi (od polozenia OA
do 0A'), otrzymamy je czyniac 8 = — « w formule (3), i uwa-
zajac ze tukdos(—1) == poniewaz juz wzieto tukdos1 = 0.
Tym sposobem znajdujemy

() Tzﬂl/g.

Ten wynik, niezalezny od kata 2a. ktdry sie nazywa obszernoscia
oscyllacyi, dowodzi ze trwanie bardzo matych oscyllacyj nie zalezy
od ich obszernosei; i, byle ta obszernosé¢ byla dostatecznie mata,
mozna ja wziaé jeszcze dwa, tvzy,... razy mniejsza, a zawsze trwanie
jednej catej oscyllacyi zostaje to samo. Te male oscyllacye sa wiee
wszystkie réwnoczesne.

266. Wyznaczmy teraz réwnanie ruchu wahadla za pomoca sily
styczennej. Jesli wezmiemy kat 6 zazmienne niezalezng, sktadowa
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styezenna ciezkosei  dzialajacej na punkt M wyrazi sie przez
mg wst 0, i bedzie

2o
(%%: = g wst0.
dz 2 N e
Ale s=a(e —0), zkad de = — a—(‘ll;?; mamy,wiec rOwna-

nie rézniczkowe ruchu wahadla

d?6
! = wst—
77 ste 0.

Dobrze jest uwazaé ze, postugujac sie sita styczenna, trzeba cal-
kowaé réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu ; gdy za$ catka sit zy-
wych istnieje, ona sama jest juz jedna z calek ruchu, i zostaie tvlko
do calkowania rownanie rozniczkowe pierwszego rzedu

Dla catkowania pomnozymy powyzsze rownanie przez 2df, i wy-
konajmy to calkowanie, wyznaczajac slateczne dowolna przez
do

warunek zeby bylo zarazem t—0, Zoh =0, 6=« ofrzymamy

9
%?:— ‘#(dos@—dom):().

Ztad wynika réwnanie

i i l/>q \/doce—dow

ktéresmy przedtem odrazu otrzymali stosujac catke sit zywych.

Drugie calkowanie wymaga przemiany ilosci 6 na inng zmienne.
W tym celu, nazwijmy z i 4 wysokosci punktow M i A nad
plasczyzna pozioma przechodzaca przez punkt najnizszy B; bedzie

= a(1 — dos 0, bh—=a(1 — dos «)
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zkad

”
z

dos® — dosa =

’
a

dz - >
B=Bz—=

Podstawiajac te wartosci w ostatniem rownaniu, i catkujac w gra-
nicach # i 0 odpowiedajacych potozeniom OA i OB wahadla,

znajdujemy formule kiéra daje czas polowy oscyllacyi zeste-
pujacej

U dz
T—— 2_a_ Fomi T
: g \/:20_:—:,7‘/ B
b - a

Wiec czas T calej oscyllacyi wyraza si¢ przez

N =

1

R R ”
T:‘/(;Lj _(i__zx —
g Jo Vbz —z ‘/

Pl 222
2a

Poniewaz calka ogodlna nie jest znana, trzeba wyznaczyé za pomo-
ca szeregu wartosé przyblizona calki okreslonej. Owoz, ilos¢ )—"
jest mniejsza od jednosci; mozemy wige rozwinaé dwumian

1

<1 — 2%;) na szereg zbiezny, sposobem nastepujacyni

L8520 — 1) ( z >+

2.4,6...2n 2a

przez podstawienie tego rozwinigcia catka okreslona staje sie
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o )b/
@ dz | zdz N R
T—‘/Ej {\/[,?_ :’+§'ﬂ\/ 3 +T’;(2_a)\/b- 2
0

(3

b

3 bz —1z

2.4.....00 Vb —2

. I 1.3....2n — 1) ()i)” zdz + }
2a '

Rozniczki w nawiasach maja wszystkie ten sam ksztalt; aby je
zeatkowa¢ uwazajmy rozniczke ogdlng

e s e s U A
d.an—t \bz — 22 = (n — )22 bz — 22 dz -+ 2! 2 U
. \/bz — 22

_ @ —=1)b zdz  nzndz
2 Vb2 — 22 bz — 37

Ztad wywodzimy

/’5 andz. (2 — 1)0]'5 =t bz — 22
0 0 v d

Vb — 22 2n Vbz — 2 n

&

wiec

ogvds 0 (2n—1)6 (b 3tz
T L T gt e

Jesli teraz oznaczymy te dwie catki okreslone przez A, 1 Au—y,
bedziemy mieli formute

(2n—1)b

f\u__ s
2n :

Ap =
ktora da jedna ktorgkolwick z catek skiadajacych wartosé T, za
pomoca poprzedzajacej; wiec, aby mieé¢ wszystkie, dos¢ tylko wy-
znaczyé catke wskazu 0,

(b dz

M=l "
1 o Vbz — 3
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Owoz
+1 b — 2z
[ v
(% 72 o
o bz —z ‘/ b— 9z\2
=4 1_< l )
=2 > .
b — 2z\2
L l/l '—< i )
Zatem
1 L3452 .3.508
Ay =, = 2{]71', Ao — ].)3[1: v, 3 — 123—/1% w, e¢te

Podstawiajac te wartosei otrzymujemy ostatecznie
a ARl 1:3\2 (6 \?
m S| o | e — —
S ”l/,,{ s (z) % ) 2.11,) 2n> +
(18550, (20— 1))\ ™/ p2
+(\ 2.01.6...2n ) (E +}
Ta formula moze jeszeze wziaé inna postaé : jakoz, uwazajac 2¢

wstawa odwrotna 2 =1 — dosa = 2 wst? % , 1 podstawiajac le

wartosé, bedziemy mieli formule

a ¢ o 4032 (2
o a ) ! 2 ot
(5) T_"l/{]{1+(2/) wst 2—{—(2.&) wst 3

—|—<M>) wst‘lni;’—}-...},

2.4.6...2n

ktora jasno pokazuje ze szereg jest tem wigcej zbiezny im obszer-
nos$é wahan 2& jest mniejsza; mozna nawet latwo wyrachowac
blad jaki sie popelnia zatrzymujac szereg na wyrazie jakimkolwiek.
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I tak, jesli kat 2, zawiera mala liczbe stopni, mozna poprzestaé
na pierwszym wyrazie szeregu; co daje formule, juz otrzymang

. N
innym sposobem,
A ;l: -,
=iy =
g

ktora wyraza czas bardzo matych wahan niezaleznie od ich obszer-
nosei.

Jesli wezmiemy dwa pierwsze wyrazy szeregu, i zastapimy

wstg przez tuk 02—‘, bedziemy mieli

'|‘:7rl/ j—j—&l —}—%)

Ta formula daje czas jednej oscyllacyt w funkcyi jej obszer-
nosci.

Pierwsza wartos¢ dla T jestza mala, druga za wielka ; w pierw-
szej blad jest mniejszy od ilosci drugiego rzedu wzgledem kata o,
w drugiej mniejszy od ilosci czwartego rzedu.

W zastosowaniu wahadla do mierzenia natezenia sity ciezkosci
w roznych miejscach ziemi, trzeba znaé czas jednej oscyllacyi; co
jest dos¢ trudno. Aby wyznaczyé ten czas ile mozna najdokladniej,
rachuje sie n oscyllacyj przez pewny czas =, na przyklad przez
kwadrans, i otrzymuje sie

- a g n*ria

T l/— = _; zkad q

el | e— = .
g n 2 < 9 53

267. WANADLO CYKLOIDALNE. Ruch punktu ciezkiego na cykloidzic
pronowey praewriconej, ¢ majace) podstawe poziomq.

Jesli wezmiemy za os odcietych styczne a za o$ rzednych nor-
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malne w wierzchotku B cykloidy, ii nazwiemy « promien kota

Oznaczmy przez v, predkosé poczatkowa 1 przez iy, rzedne
punktu wyjscia. Zasada sil zywych daje zaraz jedna z calek ruchu.
Jakoz, mamy ;

% = = o 2400 — o)

ale

s, sodeh (A e
B3 ==rdy <1+tl_y§>_dy i

podstawiajac te wartosc, bedzie

2V =V =),

zkad

t) m—iv/é -
Tareig 7o redlohiiy i
V(o e

)y—f

MECHANIEA, 26
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Trzeba wziac¢ pierwiastnik ze znakiem - albo ze znakiem —
wedlug jak ruch jest wznoszacy sie albo zestepujacy. Calkowanie
nie przedstawia zadnej trudnosci, mozna je uskuteczni¢ dokladnie,
Ale, zamiast wykonywa¢ rachunek ogélny, zajmiemy sie przypad-
kiem w ktorym v, =0; co wlasnie stanowi wakhadto cykloidalne.

Uwazajac to ciekawe wahadlo, szukajmy czasu % T pot-oseyl-

lacyl. Wiemy ze oscyllacye punktu cigzkiego na danej krzywej sa
rownoczesne ; mozemy wiec braé pot-oscyllacye wznoszaca sie albo
zestepujaca. Biorac ostatnia mamy y, = 2a; zalem, calkujac rowna-
nie (1), otrzymujemy

_ 2a J _ 2a 4 "
N - 9 [
!:l/i = "Z::E/’l —= '\'[/-:n';
. g ) N2ay—y* 9 ] N2—y
ztad
Hes 2o l/;; )
albo

ha /
@) G g I
g g

nazywajac 4 promien krzywizny w punkcie najnizszym B cy-
kloidy

Formula pokazuje ze, w ruchu punktu ci¢zkiego na cykloidzie,
trwanie oscyllacyj jest niczalezne od ich obszernosci. Te oscyllacye
sa wige wszystkie réwnoczesne. Ziad wynika ze rozne punkta ciezkie
wychodzace w lej samej chwili bez predkosei poczatkowej, z roz-
maitych punktow cykloidy, dochodza wszystkie w tym samym czasie
do punktu najnizszego.

Huyenens zaproponowal wahadlio cykloidalne, jako $cisle réwno-
czesne w proini jakakolwiek jest obszernos¢ wahai. W tym celu
stawia sie rozwite AKA’ cykloidy ABA, a wiadomo 7e rozwita
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cykloidy jest eykloida rowna. Poczem, zawiesza si¢ punkt ciezki M
na jednym koricu nici (albo bardzo gietkiej sprezyny) majacej diu-
gos¢ ha, ktorej drugi koniec jest utkwiony w $rodku krzywizny K.
Utworzy sie tym sposobem wahadio cykloidalne; ho punktciezki M
bedzie opisywal cykloide, jesli ni¢ na ktorej jest zawieszony przy-
staje do rozwitej] AKA', zostajac ciagle do niej styczng.

KRZYWA TOSAMOCZESNA I KRZYWA NAJKROTSZEGO CZASU.

268. Nazywa sie ogélnie ToSAMOCZESNA (fautochrona) wszelka krzy-
wa na ktorej punkt materyalny pod dziataniem sit danych, wycho-
dzac ze spoczynku dosiega zawsze w tym samym czasie do punktu
wyznaczonego, jakikolwiek jest punkt wyjscia.

Wzglednie do samej tylko sity cigzkosci, krzywa tosamoczesng
jest ta na ktorvej punkt ciezki, zaczynajac ruch bez predkosci po-
czatkowej, dochodzi do punktu najnizszego zawsze w tym samym
czasie, jakikolwiek jest punkt wyjscia; albo jeszeze, taka krzywa
na ktorej punkt cigzki, pchnigty z punktu najnizszego z predkoscia
jakakolwiek, zatrzymuje si¢ zawsze na koncu tego samego czasu.
Taka krzywa tosamoczesna jest cala na plasczyznie pionowej prze-
chodzacej przez punkt wyjscia i punkt najnizszy ; albowiem, niema
zadnej przyczyny zeby jakikolwick jej punkt znajdowal si¢ raczej
z jednej strony tej plasczyzny niz z drugiej.

Cykloida jest sama jedna linia tosamoczesna punktu ciezkiego
w prozni. Jakoz, niech beda A i B punkt wyjscia i punkt najnizszy
krzywej tosamoczesnej ; bioraec punkt B za poczatek spotrzednyeh,
poprowadzmy na plasczyznie pionowej BA, oS BZ pionowa
w strone przeciwna ciezkosci, i 0§ BX pozioma; oznaczmy przez z,
rzedne punktu wyjscia A, przez wx, z polozenie punktu cigzkiego
w epoce £ Zasada sit zywych daje

g; = — V2¢(z — 3),

zkad

250 /(5
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W tem catkowaniu wzgledem z mozemy polozyc %: o(2) ,

20
= -—4_—_‘ M s
\/29 ) \/zo == 3

Teraz, poniewaz szukana krzywa, jako tosamoczesna, jest nieza-
lezna od rzednej z,, pochodna calki wzgledem z, powinna byé
zero. Aby uniknaé¢ granic zmiennych w rézniczkowaniu niewiado-
mej calki, uczynimy z — uz,, granice 0 i z, beda odpowiedaty
dla = granicom 0 i 1. Tym sposobem powyzsza catka staje sie

co daje

1 W
1 puz,) \/zo du;

i s
V2g g VI—u

wiec pochodna wzgledem z,, zrownana do zera, bedzie

2t
2/ (uzo)uzo ~| pluz,) du — 0
VI —u

0

Owoz, aby ta calka byla zero, trzeba zeby spoiczynnik roznicz-

kowy Qwuz"_)uz" i G byto zero ; bo inaczej moznaby wziaé
Vzo VI — u

rzedne z, dostatecznie mala i taka zehy, poczawszy od » =0 az

do u =1, spoélczynnik rozniczkowy zachowal ten sam znak; wiec

calka sktadajaca sie z czesci nieskorniczenie malych, a wszystkie tego

samego znaku, nie moglaby by¢ zero. Mamy zatem konieczne rd-

wnanie
20! (uzo)uz, - o(uz,) = 0,

albo, ¢o to samo,
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Ztad catkujac wynika

oznaczajac przez c slateczne dowolna.
Wiec

ds?
dz2 —

albo

zkad ostatecznie

Co jest wlasnie rownaniem rézniczkowem cykloidy odniesionej
do stycznej i normalnej w jej wierzchotku,

269. Nazywa sie ogoOlnie KRZYWA NAJKROTSZEGO CZASU (brachistos
chrona) taka krzywa na kiorej punkt materyalny wychodzae ze spo-
czynku pod dzialaniem sit danych, dosiega do wyznaczonego punktu
w czasie krotszym niz gdyby przebiegal wszelka inna linie.

Cykloida jest krzywa najkrdtszego czasu dla punktu ciezkiego
w prézni. Aby tego dowiesdz, rozwiazmy ogolne zagadnienie

Majac dane dwa punkta A @ B w przestrzeni, znaleié jaka linie
punkt cigzki powinien opisac, aby przejsc z A do B w czasie najkrdt-
szym mozehnym ? .

Wezmy punkt A (wyzszy od B) za poczatek spotrzednych pros-
tokatnych, o$; AZ pionowa w strone ciezkosci, os AX na plasczyznie
pionowej AB, i 0§ AY pozioma. Przypuszezajac ze punkt ciezki
wychodzi z A bez predkoscei poczatkowej, czas w ktérym docho-
dzi do B(z, y, z) wyraza sie przez

L
= ds 3
V2g2
0
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Aby ten czas byl minimum, trzeba zeby jego zmiennosé przez §
byla zero ; to jest

Rt 3

1 ¥ ot
:\'/‘2—;./ (z * dds — 54 *dads)—= 0.
Ale
ds = ViP T dif T2,
co daje

sds_——dsx—}—dy day 4% daz;

podstawiajac te wartos¢, mamy

o
[ 8 a4 20 dy % do: _ff‘;"fa:ds:o.
o ds 2J0

Jesli zeatkujemy czesciami, uwazajac ze w obydwdceh punktach
A i B zmiennosci oz, dy, dz sa zero, otrzymamy

3

vf[hd(z*i‘%)—f-— 6‘yd<:_;g:-:/>—{—3:{ <~ —Z—“) |- % g (Is\;]— 0.

Zrownajmy teraz do zera spélczynniki zmiennosci 3z, dy, dz;
bedzie

1 —z—, -3 dz
K ds - d(z d—s): 0.

Owoz, wiadomo ze te trzy réwnania nie sa oddzielne. Co zreszta
latwo si¢ sprawdza; doS¢ tylko pomnoizy¢ pierwsze rownanie
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przez iz ,  druogie przez dy , *i doda¢ wszystkie trzy; otrzyma
dz P dz

sie tosamosé

1 - —3 ds L _v—'— e\ | dy 5 dy
3% tls—}—d( >+ b /( 27[._5‘)_'_—: d(z d>_()

Dwa pierwsze rownania zcalkowane daja

1
3— J d_.z.. =,
S
1
[ -8 dy sy At
¥4 % =73
zkad wynika
dy ¢
el
Calkujac to rownanie, bedzie
y= bz + s

e, ¢, ¢”, b sa stateczne dowolne. Ostatnie rownanie dowodzi ze
szukana linia najkrotszego czasu lezy na plasczyznie pionowej, prze-
chodzacej przez punkt wyjscia A ; co widoczne a priori.
Biorac plasczyzne linii najkrotszego czasu za plasczyzne s, jesli
1

; : -3 dz
w rownaniu z ° H=¢ zastapimy ds? przez da? - dz?, idla

s o A 1
jednorodnosci potozymy ¢ :—\T, otrzymamy
20

de? _ da? 4 dst

z 2a
ztad ostatecznie wyprowadzamy
Eli e % _r
do iy z

rownanie rozniczkowe cykloidy. j
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ROWNANIE RUCHU WAHADEA POJEDYNCZEGO W POWIETRZU.

270. 'WAHADLO KOrOWE. Opér powietrza nie wiele wplywa na
ruch wahadla kolowego. Gdy kat poczatkowy « jest maly i tem
samem mala predkosé wahadla, mozna uwazaé opor powietrza
jako proporcyanalny do tej predkosci. i wyrazié go przez — kmo,
oznaczajac przez k opor powietrza na jednosé predkosci. Owoz,
skladowa styczenna ciezkosci jest mg wst0; wiec rdwnanie réznicz-
kowe ruchu wahadla kolowego w powietrzu bedzie

dv
"= gwstd — kv,
o dv __ a6 . ey
Ale v—=—a E‘ e zatem rownanie roznicz-

kowe ruchu staje sie
a0 d E A
P e /f-‘F AL ~ wst0 = 0.

Nie potrafiono jeszeze zcalkowaé ogolnie tego réwnania. Ale,
jesli kat 6 jest dos¢ maly moizna, bez znacznego bledu, zastapié
wsl@ przez luk 0; czyniac to przypuszezenie bedzie

d’9

) 49 9.
(1) mt kg Te=0

To rownanie linijne o spotezynnikach statych latwo sie catkuje ;
dosé tylko rozwiaza¢ réwnanie cechujace

r2 —+ kr -+ AL
a

P = — )
Lo dy Bl

Jakiekolwiek sa te dwa pierwiastki, moze sie zdarzyé tylko trzy
przypadki.

ktore daje
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10 Pierwiastki rzeczywiste i nieroOwne. Poniewaz one sa oba od-
jemne, oznaczmy je przez — r,, — 7o Wtem zalozeniu catka
zupetna 6 ma ksztalt

0= Ae "t | Be ™,
zkad
o

2= — Are~Tit — B~ .

dt

Owoz, w stanie poczatkowym wahadta, powinno byé¢ zarazem
a0

d=0,. 6—40;, d_t:(); co daje
D it Ay <,
Ztad wynika
A== 7ol , Bi— — ___7‘19‘,
Po — 1y Py — 1y

Wiee, podstawiajac te wartosci, bedzie

6 — i
0= B (e ),
e |
db 71790 = —r
172% (e Tt g'i’),
(It Yo =— 11

Ostatnie rOwnanie pokazuje Zze Z—? nie zmienia nigdy znaku, i

maleje az do zera gdy czas rosnie nieskonczenie; gdy /=—occ
wtedy 6= 0. Wiec wahadlo nie wracaloby nigdy do polozenia
pionowego ; co nie jest.

9¢ Pierwiastki rzeczywiste i rowne, 7, = r,. W tym przypadku
catka zupelna 6 bierze ksztalt

9=¢" (A + Bt



394 ROZDZIAL 1V,
zkad

@ = et — (A + Byre T

Owoz, wartosei poczatkowe sa
By = A
0 =B —Ar;
wiec
— (1 4 70"

do s
o el 7,t0ye k.

7; hie zmienia znaku, i © nie jest nigdy zero; ten ruch nie sto-

suje sie wiec do wahadta,

3° Pierwiastki urojone. Jesli, dla skrécenia, uczynimy

catka zupelna bedzie miala ksztatt

kt
=) 2(Ados—-—}—Bwst )

Ztad
a9 M L o
=3 (Alc —Bl)e 2 9 dos * 3= .35 (Ax + Bk)e wst -
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Owoz, wartosci poczatkowe sa

Bp=A
0=FkA —)B;
wiec
kt

0 =0, 2<dos—+ ;T"wst %-t),

(2)

a9 6, _kt R,
7272—0—. * (124 &) wst o

Te réwnania pokazuja Ze ruch jest wahajacy, 1 ze obszernosé
wahan dazy do zera gdy ¢ rosnie nieograniczenie. Jesli w ostat-
?%', “T” f;i’, bedzie fi_‘;:o.
Te wartosci, poczawszy od drugiej, wyrazaja trwanie pierwszej
oscyllacyi, dwoch pierwszych, trzech pierwszych,.... Wiee w po-
wietrzu mate oscyllacye wahada sa réwnoczesne jako w prézni;
ich trwanie jest dane przez formule

niej formule potozymy t=0,

albo

a

k jest bardzo male, i trwanie oscyllacyi w powietrzu prawie si¢ nie
a
g9

Znaleziono Ze parcie powietrza zwigksza frwanie oscyllacyi

rozniod trwania w prozni danego przez formule T—== l/

B e 3 .
iloseia mniejsza od o tego frwania.

Podstawmy teraz w pierwszem rownaniu (2) za ¢ wartosci
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znajdziemy

ke 2 ke
wl=0p, 0=—0 %, 0=0e 1}, 0=—0k¢ I,..

Te warlosci, wzigte liczebnie, wyrazaja obszerno$¢ oscyllacyj

po sobie idacych, i tworza postepnie geometryczna ktorej stosun-
kx
kiem jest e 1.

271. Uwaca. Ciezar ciala M wahadla w powietrzu jest mniejszy
niz w prozni.

Jesli nazwiemy p stosunek ciezaru powietrza do cigzaru tego
ciala, cigzar oslatniego w powietrzu wyrazi sie przez mg(l — p).
Wiec we wszystkich formutach, dotyczacych ruchu wahadla w po-
wietrzu, trzeba zamiast ¢ polozyé ¢(1 — p). Tym sposobem tatwo
widzimy ze, dla samej tylko straty ciezaru w stanie- spoczynku,
trwanie oscyllacyli w powietrzu zostaje powiekszone w stosunku
jednosci do 1 — p. Ale jest jeszcze inna przyczyna wplywajaca
na to powigkszenie. PorssoN rachunkiem a Besser doswiadczeniem
dowiedli ze w powietrzu wahadto traci ze swojego ciezaru wiecej
w ruchu niz w spoczynku, i uznali ze do wahadta w ruchu przyczepia
si¢ warstwa powietrza ktora razem z niem waha, i przywodzi jego

ciezar do mg(i — 39) Borna, majac wzglad na te poprawki,

i uwazajac ze wahadlo platynowe, z ktérem robit doswiadczenia, nie
jest wahadlem pojedyneczem, znalazt dla Paryza ¢ — 9™ 8088.

272. WANADLO GYKLOIDALNE. Zajmiemy si¢ teraz ruchem punktu
cigzkiego na cyklowdzie przewrdcone) © majacej oS pionowa; przy-
puszezajae ze opor srodka, w ktdrym ten ruch sie odbywa, jest propor-
cyonalny do predkosce.

Zachowujac notacye i figure, uzyte do wahadta cykloidalnego
w prozni, 1 stosujac zasade sit zywych, mamy zaraz réwnanie roi-,
niczkowe ruchu

vdv = — gdy — kuds,
albo

d?*s

dy gl
d—t‘l—i_g;[_s—_i—Azz_o‘
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i E J ) dx /%4 ;
Owoz, rownanie cykloidy 7 — T 1, daje
]
52 = 8ay, zkad % = lf_a :
wiec
d*s
an Tk dt i /.a

To rownanie linijne o spélczynnikach statych, ma taki sam ksztait
jak réwnanie (1) ruchu wahadla kolowego w powietrzu; wiec zaste-
pujac tylko w tem ostatniem @ przez ha, i nazywajac s, odleglosé
punktu wyjscia od punktu najnizsego B, ofrzymamy wszystkie
przypadki ruchu punktu cigzkiego na cykloidzie, majace miejsce
w powietrzu, albo w plynie ktérego opor jest proporcyonalny do
predkosei. Ograniczajac si¢ na samem wahadle cykloidalnem, znaj-
dujemy rownania jego ruchu

- | k. Xt

8 == 88 2(( 055 -+ T wst—2—

it / > M
T ¢ Ry

w ktorych @ jest promieniem kota tworzacego,i ) = ‘/g — 2

Pierwsze rownanie dowodzi ze obszernos$¢ wahan zmniejsza sig
coraz bardziej gdyczas powigksza sie nieograniczenie. Drugie rowna-
nie pokazuje ze predkos¢ wahadta cykloidalnego jest zero w epokach

Ztad wynika ze trwanie jednej calej oscyllacyi jest ‘)'T” Wiec
czas

(2) T = »—————-2" —r ll(l 1

9 __ 12 E‘/q_ﬂ‘_l

a g
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Ta wartosé T jest niezalezna od s,; co dowodzi zarazem ze
oscyllacye wahadta cykloidalnego sa rownoczesne, i ze cykloida jest
linia fosamoczesng punktu ciezkiego, w Srodku (w powietrsu) kidrego
opdr jest proporcyonalny do predkosce.

e 5, 2r b :
Podstawiajac wartosei =10, e £ w pierwszem
rownaniu, bedzie
§ = Sy, S=8pe A, S==8sein DS

To pokazuje ze obszernosci wahadia cykloidalnego w powielrzu
Lworza postepnie geometryczna nieskonezenie malejaca.

RUCH PUNKTI CIF:'ZKIEGO NA SFERZE.

273. Wanaoro s10zkowE, Gdy wahadio kotowe, oddalone z poto-
zenia réwnowagi, zostaje pchniete, z predkoscia jakakolwiek, w Kie-
runku nie bedacym na plasczyznie pionowej ktora przechodzi przez
punkt zawieszenia, to wahadlo bierze ruch okolo pionowej punktu
zawieszenia, i naprzemian zbliza si¢ do niej i oddala. Punkt mate-
ryalny wahadla opisuje linie skosna, a za$ ni¢ (albo precik wahadta)
opisuje powierzchnie stozkowa. Ztad nazwisko wahadta stozkowego.

Punkt materyalny wahadla stozkowego moze by¢ uwazany jako
zmuszony zostawaé na powierzehni sferycznej, ktorej promieniem
jest diugos¢ tego wahadla a srodkiem jego punkt zawieszenia.
Parcie tego punktu materyalnego wywiera sie, nie na powierzchuig
sferyezng ktora jest idealng, ale na ni¢ albo na precik, i stanowi
teznos¢ nicei albo precika.

Obierzmy punkt zawieszenia O wahadta za poczatek trzech osi

vk,
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prostokatnych, i wezmy za o$ rzednych pionowe OZ idaca w strone
ciezkoSci. Punkt ciezki M(z, y, z) zawieszony na nici |bez massy,
podlega dziataniu dwdch sit; jedna jest jego cigzar myg, druga
teznosé¢ N nici skierowana ku $rodkowi O sfery. Jesli nazwie-
my o diugo$¢ wahadla, rownania rézniczkowe ruchu punktu
ciezkiego M beda

d%_ N
de— ma
d¥y Ny

(1) G
2z Nz
T +9-

Do tych trzech rownan trzeba dolaczyé rownanie powierzchni
sferycznej na ktorej punkt ciezki M jest zmuszony zostawac,

2+ 2 =a’

Mamy wiec cztery rownania, dostateczne do wyznaczenia czterech
niewiadomych z, y, z, N w funkeyi czasu .

Aby otrzymaé calki pierwsze ruchu, uwazajmy Zze zasada po-
wierzchni (239) daje zaraz jedna z nich. Albowiem wynikowa sit my
i N dzialajacyech na punkt materyalny M jest na jednej plas-
czyznie z pionowa OZ; co pokazuje ze zasada powierzehni slosuje
sie do plasczyzny @y. Zreszta, mnozac pierwsze réwnanie (1)
przez y, drugie przez x 1potem odeciagajac, mamy wprost

2y e ",
Ve =

u

zkad, catkujac, wyprowadzamy

dy dx \ o
= e N ()
xdt ¢ dt .

Przeksztalémy teraz spolrzedne prostolinijne na biegunowe, 1
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niech bedzie » vzut punktu M na plasczyznie xy. Jesli nazwie-
my ¥ kat jaki promien wodzaey Om = » czynizosia OX, bedzie

styy = ;l albo Y =tuk styg ;

zkad
xdy — ydx
dy = —F———
V=" +y
albo
o dv{; M dy dz
“a = a —Var
Wiec
2) itk il

dt

Stateczna ¢ wyraza, jako wiemy, powierzchni¢ dwa razy wieksza
od tej ktora rzut promienia wodzacego OM na plasczyznie zy opi-
suje w jednosci czasu.

Do wyznaczenia stateczne] ¢ jest wiadome polozenie poczatkowe
punkiu ciezkiego M i jego predkosé poczatkowa v, Ztad tatwo
sie wywodzi skladowa tej predkosci prostopadta do promienia wo-
dzacego r mna plasczyznie xy. I w samej rzeczy, jesli nazwiemy ¢
kat jaki predkosé poczatkowa v, czyni z prostopadia do plasczyzny
pionowej poczatkowej ZOM,, skladowa predkosci poczatkowe]
wedle tej prostopadiej wyrazi si¢ przez v,dosz; co daje (241)

’J' = yydosi.
Wiece na moey formuty (2) bedzie

¢ 5
— = yydost,
7

zkad

¢ == vgredosd = Vai — ztdosi.
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Szukajmy teraz drugiej catki pierwszej ruchu. Te catke daje za-
sada sit zywych

d —; i gdz,
zkad
() vi=231+}16;
stateczna dowolna b = v, — 29z,
Owoz mamy :
2 d® 4 dyf | d? dr? | dz?
=T T@s @ T et
24y
? T s

a rownanie sfery
il SRV S SR A L e
daje
dr dz
S % i) s
T
jesli wige podstawimy warto$é »* w réwnanie (3), i wyrugujemy

4y

” 1.
AT znajdziemy

defe N e
08 im0

albo, rugujac 72,

r—fli =29z b) (a* —3%);

MUCHANIKA, 26
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Trzeba wziaé znak -~ albo znak —, wedlug jak rzedna z ro-
$nie albo maleje z czasem ¢ Wartos¢ ¢ otrzymuje sie przez
kwadratury elliptyczne.

Wyrugujmy teraz d¢ za pomoca formuly (2), bedziemy mieli

i = acds )
(%) f (a2 — 22) V(a2 — z2) (2gz + b6) — ¢

Wartos¢ J otrzymuje sie takze przez kwadatury elliptyczne.

Formuta (5) dowodzi ze plasczyzna wahadta ktéra czyni kat ¢
z plasczyzng pionowa zz, obraca sie okoto pionowej 0Z w jedng
albo w druga strone, gdy z rosnie albo maleje; strona obrotu za-
lezy od znaku statecznej c. -

Pod pierwiastnikiem wielomian (a® — 22)(2¢z 4 b) — ¢%  (rze-
ciego stopnia ma wszystkie pierwiastki rzeczywiste. Jakoz, za-
stepujac stateczne dowolne przez ich wartosei b—=wv,2—2g3z, ,
cr=p (0> — z,2)dos?¢, bedzie

(a2=22) (vy® 295 —2¢z,) — % (a* — z,Y)dos?,

ipodstawienia z = — o, Llgahpogpthovd- ¢
dadza wyniki i L lR o T

Ten obraz zmiennosci znakow jasno pokazuje ze wszystkie trzy
pierwiastki wielomianu sg rzeczywiste; pierwszy, zawarty miedzy
— oo i — a, jest odjemny; drugi, zawarty miedzy —a i z,
moze byé dodatny albo odjemny ; trzeci, zawarty miedzy z, i a,
jest dodatny jesl z, > 0.

W przypadku szczegélnym, gdy predkosé poczatkowa v, jest pros-
topadta do plasczyzny poczatkowej ZOM,, z, jest pierwiastnikiem
wielomianu pod pierwiastnikiem ; albowiem, wtedy dos?i =10, ¢

2g(a? — 22)(z —2y) — V(22— 2¢%) = (2 — ) { 2¢/(a2 — 22) — vy (z |- 2,) } 2

W ogole, oznaczajac trzy pierwiastki rzeczywiste wielomianu pod
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pierwiastnikicm przez — 5, 3, «, memy zawsze

A ke adz
Ve —aB— )G+

dy =+ . .
T @—2)VUYE—aF—2)E T )

Te formuly dowodza ze, przez caty czas ruchu wahadia stozko-
wego; wartos¢ rzednej z zostaje zawarta miedzy « 1 f.
27h. Pozostaje jeszcze do wyrachowania teznosé nici wahadia

w kazdej chwili.

Wiemy ze teznos¢ N tej nici, a ogolniej oddzialywanie powierz-
chni materyalnej, jest wynikowa skladowej normalnej ciezaru mg
i sily odsrodkowej w polozeniu w ktorem sie punkt materyalny M
znajduje, ta zas wynikowa jest normalna do powierzchni. Owoz,
skladowa ciezaru mg wedle normalnej OM do sfery w punk-

cie M(z, y, z) jest mgz—; wartos¢ dodatna albo odjemna, we-

diug jak punkt ciezki M znajduje sie na polsferzu nizszem albo

wyiszem. Co do sily odsrodkowej ™, aby znalezé jej sklado-
£

we wedle normalnej do sfery, uwazajmy ze plasczyzna przylegajaca
do kraznej w punkcie M(z, y, z) przecina sfere wedle kola, ktére
jest wlasnie kotem krzywizny tej kraznej majacem promien p;

0
zatem, mnozac 8 przez %, otrzymamy skladowe sily od-
e e
srodkowej wedle normalnej do sfery, i ta skiadowa Wai bedzie
skierowana na zewnalrz sfery. Wiec, biorac wynikowe dwoch skla-
dowych, znajdujemy Zze teznos¢ nici ma za miare
2 .
®) N _mv ‘-l-l—mgg.

Widzimy fatwo ze w ruchu wahadta stozkowego pod plasczyzna
poziomg przechodzaca praez punkl zawieszenia, nic¢ jest zawsze
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wytezona. To wytezenie nici moze byé odjemne albo zero, gdy
punkt cigzki M wahadla porusza si¢ ponad plasczyzna pozioma
punktu zawieszenia.

Nietrudno wprost z réwnan ruchu otrzymaé wyrazenie teznosci N.
Jakoz, pomnézmy rownania (1), pierwsze przez x, drugie przez ¥,
trzecie przez z, idodajmy, bedzie

d2:c d*z

@ Ty dtv+ ‘T T m T T T

m/l

Ale mamy réwnanie sfery

24yt P=n :
ktore, dwa razy rézniczkowane, daje
d*y dz __  dx*  dyr  ds? .
et S g T i bl et p1s
df’ + Ve mh ¢ e e T i ¥
wige, podstawiajac te wartosci w rownanie poprzedzajace, otrzy-
mujemy

—w=——+p

m

zkad

N— met - mgz
a
275. Jakie powinny by¢ okolicznosei poczatkowe ruchu, zeby
punkt ciezki M wahadla przebiegal koto poziome sfery na ktorej
zostawa¢ musi; albo innemi stowy, zeby wahadlo opisywalo stozek
obrotowy?

Oczywiscie warunkiem koniecznym 1 dostatecznym tego ruchu
jest z=2,. Ta wartos¢, podstawiona w rownaniu sil zywych (3)
i w trzeciem rownaniu (1), daje

v = Yy, i N=—29%,
0
Wiee, jesli z =1z, rach kolowy wahadla jest jednostajny i

teznosé niei stateczna.
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Trzeba jeszeze znalezé czas calego obrotu wahadia okolo piono-
wej. Ten czas wyraza sie przez

27:'7‘0
Vo
Owoz,
N 9% -+ 93 a .
m @ . mido
zkad
g
= 2
0 0 Zy

Podstawiajac te warto$¢, widzimy ze, w ruchu kotowym, waha-
dio stozkowe wykonywa obrot okofo pionowej w czasie

?w‘/ﬁ).
g

RUCH WAHADEA STOZKOWEGO KTORE SIE MALO ODDALA OD PIONOWEJ.

276. Wtym przypadku ruchu promien wodzacy » rzutu m na
plasczyznie zy jest bardzo maly w poréwnaniu z dlugoscia a wa-

hadta, mozna wigc rozwinaé wartosé z = ya? — 72 na szereg
i r
zbiezny podlug poteg stosunku =

Co daje

1
r2\2 72
b A= | () (e = — — = .eenn
< a2> 2a

Poprzestajac na dwoch pierwszych wyrazach szeregu, wywodzimy
ztad

rdr 702
dz:—_—t:l—, Zoza—-_o..

Podstawmy te wartosci w réwnanie (3) przeksztalcene

dr? d\p _L
W—l— e = 7,7—2!1(2—20) ve?.
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bedzie
72 \dr? d\p :
(1 +a—7)217+ e~ a 2t — 1) v

-

. g rideinig. | 3 DE;
zaniedbujac wyraz S ktorego wartos¢ jest bardzo mala wzgle-

dem zachowanych, zostaje

d:,,‘*‘ ‘b 0712_7}_}_”“.

Jesli teraz wyrugujemy d¢ za pomoca réwnania

&

anhid ot ol s

]

t

w ktorem dana wartés¢ statecznej ¢ przypuszeza ze kat  jest

liczony od tej plasczyzny pionowej do ktorej predkos¢ poczatkowa
vy jest prostopadia, otrzymamy

(1) dy ==+ oo

r‘/ ( Ve — 2;_' > (r? — 1)

Rownanie pokazuje ze w tym ruchu wahadla stozkowego promien
wodzgey 7 rzutu na plasczyznie zy jest zawarty miedzy ilosciami

ol |/§ , ktére sa jego najmniejsza i najwieksza wartoscia.

Aby utatwié¢ catkowanie, dajmy powyzszej rézniczce nastepujaca
postaé :

voro \adr
”\/——mwn —+ (g 4 grat)yr:— gr

Ay == =

albo

voroVa (l
20y =

l/-— AUy 7 —+(av® -+ 4[7'..) - —g
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Dla skrécenia potozmy :—_2= u, i uzupelnijmy kwadrat pod
pierwiastnikiem ; biorac tylko znak — hedziemy mieli

— d. (2avyr2u) .
Viaw? — gre)* — (2averoiu — av — gry)?

2dy =

Zcalkujmy, wyznaczajac stateczne dowolng przez warunek zeby
bylo zarazem

1
) b =0, Y 7
otrzymamy
P 20p e 2y 2
2y = tukdos Baviiry uz o ; ey
avy ——_(/7‘0
zkad

=

1 1( 1 q 1(1 q )d
o A S (= T Ydos2y.
tg O] '/'l.‘l—l_ !w(,‘-’>+ 2\ 72 avy?) Q)
Wiec ostatecznie
(8)

Ten wynik dowodzi ze rzut punktn materyalnego M na plasczy-

a
znie zy opisuje ellipse kitorej pot-osiamisa », i v, l/g'

Zeby wiedzie¢ w jakim czasie wahadlo stozkowe, mato oddalone
od pionowej, wykonywa caly obrét okoto tej linii, dosé jest, stoso-
wnie do zasady powierzchni, podzieli¢ powierzchnie opisanej ellipsy
przez powierzchni¢ opisana w jednosci czasu na tej samej plasczy-
. ¢ =1 Vo 5 co
9 2

znie, to jest podzielié ﬂ?’uvol - przez
g

Qﬂl/;-_ll.

To wyrazenie czasu jest niezalezne od predkosci poczatkowej vy,
a wiee stosuje si¢ jeszeze gdy vy, =0; przedstawia ono czas dwoch

daje czas obrotu
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calych oscyllacyj wahadta kolowego dtugosci a; przypuszczajac ze
te oscyllacye sa dostatecznie mate. Co potwierdza znajome formuty.

2177. Zeby zagadnienie wahadla stozkowego, o matych oscylla-
cyach, bylo zupelnie rozwiazane, trzeba jeszcze wyrazi¢ b, 6 ir
w funkeyi czasu ¢.

Otoz co do kata . Rdwnanie = #* g;_’l' — vy, zkombinowane
z ostatniem (8) daje
"o qy
Y

_dos? —L-(L"» st?
§ 4L sty

dt

’

zkad, catkujac i wyznaczajac stateczne przez warunek zeby bylo zara-
zem (=0 i $=0, otrzymujemy

5._ i ‘/§ 7o
t g= t 200 :
‘/a lul\s)< ki sty\I:),
zatem
e a g
9) styy =2 ‘/g styt‘/;.

Ta formuta pokazuje ze plasczyzna pionowa zawierajaca wahadio
obraca sie niejednostajnie okoto osi pionowej 0Z, i wykonywa caly

obrét w czasie 2« ‘/:—;, a kazda ze czterech éwierci obrotu
W czasie 1—“/‘—‘ . Co juz wiadome.
2V
Zeby wyrazi¢ » w funkeyi ¢, z formuty (7) wyrugujmy dy za

pomoca rownania r“-’%’ =uyy; bedzie

Vardr

dt == 7 L)
V(avuz iy 97‘2) (7'2 — 7'(|2>

albo

p d.2gr?
2t ‘/ g i0¢0 g’ .
a Viov? — gr2* — (avy® - gr — 2¢7%)?
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Ztad, catkujac i wyznaczajac stateczng przez warunek zeby bylto
zarazem ¢ =0, 2= ry% ofrzymamy oslatecznie

2 — 2 2 é L% m‘/é_
(10) 7 re2dos®¢ \/a+gv., ws ;-

Nakoniec, znajdziemy 6 w funkeyi ¢ uwazajac ze r = awst6,
albo biorge tylko » =ab z przyczyny malosci kata 6. Podsla-
wiajac te wartosé za » w ostatniej formule, bedziemy mieli

s = TV s ‘/Q o st ‘/9
(11) 02 = = dos¥ 7ok % wsi?( £

Widzimy zaraz ze kwadrat 62 jest okresowy, i ma okres = ‘/Z
Dla ¢=0 jest ‘

adla ¢t= gl/g , to jest we srodku okresu, bedzie

g_'vuz ) .

b= albo 0= Vig
Te dwie wartosci kata 6 odpowiedaja wierzcholkom ellipsy,
ktora rzut punktu materyalnego M opisuje na plasczyznie zy.

Konczace, dodajemy : gdyby dostrzegacz poruszal sig z plasczyzna
zawierajaca wahadlo stozkowe , widzialby je oscyllujace migdzy
dwoma kierunkami, czyniacemi z osiag pionows, i z jednej strony,
0 g

\on

(Czas jednej pozornej oscyllacyi jest 5 I/a.

katy majace wstawy
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TEORYA RUCHOW WZGLEDNYCH.

RUCH UELADU BRYLOWEGO OKOLO PUNKTU STALEGO.

278. Uwazajmy uktad brylowy obracajacy sie okoto punktu sta-
tego z ktorym jest niezmiennie polaczony. Niech bedzie O punkt
staty ; poprowadzmy przez ten punkt trzy osie prostokatne state
0X, 0Y, 0Z, i trzy osie prostokatne 0Z, Oy, OZ ruchome nie-
zmienie z ukladem brylowym polaczone ; oznaczmy przez z, i, =

L L4 4
\ // /M
H\' | ‘
WAL .
n 1 / E

1 & u, € spolrzedne punktu materyalnego M odniesione do tych
dwoch ukladow osi. Formuly przeksztalcenia spotrzednych daja

z = ak ++ by + &
(1) y = at + Uy + ¢
z — a”E _|_ b”n + cl/c

"

Spofezynniki a, o', a" znacza, jako wiadomo, dostawy katow
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jakie o$ ruchoma O% czyni z trzema osiami statemi OX, 0Y, OZ,
to jest

a==d0s(05,.0X);. v+ 0'=1d03(0F; 0Y), i a"=dos(0E, 07)-

Tak samo 6, ¥, 4" 1 ¢, ¢, ¢ wyrazaja dostawy jakie osie
ruchome O» i OZ czynia kazda z (rzema osiami stalemi.

Te dziewieé spotezynnikow «, o', o', &, ¥/, b, ¢, ¢, ¢ sa zwia-
zane szescioma réwnaniami,

/ {l'.‘ + (ll'-)‘ + a//z — 'l [lb _}_ (t’b’ —I" al/bﬂ AT 0
{2) P42 =1 (3 ac—+dc - a'c" =0
Y e { b4 e 4 b =o.

Rownania (2) pokazuja ze osie OX, OY, OZ sa prostokatne, a
rownania (3) wyrazaja ze osie OF, Oy, 0% sa takie prostokatne ;
wiec tylko trzy spélezynniki sa dowolne.

Poniewaz oba uklady osi spéirzednych sa prostokatne, mozna
przejsé z pierwszego do drugiego przez formuly jednakowej postaci,
tak ze rownania (1), (2), (3) pociagaja za soba nastepujace

E=oax o'y o'
(4) n=0br by -+ V'
E=cx -+ cy 4 ¢z

4 42 =1 ad - 60" + e’ =0
() a2 b2 2 =1 (6) ad” 4 W' Fcc" =0
a’?- 52 g2 —=A aa’ 400" - ¢’ = 0.

Nawzajem, te rownania pociagaja za soba pierwsze. Wiec uklady
(1), (2); (3)1 (4), (5), (6) sa tosame.
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Do tych dwunastu formut trzeba jeszeze dolaczyé nastepujace

= bl — o, nistgie=iblej— ¢'b, Lo = be' — cbf
(N ="' — @, T lic=ca —ac, " "0 —oa — a0

e = abl = ety e = a'b — ba, |\t " =ab —ibd.
(8) ab'c” — ac't’ - be'a” — bare” -+ cdt’ — cb'a” = - 1.

Aby wiedzie¢ ktéry z dwéch znakéw -f- albo — braé nalezy,
wyobrazmy sobie osobe stojaca na plasczyznie &y wzdluz osi 0%,
i patrzaca na ruch osi ruchomych 0f, Oy. Jesli ta osoba widzi
o$ CE na swojej lewej stronie a 0§ Oy na prawej, mowi sie ze
ruch osi OF i On, jest wsteczny (od lewej reki ku prawej) ; wtedy
bierze sie znak —|-, i pot-osie ruchome dodatne moga przystaé do
pot-osi stalych dodatnyeh. Jesli przeciwnie, osoba patrzaca widzi
08 0% na swojej lewej stronie a o O na prawej, mowi si¢ ze ruch
tych osi jest prosty (od prawej reki ku lewej), i wtedy bierze sie
znak —; w tym przypadku, gdy dwie pot-osie ruchome dodatne
zostana sprowadzone na dwie odpowiedajace pél-osie state dodatne,
trzecie osie heda sobie wprost przeciwne.

279. Zamiast wyznacza¢ Kierunki osi ruchomych przez dziewiec
dostaw a, b, ¢, a..... miedzy ktoremi istnieje szes¢ zwiazkow,
mozna je wyrazi¢ przez trzy tylko ilosci zmienne, za pomoca for-
mul EvLERrA.

Przypuszezajae ze osie ruchome 0%, Os, OF moga przystawaé

do osi stalych OX. OY, OZ, wyznaczamy je dajac kat ¢ utwo-
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rzony z osig OX przez slad OR plasczyzny &; na XY, :kat o
osi Of ze $ladem OR, inakonieckat 8 osi 0Z i OZ kiory jest
katem ptasczyzn &, i XY.

Znajge trzy katy 0, ¢, ¢, znajduje si¢ fatwo, przez geomeirye
analityezng, nastepujace formuly Eulera.
x = E(dosg dosy — wstep wsty dos6)
—+ n(— wste dos ¢ — dose wstd dos6) |- Cwsty wsto,
(9)  y =E&(dose wsty - wste dosy dos0)
~+ n(— wsto wst¥ -~ dose dos¢ dosB) — Zdos¥ wst,
z = Ewsle wst -} ndos ¢ wstO - Zdos0.
Porownanie formul (1) i (9) daje dziewieé spolezynnikow
e atgwoiseh. . w funkeyi trzech zmiennych 6, ¢, .
a == dosg dosy — wste wst dos,
o == dosy wst? |- wsty dosy dosH,

a" = wsto wslo,

b = — wstedosy — dose wst dosa,
U = — wsto wsty | dose dos¥ dos0,

0" = dos ¢ wsl 0,

¢ = wst{y wst#,

¢ = — dos¥ wsl0,
¢ =d0s0:

Ztad wynika

"
[

L &
5[)’?:1)77 slyg;:—z,.

Formuly ze spélczynnikami a, o/, o', b, ..... sa symelryczne
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i dlatego w zastosowaniu latwe, chociaz wymagaja wielu rownar
warunkowych. Formuly Euviera maja wielka zalete ze potrzebuja
tylko trzech zmiennych 6, ¢, ¢, ale w rachunku niedogodne;
jednakze w pewnych przypadkach sa niezbedne.

280. Szukajmy teraz predkosci punktu materyalnego M. RoOZ-
niczkujac wzgledem czasu ¢ formuly (1), w ktorych a, @', o, b,..
sa funkeyami czasu, a za$ &, 5, & ilosciami statemi, mamy

d.L
+”dt +:dt

dy da b’

R de

du_ i
dt +” T 2 dt

Te formuly daja rzuty predkosci punktu M- na osiach stalych
0X, 0Y, 0Z.

Znajdzmy jeszcze rzuty predkosci tego samego punkiu M na
osiach ruchomych 0, 04, 0F. W tym celu, zrzutujmy najpier-
wej g na o$ 0O%; co si¢ otrzymuje mnoz -

ac’ dt’ 4 " 0 ymu) wnpe

wyzsze trzy rownania odpowiednio przéz a, o, o, i dodajac ;
bedzie

du d 7/ o (1, _ [ da da' AR
d % _}" _I" ( +a dt + ¢ E)?

(ot B (o gt
Ale formuty (2) zrézniczkowane daJ@
oda - ada’ - o'dd’ = 0,
bdb - Vdl + b'db" = 0,
ede - efde! - "de” = 0
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wiee, oznaczajac przez Vg Uy Uy sktadowe predkosei punktu

materyalnego M wedle trzech osi ruchomych 0Z, On, OZ, otrzy-
mane przez rzuty jako wyzej, znajdujemy

db o db de , de! »dc
”5:<a?l?+ U ) <w+“m+“m>

”c:< Z(cl"' it ”da) ‘|‘( G+l "d;t)

Rdéwnania (3) zrozniczkowane pokazuja ze mnozniki trzech spot-
rzgdnych £, v, &, wyrazone temi samemi literami, sa rowne i zna-
kow przeciwnych ; mozemy wiec polozyé

pdt = cdb - ¢db’ - ¢'dl = — (bde + b'de" 4 b'dc”),
qdt = ade +- a/de’ +d"de" = — (eda |- crdar +- "dd”),
rdt = bda - b'da’ ++ 0"do” = — (adb - a'db" - a'dl’).

Tym sposobem formuly (11) biora nastepujacy ksztalt bardzo
prosty :

vy = q6 —'ry,
(12) DA = %
vy = pn — g%

281. 0§ CHWILOWA WIROWANIA. Szukajmy punktow ukiadu bry-
towego ktore, w epoce ¢ jego ruchu okoto punktu statego 0, nie=
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maja zadnej predkosci. Dla tych punktow bedzie

(13) rE — pt =0,
m—q5=20.

Te trzy réwnania nie sa oddzielne i przywodza si¢ do dwoeh

E_n_¢
ik fprsmge T

Oslatnie dwa réwnania przedstawiaja linie prosta ktéra jest miej-
scem punktow majacych predkosé zero na koncu czasu ¢. Wige, gdy
uklad brylowy obraca si¢ okoto punktu statego, istnieje w kazde]
epoce ¢ ruchu pewna linia prosta okolo ktorej ten uktad wirwje, to
jest obraca si¢ przez jednga chwile czasu de. Dla tej przyezyny te
prost¢ nazwano osig chwilowg wirowania, Jako widzimy, o$ chwi-
lowa OL (fig. str. 410) przechodzi przez poczatek O osi rucho-
mych, i czyni z niemi katy ktérych dostawy sa proporcyonalne do
ilosci p, ¢, r. A jesli polozymy

VPFFT =0

te dostawy wyrazy sie przez

/I q »
— = =y
© ) w
zatem
n=0 dos(01, 0F), 7 = w dos(0l, Oy), r = wdos(0], 02).

Aby otrzymaé predkosé v punktu materyalnego M, dodajmy
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kwadraty predkosci skladowych, Uy Uy g bedzie

Y= (g% — ra)2 4 (5 — &P + (pn — g8,
albo
0=+ ¢+ I8 o 4 8 — (pE 4 gn 0%

Ale

q L tirya s
775Tqﬂ+7a—w0M< Ul\[+ O ;.W)

= w».0M dos(0I, OM);
wiec
) — 2. OM — 2. OM dos¥Ol, OM) = w?. OM wst? (01, OM,)

albo

(15) b2 = w.OM wsl(01, OM).

Jesli nazwiemy p odlegtosé¢ punktu M od osi chwilowej OI,
ostatnia formuta wezmie postaé

V= wp.

Ten wynik dowodzi Ze predkosé punktu materyalnego M jest
proporcyonalna do jego odleglosci od osi chwilowej ktora odpo-
wieda chwili df; wieec  jest jego predkosciz katowa wzgledem
lej osi. Widzimy teraz dobrze ze ilosci ktdresmy nazwali p, ¢, r
sa sktadowemi predkosei katowej o' wedle osi  ruchomych
08, On, .07

Jedli na osi chwilowej Ol wezmiemy diugos¢ wyrazona przez
Vot - ¢2-F 72, zaczynajac od punklu O i idgc w strong taka
zeby widz, oparty wzdluz tej osi i majacy nogi w punkcie 0, spo-

MECHANIKA. 27
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strzegal ruch wirowy odbywajacy si¢ od lewej reki ku prawej jako
ruch wskazdwek zegaru, ta dlugos¢ bedzie przedstawiala wielkosé
predkosci katowej punktu M, i strone w kiora on wirnje. Tym
sposobem predkosé katowa o okolo osi chwilowej OI jest wyni-
kowa predkosci katowych p, ¢, » okoto osi ruchomych Of, Oy, O%.
Ztad nawzajem wywodzimy juz wiadome formuly

P = wdos(w, &,
§—w dOS(w, Ny
P— wdds( /%),

Predkos¢ kazdego punktu materyalnego M w chwili de jest
prostopadta ‘do plasczyzny przechodzacej przez os chwilowa Ol
i przez promien wodzacy OM. Bo te dwie proste przechodza przez
punkt O, a predkosé punktu M jest prostopadia do kazdej z nich;
czego dowodza dwie oczywiste tosamosci

(98 — ra)p 4 (5 — p&lg + (pn — g8 =0,

(g% — ra)s + (08 — pCn + (pm — ¢5C = 0.

TEORYA ANALITYCGZNA RUCHOW WZGLEDNYCH.

282. Jesli widz patrzacy na ruch ciala jest takie sam w ruchu,
wiedy ruch jaki bedzie przypisywal temu ciatu nie jest jego ruchem
rzeczywistym, ale tylko ruchem pozornym ktory nazwano ruchem
wzglednym ; rzeczywisty ruch ciala w przestrzeni mianowano ru-
chem samoistym, a ruch samego widza ruchem uniesienio.

Pojmuje si¢ tatwo ze widz moze byé w ruchu wzglednie de
uktadu na ktorym si¢ znajduje, a rzeczywiscie zostawac¢ w spoczynku
w przestrzeni, jesli si¢ porusza w strone przeciwng ruchu tego
uktadu i z jego predkoscia. I nawzajem, widz moze by¢ w spoczynku
wzglednym a w ruchu samoistym. Ten widz, uniesiony ruchem
uktadu do ktérego nalezy i patrzacy na ciato zewnatrz uktadu bedace,
nietylko wezmie za predkosé rzeczywista ciata predkosé ruchu
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wzglednego, ale jeszeze przypisze ten ruch pozorny sifom w ogdle
roznym od tyeh ktore istotnie dzialaja. 1 tak, jesli uklad ktoremu
widz uczestniczy obraca sie jednostajnie okolo osi statej, a widz
patrzy na punkt niezmienny w przestrzeni, ten punkt bedzie mu sie
zdawal opisywaé okrag okolo osi statej z predkoscia jednostajna ;
zatem bedzie sie zdawal pod dziataniem sity dosrodkowej statecznej;
gdy tymezasem wynikowa sit ktore na ten punkt dziataé moga jest
zupelnie zero, poniewaz punkt zostaje niezmienny.

Wszystkie ruchy jakie spostrzegamy okoto siebie albo w przes-
trzeni sa ruchami wzglednemi. I tak : punkt materyalny porusza
si¢ na statku, statek ptynie po rzece, ziemia sie obraca okolo linii
biegunow, i w tym samym czasie hierze nastepne polozenia na swo-
jej orbicie okolo slorica, a storice przenosi sig w przestrzeni. Te
wszystkie ruchy sa wzgledne miedzy soba. Znajomos¢ ruchéw
wzglednych prowadzi do poznania ruchu samoistego, albo mowiac
scislej, do ruchu ktéry za samoisty uwazamy.

Wyobrazmy sobie ze punkt materyalny M, odniesiony do trzech
osi prostokatnych ruchomych 0, O, 0,2, opisuje wzgledem
tych osi linie jakakolwiek, ktéra bedzie jego kraing wzgledna; ta
krazna, z przyczyny ruchu osi, bierze rozne polozenia po sobie cia-
giem idace w przestrzeni. Otoz, mozna latwo wyznaczyé ruch sa-
moisty punktu M, znajac jego ruch na kraznej wzglednej i ruch
trojscianu osi. W tym celu, wezmy trzy osie prostokatne stale
0X, 0Y, OZ; oznaczmy przez «, ¥, 5 spolrzedne punktu M
wzgledem osi statych, przez &, #, £ spolrzedne tego punkiu
wzgledem osi ruchomych ; i nakoniee przez @y, ¥y, 5 spolrzedne
poezatku ruchomego 0O,. Bedziemy mieli trzy formuty

@ =y -+ a& 4 ba + &,
(l()) Y= + a'& + b'n + c'€,
i 51 __|_ a//g+ /)”Y] + C"’(:,

Il

"

w ktoryeh a, o, o', b, 0, V", ¢, ¢, ¢
katow stuzaeyeh do przejécia od osi statyeh do osi ruchomyeh.

oznaczaja dziewied dostaw
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Rozniczkujac rownania (16), bedzie
i g R - Bk
WA dt dt dt dt
dy dyl de' 3 ,(lr; v ds
) +E dt + (/t —|-C dt 2 (It e dt i
dz  dsz g (la de” o di % dn o dC
F“a’t+ (lt+cdt+ + !lt+

dz dy g™ e

W tych réwnaniach, pierwsze strony e Teri vigpuaei
rzutami predkosei punktu materyalnego M na osiach statych. Dru-
gie strony skladaja sie z dwoch czedci ktorych znaczenia sa rézne.

Summy

d I I d W . de
@ g teg e FHG G

lN l ‘l U ]
@ T T

wyrazaja pochodne spotrzednych x, y, z, wziete uwazajac £, 4, ¢
jakoby niezmienne w czasie ¢; te summy sa wiec rzutami predkosci
punktu M, jak gdyby on byl niezmiennie zwiazany z osiami rucho-
memi ; albo innemi stowy, te summy sa rzutami na osiach stalych
predkosci uniesienia punktu M.

Nakoniec, summy

W&y (u+ o ,¢1q+,

flt d t dt

4 (ZE /4 dﬁ <" d(:
dt o dt

wyrazaja pochodne spotrzednych 2, y, =z, waiete uwazajac
Tyy Yi 31 @ &y @'y by Vel jako niezmienne wczasie £ zatem
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sa rzutami predkosdei punktu M, jak gdyby w epoce ¢ osie rucho-
me 0., Opm, 0% byly niezmiennie zwigzane z osiami stalemi
0X, 0Y, OZ; wiec te summy sa rzutami na osiach staltych pred-
kosci wzglednej punktu M.

Widzimy tym sposobem Zze rzuty predkosci samoistej punktu ma-
teryalnego M, na osiach stalych, sa summami rzutow predkosci
uniesienia i predkosci wzglednej. Wige

TwiERDZENIE 1. Predkosé samoista jest wynikowa predkosci unie-
sienia @ predkosce wzgledney.
Zatem

Predkosé wzgledna jest wynikowa predkosci samoistej ¢ predkosc
uniesienia waiete] w kierunku przeciwnym.

283. Szukajac teraz wartosci przyspieszen, zrézniczkujmy réwna~

nia (17) ; bedziemy mieli

d>x dxl d?h d?c d¥;
ar = "’E ‘I”’dﬂ““:dﬂ"‘ dt~+ dt’+ de:

ofda dg | db dy de dt
i 2(4; @t awart @ dz>

dy A%, al it :
ae = ae ‘H +’" (/e-‘Hdtz"‘ dt~+b’ s+ ¢ dﬂ

da! dE db’ dn de! dg
UG G+ T R A &)

d%z "Z1 udE /ldﬂ //
e = dt2+6dt~+ndl2+c t2+ aa .’ dr2+ dtl

da’ dE . db dy . dc'd
+2<dt F Tt T e gl T

Dy 2 2,
Pierwsze strony ';Tf %;l) , ‘ét:,

na osiach stalych samoistego przyspieszenia punktu materyalnego M.

tych rownan wyrazaja rzuty



(22 ROZDZIAL V.,

W drugiej stronie pierwsze summy

d2x, da ,  d?b d?c 1['2]/, d a’ Zlb d
e T E(//’ R TiE ar’ e +8 + K7l (h‘" (/f

a2z, ¢ %" db” et

qar //I2 g e d? +: ///

ktére sa pochodnemi spéirzednych wz, y, z, wziglemi uwazajac
2, 4, ¢ jako stale, wyrazaja rzuty na osiach stalych przyspieszenia
uchu uniesienia.

Drugie summy

d—v, (l i3 II-E ,tlm ,(l & o, (28
(lfz + Aar e’ Aar Sa e P /i ae

sa pochodnemi spoirzednych x, y, =z,  wziglemi uwazajac
Ty U+ B e G e e O, jako stafe ; zatem wyrazaja rzuty na
osiach stalych przyspieszenia ruchu wzglednego punktu materyal-
nego M.

Nakoniec, trzecie summy

~(da dt db dy de dC) da' dE A dy, de’ de
(717 @ T d T )’ 2(,1—/ @t @ tw E)’

((laj /I_e’;' L/)” g de” (IC)
dr dr U dr de U dr dt

moga by¢ uwazane jako przedstawiajace rzuty na osiach statych,
pewnej prostej ktorej dano imie przyspieszenia dosrodkowego sktada-
nego. Ztad twierdzenie ktore podat Korioris (Coriolis).

TwieRnzeNIE 1L Prayspieszenie samoiste jest wynikowa przyspie-
szenia w ruchw uniesienia, przyspiessenia wzgledneqo, i przyspieszenia
dosrodkowego sktadanego.

Aby mie¢ jasne wyobrazenie przyspieszenia dosrodkowego skia-
danego, zrzutujmy je na osie ruchome. To dzialanie przyniesie i te
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korzys¢ ze da skladowe przyspieszenia wedle osi ktére sa istotnemi
osiami naszych spotrzednych, gdy przeciwnie osie stale sa tylko
liniami positkowemi.

0woz, summy

da d= r_//: dy . de df da’ d2  db dy de' dg
df di Cdr di U di dr’ G tTad T dd]

da" rli‘ db" de" dE

r di t de U de de

tem sig tylko réznia od drugich stron réwnan (10) e w nich
dt tly dg

T and P zastepuja &, =, ¢ tamtych ; jesli wiec w drugich

d 2: dﬂ dc

stronach formut (12), zamiast &, », § polozymy o aeem %

i pomnozymy przez 2, otrzymamy dwumiany
g dy 9 [ d5 tl?;> 5 dy rlE)
2(’1,/7“’m>-* 2 r =P ) ‘(”m I,

kidére sa rzulami, na osiach ruchomych, przyspieszenia dosrodko-
wego skladanego.

Nielrudno tez wyznaczy¢ wielkos¢ i kierunek przyspieszenia
dosrodkowego sktadanego. Biorac summe kwadratow jego trzech
sktadowych, mamy

[ dt g [ dE dg [ dy dg\2
4?m‘”ﬁ>+”(d; [h>+AUMf 9%)

( 92 9 \I; [7/ d" ,]., / j
=u{p 4 gt ELETE O}¢WHAW5

dt? a=N *dt dt
= hw20" wst? (w, 0"},

gdzie ¢ znaczy predkosé wzgledna punktu materyalnegb na korcu
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czasu ¢, a o predkosé wirowania osi ruchomych okoto osi
chwilowej odpowiedajacej temu czasowi. Wiee przyspieszenie do-
srodkowe skladane wyraza si¢ przez

200" Wst (o, v).

Przyspieszenie dosrodkowe skladane jest prostopadte do predkosci
wizglednej " i do osi chwilowej wirowania ; czego dowodza dwie
widoczne tasamosci

dz dn d& (ZE AP\ dy dy dE\dg
(th d/>df + ( ’dr)dz + (”47 q%)it—

(=@t (R rR) e+ (r G0z =0

To przyspieszenie jest skierowane w strone w ktora sie obraca,
okoto osi chwilowej odpowiedajacej, linia przedstawiajaca predkosé
wzgledna punktn M.

284. Znajac przyspieszenia, oznaczmy przez X, Y, Z rzuly, na
osiach ruchomych, sity istotnie przytozonej do punktu materyal-
nego M, przez X', Y, Z' rzuty sily ktora sprawia ruch uniesienia
tego punktu; bedziemy mieli miedzy temi dwiema sitami, sita
wzgledna i sita dosrodkowa skladana, nastepujace rownania

dt dt

‘(__X'—(—mdg-}—Qn< ’—C—ré’>

Y=Y m&Ty om ( E-;'“)

dt

=2 mpEtom(p — ¢ )

dr @ Y,

Zamienmy teraz litery &, », & na zwyczajne z, y, = ktore odtad
beda znaczyly spoirzedne punktu materyalnego M wzgledem osi
ruchomyeh. Czyniac te zmiane, z powyzszych réwnan wywodzimy
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réwnania rozniczkowe ruchu wzglednego

dz ’ dz dy
e — Eaid Lo
"o =X-=X m<q o dt)
d*y S dE dz
CY — Y — Y — omf r% —p %),
8 m=Y-¥ m(; TP dt)

d% dy _ _dz
m =% = =7—7 — Zm(p o —q (7)

Sita wzgledna, ktérej sktadowe wedle osi ruchomych sg wyra-
PS s LA
e’ de’ dr’
w rachu wzglednym. Sita majaca skladowe X, Y, Z wedle tych
osi jest sila rzeczywiscie przylozona do punktu materyalnego M.
Dwie inne sily sa sitami pozornemi, zmyslonemi. Pierwsza z tych sit
pozornych, majaca sktadowe —X', — Y/, — 7/ jest réwna i
wprost przeciwna sile ktora sprawia ruch uniesienia punktu M;
zatem jest sita bezwladnosei tego punktu w jego ruchu uniesienia.

zone przez m stanowi sile poruszajaca

Druga sifa pozorna, majaca skladowe

y dy " dz dz 9 dy (Lc)
Zm(q Tt tlf> 2’"( i p?t)’ ”"”(1’(1/ i)

zostata nazwang sit¢ odsrodkowa sktadana. Trzeba ja uwazaé jakoby
dzialata w kierunku przeciwnym przyspieszenia dosrodkowego
sktadanego. Wiec sita odSrodkowa skladana jest skierowana w strone
przeciwna wirowania predkosci wzglednej o' okoto odpowiedajacej
osi chwilowej ; jest prostopadia do plasczyzny przechodzacej przez
te o8 i przez predkos¢ wzgledna, i ma za miarg wieloczyn

2meat" wst(w, v").

Mozemy teraz wystowié¢ rownania (18). Te réwnania dowodza Ze :

Sita wagledna jest wynikowq sity istotnie praytoionej do punktu
materyalnego, sily beswladnosci odpowiedajacej jego ruchowi unie-
sienta, 1 sity odsrodkowey skladanej.
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Widzimy tedy ze mozna wprost otrzymaé rownania rézniczkowe
ruchu wzglednego, tak jak gdyby on byt ruchem somoistym, dotg-
czajac tylko do sily rzeczywistej, fizycznej, ktéra dziala na punkt
materyalny, dwie sity zmyslone, to jest site bezwladnosci odpowie-
dajaca jego ruchowi uniesienia, i site odsrodkowa sktadana.

285. Sa przypadki ruchu wzglednego w ktérych sity pozorne nie
figuruja obie razem, a nawet i takie do ktérych zadna z nich nie
wchodzi. Rozbierzmy je szczegotowo.

1° Gdy ruch osi ruchomych (osi poréwnania) jest samym tylko
przeniesieniem, wiedy predkosé wirowania tych osi jest zero, to jest
p=0, ¢g=0, »=0; zalem sita odsrodkowa skladana nie
istnieje. W tym przypadku, trzeba tylko do sity rzeczywiscie przy-
lozonej do punktu materyalnego M, przylaczyé sile bezwladnosei
odpowiedajaca ruchowi uniesienia tego punktu.

Jako przyklad, uwazajmy ruch punktu materyalnego wolnego
wzgledem osi majacych ruch przeniesienia w przestrzeni (ruch po-
stepowy) ; 1 nazwijmy &y, ¥, 3; spoirzedne poczatku osi rucho-
mych, odniesione do frzech osi stalych do ktorych osie ruchome
zostaja ciagle réwnolegle. Skladowe sity bezwiadnosci punktu ma-
teryalnego massy m, w jego ruchu uniesienia, wyrazaja sie przez

>z, d%y, : d?z

— N —— —

e’ az’ e

Jesli wiec oznaczymy przez &, 4, ¢ spolrzedne tego punktu
wzgledem osi ruchomych, i przez X, Y, Z skladowe, wedle tych
samych osi, wynikowej sil rzeczywiscie przylozonych do tego
punktu materyalnego, jego ruch wzgledny bedzie wyznaczony
przez nastepujace réwnania rozniczkowe

% d2z,
M brkg X m —
> | d?*
(19) 7);(17;?:\’—m7d%,
m s =, m (EZJ
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Mozna wprost otrzymac te réwnania, nie opierajac sie na teoryi
ruchu wzglednego, i stosujac tylko rownania rdézniczkowe ruchu
samoistego krzywolinijnego. Jakoz, uwazajmy ze spolrzedne samo-
iste z, y, z punktu ruchomego M wyrazaja si¢ przez

£ =T + E,
Y=y +n,
G =T s
wiec
Bt a2y d’*
@ =d¢ T’
d*y Ay, |, d’
ar = ar T e’
d%z d?z, dx .
zkad
25 2z,
s == m <l
d?y, y 2y,
m g = iy m ke
ko d2y
mos = 7 —m T

2° Jesli osie zmienne maja ruch przeniesienia prostolinijny i je-
dnostajny, wtedy nietylko sila odsrodkowa skladana jest zevo, ale
takze i sita bezwladnosci odpowiedajaca ruchowi uniesienia jest
zero. W tym przypadku niema zadnej sity pozornej do przydania
do sit rzeczywistych ; i rownania rézniczkowe ruchu wzglednego sa
takie same jak ruchu samoistego. Ale calki tych rownan nie sa te
same ; bo wielko$é i kierunek predkosci w tych ruchach sa rézne ;
co zupelnie zmienia stateczne dowolne wprowadzone przez cal-
kowania.
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3° Gdy ruch osi zmiennych jest wirowy jednostajny, wtedy sita
bezwladnosci, odpowiedajaca ruchowi uniesienia punktu materyal-
nego, jest sita odsrodkowa i wyraza sie przez mo’.

286. Poniewaz wszelki ruch wzgledny punktu materyalnego
moze by¢é uwazany jako ruch samoisty, byle tylko do sit ktore rze-
czywiscie dzialaja na ten punkt dofaczono dwie juz okreslone sity
pozorne ; idzie zatem ze twierdzenia, majace miejsce w ruchu
samoistym punktu materyalnego wolnego, stosuja sie takze do ru-
chu wzglednego, z warunkiem wprowadzenia do nich dwoch rze-
czonych sit pozornych. Nie widzimy potrzeby powtarzania tych
twierdzen, ktore zreszta poOzniej, na wiasciwem miejscu, obszernie
wylozone zostana; powiemy tylko ze w zastosowaniu zasady si
zywych do ruchu wzglednego, sila odsrodkowa skladana znika
zawsze sama z siebie, 1 mozna na nig w rozumowaniu nie zwazac ;
bo ta sila, bedac prostopadia do kierunku predkosci wzglednej
punktu ruchomego, nie daje zadnej pracy. Ale trzeba pamietad
o sile bezwladnosci w ruchu uniesienia, i, gdy ona jest sita odsrod-
kowa, przydaé¢ do drugiej strony réwnania sit zywych calke wyra-
Z0nQ przez

r 1
merdr = 5 me*(r — ).
e 2

0

287. Dla zastosowania wyltozonej teoryi ruchu wzglednego, wezmy
nastepujacy przyktad.

ZAGADNIENIE. Kolo pionowe A toczy sie jednostajnie (bez tarcia)
po lindi prostey ; znalei¢ prayspiessenie samoiste punktu M zwigzanego
niesmiennte % tem kotem.

Y
M

SR

i) g P

Stosownie do danych warunkow zagadnienia, mozna uwaiaé
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punkt materyalny M odniesiony do osi ruchomych przechodzacych
przez srodek kota A jako obracajacy sie okolo tego Srodka z pred-
koscia katowa w, a za$ te osie jako posuwajace si¢ ruchem prosto-
linijnym i jednostajnym. W tem zalozeniu, ruch punktu M okolo
srodka A jest ruchem wzglednym, a ruch osi zmiennych ruchem
uniesienia. Na mocy twierdzenia KoryoLsA, przyspieszenie samoiste
jest wynikowa trzech przyspieszen. to jest: przyspieszenia ruchu
uniesienia, przyspieszenia wzglednego i przyspieszenia dosrodko-
wego skladanego. Owoz, osie zmienne maja ruch prostolinijny i
jednostajny ; zatem ich predkosé wirowania jest zero, a temsamem
przyspieszenie dosrodkowe sktadane jest zero, i przyspieszenie ruchu
uniesienia jest lakze zero; wiec przyspieszenie samoiste punktu M
jest rowne jego przyspieszeniu wzglednemu. Ale, poniewaz ruch
wzgledny jest kolowy i jednostajny, jego cale przyspieszenie przy-
wodzi sie do przyspieszenia dosrodkowego ktére sie wyraza przez
% AM. Wiec przyspieszenie samoiste punktu M jest o%AM.

Ten wynik latwo sie wprost otrzymuje, Jakoz, oznaczajac przez
x, y, spotrzedne punktu ruchomego M odniesione do dwoch osi
stalych OX, OY, .przez o predko$é katowa ruchu jednostajnego,
czynige AB =R, AM =7, i przypuszczajac ze tuk CB = OC,
mamy

r = Rot — r wstet,

iy =R —7»dosw’.

Ztad, rozniczkujac dwa razy, wynika

(5—/; — ol — o7 dosw! = oy

| R RHERRY Y
El—'l,iz WP Wstel = w\r* — (R — p)?
ar
A2z L)
o = w2 Wst of,
@ — w doswt
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Dodajmy teraz kwadraty dwdch ostatnich réwnan, bedzie

'rl’.z-)‘—’ IS ot o

\z7, +(,17~2) o

co dowodzi ze przyspieszenie samoiste punktu materyalnego M
jest o,

Jesli, miedzy rownaniami kiére daja sktadowe predkosei punktu
M, wyrugujemy czas /, znajdziemy rownanie rézniczkowe kraznej

’—/l_ ‘// — R —y)? l//)Pl 1 +1'2—I{2

dop y? y?

Wedlug jak promiert » jest réowny promieniowi R, od niego
muiejszy albo wigkszy, krazna jest cykloida zwyezajng, cykloida
wydtuzona albo skdrezong.

ROWNOWAGA ‘WZGLEDNA PUNKTU MATERYALNEGO.

288. Gdy punkt maferyalny porusza ‘si¢ tak zezachowuje ciagle
to samo polozenie wzgledem osi ruchomych, méwi sie wtedy ze
jest w réwnowadze wzglednej. W tym przypadku, predkosé wzgled-
na v’ jest zero, i temsamem sita odsrodkowa skladana 2mev"wst(w, v”)
jest zero, Sita poruszajaca wzgledna jest oczywiscie zero, zatem
rownania (18) przywodza si¢ do

(20) X—X'=0, Y—Y=0, Z—1%'=0.

Te réwnania pokazuja ze sita bezwladnosei, odpowiedajaca ru-
chowi uniesienia punktu materyalnego, jest jedyna sita ktéra dola-
czy¢ trzeba do sily rzeczywiscie przylozonej do tego punktu, Zeby
mozna wyrazi¢ rownowage wzgledna tak jak réwnowage samoista.

Aby daé przyklad réwnowagi wzglednej, szukajmy pod jakim wa-
runkiem wahadto stozkowe opisuje stozek obrotowy ruchem jednostajnym.

Dla rozwigzania zagadnienia, mozemy sobie wyobrazi¢ plas-’
czyzng AMO, obracajaca si¢ ruchem jednostajnym okoto pionowej 07
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punktu zawieszenia A, i wyrazi¢ ze wahadlo zostaje w spoczynku

na tej plasczyznie. Ruch plasczyzny AMO, zwiazanej z osig pio-
nowa O0Z, bedzie ruchem uniesienia wahadia, a punkt mate-
ryalny M, stanowiacy wahadto i przytwierdzony do tej plasczyzny,
opisze ruchem jednostajnym koto poziome OM. Uwazajmy teraz
ze sily rzeczywiscie dziatajace na punkt materyalny M sa : jego
cigzar mg 1 teznos¢ N nici AM ktéra go utrzymuje; a poniewaz
ruch uniesienia jest jednostajny i kotowy, sita bezwladnoSei ktora
mu odpowieda jest sila odsrodkowa mew*.0M, nazywajac w pred-
kos¢ katowa tego ruchu. Wiee, czyniac dla skrocenia AM =,
AO = h, OM =, rownania rownowagi wzglednej punktu M, od-
niesione do osi ruchomych OX i OZ, sa

o 2
- N ~—|—mw3r =0
a

y -
l\é—mg:‘O,

zkad

il
— = M= —=»

. mg
I3 h

Zatem predkos¢ v ruchu wahadfa jest

¥ =wrh==r ‘/% ‘

Warunek konieczny i dostateczny zeby wahadto opisywalo stozek
obrotowy ruchem jednostajnym. Co juz wiadome (275).
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Latwo dojs¢ do tego wyniku innym sposobem. Dos¢ tylko uwazaé
ze, w punkcie M, sity N, mg, mo* powinny sobie czynié réwno-
wage 3 wiee jedna z nich, na przyklad teznos¢ N, musi byé réwna
i wprost przeciwna wynikowej dwoch innych mg i me?. Co daje

N_ me¥» _ myg,

J
a ” h

rownania otrzymane wyzej.

ROWNOWAGA I RUGH PUNKTU MATERYALNEGO NA POWIERZCHNI ZIEMI.

289. Niech bedzie N biegun pétnocny ziemi, S biegun potu-
dniowy. Widz stojacy na polsferzu pétnocnem spostrzega storice
poruszajace si¢ od wschodu na zachéd. Z tego pozornego ruchu
sorica, wiedzac ze ziemia obraca si¢ okofo linii biegunow NS,

N Z
) \ATM
> Rl :B\ \\Sy

N~/ W E
// L)\

BB e

widz wnosi ze ruch wirowy ziersi wykonywa si¢ rzeczywiscie od
zachodu na wschéd., Aby to okresli¢ dokladniej, powiemy ze dla
widza stojacego w srodku O ziemi i opartego na pot-osi potnocnej
ON, ruch pozorny slorica odbywa si¢ od lewej rgki do prawej,
a ruch wirowy ziemi od prawej reki do lewej. Astronomowie wyra-
zaja te dwa wprost przeciwne kierunki ruchu mowiac ze ruch storica
Jest wsteczny, przeciwny ruchowi znakéw Zodyaku, a ruch ziemi
jest prosty, wedle tych znakow.

Wezmy teraz punkt B, dany na powierzehni ziemi, za poczatek
spolrzednych, i, biorac za o$ rzednych pionowe BZ skierowang
w strong przeciwna ciezkosci, stosownie do przyjetej ugody kie-
runkow osi spolrzednych, obierzmy za pot-o$ dodatng xdw czesé
potnocna BX stycznej do potudnika BN, a za pot-os dodatna yow
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czes$¢ wschodnia BY stycznej do réwnoleznika BB'; poczem,
oznaczmy przez o predkosé katowa ruchu wirowego ziemi ktdry
moze by¢ uwazany za zupelnie jednostajny ; przez A szerokosé¢ geo-
graficzna punktu B. Owoz, wiemy Ze trwanie calkowitego obrotu
ziemi okoto linii biegundw, czyli dzien guwiazdowy, zawiera 86164 se-
kund czasu Sredniego; mamy wiec przyblizona wartosé predkosci
katowej

_ 2r
86164

(0]

— 0,0000729 = | . <i)3.
< 10 °\100

290. ROWNOWAGA NA POWIERZCHNI zIEMi. Uwazajmy punkt ma-
teryalny B w réwnowadze na powierzchni ziemi. Usuwajac na
chwilg ruch postepowy ziemi okolo slorica, i wprowadzajac do ra-
chunku sam tylko ruch dzienny, widzimy latwo ze sity istotnie
dzialajace na punkt materyalny sy : przyciaganie ziemi i oddziaty-
wanie ciala na ktérem ten punkt jest polozony, albo gruntu na
ktérym spoczywa. Te dwie sily rzeczywiste powinny, na mocy
wiadomego twierdzenia, czyni¢ roOwnowage dwom sitom pozornym
w punkecie B. Owoz, w rownowadze wzglednej sila odsrodkowa
skfadana jest zero, poniewai predkosé wezgledna v/ =03 zostaje
wige tylko sita bezwladnosci odpowiedajaca ruchowi uniesienia
punktu B. Ale, z przyczyny e ruch dzienny ziemi jest kolowy
i jednostajny, sifa bezwladnosci w tym ruchu jest sita odsrodkowa
Mo’  znaczy promien réwnoleznika opisanego przez punkt B
okoto linii biegundéw NS. Jesli, przypuszezajac ziemig sferyczng,
nazwiemy R jej promien, bedzie p = Rdos}, i sita od$rodkowa
wyrazi si¢ przez

tielp = niwPedos,

Wige, w granicoch naszych zalozeri, oddzialywanie gruntu na
punkt materyalny B jest sita rowna i wprost przeciwna wynikowej
przyciagania ziemi i sity odsrodkowej. Rzeczona wynikowa stanowi
wlasnie to co sie nazywa ciciarem ciala B. Widzimy teraz dobrze
ze ciezar ciala nie pochodzi jedynie z samego przyciagania ziemi,
ale jest skutkiem dwdach sit, albo méwige dokladniej, jest rowny
wynikowej przyciagania ziemi i sity odsrodkowej powstajacej z jej
rachu wirowego.

MECHANIKA. 28
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CrezgoS¢, JEJ KIERUNEK. Wynikowa przyciagania ziemi i sily
odsrodkowej, stanowiaca ciezar ciala, nazywa sie cigzhoscia. Kie-
runkiem ciezkosci w miejscu B ziemi jest pionowa tego miejsca.
Sita odsrodkowa ma kierunek przedluzenia promienia rownoleznika,
ktory punkl materyalny B opisuje okolo linii biegunow ; ten kie-
runek czyni ogélnie pewny kat z kierunkiem przyciagania ziemi,
przechodzacym przez $rodek cigzkosei massy ziemskiej. Srodek
ciezkosci nie przypada scisle w $rodku ziemi; bo ziemia nie jest
sferyezna jednorodng, ani nawet ztozona z warstew jednokladnych
jednorodnych ; ale réznica jest maloznaczna.

Skladowe X', Y', Z' sily odSrodkowej, wedle naszyeh osi spol-
rzednych, sa

X = — 711w:“’p wst A
Y =0

Z' = mw%dos)

Skladowa 2’ jest dodatna; to dowodzi ze ciezar cial na powierz-
chni ziemi jest mniejszy nizby byt gdyby ziemia zostawala w spo-
czynku.

Wartosé Y =0 pokazuje ze pionowa kazdego miejsca na po-
wierzchni ziemi znajduje si¢ na plasczyznie potudnikowej tego
miejsca.

Ze sktadowych sily odsrodkowej wynika Ze pionowa jakiegokol-
wiek miejsca na powierzchni ziemi nie ma kierunku sity przyciaga-
nia w tem.miejscu, ktoryby istotnie miata gdyby ziemia byta nieru-
choma; a, z przyczyny ruchu wirowego ziemi, ta pionowa nie
przechodzi przez jej frodek, choc¢by nawet ziemia bylta doskonala
sfera jednorodng. Tylko przy biegunach gdzie w =0, w%=0, i
wzdluz rownika gdzie A =0, ruch dzienny ziemi niec zmienia
kierunku pionowej.

Przy rowniku przyspieszenie pochodzace od sity odsrodkowej
wyraza sie przez »’R; podstawiajac wartos¢ promienia réwniko-
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wego R w metrach, bedzie z przyblizeniem
w?R = 0,033852.....

Jesli to przyspieszenie pordwnamy z przyspieszeniem danem
przez ciezkosé, ktore sie oznacza zwykle litera ¢, znajdziemy ze jest
okolo 289 razy mniejsze od ostatniego. Cwoz, na réwniku sila od-
srodkowa jest wieksza niz w innych miejscach ziemi, i dziata w kie-
runku wprost przeciwnym sily przyciagania ; wiee sila odsrodkowa
jest malym tylko ulamkiem ci¢zaru ciala. Ztad wynika koniecznie
ze sita odsrodkowa jest bardzo mala w porownaniu z przyciaga-
niem ziemi, a femsamem ze ruch wirowy ziemi ma dosé¢ staby
wplyw na natezenie cigzkosci i na kierunek pionowej. Dodajmy
jeszcze ze, poniewaz 289 jest kwadratem z 17, gdyby ziemia obra-
cala sie prawie 17 razy predzej sita odsrodkowa na réwnika bylaby
rowna przycigganiu ziemi; wige ciata lezace na rowniku nie mia-
tyby zadnego ciezaru.

Sila odsrodkowa % maleje w miare zblizania sie do bieguna.
4 ) o]

Zobaczmy teraz jaki wplyw ruch roczny ziemi okolo sloieca
moze wywiera¢ na ciezar cial ziemskich i na kierunek pionowej.
Wiadomo ze ziemia ma w przestrzeni ruch posiepowy swojego
srodka i ruch wirowy okoto linii biegunoéw. Oczywiscie ruch wiro-
rowy ziemi nie zalezy od ruchu jej srodka, i jest fen sam .czy
srodek sie porusza czy tez zostaje nieruchomy. Wiec sita odsrod-
kowa skladana punktu materyalnego, lezacego na powierzchni
ziemi, ma te sama wielkosé, ten sam kierunek i te sama strong
dzialania ; jednem stowem, wyraza sie znpelnie tak samo czy do jej
ruchu wprowadzamy ruch roczny srodka ziemi okolo stoiica czy go
catkiem zaniedbujemy.

Ale rzeczy maja si¢ inaczej z sila bezwladnosei odpowiedajaca,
ruchowi uniesienia punktu materyalnego. Wielkos¢ tej sity, gdy
zwazamy na ruch roczny srodka ziemi okofa slorica, jest zupelnie
rézna od tej ktorasmy otrzymali, w przypuszezeniu ze ziemia ma tyl-
ko sam ruch wirowy a jej $vodek zoslaje nieruchomy. Poniewaz tedy
ziemia ma ruch postepowy okolo slorica i ruch wirowy okoto linii
biegun6w. rzeczona sita bezwiadnodci jest wynikowq sily odsrod-
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kowej powstajacej z ruchu wirowego, i sity réwnej a przeciwnej
sile ktoraby data punktowi ruchomemu, gdyby byl wolny, taki sam
ruch jaki srodek ziemi posiada. Owoz, wprowadzajac do rachunku
sity bezwladnosci, w ruchu uniesienia, ruch roczny ziemi pocho-
dzacy z przyciggania stonca, trzeba zarazem obliczyé dziatanie storca
na punkt materyalny ktorego sie¢ szuka réwnowagi albo ruchu.
Wice, z przyczyny ruchu rocznego ziemi okofo stoiica, nalezy do-
Taczyé do sil tak rzeczywistych jak pozornych, uwazanych w przy-
puszezeniu srodka ziemi nieruchomego, dwie nowe sily, to jest :
sife rzeczywista z jaka storice przyciaga dany punkt materyalny na
powicrzchni ziemi, i site pozorng bezwladnosci w ruchu jaki przy-
ciaganie storica udziela srodkowi ziemi. Te dwie sily, ktore weho-
dza tak dobrze do réwnowagi wzglednej punktu materyalnego, na
powierzchni ziemi, jak do jego ruchu wzglgdliegu, sa sobie prawie
rowne i przeciwne, z przyezyny malosci promienia ziemskiego wzgle-
dnie do odleglosci ziemi od sltoinca; ich wynikowa, niezmiernie
mata, zmienia si¢ co do wielkosci i kierunku w kazdej dnia go-
dzinie, dlatego ze punkt materyalny zmienia ciagle polozenie wzgle-
dem storica. Ta wiec sila zmienna sprawia okresowa zmiang¢ w na-
tezeniu ciezkosei i w kierunku pionowej ; a jest tak mala ze dolad
nie potrafiono wprost doswiadezeniem ocenic jej wplywu. Ale ko-
tysanie sie wod morskich, ktére jest naturalnem nastepstwem dzia-
tania tej sity, dowodzi niezaprzeczalnie jej istnienia.

Na tem jeszeze nie koniec. Ksiezye, choé stabo, swojem przycige
ganiem wplywa niezawodnie na ruch postepowy ziemi ; trzeba wige
takze zwaza¢ na dzialanie ksiezyca w $cistem ocenieniu natezenia
ciezkosdei 1jej kieranku na powierzchni ziemi. Owoz, wprowadzajac
do rachunku sit przyciaganie ksiezyca, jakosmy to uczynili z przy-
cigganiem storica, widzimy latwo ze, do sil rzeczywistych i pozor-
nych ktoresmy juz wskazali, trzeba jeszeze dolaczyd sile rzeczywisty
przyciagania ktore ksiezye wywiera na punkt materyalny, lezacy na
powierzchni ziemi albo w poblizu, i site pozorna rowna a przeciwng
tej ktoraby nadala $rodkowi ziemi przyspieszenie zupelnie takie
samo, co do wielkosci, kieruuku i strony, jakie mu udziela przycig-
ganie ksiezyca. Wynikowa tych dwdch sit przeciwnych, zkombino-
wana z podobng wynikowa pochodzygeq z dziatania storica, wplywa
bardzo wato na okresowa zmniane cigzaru cial ziemskich i na kie-
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runek pionowej. Ale pierwsza wynikowa jest wieksza od drugiej,
dlatego ze ksiezyé, choeiaz majacy maly masse, znajduje sie daleko
blizej ziemi niz storice ; z tej przyczyny dzialanie ksiezyca na wez-
branie wod oceanu (przyptyw i odplyw morza) jest przewaznie
wieksze od dziatania storea.

Wogole wiee wplyw ruchu rocznego ziemi okolo storica na ciata
ziemskie w rownowadze, a nawet i w ruchu jako zaraz zobaczymy,
jest bardzo maty, i objawia sig tylko prezez okresowg, prawie niedo-
strzegalng, zmiane natezenia eigzkosci i kierunku pionowej miejsca.
Ta tak malo znaczaca zmiennosé cigzkosel, w jej natezeniu albo kie-
runku, moze by¢ zaniedbana w obliczaniu wartosei sit, tem bardzie]
ze jej oszacowanie opiera si¢ na sferyeznosei i jednorodnosei ziemi ;
dwierzeczy ktore tylko z pewnem przyblizeniem sp prawdziwe, -

29'. RucH WZGLEDNY NA POWIERZCHNI zIEMI. Zajmiemy sie teraz '
ruchem wzglednym na powierzchni ziemi albo w jej poblizu, i naj-
pierwej nwazaé bedziemy spadek ciat ziemskich. Niech bedzie wige
cialo ciezkie majace calg masse zkoneentrowana w swoim srodku
cigzkosci, albo co to samo, niech bedzie punkt materyalny M,
(ostatnia figura), spadajacy na ziemie'z potozenia A ktére opuszeza
bez predkosei poczatkowej. Aby mozna uwazaé¢ ruch wzgledny
jako samoisty, trzeba dolaczy¢ do sit rzeczywiscie dzialajacych na
punkt M dwie wiadome sily pozorne. Owoz. przypuszezajac ze
punkt ciezki M spada w prozni, jedyna sity rzeczywisty kléra na
niego dziala jest przycigganie ziemi. Sitami zmys$lonemi czyli pozor-
nemi sa:1° sita bezwladnosei, odpowiedajaca ruchowi kolowemu
i jednostajnemu jakimby punkt M byl uniesiony, gdyby zostawat
niezmienny wzgledem ziemi w polozeniu ktore zajmuje na poczatku
czasu ¢ ta sita, jakosmy juz widzieli, jest sila odérodkowa me’;
20 sita odsrodkowa skladana 2mewv” wst(w, v”). Ostatnie wyrazenie,
majace predkosé wzgledna v za czynnik, pokazuje ze sita odsrod-
kowa skladana jest zero na poczatku ruchu, a potem rosnie w miare
zwiekszania sie tej predkosci. Wiee na poczatku ruch punktu
ciezkiego M zdaje sie by¢ skutkiem dzialania wynikowej przycia-
gania ziemskiego i sity od$rodkowej pochodzacej z wirowania ziemi.
fa wynikowa, jako wiemy, stanowi wlasnie ciezar ciala M, a jej
kierunkiem jest pionowa miejsca A z ktorego to cialo spada.
Widzimy tedy jasno ze punkt ciezki' M zaczyna spadaé wedle pio-
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nowej punktu wyjseia A, i jego ruch pozorny ma takie samo przy-
spieszenie ¢ jakieby mu nadata sifa rowna jego ciezarowi P. Wige,
chociaz P nie jest sila rzeczywiscie przylozona do punktu mate-
ryalnego M massy m, ani g przyspieszeniem jego ruchu sa-
moistego, miedzy ilosciami m, P, g jest zwiazek

P:— my;

zupelnie taki sam jak gdyby ruch wzgledny byl rzeczywistym
ruchem punktu ciezkiego M. To réwnanie zostalo ustalone w zato-
zeniu ziemi nieruchomej ; trzeba wiee bylo koniecznie pokazaé ze
jest prawdziwe w rzeczywistosci; cosmy wilasnie uczynili. Ale to
wszystko ma miejsce tylko w pierwszej chwili ruchu. Zaraz potem
" rzeczy catkiem si¢ zmieniaja. Sita odsrodkowa skiadana nie jest juz
zero, dziata wiee na punkt ciezki M i spycha go z pionowej AM
wedle ktorej zaczal sie poruszaé. Aby wiedzie¢ w ktora strong na-
stepuje zboczenie, poprowadzmy przez M proste N'S" rdwnolegta
do linii biegunéw (osi $wiata). Poniewaz plasczyzna ANMN jest
poludnikiem miejsca M a ziemia obraca si¢ okolo linii biegu-
néw w strone zachdd -poludnie-wsehdd-poinoc, przyspieszenie
200" wst(w, v") punktu ciezkiego M, w wirowaniu okolo osi chwi-
lowej NS, bedac prostopadle do plasczyzny przechodzacej przez
te o$ i przez predkosé wzgledna 0", bierze kierunek ku zachodowi;
z tad wnosimy Zze sila odsrodkowa skladana, jako prostopadla do
poludnika miejsca M i w kierunku wprost przeciwnym temu przy-
spieszeniu, sprawia wilasnie zboczenie punktu ruchomego M na
wschod., To zboczenie, znane od dawna, latwo sie sprawdza do-
$wiadezeniem ktore wkrotce na swojem miejscu przytoczymy.

292. Majac og6lny obraz spadku cial ciezkich, szukajmy teraz
réwnan ich rnchu wzglednego. Wedlug tego co poprzedza, sita
poruszajaca pozorna w ruchu wzglednym punktu ciezkiego M,
ktory spada w prézni z polozenia A bez predkosci poczatkowej,
jest wynikowa przyeiagania ziemi, sity bezwladnosei w ruchu unie-
sienia, i sity odsrodkowej sktadanej. Dwie pierwsze sily, jakosmy
juz powiedzieli, stanowia ciezar punktu materyalnego M, wyrazony
przez mg w pofozeniu A. Aby mie¢ skladowe sily odsrodkowej
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skiadanej, uwazajmy ze, wedlug przyjetych notacyj, odniesionych do
ukladu spolrzednych ktéry ostatnia figura przedstawia, nazywajac X .
szerokos¢ geograficzng punktu materyalnego M lezacego na pio-
nowej AO, mamy

P = wdos(0S, BX) = — wdos),
¢ — wdos(0S, BY) =0,

r —= w dos(0S, BZ) = — « wstA,

Wiee, stosujac formuty (18) numeru 284, otrzymujemy réwna-
nia rézniczkowe ruchu wzglednego punktu materyalnego M

T e dy
(1) 8 = 2w Wst. o]
d?y dx dz
2) == ) —— — e
(2) T w<\VSt)\ 77 dosA dt>
: d25" L ay
(3) EZQ == 2 dOb). . d—t' !].

Te trzy réownania jednoczesne moga si¢ wprost catkowac; ale
prosciej bedzie zcalkowaé najpierwej pierwsze i ostatnie, ktdre
zaraz daja

() ZJI—tL = — 2wy Wsth.
(5) : Z—: = 2wy dosi — gt.

Nie przydalismy zadnej statecznej dowolnej ; bo, podlug warun-
kéw zadania, powinno by¢ zarazem
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dz

S o z o L . . s T
‘Wartosei B o poniesione do réwnania (2), przemieniaja
je na nastepujace

(6) Z—t—;j —+ he?y = 2wyt dosa.

To rownanie linijne drugiego rzedu, o spolezynnikach slalych,
catkuje si¢ tatwo ; dosé tylko uezynié

dosA

y=u4Z
Jw

co daje

d*u g
T —+ lo?u == 0;

zkad, calkujac,
u = A dos(2wt) -+ B wst(2wt).
Wige eatka zupelna rownania (6) ma ksztalt

gtdosk

¥y = A dos(20t) + Bwst(2w?) -+ 9%

Dla wyznaczenia statecznych dowolnych A i B, zrozniczkujmy
te catke nieokreslona, bedzie

% — — 20Awst(20r) £ 2B dos(2er) - L9052,
: w

Owoz, powinno by¢ zarazem

dy

=% =11 el =
: Y at
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a te warfosci podstawione w dwa ostatnie roOwnania daja
g do:)
0=4, 0=2B422"

zkad

g dosi
B=— -/—,— .

hw?

Wige calka rownania (6), wzigla w granicach zadania, wyraza
sig przez

g dosh
he?

(7) s { 206 — wst(2wt)} -

am

Poniewaz odcieta y jest dodatna, to dowodzi ze punkt ciezki M
spadajac bierze zboczenie na wsehod.

Jesli podstawimy znaleziong wartosé dla y w rownanie (4), i
potem zcalkujemy, bedzie

g wsi2)
heo?

(8) £=— i — wst¥w?)

Ta wartosé odjemna odcietej  pokazuje ze jest zboczenie na
poludnie w spadku punktu ciezkiego M. Zboczenie na poludnie jest
daleko mniejsze od zboczenia na wschod.

Nakoniee, podstawmy wartos¢ » w réwnanie (5), i potem zcal-
kujmy. Uwazajac ze t=0 daje z=AB=~/, ofrzymujemy

dos A 3 1siis
(9) =4 5 i — ws!-(wf)} soi Gl

Réwnanie dowodzi ze

h) T
5 >0 ——%gﬂ; zalem ¢ > l/“(—/lg‘")
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Wiec czas przez ktory cialo cigzkie spada w prozni jest diuzszy
niz gdyby ziemia nie miata ruchu wirowego.

Zboczenie na wsehod zostalo sprawdzone w oslatnich czasach
przez P, Retch, w jednej studni kopalni w Freybergu. Wysokosé
spadku byla 158m,5, szerokos¢ geograficzna % = 51°. Podstawiajac
te liczby jako tez wartosei dla ¢ 1 » w formule (7),1 biorac

. N . '2_/- S o
wst(2ef) = 20t — - %3, ¢ = =" otrzymujesie y=0m,0276.
b} g9
Doswiadczenie, kilka razy powlarzane, dato zboczenie srednie 0m,0283
ktore nie rozni sie wiele od znalezionego przez teorye.

Zboczenie na potudnie nie bylo jeszeze sprawdzane.

293. Ruch roczny ziemi okoto storica, jakosmy juz okazali, wywiera
zaledwie czué si¢ dajacy wplyw na zmiang natezenia ciezkosci i
jej kierunku w roznyeh miejscach ziemi. Mozna wige uwazaé ze
ciezar cial, polozonych w réznych wysokosciach, bardzo malo sie
rozni od przyciagania ziemi co do wielkosei i do kierunku, to jest
ma kierunek prawie przechodzacy przez Srodek ziemi, i zmienia sie
prawie w stosunku odwrotnym kwadratu odleglosci od tego srodka.
Ale nalezy dodaé ze, gdyby nawet ciezar ciala mial dokladny kieru-
nek ku érodkowi ziemi, i zmienial sie doskonale w slosunku od-
wrotnym kwadratu odleglosei od tego punktu, ruch cial cigzkich,
spadajacych w prozni, nie bytby nigdy taki jakismy znalezli w nu-
merach 202 i 203. Bo sita odsrodkowa skladana 2mwv” wst(w, "),
przylacza sie do cigzaru ciata, i modyfikuje jego ruch, a wielkosé
tej sily rosnie z predkoscia ciafa spadajacego.

Gdy wysoko$¢ spadku cial ciezkich jest mata, mozna zaniedba¢
nietylko wplyw sily odsrodkowej skladanej, ale jeszcze zmianeg
wielkoéei i kierunku ciezaru ciala, w jego przejseiu z jednego poto- .
zenia do drugiego na powierzehni ziemi. W tym przypadku ruch
pozorny ciala cigzkiego odbywa si¢ niby jako ruch samoisty, pod
dziataniem sity stalej z wielkoSei i kierunku ; zawsze z domyslnem
przyblizeniem dostatecznem. Pojmuje sie teraz dobrze dlaczego,
dajac pierwszy przyklad ruchu cial cigzkich w prézni, moglismy
powiedzie¢ ze ten ruch nie wiele sie rozni od prawdziwego.
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WAHADEO STOZKOWE POD WPEYWEM RUGHU WIROWEGO ZIEMI,

29h. Zastosujemy jeszeze teorye sil pozornych do ruchu wahadla
stozkowego na powierzchni ziemi, w przypuszezeniu ze ziemia ma
tylko sam ruch wirowy. Obierajac punkt zawieszenia A wahadla
za poczatek spolrzednych, wezmy za os rzednych z pionowe AO.

idaca w strong ciezkosci; za oS aiw slyezne AX do poludnika
miejsca A, skierowang od pétnocy na potudnie; za o§ y sty-
czng AY do rownoleznika miejsca A, skierowana od zachodu
na wschod. Tym sposobem dobrane osie spolrzednych maja ruch
wsteczny (od lewej reki do prawej), i formuty wzgledne do wirowari
stosuja si¢ w calej ogdlnosei.

Punkt materyalny M wahadla moze by¢ uwazany jako poruszajacy
signa sferze, majacej za srodek punkt A, iza promien dlugosé a wa-
hadla. Sity ktére trzeba wprowadzié¢ do rachunku,aby ruch pozorny
mogl by¢ uwazany jako samoisty, sa : 1° dwie sily rzeczywiste, to
jest: przyciaganie ziemi i teznosé nici wahadta ; 2° dwie sity pezorne,
to jest : sita odsrodkowa pochodzaca z ruchu wirowego jednoslaj-
nego ziemi, i sila odsrodkowa sktadana. Owoz, przyciaganie jakie
ziemia na punkt materyalny M wywiera, i sila od$rodkowa powsta-
jaca z jej ruchu wirowego, stanowia ciezar mg punktu M; a
jesli nazywiemy N teznosé nici wahadla, skfadowe tej sity rdwno-
legle do osi spotrzednych wyraza sie przez

| &

UL —N¥ =N
a’ a’ a
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Nakoniee, skladowe predkosci katowej » ruchu wirowym ziemi
wyrazaja si¢ przez

p=wdosd, ¢=0,  r—wwstl,
i daja skfadowe sity odsrodkowej skladanej

dy

e wst).
de’

[ dz dx dy
= gl ey —3 §X. =20
217@(‘(105),.({! wsth dz‘> 9w d0s) .

Wiee rownania rozniczkowe ruchu wzglednego punklu mate-
ryalnego M kidry stanowi wahadto, sa

e N dy

LN O R T b e

di* T ma L by de’

d*y Ny 9% d d.L)
=— losd.—= — wstd.——

de ma 2 (( SV TE st dt)

[d?z Nz dy

=5 — — — 2udos).~L.

ar =9 b ae =

Te trzy rownania jednoczesne gzeatkowane, do ktorych (rzeba
dolaczy¢ rownanie sfery s

wyznacza ruch pozorny wahadla stozkowego.
Aby mozna catkowaé, wyrugujmy N miedzy dwoma pierwszemi
réwnaniami, bedzie

dy 0° > C 0g 50 4 > 5 i ! FI"‘,
7 a2 Y e “5“\‘«*—! Y dt Qo dosh.z 7

Ostatni wyraz tego réwnania, zawierajacy czynnik dos), jest
zero przy biegunach ziemi; w innych punktach powierzchni ziemi
mozna ten wyraz zaniedbad, jesli oscyllacye wahadla maja mata

s v a= di . .
obszernosé, albowiem wtedy czynnik = jest bardzo maly. Po znie-
\ T )
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sieniu rzeczonego wyrazu, rownanie staje sie calkowalne, i daje
zavaz catke

dy ,dl'__ (a2 o\ |
ik e o e owsbi(z? 4 3 4 G

w ktorej G jest slateczng dowolna.

Jesli wahadto stozkowe tak bylo w ruch puszezone ze po kazdej
oscyllacyi przystaje do pionowej AZ punktu zawieszenia, wiedy
z =0, y =0 zado$¢ czynig rOWnaniu; powinno zatem bhy¢ G = 0.
Przyjmujac t¢ wartos¢ dla statecznej C, zamienmy spolrzedne
prostokatne na biegunowe, za pomoca zwigzkow

z=rdos, y=rwstdy 0=1tuk Slyg’

w ktorych » znaczy promiern wodzacy rzutu punktu M na plas-
czyznie poziomej XAY, azas 0 kat promienia » z osig AX. Te
wartosci, podstawicne w oslatnie réwnanie calkowane, przywodza
je do ksztaltu nie mozna prostszego

0

— = — wWsti;
dt e f

zkad, catkujac drugi raz, otrzymujemy

6 = 0y — wf WSt

Ten wazny wynik pokazuje Zze plasczyzna oscyllacyi wahadia
obraca sie jednostajnie okoto pionowej punktu zawieszenia, z pred-
koscig katowa wwstd, w strone potnoc-wschid-potudnie-zachod
jesli miejsce obserwacyi znajduje sig na polsferzu pétnocnem, a
w sirone przeciwna jesli to miejsce jest na polsferzu potudniowem,
z przyczyny czynnika wsth kiory wiedy staje sie odjemnym. Ale
ten ruch jest pozorny, bo plasczyzna wahadla zostaje niezmienna,
i tylko ziemia obraca si¢ okolo linii biegunéw w strone przeciwna.
Co sie za$ tyezy predkosei kalowej, ona nie wyraza si¢ dokladnie
przez - wwsth, ani nie jest scisle stala; bosmy zniesli wyraz
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dz
2w dosk.gt-
gunach [ziemi ruch plasczyzny wahadla stozkowego jest zupelnie
jednostajny, jakakolwiek jest obszernosé oscyllacyj; wszedzie indziej
ten ruch jest tylko z przyblizeniem jednostajny, jesli oscyllacye
maja dostatecznie mala obszernosé.

ktory tylko przy biegunach jest zero. Wiec, przy bie-

Doswiadezenia P. Foveavnr, wykonane w Panfeonie w Paryiu,
z wahadlem diugosci 64™, w ktorem trwanie jednej oscyllacyi byto
okoto 8", sprawdzily to znane zjawisko wahadla stozkowego, i nieza-
przeczalnie potwierdzity ruch wirowy ziemi.

Konezae, powiemy jeszeze ze réwnania rozniczkowe ruchu wahadta
stozkowego daja predkosé > =w,> - 29(z — z,), ktora sie zgadza
z predkoscia otrzymanag jak gdyby ruch wahadta byt samoisty. Co
sprawdza zasade sit zywych w ruchu wzglednym.
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295. Niech bedzie punkt materyalny M poruszajacy sie pod dzia-
laniem sity P ktorej kierunek przechodzi ciggle przez srodek staty O,
" PoprowadZmy przez ten $rodek trzy osie prostokatne, i nazwijmy
z, i, 5 spolrzedne punktu M na korcu czasu ¢ Jakakolwiek jest
ustawa wedle ktorej sita P dziata na punkt M majacy masse m,
jej sktadowe réwnolegle do osi spétrzednych, jesli uczynimy OM=r,
wyraza si¢ przez

pE, P4, pi ‘
7 v
i bedzie
a2z Pz d*y __ Py d* Pz
M e R P gy
co daje

Ztad wywodzimy rownania rozniczkowe ruchu rzatow punktu M
na plasczyznach xy, xz, yz,

iy e
“as T YagE ="
B vmal idisn.
.,atf_,—J,a—ﬁ_.O,
d* _(l_"jl__o.

‘y/_lﬁ—h e
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Te trzy réwnania nie sa oddzielne i kazde z nich jest oczywiscie
nastepstwem dwoch innych. Zeatkowane, daja te same calki pierwsze
ktérych zasada powierzehni dostarcza, i prowadza do twierdzer
ktoresmy dostatecznie wyszezegolnili mowiac o tej zasadzie (239).
Nie potrzebujemy wigc ich powtarzaé.

296. Wyznaczajae punkt ruchomy M za pomoca spéirzednych
biegunowych na plasczyznie jego kraznej, mozna wyrazi¢ pred-
ko$é v tego punktu w funkeyi samych tylko spoirzednych, nieza-
leznie od czasu ¢ i df. Jakoz, mamy

o dr k92

2. yoiiod, 98 Wl
nadto zasada powierzehni daje
i .
. dt i

miedzy temi dwoma réwnaniami wyrugujmy d¢, otrzymamy,

o = it 1, dr¥

A jesli jeszeze bedziemy uwazali ze d.;l:: — ?;, znajdziemy

ostatecznie wazna i bardzo prosta formule tego rodzaju ruchu

d.‘_yl
9 a5 %
(1) = ¢* ——I—(—(E )

r2

Wiee, gdy jest wiadoma krazna punktu ruchomego pod dziata-
niem sily srodkowej, mozna mieé jego predkosé w kazdem potoze-
niu w funkeyi samych spotrzednyeh, niezaleznie od czasu.

Latwo takze otrzymac obie skladowe tej predkosci, majace kieru-
nek promienia wodzacego i kierunek prostopadty do tego promienia,
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niezaleznie od czasu ¢ i jego rozniczki dt. Jakoz, wiemy juz (241) ze

. dr
‘UdOSZ:E[,
v Wsbi = i
R
ale mamy do tego
) doW s .
ar

wiec, rugujac d¢, znajdujemy

vdos[:T i

UWshit = =

Z ostatniego rownania wynika i
yir wsty —=ic,
albo

up. =i

nazywajge p prostopadle spuszezonaz poczatku O spotrzednych na
styczng do kraznej w punkeie M. Formula pokazuje ze predkosé
punktu materyalnego, w kazdem jego polozeniu, jest odwrotnie
proporeyonalna do tej prostopadiej p.

297. Majac predkos¢ punkiu materyalnego M pod dziataniem
sity srodkowej P, wyrazona w funkeyi samych tylko spotrzednvch,
mozna takze wyrazi¢ jego przyspieszenie w funkeyi samych spoi-
rzednych, niezaleznie od czasu ¢ i dt. Jakoz, wezmy plasczyzne
kraznej punktu M za plasczyzne wy, i nazwijmy ¢ przyspieszenie
jakie mu sita poruszajaca P nadaje. Trzeba uwazaé ilosé ¢ jako

MECHANIKA 29
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dodatng albo odjemna wedlug jak sila P jest przyciagajaca albo
odpychajaca, to jest wedlug jak jej dzialanie ma kierunek MO
albo OM.

Przypuszezajac site P przyciagajaca i stosujac rownanie sit zy-
‘wych, mamy

Il

—(%:f de -+ %’dy) = — g (xdz + ydy)
ale réwnanie
@ Lp=r2
daje
zde 4 ydy = rdr;

ztad wynika wazny zwiazek miedzy o 1 2?

21
=
ot — g2 — g 28 L < ">§
(3) odr =d.v _d'c2l——r2 -+ @ )

Owoz, zrozniczkujmy rownanie (1), uwazajac 0 za zmienng

niezalezna, bedzie
(d dr(lzl>
2— 92\ i
dov* = — 2 3 - S/

jesli podstawimy l¢ warto$é w rownanie (3), znajdziemy drugg
wazna formule

il
@
2( 1 n
() ¢ f_.’< d(); > i

'

Wiege, gdy jest wiadoma krazna kiora punkt materyalny opisuje
pod dzialaniem sity srodkowej, mozna wyznaczyé przyspieszenie
jakie mu ta sita nadaje w kazdem jego polozeniu. Nawzajem jesli,
w ruchu ktéry uwazamy, jest znana ustawa wyrazajaca przyspie-
szenie punktu materyalnego, formuly (3) i (4) moga stuzyé do wy-
znaczenia kraznej tego punktu.
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298. RucH WZGLEDNY DWGCH PUNKTOW MATERYALNYCH KTORE SIE
NAWZAJEM PRZYCIAGAJA ALBO oDPYCHAJA. Niech beda dwa punkta
materyalne A i B w ruchu, poddane samym tylko dzialaniom
rownym i przeciwnym ktore na siebie nawzajem wywieraja. Wy-
obrazmy sobie ze punkt B jest odniesiony do ukladu osi spotrzed-
nych ktdre sie poruszaja rownolegle do siebie samych, przechodzac
ciagle przez punkt A, i szukajmy ruchu punktu B wzgledem
punktu A. Oznaczmy przez m i m' massy punktow A i B, przez »
ich odleglosé, a przez P natgzenie sily wzajemnego dzialania; na-
koniec przez x,y, s spohzedne punktu B wzgledem osi rucho-
mych. Wiemy ze w ruchu wzglednym przyspieszenie wzgledne jest
wynikowa przyspieszenia rzeczywistego i dwoch przyspieszen po-
zornych, pochodzacych od sity bezwtadnosci i od sily odsrodkowej
skladanej. Owoz, 1° sila rzeczywiscie dzialajaca na punkt B jest
sita P wyplywajaca z punktu A ; przypuszczajac ze punkt A przy-
cigga punkt B, sktadowe rzeczywistego przyspxeszema punktu B
wyrazaja sie przez

S|
SIS
S

20 Punkt B oddzialywa na punkt A; a ze to oddzialywanie jest

rowne i wprost przeciwne dzialaniu, skladowe jego przyspiesze-
nia sq :

P z B P 12
n' 7 w r’ m r’

-

zatem skiadowe przyspieszenia, odpowiedajacego sile bezwladnosci
w ruchu uniesienia punktu B, wyrazaja sie przez

Pty i
9 priben . W 4 L

X
il 7
r mor

m

s n

i
n

=

30 Poniewaz osie ruchome, w naszem zagadnieniu, maja tylko
sam ruch przeniesicnia, ich predkosé wirowania jest zero, to jest :
p=0, ¢g=0, r=0, i sila odsrodkowa skladana nie istnieje;
niema wigc przyspieszenia odsrodkowego skladanego.
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To ustaliwszy, widzimy zaraz ze réwnania rdzniczkowe ruchu
wzglednego punktu B sa : .

0 Ein g 4 ) Pz
e et el
d*y il i1 Py
(%) a8 by, (772 + m’> .’
d*z 1 1 NPz
dsw )i <ﬁ+ m’) e

Na sanio spojrzenie na te rownania, tatwo pojmujemy ze ruch
wzgledny punktu B jest takiej samej natury jak ruch samoisty ktoryby
ten punkt posiadal gdyby byl poddany tej samej sile poruszajacej P,
wyplywajacej z pewnego $rodka stalego. I w samej rzeczy, jesli
przez ten srodek poprowadzimy trzy osie prostokatne, i oznaczymy
przez z, y, z spolrzgdee punktu B, przez 7 jego odleglosé ed po-
czatku spoétrzednych, bedziemy mieli, do wyznaczenia ruchu samo-
istego punktu B, nastepujace rownania rozniczkowe

deLiRn e Pl
e — w7’
dy Py
de 7 wm' »?
B __ P
e — w7

Rownania rézniczkowe (5) ruchu wzglednego punktu B tem sie
tylko roznia od podobnych rownaii jego ruchu samoistego, ze
w nich czynnik staly %—{—% zastgpuje czynnik %, Wiec
calki tych dwoch ukladéw rownarn rozniczkowych otrzymuja sie jednga
metoda i maja te sama posta¢. Tym sposobem ruch wzgledny dwoch
punktéw materyalnych, ktére sie nawzajem przyciggaja albo od-
pychaja, przywodzi si¢ do ruchu samoistego, w ktérym punkt ma-
teryalny jest przyciagany albo odpychany przez srodek staly, z sita
roznigeg si¢ od wzajemnego dzialania samym tylko spolezynnikiem
stalym.
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299. Baczna obserwacya i glebokie rozwazanie ruchéw cial nie-
bieskich, przez wiele wiekow ciagle prowadzone, daly poznaé
ogolne tych ruchow ustawy, ktore postuzyly za podstawe zastoso-
wari teoryj matematycznych do rozwoju umicjetnosei. Ale, zeby
formuty Mechaniki rozumowej mogly sie stosowaé do ruchu ciat
~ niebieskich, trzeba przypusci¢ ze materya, stanowiaca te ciata
podlega tym samym ustawom co ciala ziemskie. Owoz, jesli a priori
mozna watpi¢ czy ciala niebieskie posiadaja wilasnosei cial ziem-
skich, doskonala zgoda nastepstw tego przypuszezenia z naturalnemi
zjawiskami jest dowodew a posteriori jego prawdziwosci. Mamy
wiec, jesli nie matematyczna pewnosé to przynajmniej dostateczng
prawdopodobnoséé, ze ustawy materyalnego $wiata sa powszechue.

Ustawy KepierA. Po wielu latach niezmordowanej a pracowilej
obserwacyi, Kerikn znalazt ze ruch planet okoto storica odbywa si¢
podiug trzech nastepujacych ustaw :

1° Planety, w ruchu okolo storica, przebiegaja linie krzywe plaskie,
a ich promienie wodzace, wyprowadzone ze srodka stonca, opisuja
powierzchnie proporeyonalne do czaséw.

2° Te linie krzywe, czyli orbity planet, sa ellipsami ktorych jedno
z ognisk jest w srodku storica.

3° Kwadraty czaséw calkowitych obrotéw planet okolo stoiica
sa proporcyonalne do szesciandw wielkich osi orbit,

Towarzysze planet (safellites) sa wzgledem swoich planet tem
czem sa planety wzgledem storica, i dlatego podlegaja ustawom
KEPLERA.

Komety podlegaja takze ustawom Keprrra, a tem sie tylko roznig
od planet ze ich orbity sa bardzo wydtuzone, tak Ze niektére zdaja
sie by¢ parabolami.

Chociaz ustawy KErLERA sa tylko przyblizone, poniewaz planety
i storice sa tu uwazane jako punkta materyalne majace odpowiedne
massy tych cial, nietrudno jednak, za pomoca nich, znalezé ustawe
wedle ktorej dziata sita poruszajaca planete; i nawzajem, znajac



L4 ROZDZIAL VI

wyrazenie tej sily, fatwo otrzymaé krazne planety. Owoz, na mocy
tego cosmy w poprzedzajacym numerze wylozyli, chcac wyznaczyé
ruch wzgledny planety okolo slorica, mozna uwazaé srodek ciez-
kosci storica jako punkt nieruchomy w przestrzeni, majacy jego
masse, i szukaé ruchu samoistego planety okolo tego punktu sta-
tego, stosujac wszystko co$my o silach srodkowych powiedzieli.
Tym sposobem podwdjne zagadnienie, ktorego rozwiazaniem teraz
sie zajmiemy, znacznie sie uproszcza.

Wynika z pierwszej ustawy KEPLERA, stosownie do teoryi ruchu
wzglednego, ze sila wzgledna poruszajaca planete jest ciagle skiero-
wana ku srodkowi storica, jakakolwiek zreszta jest natura tej sily
i ustawa jej dzialania. A poniewaz, wedle drugiej ustawy, krazna
elliptyczna zwraca swoja wklestosé ku stoncu, ztad wnies¢ nalezy
ze sila poruszajaca planete jest przyciagajaca, albo mowiac scislej,
dziata jak gdyby przyciagala. Za pomoca drugiej ustawy KEPLERA
bedziemy mogli wyznaczyé natezenie sily poruszajacej wzglednej,
w kazdem polozeniu planety na jej kraznej elliptycznej.

Niech bedzie M planeta opisujaca ellipse ABA'A (fig. na str. 162),
F potozenie storica ktérego srodek cigzkosci jest ogniskiem tej ellipsy,
1 AN'=2a os wielka; jesli wezmiemy proste FI za oS biegunowa,
i oznaczymy przez r, 0 spélrzedne biegunowe planety M, przez
« kat AFI, rownanie biegunowe ellipsy bedzie

- a(l — e?)
T 1 Fedos@— o)

Ztad wywodzimy

el ~+ edos(0 —«) ; il edos(f —a)

r a(l —¢?) >~ Tal—e)

Podstawiajac te dwie wartosci w formule (4), otrzymujemy przy-
spieszenie ¢ z jakiem planeta przebiega ellipse,
¢ 1

M (=

Ta wartos¢ dodatna jasno pokazuje ze ruch wzgledny jakiejkol-
wick planety okolo storica jest skutkiem dziatania sity skierowanej
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ku jego srodkowi, i ktérej wielko$é zmienia sie w stosunku odwrot-
nym kwadratu odlegtosci od tego srodka.
300. Jesli
= 2 dzi = —61—
7 i bedzie @ b
Przyspieszenie ¢ na jednos¢ odleglosci od storica jest jedno i to
samo dla wszystkich planet. Jakoz, stateczna ¢ wyraza powierzch-
nie dwa razy wieksza od tej kt6éra promien wodzacy planety opisuje
na plasczyznie jej kraznej, w jednosci czasu ; jesli wiec nazwiemy T
czas calkowitego obrotu planety okoto storica, bedzie

% ¢T = ra2 V1 — .
Zatem
3
39:[]7:‘2.%2 3

3
Ale, podlug trzeciej ustawy KEPLERA, stosunek i jest ten sam
dla wszystkich planet ; wiec sita dzialajaca na jedno$¢ massy kazdej

planety jest ta sama w tej samej odlegtosci od storica.

To wszystko razem dowodzi ze ruch wzgledny planet jest skutkiem
sity skierowanej ku srodkowi storica, proporcyonalnej do ich mass
i w stosunku odwrotnym kwadratu odleglosci od tego srodka. Ta
sita zdaje sie naturalnie pochodzi¢ z dzialania materyi storica na
materye planety, albo, jako sie méwi, jest przyciaganiem planety
przez stonice; a przynajmniej rzeczy si¢ dzieja jak gdyby istotnie
bylo przyciaganie. Jesli do cial niebieskich rozciagniemy jeszcze
zasade réwnosci dzialania i oddziatywania, musimy przypuscié¢ ze
nawzajem storice jest przyciagane przez wszystkie planety, a nastep-
nie ze planety i ich towarzysze przyciagaja sie zobopolnie miedzy
soba i ze storicem ; nakoniec ze wszystkie czasteczki skladajace te
ciala przyciagaja jedne drugie. Zogolniajac to pojecie, przychodzimy
do powszechnej ustawy materyi : dwie czasteczki materyalne przy-
ciagaja sie proporcyonalnie do swych mass, ¢ w stosunku odwrotnym
kwadratu odlegtosci.

301. W zalozeniu przyciagania powszechnego, gdyby ciala niebies-
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kie bylty dokladnie sferyczne, i zlozone z warstew spétsrodkowych
jednorodnych, dzialalyby jedne na drugie jak gdyby cala ich massa
byla zjednoczona w ich srodku. Tak si¢ rzeczy nie maja w Naturze;
ciala niebieskie, jako ciala ziemskie, nie sa zapewne ani sferyczne ani
jednorodne; ale, z przyczyny wielkiej odleglosci cial niebieskich
jednych od drugich w poréwnaniu z ich rozmiarami, mozna je
uwaza¢, z dostatecznem przyblizeniem, jako punkta materyalne,
majace massy rézne, ktore si¢ przyciagaja proporcyonalnie do tych
mass i w stosunku odwrotnym kwadratow odlegtosei.

Przypuszczajac masse M storica i masse m planety jako skoncen-
trowane w ich srodkach cigzkosci, jesli nazwiemy f przyciaganie
wzajemne dwoch jednosei massy tych punktéw, umieszezonych na
jednosé odlegtosci, dziatanie zobopdlne storica i planety, polozonych
na odleglosé », wyrazi sie przez

[Mm

72

Zatem przyspieszenie dla planety bedzie [7——1\,1 a dla storica Z?L:Z 3

i dla kazdego z tych dwoch punktéw bedzie skierowane ku dru-
giemu. Owoz, na mocy teoryi ruchu wzglednego dwoch punktow
przyciagajacych si¢ nawzajem (298), zeby wyznaczyé ruch wzgledny
planety okolo storica, mozna wzigé stonce za punkt nieruchomy
w przestrzeni, byle tylko przypuszezono ze planeta porusza si¢ pod
dzialaniem sily ktora jej nadaje przyspieszenie rowne summie

C;\,I -+ [7’—7,7 albo  [OEm =)

2,

i skierowane ku stoncu.

Powyzsze wyrazenie przyspieszenia planety nastrecza wazna
uwage. W ruchu wzglednym planety okolo storica, znalezlismy dla

; : o at ; :
przyspieszenia wzglednego ¢ wartosé bn",F, na jednos¢ odlegto-

$ci; wiee, porownywajac dwa wyrazenia tego przyspieszenia, otrzy-
mujemy

A0t D
“@—f( —+m),
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Owoz, réwnanie pokazuje ze stosunek 7 zalezacy od massy m

planety, musi sie zmieniaé¢ od jednej do drugiej; bo inaczej trzebaby
zeby wszystkie planety mialy massy rowne, co nie zdaje si¢ prawdo-
podobnem. Wigc trzecia ustawa KepLERA jest tylko przyblizona. Ale,
. - ’ . a s
poniewaz Keprer mogl wnies¢ z ohserwacyi Zze stosunek I—z jest
ten sam dla wszystkich planet, nalezy mniemaé ze wyraz fm jest
mata czastkag summy fM |- fm, a temsamem massa jakiejkolwiek
planety musi by¢ bardzo mata w stosunku do massy storica.

302. Rozwiazemy teraz zagadnienie odwrotne poprzedzajacego :
Znaleié ruch wzgledny planety okoto stonca, ktére ja przyciaga
proporeyonalnie do jej massy ¢ w stosunku odwrotaym kwadratu od-
legtosci.

Stawiajac sie w zalozeniu srodka dzialania nieruchomego w przes-

trzeni, nazwijmy £  przyspieszenie jakie on nadaje planecie;

tym sposobem mamy zaraz réwnania rozniczkowe ruchu planety

BAPUISTE Sy ) d 8D
dff oo Ll i 3

o 2 dr® L 72d0?
(1) V= o +b= =
. af
) g &

b 1 ¢ sa dwie stateczne dowolne.

Wyznacza sie te stateczne przypuszczajac ze jest wiadome poto-
zenie poczatkowe 7y, 6, planety, i jej predkosé poczatkowa v,
ktéra ezyni kat { z przedluzeniem promienia wodzacego r,; co daje

9 .
b =2 — —”, ¢ = vyro Wste,

Ale, dla skrocenia, zachowamy jeszeze litery 4 1 e.
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Jesli wyrugujemy d¢ miedzy réwnaniami (1) i (2), znajdziemy

c2dr?

91*
74d6? + 7 S

| %

(3) [ ) ol 2
- T ekt

[

<

To réwnanie szukanej kraznej mozna bylo otrzymaé odrazu

z formuly (3) numeru 297, kladac w niej » — "‘

Aby ulatwiéj catkowanie, uczynimy ,1‘.: z, bedzie

20 = cdz
Vb 2pz — %22

Uwazajac d9 za dodatne, widzimy ze trzeba bra¢ znak — albo -
wedlug jak 7 rosnie albo maleje. Jesli wiec przypuscimy ze pla-
neta oddala si¢ od storica, poczawszy od polozenia poczatkowego
w ktorem r=r,, bedzie dz < 0; wtedy trzeba wziac

— cdz — 2z

'] Vo + 2pz — R Vel kb — (% — p?

Druga strona pokazuje ze dwumian p2 b2 jest dodatny, bo
inacze] do byloby zawsze urojone.

Zcatkujmy rownanie, nazywajac o stateczng dowolng, znajdziemy

9-——*11]((10:; L
v +bc2+“

zkad

() i = :E{,A_l_\/,ﬂ T 5 dos(d — )}
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Chociaz ta formula zostala otrzymana w zatozeniu ze 8 i » rosng
zarazem, mozna atwo okazaé ze ona jest ogolna, i stosuje sie wiedy
nawet gdy » maleje a 0 rosnie. I w samej rzeczy, w ostatnim

przypadku jest :1%—> 0; owoz, formuta (4) daje ‘pochodne

‘é_; = 4o :7\/y2+ IEwstE — o),

-

; ol dz -
ktéra pokazuje ze o mienia znak, przechodzac przez zero za

kazdym razem gdy fuk 6 — o staje sie wielownikiem z =; ta
zmiana znaku odpowieda wlasnie polozeniom planety w ktorych z
przechodzi przez minimum albo maximum, to jest w ktorych »
przestaje rosnaé aby male¢ albo przestaje male¢ aby rosnaé. Wiee

formula (4) jest ogolna.
Podstawiajac za z jego wartos¢ ]1 w formule (4); znajdujemy

nakoniec

c?

(5) [ o c
be?
1 14 — dos(d — «
-+ ‘/ = os(( )

réwnanie orbity ktora planeta opisuje okolo storica. Ta orbita jest
zawsze linia stozkowa; albowiem ogoOlne rownanie stozkowych,
odniesionych do jednego ogniska wzietego za biegun i do osi biegu-’
nowej czyniacej kat « z osia ogniskowa w strone najblizszego
wierzchotka, ma ksztalt

i P
=  ————————
1 +edos(® — o)

pod ktorym sie wlasnie przedstawia rownanie orbity planetowej.
Wiegc ta orbita jest ellipsa, parabola albo hiperbola wedlug jak sta-
teczna & jest odjemna, zero albo dodatna. Podstawiajac za sta-
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teczne b jej warto$¢ v? — =, widzimy latwo ze :
%o
L % e .
jesli 4 DoR it orbita jest ellipsa
ry
2
v =, parabola,
7
pi >y hiperbola.
0 \

Z tem wszystkiem, uwazajmy Zze rodzaj stozkowej ktéra planeta
opisuje zalezy jedynie od wielkosci predkosci poczatkowej, a by-
najmniej od jej kierunku. Tym sposobem, punkta materyalne rzu-
cone w przestrzen z jednego polozenia, i z predkosciami rownemi
ale w réznych kierunkach, wszystkie przebiegatyby linie stozkowe
tego samego rodzaju.

Majac juz krazne punktu materyalnego, trzeba jeszcze, do zupet-
nego wyznaczenia ruchu, wyrazi¢ spotrzedne » i 8 w funkeyi
czasu ¢, aby znaé polozenie tego punktu w przestrzeni w kazdej
epoce danej.

303. Zajmujac si¢ gtéwnie planetami, bedziemy najpierwej szukali
spolrzednych 7 i 0, w zalozeniu ze krazna jest ellipsp majacq
jedno ognisko w- srodku storica. Owoz, jesli wezmiemy to ognisko
za biegun, i oznaczymy przez 2a oS wielka, przez e excentrycz-
nosé, przez o kat jaki o$ biegunowa. czyni z osia wielka w strone

" najblizszego wierzcholka, rownanie biegunowe ellipsy bedzie

R (P
T 1Fedos(h —a)’

wiec, wyrazajac tosamosé rownania kraznej elliptyeznej z obecnem,
mamy

i)
S

2
62:1—[—@{, ol — ) = —;
‘.L

= |
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v? :P(\%_ %)

Te formuly wyznaczaja krazne planety w funkeyi ilosci wiado-
mych zagadnienia, i daja predkos¢ w kazdem polozeniu.

zatem

I
{

Gdyby krazna planety mogta byé kotem, wiedy byloby ¢ =0,
r=a, i temsamem 2 ==E, m<9::’£'2'f= m_z)?; wiec planeta
(25 a a
miataby ruch kolowy jednostajny, i bylaby pod dzialaniem sity
dosrodkowej stalej.

Rugujac jedna z dwoch spolrzednyeh » i 6 miedzy rowna-
niami (1) i (2), otrzymuje sie rownanie ktore, zcalkowane, da zosta-
jaca spolrzedne w funkeyi czasu #; poczem, za pomocq tej funkeyi
i rtownania kraznej, wywodzi sie druga spolrzedne, takze w funkeyi
czasu (. Wyrugujmy najpierwej d0, znajdziemy zaraz

)

drz o 2;;
A R

(6) dl ==t ___.Ld'_‘__.
VB 2 — &

Moznaby latwo zcalkowaé to rownanie zwyczajnym sposobem
rachunku calkowego ; ale calka zawierataby luk kota i pierwiasinik
algebryczny ; taki kszlalt nie bylby dogodny do rachunku kata 6
w funkeyi ¢. Dla tej wlasnie przyczyny wprowadzono nowq zmienne
zamiast 2. Zeby jasno okvesli¢ uzytek i znaczenie tej zmiennej
positkowej, trzeba uwazaé ze planeta opisujaca ellips¢ okoto slonca,
ktore sie znajduje w jednem z jej ognisk, jest najblizej albo najdalej
od niego gdy przechodzi przez jeden z wierzcholkow tej ellipsy.
Wierzcholek najblizszy stoica nazywa si¢ perihelium a wierzcholek
najdalszy aphelium. Widzimy wiee dobrze ze, we wszystkich polo-
zeniach planety, promienn wodzgey » zmienia si¢ od r = a(l — e)
do 7 =a(l 4 ). Ztad wynika ze mozna polozy¢

(7) r=a(l — cdosu). 5
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Podstawiajac t¢ wartos¢ w ostatnie rownanie ktore daje df,
biorac znak -} i zastepujac stateczne dowolne przez ich wartosei

b= — % , 2=pa(l —¢?, olrzymujemy

dt=a l/g (1 — edosu)du.
P

Jesli teraz, czynigc dla skrécenia @ l/ =% 5 zcatkujemy

réwnanie, bedziemy mieli formute
(8) nt = u — ewstu.

Nie przydalismy statecznej dowolnej, bo liczymy czas od chwili
przejscia planety przez perihelium, w ktérem r» —=a(l —¢) i = 0.

Kat positkowy u latwo sig przedstawia geometrycznie.

Jakoz, niech bedzie M polozenie planety na jej ellipsie; wykreslmy
potkole na osi wielkiej AA’, inazwijmy N punkt w ktérym ono
przecina przediuzona rzedng MP ; poprowadzmy nokoniec promien
potkola ON = a i promien wodzacy FM = r. Figura pokazuje ze

r=0—e.0P = a— eados AON.

wiec kat AON = u.

Kat u nazywa sie anomalig excentryezng planety, a kat 6 — o jel
anomalia prawdziwg. Obie anomalie przechodza zarazem przez war-
tosei 0, =%, 2=.

Formula (8) wyznacza w w funkeyi ¢; moznaby wyrugowaé u
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miedzy réwnaniami (7), (8), i otrzymaé » w funkeyi f. Ale for-
mula bytaby zawita a przeto mato uzyteczna w zastosowaniu.

Takim samym sposobem jako wyzej znajduje si¢ zwigzek migdzy
anomalia prawdziwa 6 — « i anomalia excentryezng u. Jakoz, po-
rownawszy wartosci » dane przez rownanie ellipsy i formule (7),
mamy -

1 —e? 1 —edosu __ dosu—e ,
14 edos(®@ — ) — 1 — dos(@ — o)’

ztad, uwazajac dwa ostatnie stosunki, wywodzimy

(1—e)(14-dosu)  (1-4-¢)(1—dosu)
TFdosl —o)  T—dos®@—aq)’

i nastgpnie

R, T
styi(e a)_1_2sty.2..

Wiec, biorae pierwiastek kwadratowy z tym samym znakiem,
dlatego ze obie anomalie sa zarazem zero, otrzymujemy .

1 1
(9) styi(e——a):: 1i—zstyg.

Czas T calego obrotu planety wyprowadzi sie z formutly
nt = u — ewstu, jesli w niej uczynimy » = 2r; co daje

(10) T:?f:: 21-;-(1‘/(} .
n ¢

Nietrudno doj$¢ wprost do tego wyniku; trzeba tylko podzieli¢
powierzchnig ellipsy ktora ma za miarg wa.a\1 — ¢, przez po-
wierzchnie opisana w jednosci czasu przez promien wodzacy, kto-
rej miarg jest %c:%\/pa(l — ¢%). lloraz da wartos¢ znaleziong
hra?

wyzej. Moznaby z tej wartosei wywiesdz takze p—= T

4
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304. Excentrycznosé e orbit planetowych jest matym ulamkiem ;
najwieksza, dla planety Mars, ma wartos¢ e :;—0; dla ziemi

e = 0,01685318. Gdy excentrycznosé e jest dosé mata zeby mozna
zaniedbad jej potegi wyZzsze od pierwsze], wtedy znalezione formuty
znacznie sie uproszczaja.

I tak, formula nt=wu—ewstu daje

u==nt~}-ewst(nt -ewstu) —=nt-l-ewstntdos(ewstu)J-edosntwst(ewslu);

zkad, zaniedbujac potegi €% ¢..., wywodzimy przyblizong wartoéé
dla » w funkeyi czasn ¢,

(11) v u = nt - ewst(ns).
I
Jesli teraz w formule » == a(1 — ¢ dos ) zastapimy u przez jego
wartos¢ przyblizong, bedzie

r=a —ae dos(nt - e wstni)

= a — a dosnt dos(e wstnt) + ae wstnt wst(e wstat).

Zkad, zaniedbujac potegi e, €., otrzymujemy przyblizona
wartosé »

(12) r=qa(l — ¢dosnt).

Zostaje nakoniec do wyznaczenia wartos¢ 60 — « w funkeyi
czasu ¢; aby ja znalezé, bierzemy zasade powierzchni

12dd = cdt = dt \[pa(l — ¢¥).

Owoz, rownanie ellipsy

; a(l — ¢2) all — (‘:-’){’I — edos(6 — a)}
== : = Jy

T 1t-edos(0 —a) 1 — e2dos(d — a)

jesli w niem zaniedbamy ¢2, daje

r:azi—edos(f)_a)z,
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i nastepnie
rP=a*1 — 2¢ dos(fd — «) %

Podstawiajac te wartosé w pierwszem rownaniu w ktorem zanie-
dbamy takze 2, bedzie

doi1 — 2edos( — &) { = fl—[‘/—’Jl =ndt.

S a

Ztad, catkujac i oznaczajac przez G stateczng dowolng, otrzy-
mujemy

6 — 2¢ wst(f — &) = nt |- C.

Dla wyznaczenia statecznej C, uwazajmy ze, jesli bedziemy
liczyli czas od chwili w ktorej punkt przechodzi przez perihelium,
powinno by¢ zarazem ¢ = 0, 8 = «; co daje o« =C. Zatem

0 — « =nt 4 2¢ wst( — a)

albo

0 —a=nl-} Qewst%m‘—l— 2e wst( — a)%.

Wige, zaniedbujac €2, ¢..., znajdujemy ostatecznie

(13) O — & = nt 4+ 2¢ wst(nf).

305. Ruch planet nie jest jednostajny, bo ich predkosé, zalezna
od promienia wodzacego, zmienia si¢ z nim ciggle, to rosngc to
malejac. Ale mozna sobie wyobrazi¢ planete ktoraby, wychodzac
z perihelium w tym samym czasie co planeta uwazana, opisywala
okrag okoto storica ruchem jednostajnym, majacym rownanie

O—aznt:Q_—"t.

i
MECHANIKA. 30



466 ROZDZIAL VI.
"Ta zmyslona planeta przechodzi przez aphelium razem z planeta
: ) 4 : .
rzeczywisty, dlatego ze =T daje 0—a=r i r=a(l-e).

Formula (13) pokazuje ze w pierwszej potowie obrotu okoto storica
planeta rzeczywista wyprzedza zmyslona, iloscia katowa ktorej war-
tos¢ przyblizona 2ewstns jest dodatna. W drugiej potowie, prze-
ciwnie, planeta zmyslona wyprzedza rzeczywista; ho wtedy wartosé
2ewstnt jest odjemna. Poczem, obie planety przychodzg razem
do perihelium, i znowu ten sam ruch rozpoczynaja.

Mlosé 2ewsl (nt) nazywa sie »éwnaniem srodka.

W przypadku ziemi, ruch pozorny zmyslonego stonca stuzy do
wyznaczenia czasu Sredniego. Jakoz, aby peprawié niejednostajnosé
pozornego ruchu stonca, i jego nierdwnosé pochodzaca z nachyle-
nia ekliptyki na plasczyzne réownika, wyobrazono drugie storce,
majace ruch jednostajny na plasczyznie rownika. To wlasnie zmy-
slone stonce wskazuje czas sredni. Czlery razy do roku ezas $redni
zgadza si¢ z czasem prawdziwym danym przez storice rzeczywiste.

306. ZacADNIENIE KEPLERA. Przedmiotem tego zagadnienia jest
wyznaczenie spolrzgdnych biegunowych », 6 planety w fankeyi
czasu f. Ostatnie formuly rozwigzuja wprawdzie zagadnienie ; ale
tylko z przyblizeniem, ktore przypuszeza excentryeznosé dostatecznie
mata zeby mozna zaniedbaé jej potegi wyzsze nad pierwsza. Sa
inne rozwiazania przyblizone; wskazemy tresciwie jedno, aby daé
tylko wyobrazenie o rzeczy ktérej szczegoly naleza do Astronomii.

Otrzymalismy miedzy », 0, ¢ i zmienna positkowq » trzy naste-
pujace formuty

(7 r=a(l — edosu),

(8) u=nt -+ ewstu,

(9) sty %(0 —a) = l/;—l—z sty %,

ktore Tatwo daja wartosei dla 7, 0 i ¢ na kazda wartosé zmiennej .
Ale, znajac warlo$¢ u, zeby olrzymaé za pomoca tych formut
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odpowiedajace wartosci spolrzednyeh » i 0 w funkeyi czasu ¢, a
gléwnie o to chodzi w astronomicznych zastosowaniach, trzebahy
wykonywaé bardzo mozolne rachunki. Dla uniknienia tej niedo-
godnoscei, starano si¢ wyrazié wprost » i 8 w funkeyi #, przez sze-

regi rozwinigte na potegi rosnace excentrycznosci e. Oto jakim
sposobem :

Wiadomo ze funkcya z zmiennej z, wyznaczona przez rownanie

(1h) 2=z -+ of(2)

w ktorem f(z) jest funkecya dana i « paramefrem mniejszym od
jednosci, rozwija si¢ wedle poteg tego paramelru na szereg naste-
pujacy, podany przez LAGRANGE’A (*)

Lol G asps ot GfiE oP )b
== iy 13 ds +1.2.3 dz2 1
(15)

TR
1.9 " dpn=0 e
Owoz, formuta (8) wehodzi do réwnania (14) jesli uczynimy
Bl L=, o—c} [ (z) = wstnt;
wige, podstawiajae te wartosci w szeregu (15), znajdziemy rozwoj
zmiennej positkowej w« wedle poteg rosnacych excentrycznosci e.

Dla skrdcenia zachowamy jeszcze litere &, i bedziemy mieli

n 2 3 P
u:a;~|—‘l—wstw—|— 5 ll wst-w+ = ii—wW.c—f—....

en dn—-l

T e e

Trzeba najpierwej wyrazi¢ potegi wstz za pornoca wstaw i dos-
‘taw wielownikow luku z, i dopiero potem uskuteczni¢ wskazane

(*) Szereg LAGRANGE'A jest szczegdlnym przypadkiem daleko ogdlniejsz ego
Zobacz note na koncu tomu.
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rozniczkowania. Wykonawzsy te rachunki i podstawienia, otrzyma
sie szukang formute

u=nt 4 ewstnt L& Wbtlﬂl —f— (3 wst3nt — wstat)

A
-+ 2(—3 (2 wsthnt — wst 2nt)
(16) i
up f 373 (5% wstont — 3*wst 3nt - 2 wstnt)

+ s T 3 - (34wst6nt — 26 wsthns | 5 wst2nt) 4.

Majac zmienne positkowa u w funkeyi czasu ¢, nietrudno bedzie, za
pomoca formul (7) i (9), znalezé na kazda warto$é ¢ odpowiedajace
wartosci dla 7 i 6 — & Jednakze jeszeze jest lepiej znaé te ilosci
wyrazone bezposrednio w funkeyi #. Ale to nalezy juz do dziet
specyalnych.

307 Uwazajmy teraz punkt materyalny opisujacy parabole, pod
dzialaniem tej samej sity ktora porusza planety na ellipsach, i szu-
kajmy w jakim on czasie przechodzi od perihelium, ktére jest
wierzchotkiem paraboli, do polozenia jakiegokolwiek na tej krzy-
wej. Owoz, wiemy ze, w przypadku kraznej parabolicznej b =0

2 . gekia
i parametr p= 2 wiec ta kraina i zasada powierzchni wyrazaja
©

sig przez réwnania

e P z
— T dos(o —o)

9

o __ ~
7 217—\/#17'

Ztad, rugujac », otrzymujemy

i, 1_; df ;
dt"_p‘/p {l —|—dos(9—a)}2



SILY SRODKOWE. RUCH PLANET. 469

Dla skrocenia polézmy 6 — o« = 29, bedzie

dy ) )
di =2 P /‘/ Pt 4o .
p dostd i dos-.]:

Wiec, catkujac, mamy

t:]}‘/ styq,—}__et)aq,

{sty— O—a,+— sty? —(O—a)}-

albo

(17) t=

191
TS

Niema potrzeby przydawaé zadnej statecznej, jesli czas jest liczony
od chwili w kiérej punkt materyalny przechodzi przez wierzcholek
paraboli; bo wiedy powinno by¢ zarazem (=101 6 = a.

Orbity komet, jako$my juz powiedzieli, sa ellipsami bardzo wy-
dtuzonemi, w ktorych excentrycznosé jest prawie rowna jednoseis;
mozna wiec uwazaé te ellipsy za parabole i, w pierwszem przybli-
zeniu, wyznaczaé ruch komet za pomocg dwéch powyzszych formut.

308. Wiemy nakoniec ze punkt materyalny, pod dziataniem tej
samej sity Srodkowej ktora porusza planety i komety, nioze opisywac
hiperbole. W tym przypadku, wyrazajac tosamosé réwnania krazne

02

4+ ‘/1+_dose—a)

z rownaniem biegunowem hiperboli

. afe—1)
T 1 Fedosf—a)’

znajdujemy

[IE

2 2
’l—l—b—g—:e—, C—aer—1); zkad b=
-
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Nie bedziemy szukali formul ruchu hiperbolicznego, bo one nie
maja dotad zastosowania, .

309. Gdysie uwaza ruchy kilku planet, dla mozebnosei porowny-
wania, trzeba je koniecznie odnosié do trzech osi prostokatnych,
poprowadzonych przez srodek storica O. Wtedy bierze si¢ plas-
czyzne ekliptyki za placzyzne xy, i pél-oé dodatna OX przechodzaca
przez znak barana (Ardes). Niech bedzie M planeta, ktorej orbita
NMS spotyka plasczyzne ekliptyki w dwoch punktach N i N’ naz-
wanych weztami planety.

Kat MOP =) jest szerokoscia niebieska planety M, kat POX =
jej dlugoscia, kat NOX — o dlugoscia wezta N; kat dwojscien-
ny SONX—y nachyleniem plasczyzny orbity na plasczyzne eklip-
tyki; punkt A peribelium planety, kat AON = & Kaly «, y, ¢,
wyznaczajace polozenie orbity elliptycznej w przestrzeni, powinny
byé dane. Kat MOA =60 — o jest zawsze anomaliag prawdziwa,
i OM=r.

310. UsTAWA CIAZENTA POWSzECHNEGO. OparliSmy Mechanike rozu-
mowg na trzech fundamentalnych zasadach, ktére sa : bezwladnosé
materyi, rOwnos¢ dzialania i oddzialywania, niezaleznos¢ skutkow
sit dzialajacych razem. Logiczne nastepstwa tych zasad, zastoso-
wane do cial niebieskich, doprowadzily nas do teorycznego dowo-
dzenia ustaw ktore KeeLer odkryl przez obserwacye, i do wyzna-
czenia sity ktorej skutkiem jest ruch planet okoto storica. Z ustaw



SILY SRODKOWE, RUCH PLANET, 471

KerLERA wyprowadzil NeEwTon ustawe powszechnego cigzenia czyli
powszechnego przyciagania materyi. Ale dotad nic stanowezo nie
usprawiedliwiato przyjetych zalozenl, chyba tylko ich ciagla zgoda
z naturalnemi zjawiskami. Ot6z teraz wlasnie przedstawia sig¢ spo-
sobnos¢é sprawdzenia tych zalozen,

Jesli ustawa powszechnego ciazenia jest prawdziwa, ciezkosé ciat
na powierzchni ziemi, szczegolny przypadek tego ciazenia, powinna
byé uwazana jako przyciaganie ktére cala massa ziemska wywiera
na wszystkie punkta materyalne tych cial. Za pomoca wahadla
przekonano sie ze natezenie ciezkosei, na rézaych punktach po-
‘wierzchni ziemi, zmienia sie w stosunku odwrotnym kwadratu
odleglosci od jej $rodka; wiadomo nadto ze ciezkosé jest propor-
cyonalna do massy ciala a bynajmniej nie zalezy od jego natury.
Na tych dwoch wlasnoéeiach ciezkosei zasadza si¢ tez przyciaganie
powszechne.

Owoz, ksiezye w swoim obrocie okolo ziemi podlega ustawom
KEPLERA ; wiee przyspieszenie ¢, jakie mu nadaje sita wyplywajaca
ze $rodka ziemi jako punktu w ktorymby cala jej massa byla zjedno-
czona, wyraza sie przez

c? 1
2

Stateczna ¢, jako wiemy, znaczy powierzehnie dwa razy wieksza
od tej ktora promieri wodzacy ksiezyca opisuje w jednosci czasu ;
zatem, nazywajac T czas calkowitego obrotu ksigzyca okoto ziemi,

Qe

bedzie ¢ = . Srednia odleglo$¢ ksigzyca od ziemi wynosi

okolo szesédziesiat promieni ziemskich; oznaczajac przez R pro-
mienri ziemi mamy » = 60R. Nakoniec, poniewaz orbita ksiezycowa
malo sie rézni od kota, mozna wziaé e =101 a=r. Jesli wiec
podstawimy te wartosci w powyiszej formule, znajdziemy

__ h=2.60R

S

Ale catkowity obrotksiezyca okolo ziemi odbywa sie w2717g43m115;
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biorac liczbe okragla. T = 39343.60%, mamy ostatecznie
__ 120%.40 000 000™ 1
Wy (39343)2 " (60)2°

1207.40 000 000
(39343)?
jest prawie rowna liczbie ¢; mozemy wiec wziaé

Spoétczynnik ma wartos$é przyblizona 9,81 ktéora

zkad

Ten wazny wynik, otrzymany przez NEwTONA, jeSli nie daje zu-
pelnego dowodu, {o przynajmniej wskazuje mocna prawdopo-
dobno$é ze ustawa powszechnego ciazenia jest rzeczywistoscia ; 1 ze
ciezkos$é na powierzchni ziemi jest skutkiem tego samego przycia-
gania ktéremu ksiezyc ulega. To wszystko potwierdza prawdziwosé
przyjetych zasad Mechaniki rozumowej, tem wigcej ze btad powyi-
szego wyniku jest bardzo maloznaczny wzglednie do zaniedbanyck:
r6znych okolicznosci.

Widzielismy juz ze trzecia ustawa KupLera nie jest $cisle do-
ktadna, z przyczyny nierdwnosci mass planet. Druga ustawa nie moze
byé zupelnic prawdziwa, dlatego ze planety dzialajac nawzajem
na siebie, na mocy ustawy powszechnego przyciagania, modyfikuja
koniecznie swoje ruchy. Owoz, znaleziono orbity elliptyczne planet,
majac wzglad na samg tylko sile przyciagajaca storica ktéra glownie
porusza planety, a nie zwazajac w rachunku ich orbit na uboczne
dziatania innych planet i cial niebieskich. Te wigc orbity nie moga
by¢ dokladnemi ellipsami. Ale massy planet sa tak malte a ciala
niebieskie tak daleko jedne od drugich, ze w istocie niewiele wply-
waja na zmiane orbit elliptycznych ktére obserwacya odkryta.
Jednakze ten wzajemny wptyw planet na ich ruchy daje sie oceniad,
i jego wyrachowanie jest bardzo waznym przedmiotem Mechaniki
niebieskiej.

311, MASSY PLANET. Mozna tatwo wyznaczy¢ stosunek massy pla-
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nety do massy storica gdy planeta ma towarzysza. Jakoz, niech
bedzie m massa planety, m' massa-jej towarzysza, M massa slonca;
oznaczmy przez 2e, 20’ wielkie osie orbit planety i towarzysza,
przez T, T' czasy calkowitych obrotow. Na mocy wiadomej for- °
muly, mamy

2
—[Jilg = f(M -+ m),

203 k
'—77‘11/—2 = flm - m);
zkad

m - m T2
Mtm — &T?

Wyjawszy ksiezyc, towarzysze maja massy bardzo mate wzglednie
do odpowiedajacych planet; mozna wiec zaniedbaé m' przy m,
itak samo m przy M; co daje formule

m __ a’T?
M~ &1
T i T sa wiadome przez obserwacye; dosé wiec ‘tylko znaé

’

Y o a .
wartos¢é przyblizona stosunku b aby otrzymac, z podobnem przy-
blizeniem, masse planety w poréwnaniu do massy storica, NEWTON

znalazt tym sposobem ze massa Jowisza do massy slorica jest w sto-
sunku T()lﬁ Otrzymano poOzniej metoda dokiadniejsza ﬁd dla
tego stosunku.

312. Powyzsza formula nie moze stuzy¢ do wyrachowania massy
ziemi z dostatecznem przyblizeniem, dlatego ze massa ksiezyca nie
jest dosé mala wzgledem massy ziemi, aby ‘ja zanigdbaé bez znacz-
nego bledu wolno bylo. Ale znaleziono dokladniejszy sposob wyzna-
czenia massy ziemi, sposob jej tylko wlasciwy, ktory wynika ztad
ze jest wiadome przyciaganie jakie ziemia wywiera na ciala lezace
na jej powierzchni. To przyciaganie jest rowne ciezkosci powigkszo-
nej sktadowa pionowa sily odsrodkowej. Gidyby ziemia byta dos-
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konaty sferg massy m i promienia 7, jej przyciaganie, dzialajace
na jednosé massy ciala lezacego na powierzchni, wyraziloby sie

przez Zr? Owoz, istnieje réwnoleznik, majacy szerokosé geogra-

4 5 ; a0
ficzng A dang przez wstd = ‘/5, na ktorym przyciaganie ziem-

skie jest takie jak gdyby zieima byla sfera promienia » = 6364551m;
(w wyrachowaniu wartosei » wzigto 2;—0 na splasczenie ziemi).

Obserwacya dowodzi ze na fym rownolezniku cigzkosé jest

g=9m,79386, a sktadowa pionowa sily odsrodkowe]j wyraza sie
2) .

gggg A g ng) Jesli wige nazwiemy G przycigganie ziem-

skie, bedzie

przez

p
— — gn 2\ — gu81645.
=97+ 398 .5><289 S ’7938(5(1"‘ 3><289> HSRAL

Ale mamy
zkad, rugujac f, wynika

T, liczba sekund zawartych w jednym roku, jest wiadome,
T = 86400" X 365,256374 ; parallaxa stonca, odpowiedajaca réwno-

leznikowi wyznaczonemu przez wstd — ‘/— dla $redniej od-

leglosei @, ma warto$é 87,60; zatem » — asty(8’,60),
zkad o = 23984.7. :

Podstawiajac te wszystkie wartosei, otrzymujemy

M ' m 1
_— 35&592 . —_ T
m albo - § = sziEes
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Ztad nietrudno wywiesdZ stosunek gestosei storica do gestosei
ziemi. Jakoz, massa ciala rowna sie wieloczynowi jego objetosci
przez gestosé; a wiemy ze Srednica stonca jest 110 razy wieksza od
srednicy ziemi; zatem stosunek objetosci stonea i ziemi, réwny sto-
sunkowi szeScianow ich promieni, wyraza sie przez 1103 —=1331000;
jesli wiec podzielimy przez 1331000 stosunek mass tych dwoch ciat

dany liczba 354592, znajdziemy iloraz blizko = ktory bedzie sto-
. I
sunkiem gestosci sforica do gestosci ziemi,
Mozna takze, za pomoca juz wiadomych formul, wyprowadzié
z tego co poprzedza cieikosé na powierzehni stonca. Wiemy:albo-
wiem e, nazywajac R i » $rednie promienie stonca i ziemi, przy-

ciagania jakie te dwa ciala wywieraja na jedno$é massy ciaf lezacych
na ich powierzchniach, wyrazaja si¢ przez

pMosildyssg ofmos
W 1 —r—‘z'—-G.

Zatem, pierwsze przyciagganie wyrazone przez drugie ma wartosé
przyblizona

e
R?'m’

Jesli podstawimy wartosci e 354592, i wyko-
R™110° m i

namy rachunek, znajdziemy Ze szukana cigzkosé jest prawie ro-
wna 29G. Wiec, zaniedbujac sile odsrodkowa ktora jest mala na
powierzchni storica, bo ruch wirowy storica odbywa sig w 254,34,
widzimy ze ciezko$é na sloricu jest prawie 29 razy wieksza od ciez-
kosei na ziemi. To pokazuje Ze ciato upuszczone na powierzchnie
storica przebiega okolo 144 metréow w pierwszej sekundzie, gdy
tymczasem na powierzchni ziemi cialo upuszczone przebiega 4™,90
w pierwszej sekundzie upadku.

313. Znajac massg ziemi, fatwo wyznaczy¢é massg planety jakiej-
kolwiek. Jakoz, niech bedzie m' massa planety, m i M massy
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ziemi i storica. Mamy

hn%a'® . / m -
e =t 6=I.;

Jesli wyrugujemy f bedziemy mieli formute

hifa® o ofM . ml\ g A m’
—T,—.Z—_Gr<n—z—|—ﬁ>_G9 <351592+m ]

ktéra daje 2%.
m

Kawenpisz (Cavendish) z do$wiadezenia, w ktdrem przyciaganie
sfery olowianej sprawialo pewne oscyllacye wiadomego trwania,
wnidst ze gestosé ziemi rdwna sie 5% razy gestesci wody. Majac
gestosé ziemi z dostatecznem przyblizeniem, wyznacza si¢ zaraz
masse ziemi, a nastepnie massg innych planet i masse storica.

Mozna jeszcze wyznaczaé massy planet oceniajac dokladnie ich
wplyw na ruch innych planet. Zjawisko przypltywu i odplywu
morza, na ktére ksiezyc przewainie dziala, dalo masse ksigzyca

. 1 S
rowna 38 massy ziemi.

314. WPrLYW CIAL NIEBIESKICH NA CIEZAR CTAL ZIEMSKICH. Stonce
i ksigzye, jakosmy juz . widzieli, wplywaja bardzo malo na ciezar
ciat ziemskich; a wplyw planet i innych ciat niebieskich jest daleko
mniejszy. Aby sie o tem jeszcze lepiej przekonaé, niech bedzie A
cialo niebieskie jakiekolwiek, majace masse m' i odleglosé a od
$rodka ziemi Z; uwazajmy przyciagganie jakie ono wywiera na
punkt M ziemi, majacy masse p i odlegtosé » od jej srodka. To
przyciaganie jest oczywiscie najwieksze mozebne gdy punkt M
znajduje sie miedzy A i Z. Przypuszezajac massg m' zjednoczong
okoto punktu A, dzialanie ciala A na punkt materyalny M ma
Za miare J_Pm;—)‘ﬁ zatem nadaje mu przyspieszenie wyrazaone

m!

przez Ale cialo A nadaje takze $rodkowi ziemi Z

(@ — 73’
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r
fm

przyspieszenie e wiec réznica tych dwdch przyspieszen, sta-

nowiaca -zmiane cigzkosci vdpowiedajacej punktowi materyalne-
mu M, réwna sie

1 1) _ ., 2ar—1?
fm{——-——g}:fm,(—a_—”-z:a

(a—r?) ¢ a?

Owoz, wiemy 7e przyciaganie G jakie massa m ziemi wywiera na
punkta lezace na powierzchni, wyraza si¢ przez

wiec zmiana ciezkosci cial ziemskich, w stosunku do calego fprzy-
ciagania G, jest

Jesli ciatem A jest ksiezyc, bedzie

= 1 1 r = —4~ < a
m 88 a” 60’
zatem
P B B € [ G
? =055 50" 50559 ~ 9.10°"
" ’
Przypuszezajac ze ciatern A jest storice, mamy %: 354592
i g—-_— 239845 zatem
354592 2.9398h —1 350592 2 G
e 23980 "239832 <g—ie

JT 239842 7 239832

Te dwa przyspieszenia, wtedy nawet gdy sie dodajg, czynia wy-

6.(1306 . To dowodz ze dzialania ksiezyca i

storica razem sprawiaja bardzo mala zmiane w ciezkosei cial

nikowe mniejsza od
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ziemskich. Ale te dzialania, nieocenialne prosta obserwacya, prze-
waznie czué sie daja w przyptywie i odptywie wéd morskich kiorego
sa istotna przyczyna. I w samej rzeczy, jesli punkt materyalny M
jest czastka ptynna oceanu, ta czastka ruchoma, doznajac przycia-
gania od ciata A, storica albo ksiezyca albo obydwdch razem, ulega
temu dzialaniu i idzie ku cialu A.

Punkt materyalny M, srednicowo przeciwlegly punktowi M,
ma za przyspieszenie wzgledne

m' 1 1 2
Colin o

To przyspieszenie jest odjemne, i oddala wzglednie czastke M od
ciala A. Gdy dzialania ksiezyca i slorica dodaja sie, przyciaganie
jakiego doznaja czastki ptynne jest najwigksze mozebne; wtedy
wody oceanu wznosza sie najwyzej, i ich przyplyw do brzegow
sprawia wezbranie najwieksze jakie w danem miejscu zdarzaé sig
moze..

7 tego cosmy powiedzieli, o wplywie ksiezyca i storica na cigzkosé
cial ziemskich, pojmuje sie tatwo ze wplyw planet, dla matosci
ich mass i wielkiej odleglosci, a wplyw innych cial niebieskich,
z przyczyny ich niezmiernej odleglosci od ziemi, moze by¢ uwazany
za zaden.

Zakonczymy rozdziat o sitach st‘odkowyoh nastepujacemi przy-
Itadami.

315, ZAGADNIBNIE |. Znaleié krzywe jaka opisuje punkt materyalny
pol dziotaniem sity skierowanej ku srodkowi statemu, © proporcyonal-
nej do odlegioscz od tego srodka.

Oznaczajac przez o przyspieszenie, i przez r odleglosc punktu
ruchomego od $rodka przez ktdry ciagle przechodzi sita poruszajaca,
mamy ¢ =—ypr; zatem, jeSli przypuscimy ze ta sita jest przycig-
gajaca, réwnania rézniczkowe ruchu beda

e dr dzy
(1) = e shgs SSim:
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Zmienne z i y sa oddzielone, i kazde z dwoch rownan linijnych

tatwo sie catkuje. Wykonywajac rachunek, mamy rownania ruchu
punkiu uwazanego

z ="Adost \x + A" wstt

y =Bdost \u - B wstt \a |

Cztery stateczne dowolne A, A’ i B, B’ wyznaczaja sie, jako
zwykle, za pomoca danego stanu poczatkowego w ktérym sig punkt
ruchomy znajduje, to jest za pomoca wiadomego potozenia i wiado-
mej predkosci fego punktu na poezatku  czasu ¢ Aby otizymaé
wartosel tych statecznych, bierzemy pochodne spéirzednych z i y
wzgledem czasu ¢; co dostarcza dwoch potrzebnych rownan

.Z;f = — A Vuwstt Vo A\ dost s,

% = — B p wsl £ {p - B Vu dos £ /s,

ktore wyrazaja sktadowe predkosci punktu’ruchomego w funkeyi
czasu ¢. i S

Uczyrimy teraz ¢ =0, bedzie

Zy= A, Yo =B,

\

dz b =48 T di[ oY
(@)= () = i

Wiec A i B sa spotrzednemi punktu wyjscia, zas A’ Ve i B Ve
sktadowemi predkosci poczatkowej ‘

‘Rownania (2) pokazuja ze ruch uwazanego punktu jest obrotowy

= 9.

: 1 Ryl o :
okresowy; albowiem, gdy czas powicksza sie iloscia T spoi-
‘ i Ve,

rzedne x i y biora na powrdt te same wartosci.
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Wyrugujmy teraz zmienne ¢ bedziemy mieli rownanie kraznej.
Owoz, z rownan (2) wyciagamy

Ay — Bz = (AB' — BA') wstt \u,
B — A'y=(AB' — BA")dost Vu3
wiec, podnoszac do kwadratu i dodajac, znajdujemy réwnanie kraznej
) (Ay — Bz)? 4 (A'y — B'z)? = (AB' — BAj
Ta linia jest stozkowa majaca $rodek w poczatku spolrzednych,
a przeto nie jest parabola; nie jest tez hiperbola, bo, czynige
y =
otrzymujemy rownanie
(Am — B)%z2 4 (A'm — B)%? = (AB' — BA'),,
ktore, facznie z ostatniem, pokazuje ze spoirzedne z iy nie moga

rosé nieograniczenie. Wiec krazna-jest OGOLNIE ELLIPSA; CO Sig
zreszta tatwo rozpoznaje rozwijajac dwa zmienne kwadraty.

Jedli AB'— BA'=0, kraina jest linia prosta.

Jakoz, w tym przypadku musi byé zarazem
Ay—Br=0 i Ay—Bz=\.

Ale te dwa rownania wyrazaja te sama linig prosta ; bo, na mocy
. zalozenia, spolczynniki A’ i B, proporeyonalne do sktadowych
predkosei poczatkowej,.sa proporcyonaine do spotrzednych A i B
punkta wyjscia.

W ogdlnoscei wiee punkt materyalny, rzucony v przestrzen pod
dziataniem sity ktéra go przyciaga do $rodka stalego proporeyonal-
nie do odlegtosci, opisuje ellipse majaca srodek w tym $rodku przy-
ciaggania; gdy tymezasem w naturze ognisko ellipsy, kidra punkt
materyalny opisuje pod dziataniem przyciagania w stosunku odwrot-
nym kwadratu odleglosci, jest w Srodku przyciagajacym.
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JeSli o= — pr, to jest, jesli sila poruszajaca punkt materyalny

jest odpychajaca, wtedy rownania rézniczkowe ruchu sa

apE L ) @
ar PRt olodgaiT i

Calkujac te dwa rownania linijne, wiadomym sposobem, znajdu-
jemy roéwnania ruchu punktu uwazanego, '

(5): ; :
= BeW‘L 15 'B’e_’w”.

~ Do. wyznaczema czterech statecznych dowolnych, mamy po
chodne

?71‘ = AV/; etvy._-_ A/ \/’: e-—t‘/}; Hie

= — B \/; et!/f:__ B'\/;. eft‘/lz.

Uczyrimy teraz ¢ =0, b@dz1emy mlell cziery réwnania ktdre
wyznaczaja stan poczatkowy, ’

Zy= A A, .VQ:B_{—B')

dx g dy\ __ T
(w) B—8)\e  (H) =B =)

Aby mieé kraine,z rqwnan (5) wyciggamy najpierwej

Aj—Bo = (AB"— BA'y¢ V,

7 ] Lk . 3 ¥ i /=
_ Blz —~Aly==(AB"— BA" ¢ **.
MECHANIKA. 31
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poczeny, mnozac stronami, otrzymmemv
(6) (Ay—Bx)( x—.Ay) (AB'—BA’)

To réwnanie przedstawia hiperbole ktorej srodkiem jest poczatek
sp6lrzednych, i niemaltycznemi dwie proste dane przez réwnania

Ay—Br=0, . Bz— Ay=0.

Jesli AB' — BA' =0, hiperbola przywodzi sie do dwoch nie-
maltycznych., Wige w ogélnosci, gdy sita poruszajaca punkt mate-
ryalny odpycha go proporcyonalnie do odlegtoei, ten punkt prze-
biega galaz hiperboli ruchem niepowrotnym.

316. Rozwiazmy teraz ZAGADNIENIE ODWROTNE, Punkt mater yalny
opisuge ellipse-pod dbzalamem sity shierowanej ku jej $r odkowz 5 ana-
lezé wyrazenie tej sily.

Niech beda 2a i 26 wielka i mata o$ opisanej ellipsy; jesli

wezmiemy srodek tej krzywej za biegun spohz@dnych 1 0$ wielka
za 0§ biegunowa, réwnanie hiegunowe ellipsy bedzie

. dos® | wsi? 1
) R

zkad, rézniczkujac, otrzymujemy

d— o ‘
: —d—« (172 a,2> wstfdos 6.

Owoz, réwnanie ellipsy daje

1 22
: <.T — i) wst2g — & ’ 5
i a?

02r2

(1 [
(e joe=Lm

jesli wiee, migdzy temi dwoma réwnaniami. i poprzedzajacem, wy=
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rugujeiny- 0, bedzie

(d';> (e—) 2y
v A

Podstawmy té warto$é w formule (3) numerua 297, Znajdziemy

Ll elr
T e |

zhad, wykonywajac rozniczkowanic, otrzymujemy nakoniee

c2r
==
i a2b?

Wigc w ruchu, ktorym sie zajmujemy, sita wyplywajaca ze srodka
ellipsy jest proporcyonalna do odlegloéci od tego $rodka, i jest
przyciagajaca poniewaz ?, ma wartosé dodatn@

Gdyby punkt mqteryalnv opisywal hiperbolg pod dziataniem sﬁy

przechodzacej przez jej Srodek, postgpum jako wyZzej; znalezionoby
ze ta sita jest odpycha]@ca

317, Znaledé kragne jaka opisuje punkt materyalny, prayciggany
praez Srodek staly w stosunku odwrotnym szescianu odlegloser.

Mamy cp—7ﬁ. Pods-l;awiaj@c te ‘wartosé w formule. (3) nu-

meru 297, olrzymujemy zaraz rownanie rozniczkowe kraznej

1\ 2
i, pyfbow o (d-—>?
=5 =l |

Zkad
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Hosci ¢ 1 & wyrazaja dwie stateczne dowolne ktore: sig wy-~
znacza majac dany slan poczalkowy punktu materyalnego; ich

wartosci sg vy wst?, b=vpt-+ ﬁe 4
- 70
Uczynmy teraz - =z, rdéwnanie rézniczkowe kraznej wezmie
5
ksztalt prosty
02 == [J. Bo== b
) o =4

Spotezynnik ilogei z2 moze byé dodatny, odjemny, albo zero.
Te trzy przypadki powinny by¢ koniecznie odroznione w catkowa-
niu, dlatego ze daja wyniki zupetnie rozne.

Zaczynajac od pierwszego przypadku, mamy

: 2 — : ot E—p 2
14 = £ 05 mozemy polozyé A s
; b vl dot? |- n? ’
zaterm e = —°— e = —TF— .
‘ : 02 c2ry 7

Te wartosci przeksztalcaja rownanie (1) na hast(;pujgce

dz? dotilt—l—n2 __nnl2 )
@ e dot% F n2)’

jesli wige uczynimy F tgzl—o|— ' =/ bedziemy mieli ostatecznie

kdz

‘ndf = & 2
\/l = /v"'2

Trzeba wzigé 2nak — albo |, wedlug jak promien wodzacy r
rosnie albo maleje gdy sie 6 powugksza Biorac znak — i catkujac,
znajdujemy

ne = tuk doskz -} a.

o Wwyraza stateczng dowolna ktora sie wyznacza przez warunek
=0 1 =7 ;
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Ztad wynika w ksztalcie skoniczonym réwnanie kraznej

) 4] k
@ " os(l— o)

Ta formuta jest ogolna, chociaz otrzymalismy ja biorac ,[7[% <0,

-0 jest zakladajac ze 6 i » rosna zarazem. Jakoz, rozniczkujac
rownanie (2), widzimy ze pochodna

1

7% = — nwst(nd — o)

zmienia znak przechodzac przez zero; co odpowieda wartogei mi-
nimum albo maximum dla -, to jest wartosci od ktérej poczy-
r

najac, » przestaje rosnaé aby male¢ albo przestaje maleé al;y
rosnaé. Wiec formuta (2) daje potozenie punktu ruchomego nie-
tylko kiedy 6 i » rosna zarazem, ale i wtedy kiedy 6 ro$nie
a r maleje albo na odwrot; co dowodzi ogélnosci tej formuly.

Rownanie kraznej pokazuje ze warlo$é » =%, odpowiedajaca

wartosci =%, jest minimum.
n
Owoz,
et daje dos(nf — a) = dosne;
n

wiec krazna jest symetryczna wzgledem kierunku promienia wo-
dzacego minimum.

Promien r staje sie nieskoniczenie wielkim, gdy

dos(nd — &)="0, zkad 70 —a= %";

jest najmniejsza wartoscia tuku 76 ~- o« jaka zados$é czyni

eIFy
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rownosei. To dowodzi ze, gdy 6 rosnie od ¥ do
n n
r rosnie od s do =o; wiec krazna ma galaz nieskonczenie wielka,

a+%w

o . a . . F— ’
lezaca w kacie.. ———— — —; . nlemaltyczna tej galezi jest ro-
1 n n 125 !

wnolegta do drugiego ramienia kata, i naodlegtosé = od: niego.
. n

Jest druga galaz nieskonczenie wielka i druga nicmaltyczna,
obie symetryczne do pierwszych wwl@dem kierunku promienia
wodzacego minimum.

Wyrazmy teraz spoirzedne punktu ruchomego w funkeyi czasu ¢.
Zasada powierzchni, jesli zastapimy » przez jego wartosc w funk«
cyi 9,° da]e

By '
dos?(nf — ) o

Jebll zcatkujemy to rownanie, wyznaczajac stateczne dowolna
przez warunek =0 1 6=0, otrzymamy

' . cnt
sty(ne = a) —I— SLya == ﬁ;
5
A jesli jeszeze obierzemy za of biegunowa Lkierunek promienia
-wodzacego minimum, bedzie « =0, i formula wezmie ksztait
prosty

: eni
(3) . stynf — =t

Ta wartosé podstawiona w réwnaniu (2 ) daJe

) —l/ B “z””.

Rownania (3).1 .(lu) wskazuja W kazdej chwili potozenie punktu
ruchomego na jego kraznej,
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o clis=gn . H7 = 200~ sos Juitd
2 = < 0; potozmy A — 1 luwanajmyze -
moze by¢ dodatne, albo odjemne, a nawet zero. Przypuszczajac

ze - nie jest zero, mamy rownanie rozniczkowe ‘kraznej
¢

5) \de:i__—bd"—_—.
N R

Trzeba wziaé znak - albo — , wedlug jak % zmienia sie w tym

samym sensie co 0 albo w sensie przeciwnym. Zcalkujmy réwnanie
biorac znak -}, bedzie

nz +‘/Ebz —+ n2g?
n6 = L. = 5

stateczna a wyznaczy sie przez warunek 6 =0 i z

Ztad, przechodzac do liczb, otrzynﬁujemy

ale powinno by¢ takze

be—nf 0 {
—3F = 2 —+ 1% — nz;

z tych dwéch réwnan wyprowadzamy rownanie kraznej

(6) % e -——-——-QL——— .

aend -——b“ e~
ac*

Gdyby calkowano réwnanie (5) biorac znak -—, znalezionoby
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drugie réwnanie
An.
e S

e—ILO___ 0 enf}

ktére sie wywodzi z plerwszerro plZG‘Z zamiane 6 na — 0; wiec
pierwsze jest ogolne. ‘

Wartosci statecznych a 16 wyrazaja sig po prostu w funkeyi

)

liczby = i dots. Jakoz, wiemy ze c——z'orowqtz i——d =n?; zatem

v p_ dotl—n2 n-__._n—f—dotz'.

oA
e 2 2 7’02 7,02 J - S

Podstawiajac te wartosci w réwnaniu (6), mamy

Anry

\/z —+ dotjend - (n — dotz)e—n6 "

RS

Widzimy Yatwo ze krazna jest ogolnie spiralng ktdéra ma poczatek
spOlrzednych za punkt niemaltyczny. Moznaby, dyskutujac réwnanie,
znalezé rozne spiralne ; ograniczymy si¢ na przypadku szczeg6lnym
w ktorym dot¢ = 0. W tem zalozeniu rownanie kraznej bievze
ksztatt prosty

Wy -
enf ___I_ ¢—"1b 2

i przedstawia spiralne symetryezng wzgledem osi biegunowej, kio-
rej dwie galezic maja biegun spétrzednych za punkt niemallyczny.
Dobrze jest uwazaé ze punkt ruchomy dochodzi do lego bieguna
w czasie skoficzonym. Aby sie o tem przekona¢, wyrazmy promien
wodzacy » w funkcyi czasu £. W tym celu, dosé jest wyrugowac
d9 migdzy rownaniem 7240 = cd¢ i réwnaniem (5), podstawiajac

(8) r—

ol SO n dai )
wnich ¢c=uyy, 1 a1 it co zaraz daje .
> 8 0 ¢
xrdr

= nud/,

Vg — 7 pp—
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zkad, biorac znak — , wynika
Vred— 12 =nwt - albo r = \re? — n2gtt.

Nie przydallsmy stafecznm dowolnej, ho powinno byé zarazem
— 05qip 7= 1ok

Owoz, 7 ImleJe od 7y az do 0, w miare _]Elk ¢ zbliza sig do 7
0

wiec punkt ruchomy dochodz do hlerruna na koticu tego czasu,

= b 9 -
Zastrzeglismy calkujac rownanie (5) ze = nie jest zero; zaj-

mijmy sie teraz tym szczegolnym przypadkiem, ktéry zastuguje na
uwage dlatego ze rownanie kraznej ma tylko jedna ilo$é wykladni-
cza 1 przedstawia spiralne logarytmiczna. W samej rzeczy, przy-

3 b dot* — n? . S
puszezajge - =0=———5—; mamy doli==tn, i ro-
¢ 7y

whnanie (7) staje si¢
P = rye—"0 albo r=re"0.

Te dwa wyniki ofrzymuja sie wprost i ogolnie z rdwnania
“rozmcﬂ(owe"o (5) ktore daje odrazu '

Elz— =zt ndo; ‘
zkad
L}:im+¢%,
albo
) | ==y o,

Owoz, biorac pochodne

a4 nr e— nr,
=i
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majdujemy

_'l
+

%lsl».

Ten stosunek, majacy wartosé stata, dowodzi Ze" styezna do
kraznej, w kazdym punkcie, czyni z promieniem wodzacym kat
staly 5 €0 jest wiasnie cechujgca wlasnoscia spiralnej logalytmlcznej

o Migie: = : e s
3° Przypusémy nakoniec = £ —0; réwnanie rozniczkowe (1)

staje sie
Ztad wynika rownanie ‘kraznej

A /i
0 5 0.
) = ’1—}—9d0tz

. Ta linia jest spiralna hiperboliczna.

Znajac krazne puhldu ruchomego, szukajmy jeszcze ustawy ruchu
na tej linii. Podstawiajac warto$¢ » w rownaniu 22d0 = cdt,
mamy ’

7‘0'2d9
@ T 6dot)®

= edt.

Ztad, catkujac 1 wyznaczajic stateczng dowolna przez warunek
t=0, 0=0, otrzymujemy

— 1y ' !
m%&? = ctdoti — rg?;
wiee ostatecznie
(1) Tl vt wst?

T ry—wvotdost
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Jesli podstawimy ostatnia wartos¢ w formule (10), bedzie
(12) r =1y — vt dos .

Jakikolwiek jest kat 7, ostry albo rozwarty, gdy fuk 6 roénie albo
maleje do = =0, promieri wodzacy r maleje az do zera; wiedy
punkt ruchomy dazy do bieguna i dochodzi do niego w czasie skon-

czonym ¢— L, ten czasjest dodatny albo odjemny, wedfug
vy dos? '

jak kat ¢ jest ostry albo rozwarty.

Jesli kat 7 jest prosty, wtedy =1, i 0= g"—t ;. Lkrazna jest

‘kolem' 'i' ruch jednostajny. Co byé powinno, poniewaz w tem
,przypusz(Jzehiu sifa - poruszajaca staje sie sila  dosrodkowa
mp. . mug? i L sjunj S
me =— —”-__ = OE R

7“0 Ty




ROZDZIAL VIL

ZASADA PREDKOSCI PRZYSPOSOBIONYCH, ALBO TWIERDZENIE
PRACY PRZYSPOSOBIONEJ.

318. Niech bedzie jakikolwiek uklad punktéw materyalnych,
poddanych dziataniu sit jakichkolwiek. Przypu$émy ze kazdy z tych
punktow zostal przeniesiony, zgodnie z ustawa istnienia ukladu,
7z polozenia ktére zajmuje na polozenie nieskorczenie sasiednie
jakiekolwiek; nazywa sie predkoscig praysposobiong (WIRTUALNA)
punktu linja prosta faczaca jego pierwsze poloZenie z drugiem;
albo lepiej, nazywa sig przemieszczeniem przysposcbionem nieskori-
czenie male przemieszezenie dane temu punktowi, zgodne z ustawg
ukladu.

To przemieszczenie dlatego sie nazywa przysposobionem ze ma
miejsce: w ruchu idealnym, ktéry sie dajé ukladowi niezaleznie od
sit dzialajacych i od czasu. Dla odrbznienia, oznacza si¢ przez ¢
przemieszczenia przysposobione, ktére sa niezalezne od czasu, zacho-
wujac nolacye rézniczkowa d dla przemieszczen rzeczywistych,
wzietych w czasie dt.

Nazywa sie pracg praysposobiong sily, praca nieskoriczenie
mala, odpowiedajaca przemieszczeniu przysposobionemu 85 jej
punktu przylozenia. Ta idealna praca wyraza si¢ przez wieloczyn
Pssdos(P, d5)(*), ktory ja odroznia od pracy rzeczywistej Pdsdos(P,ds),
odpowiedajacej istotnemu, nieskoriczenie malemu przemieszezeniu
ds punktu przylozenia sily.

Twierdzenia ktéresmy dali w teoryi pracy sily stosuja si¢ oczy-
wiscie do pracy przysposobionej; do$é wiee bedzie je wystowié.

(*) Ten wieloczyn nazywano dawniej momentem wirtualnym
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ZASADA PREDKOSCI PRZYSPOSOBIONYGH, ALBO TWIERDZENIE
‘ PRAGY PRZYSPOSOBIONEJ.

318. Niech bedzie jakikolwiek ukiad punktéw materyalnych,
poddanych dzialaniu sit jakichkolwiek. Przypusémy ze kazdy z tych
punktow zostat przeniesiony, zgodnie z ustawa istnienia ukladu,
z potozenia ktore zajmuje na polozenie nieskonczenic sasiednie
jakiekolwiek; nazywa sie predkoscia praysposobiong (WIRTUALNA)
punktu linia prosta Yaczaca jego pierwsze polozenie z drugiem ;
albo lepiej, nazywa sie przemieszczeniem pkﬂzysposobz‘o7ze7n nieskon-
czenie male przemieszezenie dane temu punktowi, zgodne z ustawa
ukladu.

To przemieszezenie dlatego sig nazywa przysposobionem ze ma
miejsce: w ruchu idealnym, ktory sie daje uktadowi niezaleznie od
sit dzialajacych i od czasu. Dla odrdinienia, oznacza sig przez ¢
przemieszezenia przysposobione, ktére sa niezalezne od czasu, zacho-
wujac nolacye roézniczkowa d dla przemieszezen rzeczywistych,
wzietych w czasie dt.

Nazywa sie pracg przysposobiong sity, praca nieskoniczenic
mata, odpowiedajaca przemieszczeniu przysposobionemu s jej
punktu przylozenia. Ta idealna praca wyraza si¢ przez wieloczyn
Pésdos(P, d&s)("), ktory ja odroznia od pracy rzeczywistej Pdsdos(P,ds),
odpowiedajacej istotnemu, nieskoriczenie matemu przemieszczeniu
ds punktu przylozenia sity.

Twierdzenia ktéresmy dali w teoryi pracy sity stosuja sie oczy-
wiscie do pracy przysposobionej; do$¢ wiec bedzie je wystowid.

(*) Ten wieloczyn nazywano dawniej momentem wirtualnym
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319, TWIERDZENIE. Praca przysposobiona’ wynikowe sit zluuo/wze/c‘
" rest Mwna summae ich prac p7 zysposobzonych o

Rasdos(R,, 8s) — 5Pés dos(P, ds).

: :Ztad wynika:wazny wniosek ktorego wprost dowiedziemy. Niech
beda X, Y, Z skladowe sily P, rownolegte do trzech osi prosto=
katnych; oznaczmy przez o, dy, ¢z rzuty, na tych osiach, prze-
mieszczenia przysposobionego &s, wzigtego przez punkt przylozenia
sity P; bedziemy mieli oczywiécie

- X Sz Y 6‘1/ VAR
Pés dos(P, d&s) = Pas <P 5 tpa 38)

wiee

Pésdos(P, ds) = Xdz -+ Yoy | Zdz.

Formuta rownie wazna jak uzyteczna w Mechanice.

320. TwierDZENIE. W ruchiv wirowym okoto osi jakiejkolwiek, praca
praysposobiona sity jest rowna wieloczynowt przemzeszcwma /cac‘oweqo
przez moment sty wagledem lej o0st,

Niech bgdznc 0Z o3, MP sita przyloaona do punktu materyal-
nego M. Wyobrazmy- sobie ze ukladowi materyalnemu ktérego
punkt M jest czegscia, dano ruch wirowy nieskonczenie maly okoto
osi OZ; w tymruchu przysposobionym punkt M bierze pszemiesz-
czenie MD =gs, ktére jest tukiem kota majacego promieri
prostopadty do OZ, a ten promient opisuje przemieszczenie katowe




a9l p ROZDZIAE 'VIL.

MCD = 480. =~ Aby znalezé: prace przysposobiong sily P, roziozmy
te site na sktadowe prostokatne Pdosy =12 1 Pwsty = 0Q; sila Q
jest rzutem sity P na plasczyznie prostopadiej do osi OZ. Praca
sily P jest vowna summie prac sil' skladowych' Z i Q; ale praca
skladowe]j Z jest zero, poniewai ta sila jest prostopadla do prze-,
nieszczenia przysposobionego ktére wzigl jej punkt przylozema,
zatem, oznaczajgc przez Pr. ( Yo prace sity P, otlzymujemy

Pr.(P) 1= Q3s-dos(Q s).

Jedli teraz, ze srodka C Iuku kola MD spuscimy na kierunek
sity Q plostopadlg CH=y, bedzie

dos(Q, d8) === dos(GH CM),

a dotego

85 = 789, g = rdos(CH, CM);

wiee
© Pr.(P) === Q¢80 = =+ Pg wsty. 8.

Owoz, wieloczyn Pgwsly wyraza moment sity. P wzgledem
osi OZ; ten za$ moment jest dodatny albo odjemny, wedlug jak
sifa P ma daznos¢ do obracania swego punktu przylozenia, okoto
osi OZ, w strong MD albo w strone przeciwna DM (56), to jest
wedlug jak kat (MQ, MD) jest ostry albo rozwarty. Co pokazuje
ze moment sity P wzgledem osi OZ i jej praca w ruchu wirowym
okoto tej osi, maja ten sam znak. Wige, oznaczajac przez mom.(P)
moment sity P, mamy og6lna formute

Rrs(B)i=— 6anom.(P).

‘ U\VA(.A Rozumiujac 331\0 W nuwierze 246 mozna otrzymac¢ odrazu
_formute

Xéw Y Yoy L e (el K

" ktora dowodzi wyslowionego twierdzenia.
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Zatem summa tych dwoch prac bedzie
13 dsdos(AA’, 8s) — 8s'dos(AA, 8) g A
Owoz,

% —-zéz
7

Z! ——:Lac
>

dos(AA’, 8s) = + 4 : 4% +

— o Q! 3 913 4
dos(AA’, o) =L — % 8! |y —ydy | F—zd

85! NS ro o’

wiec summa dwoch prac. 1’6Wna sie
— IV @ — )30 = 80) (= )y — ) o — 2)o5 — )]

Ale rownanie odleglosci » zrozniczkowane daje

(@ — o) (& —3) - (' — ) &y — &) + (' — )65 — 2] =1y
wiec szukana summa dwéch prac przysposobionych' wzajemnego
przyciagania. wyraza sie ostatecznie przez wieloczyn. .

— 131".

Jesli sifa 1 jest odpychajaca, summa dwoch prac przysposobio-
nych wyrazi sie przez

1dr.

W puypadku szczegolnym, gdy odleglosc dwéch’ punktow ma-
teryalnych A i A’ zostaje niezmienna w ruchu przysposobionym
ktéry sig im daje, b@dme & = 0; wiedy summa dwéch prac_przy-
sposobionych, odpowwdaJ@cych ‘wzajemnemu dzialaniu tych pun-
ktow jest zero, albo innemi s.iowy2 te dwie prace sa rowne i znakow
_przeciwnych.

Ustaliwszy te wstepne: okréslenia i zasady, niétrudno- dowiesdz
ogdlnego twierdzenia pracy przysposobionej, z ktérego wywodza
sie warunki réwnowagi ukiadéw materyalnych.
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TWIERDZENIE OGOLNE PRACY PRZYSPOSOBIONEJ.

Zaczniemy od réwnowagi punktu materyalnego, przypominajac
okreslenie dane we wslepie niniejszego dzieta : Mowi sie ze punkt
materyalny, albo cialo, jest w réwnowadze pod dzialaniem sit ja-
kichkolwiek, gdy te sily nie zmieniaja w niczem jego stanu spoczynku
albo ruchu; wtedy mowi sie takze ze te sily czynia sobie réwnowage.

323. TwierpzENIE. Aby punkt materyalny byt w réwnowadze,
trzeba i dosc jest zeby summa prac praysposobionych, wszystkich sit
ktére sa do niego praylozone, byta zero dla wszysthich przemieszczen
nieskoriczenie matych tego punktu.

Jakoz, niech bedzie punkt materyalny M pod dziataniem sit ja-
kichkolwiek ktorych wynikowa jest R. Jesli ten punkt jest wolny
w przestrzeni, dla jego réwnowagi trzeba i dosé jest zeby wyniko-
wa R byla zero; a jesli punkt M jest przymuszony zostawaé na
linii albo na powierzehni, dla jego rownowagi dosc jest zeby tylke
wynikowa R byla normalna do tej linii albo powierzchni, co wy-
maga dos(R, ds) = 0. Wiec w obydwoch razach istnieje réwnanie

(1) Rosdos(R, ds) = 0,

ktore wyraza Ze w rownowadze punktu materyalnego pod dziata-
niem sit jakichkolwiek, summa prac przysposobionych tych wszys-
tkich sit jest zero dla wszelkiego przemieszczenia mozebnego tego
punktu.

Nawzajem, gdy summa prac przysposobionych, wszystkich sit
przytozonych do punktu materyalnego M, jest zero dla wszystkich
jego przemieszezeni mozebnych, ten punkt jest w réwnowadze.
Albowiem, poniewaz Résdos(R, 8s) = 0, jesli punkt M jest wolny
w przesirzeni musi byé R =0, bo dos(R, ¢5) nie moze by¢ zawsze
zero; a jesli punkt M powinien zostawac na linii albo na powierzchni
bez tarcia, musi by¢ R=0 albo dos(R, ds)=0; w obydwoch
razach punkt M jest w réwnowadze. Wigc rownanie (1) wyraza
warunek konieczny i dostateczny réwnowagi punkiu materyalnego
jakiegokolwiek, pod dzialaniem sit jakichkolwiek.

" MECHANIKA. 32
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Trzeba dobrze uwazaé ze z rbwnania réwnowagi (1) nie wynika
bynajmniej zeby punkt materyalny byl w spoczynku. Gdyby sity
uwazane, zados¢ czyniace rownaniu (1), dzialaly na punkt w spo-
czynku, toby on pozostal w tym spoczynku. Ale nic mu nie prze-
szkadza, w chwili dzialania tych sit, mie¢ pewny ruch pechodzacy
z innych przyczyn. Wtedy mozemy tylko powiedzie¢ Ze ten ruch
bedzie sie dalej ciagnat zupelnie tak jak gdyby sily, ktdre sobie czy-
nig rownowage, nie istnialy. -

324. TWIERDZENIE OGOLNE PRACY PRZYSPOSOBIONES. Aby ukiad ma-
teryalny punkiéw jakichkolwiek byt w rewnowadse pod dziataniem sit
Jakichkolwriek, tracba t dosé jest Zeby summa prac przysposobionych
wszystkich sit, tak zewnetrznych jok wewnetrznych, byla zero dla
wszelkich przemieszezen przysposobionych, zgodnych z ustawa istnienia
uktadu.

Niech beda P, P, P’... sily zewnetrzne wprosl przytozone do
punktow materyalnych, - tworzacych ukiad wedle pewnej ustawy;
I, I, I... sily wewnetrzne dzialajace na te punkta. Méwi¢ ze uklad
materyalny jest w rownowadze, pod dzialaniem sit jakichkolwiek,
jest 10 powiedzie¢ ze wszystkie jego punkta skladowe sa osobno
w réwnowadze; i nawzajem, jesli kazdy z punktow skladajacych
uklad materyalny jest w réwnowadze pod wplywem wszystkich sit
ktére na niego dzialaja, wtedy caly uktad jest w réwnowadze. Wiec,
gdy uklad materyalny jakiegokolwiek utwora jest w rownowadze,
summa prac przysposobionych wszystkich sif, tak zewngtrznych
jak wewnetrznych, bedzie rowna zera jakiekolwiek dano punktom
przemieszezenia przysposobione, zawsze nieskoriezenie mafe, nie-
zalezne jedne od drugich ale zgodne z ustawa istnienia ukladu. To
wszystko wyraZa si¢ réwnaniem koniecznem

(2) xPos dos(P, 6s) - sI8r = 0,

Summowania rozciggaja sig zarazem do wszystkich sit dziatajacych
ha punkt materyalny, i do wszystkich punktéw tworzacych uklad
materyalny.

Nawzajem, jesli summa prac przysposobionych wszystkich sif,
dzialajaeych na punkta ukladu materyalnego, jest zero dla wszyst-
kich przemieszczeri przysposobionyeh ktore da¢ mozna tym pun=
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ktom, zgodnie z ustawa ich ukladu, caly uklad bedzie w réwnowa-
dze ; to jest, nie wyjdzie ze stanu spoczynku jesli pierwotnie byt
w tym stanie spoczynku. Jakoz, gdyby punkla materyalne uktadu nie
byly w rOwnowadze, kazdy z nich wzialby ruch stosowny do swego
polozenia w ukladzie; moznaby cczywiscie sprzeciwié sig tym ru-
chow, przykladajac do kazdego z punktow materyalnych pewna sile
przyzwoitej wielkosci i w strone przeciwng kierunku jego przemiesz-
czenia, Wtedy caly uklad materyalny bylby w réwnowadze, pod
dzialaniem sit Q, Q', Q... ktdreby przylozyé trzeba hylo do wszyst-
kich punktow dla wstrzymania ich ruchu, i pod dziataniem sit juz
przylozonych P, 1V, P’... i sif wewnetrznveh I, T', I”,... Owoz, na
mocy pierwszej czgsel twierdzenia, summa prac przysposobionyeh
tych wszystkich sit powinnaby by¢ zero dla wszelkich przemieszezert
punktow ukladu, zgodnych z jego ustawa, a w szezegolnosei dla
przemieszezen jakieby te punkta wziely pod dzialaniem samych
sit P, P, PLoi I, IT,... gdyby nie wstrzymano ich ruchow
przykladajac sity Q, Q’, Q... Coby dato

sPds dos(P, ds) -+ =18 -} %03s dos(Q, ds) = 0.

Ale, z zalozenia summa prac przysposobionych sit P, P/, P’.....
1LY, I.... jest zero dla \Vszy‘StkiGh przemieszczenl przysposobio-
nych punktow ukladu, zgodnyeh z jego ustawa, a w szezeg6lnosci
dla przemieszezed o ktérych mowa ; wige trzebaby Zzeby summa
=Qds dos(Q, 8s) byta zero dla tych ruchow szczegélnyeh; co nie-.
mozebne, poniewaz w ostatnich ruchach punkt przytozenia kazdej
sify Q przemieszcza sie w strone przeciwna kierunku jej dziatania
itym sposobem prace przysposobione sit Q, Q', Q",... sa wszystkie
odjemne.

Zaledwie dodaé nalezy ze twierdzenie pracy przysposobionej
stosuje sie nietylko do calosci uktadu materyalnego w rownowadze,
ale takze do jakiejkolwiek jego czesci uwazanej osobno. 7 ta jednakze
glowng roznicg ze .dzialania, jakich rézne punkta jednej czesei
ukladu doznaja od wszystkich innych czesci tego uktadu, graja
wzgledem niej role sil zewngtrznych; gdy tymezasem w ukladzie
materyalnym wzigtym w calodci te sily sp wszystkie sitami we-
wnetrznemi. /
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Tak ogolne twierdzenie byloby uzyteczne w calej doniostosei,

gdyby znano sily wewnetrzne; bo wtenczas moznaby uwazaé kazdy

z punktéw materyalnych, sktadajacych cialo, jako zupelnie wolny,

pod dziataniem sil tak zewnetrznych jak wewnetrznych, i wyznaczyé

ustawy jego réwnowagi i ruchu, a temsamem rownowagi i ruchu

ciala. Ale nie wiémy prawie nic z tego co si¢ nazywa silami

wewnetrznemi, i wszystkie nasze wysilenia musza dazy¢é jedynie

do wyrugowania ich z rachunku. W takim stanie umiejetnosci

fizycznych, zastosowanie twierdzenia pracy przysposobionej ogra-

nicza si¢ na przypadkach w. ktérych sity wewnetrzne nie maja

udzialu : to jest innemi stowy, nic znajac sit wewnetrznych, musimy

dawa¢ ukladowi materyalnemu, ktorego szukamy warunkéw ré-

wnowagi, takie tylko przemieszczenia przysposobione w jakich one

nie graja roli. Owoz gdybysSmy, miedzy przemieszczeniami przy-

sposobionemi, ktére mozna nadawaé rozmaitym punktom ukiadu

materyalnego, wybrali takie zeby wzajemne odleglosci wszystkich
“jego punktow - zostawaly te same, przypuszczajac naprzykiad Zze

przemieszczamy uklad cala sztuka, jak gdyby on byl niezmienng .
bryta; rownanie dane przez twierdzenie pracy przysposobionej nie

zawieraloby zadnego wyrazu zaleznego od sit wewnetrznych, sily
zewnetrzne wehodzityby same jedne. I w samej rzeczy, wiadomo

ze sity wewnetrzne ukladu materyalnego, jakakolwiek jest ustawa

ich dzialania, sa po dwie réwne i wprost przeciwne, a w przemiesz-

czeniu szezegdlnem ktore uwazamy odleglosé dwoch jakichkolwiek

punktéw materyainych ukfadu nie zmienia si¢; zatem summa prac

“przysposobionych kazdej pary sit wewnetrznych jest zero (322);

wiec one znikaja w ogdlnem rownaniu danem przez twierdzenie

pracy przysposobionej; toréwnanie w naszem przypuszezeniu staje si¢

(3) Pds dos(P, ds) == 0.

Wige, gdy sig daje ukladowi materyalnemu przemieszcezenia
przysposobione, zgodne z jego brylowoscig, to jest zachowujace mu
ksztalt niezmienny, summa prac przysposobionych samych tylko
sit zewnetrznych, wprost przylozonych, jest zero. _

Z tad wynika ze, jakikolwiek jest uklad materyalny, ogélne ré-
wnanie rOwnowagi istnieje miedzy sitami zewnetrznemi tylko, bo
mozna zawsze daé¢ temu ukiadowi przemieszczenie przysposobione,
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zgodne z niezmiennoscia jego ksztaltu w réwnowadze. Ta wlasnosé
sitzewnetrznych, konieczna dla istnienia rOwnowagi, nie jest w ogole
dostateczna; bytaby nig, gdyby uktad materyalny byt doskonata bryla
niezmiennego ksztaftu. Ale takich bryl niema w naturze ; wszystkie
ciata ziemskie maja ksztalt mniej wiecej zmienny ; dlatego réwna-
nie (3), zawierajace tylko same sily zewnetrzne, nie moze wyrazaé
warunkéw dostatecznych dla ich rownowagi. Trzeba raz na zawsze
pamietaé zé w ukladzie materyalnym jakimkolwiek, albo w cialacl.
naturalnych, sily zewnetrzne czynia sobie réwnowage nie wprost,
jako sity dzialajace na jeden punkt i ktorych wynikowa jest zero,
ale za posrednictwem sit wewnetrznych, pochodzacych z fizycznego
skladu tych cial. Jesli ten sklad fizyczny ciala zmienia sie, réwno-
waga moze byé zupelnie zerwana, chociaz sily zewnetrzne zostaja
te same.

ROWNOWAGA CIAE BRYEOWYCH NIEZMIENNYCH.

325. Nim przyjdziemy do og6lnych warunkow réwnowagi ukia-
dow materyalnych jakichkolwiek, bedziemy uwazali najpierwej ciata
idealne, to jest uklady materyalne ktérych punkta ani sie zblizaé
do siebie ani oddalaé nie moga. Takie uklady nazywamy ciatam?
brytowemi niezmiennemi, wszystkie inne ciatams naturalnem.

Zasada predkosci przysposobionych, albo, jako teraz mowia, twier-
dzenie pracy przysposobionej, jest jedna z najwazniejszych zasad
Mechaniki. Za pomoca niej mozna znalez¢é wprost i ogolnie warunki
réwnowagi cial brylowych niezmiennyech, ktéresmy za pomoca
dwojanow otrzymali.

Niech bedzie wiec uklad materyalny ztozony z n punktow stale
miedzy soba powiazanych; szukajmy przede wszystkiem ile bryta-
wosé tego ukltadu, to jest niezmiennosé jego ksztaltu, wymaga wa-
runkéw. Biorac trzy jakiekolwiek punkta ukladu, widzimy zaraz ze
niezmienno$é¢ ich wzajemnych odleglosci wyraza sie przez frzy
‘rownania; trzeba potem 3(rn— 3) innych réwnan, aby wyrazié
ze n — 3 zostajace punkla sa w odleglosciach niezmiennych od
trzech pierwszych punktow. Zatem zwiazki ukladu materyalnego
niezmiennego raleza od 3 -+ 3(n —'3) =38n — 6 rOwnan miedzy
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spotrzgdnemi wszystkich jego punktéw. A poniewaz powinno byé
3n roéwnant do wyznaczenia n punktéw w przestrzeni, trzeba i dosé
jest, dla réwnowagi ukladu tych punkidw, zeby sily czynily zadosé
szesciuv. oddzielnym réwnaniom. Te wiec szesé réwnan, miedzy
sifami przylozonemi, wyrazaja warunki koniecane i dostateczne r6-
wnowagi ukladu brytowego niezmiennego, wolnego w przestrzeni.
Aby je otrzymaé, uwazajmy ze ogélne réwnanie dane przez twier-
dzenie pracy przysposobione]j nie bedzie zawieralo sit wewnetrznych,
bo uklad brylowy jest ksztaltu niezmiennego, co czyni 9 =10;
mamy wigc

zPdsdos(P, ds) = 0.

Zatem, jesli damy ukladowi brylowemu niezmiennemu szesé
ruchéw przysposobionych, dowolnych ale niezﬁ]eZnych miedzy soba,
powyzsza formula dostarczy szesciu réwnan oddzielnych. Tym spo-
sobem zwiazki, ktore ztad wynikna miedzy silami, nie mogac sie
wywodzié jedne z drugich, beda wlasnie dostatecznemi réwnaniami
réwnowagi. Temi za$ ruchami niezaleznemi, ktore powinny byé
zgodne ze zwigzkami ukladu brylowego, sa trzy ruchy przeniesienia,
réwnolegte kazdy do jednej z trzech osi prostokatnych, i trzy ruchy
wirowe kazdy okolo jednej z tych osi.

1° Ruch praysposobiony przehz'esiem'a. Dajac ukladowi brylowemu

ruch przysposobiony, rownolegly do osi odcietych z, na przyklad,
mamy

2Pdz dos(P, dz) = 0

albo, znoszac czynnik dz, spOlny wszystkim wyrazom summy,
otrzymujemy

=Pdos(P, ) =0.

Dajgc tak samo przemieszczenia przysposobione réwnolegte do
osi ¥ i potem do osi 5  bedzie

2Pdos(P, y) =0, =P dos(P, z) =0..
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20 Ruch praysposobiony wirowy. Mozemy daé ukladowi brytowemu
przemieszczenie katowe 0 okolo osi @ na przyklad; praca przy-
sposchiona w tym ruchu wirowym wyraza sie przez

=96 mom,(P) =0

zkad, znoszac czynnik 30, spoOlny wszystkim wyrazom summy,
wynika

moma(P) = 0.

Dajac tak samo przemieszczenie przysposobione katowe okolo
osi %@ a potem okoto osi zdw, bedzie

gmom,.(P) =0, smon..(P) = 0.

Te wszystkie warunki rownowagi wyrazaja sie analitycznie przez
szes¢ rownan oddzielnych.

XG0} SNi=10; 3Z =0,

(&) { '
3(Zy —~Yz)=0, 2(Xz—17Zz)=0,  Z(Yz— Xy)=0.

Wiee, aby uklad brylowy niezmienny byt w rownowadze pod
dzialaniem sit wprost przylozonych, trzeba i dosé jest :

10 zZeby summa rzutdw sit na trzech osiachk prostokgtnych byta zero
na kazdey osobno,

20 zeby summa momentdw sit na kazdey z tych trzech osi byta takze
gero.

Jesli damy ukladowi brylowemu przemieszezenia pzzysposobione
rézne od wyzej uzytych, twierdzenie pracy przysposcbionej dostar-
czy innych rownan ktérym sity zewnetrzne P, P, P’... zado$¢
czynié powinny. Liczba tych rownan jest nieograniczona; ale wszys-
tkie musza sie wywodzié z szesciu powyzszych, poniewaz, jakosmy
dowiedli, te ostatnie sa konieczne i dostateczne dla rownowagi
ukladu brylowego niezmiennego. Mozna to latwo sprawdzié. I tak :
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Jesli summa rzutow sit P, P', P",... jest zero na kaidej z trzech
osi prostokatnych, ta summa hedzie takze zero na osijakiejkol-
wiek K, majacej kierunek okreslony przez katy «, (3, y 2z trzema
pievwszemi osiami. JakoZz

Pdos (P, K) = Xdos« 4 Ydosp -+ Zdosy; ‘

zatem, rzutujac- wszystkie sity P, P/, P’,.. przyloio‘ne do uktadu,
mamy

=Pdos (P, K) = X dosa -+ =Y dos - =Zdosy

albo
2P dos (P, K) ='dos =X -F dospzY - dosy2Z.
Ale z zalozenia =X =0, Y = 0, 37Z=0;
wiec

2P dos(P,K) = 0.
Tak samo, jesli summa momentéw sit jest zero wzgledem kazdej
z trzech osi spéirzednych prostokatnych, to hedzie takze zero wzgle-
dem osi jakiejkolwiek K czynigcej katy o, B, y z temi trzema osiami,
Jakoz, oznaczajac przez G moment linijny dwojanu przeniesie-
nia (P, —P), przez L, M, N momenta linijne sktadowe ktdre
wyrazaja momenta sity P wzgledem trzech osi spélrzednych, mamy

dos(G, K) = % dosa %! dosf —]—g dosy.

zkad
2Gdos(G; K) = sLdosa - sMdosf - =N dosy.

A poniewazzakladamy 3L =0, =SM=0, =N =0, - bedzie
2Gdos(G, K) = 0

Gdy wiec piszemy ze summa rzutéw sit zewnetrznych na trzech
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osiach prostokgtnych jest zero na kazdej osobno, i summa momen-
tow tych sil wzgledem (rzech tych samych osi jest takie zero,
wyrazamy lemsamem ze podobne summy s zero wzglgdem kazdego
innego trojscianu osi prostokatnych.

ROWNOWAGA UKEADOW BRYEOWYCH NIEZUPELNIE WOLNYCH.

326. Bedziemy teraz szukali warunkdéw rownowagi nkladu bryto-
wego niezmiennego, ktoremu przeszkody nie pozwalaja braé ruchu
zupelnie wolnego w przestrzeni, i rozpatrzymy trzy glowne przy-
padki do ktorych sie¢ tatwo wszystkie inne przywodza. Twierdzenie
pracy przysposobionej daje jeszcze i w tych przypadkach utrudzo-
nego ruchu wszystkie warunki roéwnowagi.

1° Punkt staty. Uwazajmy najpierwej uklad brylowy ktory moze
sig tylko obracaé okoto punktu stalego O, i wezmy ten punkt za
poczatek spolrzednych prostokatnych. Trzeba przede wszystkiem
wyrazi¢ brylowos¢ ukladu; co si¢ uskutecznia wyrazajac przez
trzy rOwnania ze odleglosci dwoch punktéw materyalnych A, A’
ukladn i punktu O sa niezmienne, a potem przez 3(n — 3) rownan
ze odleglosci » —— 2 innych punktow od tych trzech sa takze nie-
zmienne; to czyni razem 3n — 3 réwnan warunkowych miedzy
3n spolrzednemi punktow ukladu. Zostaje wige tylko do znalezienia
frzy rownania réwnowagi miedzy silami wprost przytozonemi do
tych puukiow. Twierdzenie pracy przysposobionej tatwo ich do-
starcza. Poniewaz uklad brylowy ktorym si¢ zajmujemy moze sie
tylko obracaé okoto punktu stalego O, jedyne ruchy mozebne sa
ruchy wirowe okolo osi przechodzacych przez ten punkt. Jesli wiec
damy ukladowi trzy przemieszczenia przysposobione, jedno okoto
kazdej z trzech osi spélrzednych przez punkt stalty O przechodza-
cych, otrzymamy trzy konieczne i)dostateczne rOwnania rownowagi,
kiorym sity zado$é czyni¢ powinny,

S(Zy —Yz) =0, 3(Xz—2Zz)=0, x(Yz—Xy)=0.

Te rOownania momentéw sit sa nam juz znane, i parcia jakie punkt
staly O wytrzymuje juz wiadome (63).

9¢'0¢ stata. Jedli sa dane dwa punkta state O i H, albo, co to
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samo, os stala OH okolo ktorej ukiad brylowy moze sie tyiko obra-
cac; biorac punkt O za poczatek spolrzednyeh prostokatnych i
0§ OH za of rzednych, wyrazi sig przez dwa rownania Ze odle-
glos¢ punktu materyalnego A ukladu od dwéch punktéw O i H
$2 niezmienne, a nastepnie przez 3(n — 1) réwnan ze odleglodei
n— 1 innych punktéw od tych dwdch sa takZe niezmienne. Co
uczyni ze wszystkiem 3n—4 rownar warunkowych miedzy 3n spol-
rzednemi punktow ukladu. Zostaje wiec do znalezienia tylko jedno
réwnanie réwnowagi miedzy sitami. Owoz, uklad brylowy ma tylko
ruch wirowy mozebny okoto osi 0Z; dajac mu przemieszozenie
przysposobione tego ruchu, otrzymujemy jedyne roéwnowanie rd-
wnowagi. )

(Y — Xy) =0,

ktoremu sity wprost przylozone zadosé czynié powinny.

Parcia jakie punkta state 0.1 I wytrzymuja, i parcie wzdiuz
osi OH byly juz okazane na wiasciwem miejscu. Ale dobrze bedzie
jeszcze powtérzyé ze parcia, doznane przez dwa punkta stale okoto
ktorych uklad brylowy moze sie lylko obracaé, przypuszczaja wy-
raznie i wylacznie stan rownowagi tego ukltadu. Stan ruchu zinienia
zupelne wartosei statyczne paré ktéresmy wskazali w numerze 64.
To zjawisko nieco zadziwiajace jest niezmiernie waine w Mechanice
praktycznej.

3° Plasezyzna stata. Szukajmy nakoniec warunkow réwnowagi
ukladu brylowego niezmiennego ktdry sic opiera na plasczyznie
stalej, i wezmy te plasezyzne za plasczyzne zy a normalne do nigj
za oS rzgdnych OZ. Poniewaz uklad opiera sig na plasczyznie wxy,
niema potrzeby zajmowacé si¢ sitami Z, bo one powinny byé znisz-
czone przez jej opér. Owoz, jedyne ruchy mozehne danego ukladu
sg ruchy przeniesienia na plasczyznie zy, i ruch wirowy okolo osi
normalnej OZ ; wiee, otrzyma sie rownania konieczne i dostateczne
rownowagi, wyrazajac ze summa prac przysposobionych, wzglednie
do sit wprost przylozonych, jest zero dla kazdego z trzech réznych
przemieszezen, to jest dla dwoch przeniesien wedle dwoch osi
sptrzednych OX, 0Y, i dla ruchu wirowego okolo osi OZ. Co



ZASADY PREDKOSCI PRZYSPOSOBIONYCH. 507

daje trzy oddzielne rownania réwnowagi,
=X =0, 2Y=0} (Yo — Xy) = 0.

Parcia jakie wytrzymuja punkta plasczyzny statej, na ktérych sig
uklad brylowy opiera, sa juz wiadome z ich przypadkiem osobli-
wym (66).

UKLAD PUNKTOW MATERYALNYCH ZE ZWIAZKAMI.

327. Zwykle rozmaite punkta ukladu materyalnego zaleza jedne
od drugich, sa poddane pewnym warunkom ktére nazwano zwigz-
kami. Te zwiazki moga si¢ przywiesdz do trzech nastepujacych :

1° Niektore punkta ukladu materyalnego zostaja w odlegtosciach
niezmiennych miedzy soba. '

2° Pewne punkta sa przymuszone zostawaé na liniach albo na po-
wierzchniach, bez tarcia, stosownie do tego’ cosmy powiedzieli
w ruchu punkiu materyalnego.

3° Nakoniec, pewne czesei ukladu materyalnego, uwazane jako
ciala brylowe niezmienne, sa przymuszone zostawaé w zetknieciu
jedne z drugiemi, bez zadnego tarcia miedzy ich powierzchniami.

Pojmuje sie tatwo Ze te rozne zwiazki, ktére wyobrazamy miedzy
punktami materyalnemi uktadu, moga by¢ zastapione przez sity
zdolne dopemnié tych ‘samych warunkéw. I tak, gdy dwa punkta
maja zostawaé w tej samej odleglosci od siebie, sity rowne i prze-
ciwne, rozwiniete miedzy temi dwoma punkiami, z natezeniem
przyzwoitem, moga utrzymad te niezmiennos¢ odleglosci. W przy-
padku gdy jeden punkt musi zostawa¢ na linii statej albo na po-
wierzchni statej, bez tarcia, albo opisywaé linie albo powierzchnig
za pomoca wiazadta, sita réwna oddziatywaniu normalnemu linii albo
powierzchni na punkt, albo rowna teznosci wigzadta moze wydaé
ten sam skutek. W przypadku gdy dwie czesci ukladu materyalnego,
uwazane jako brytowe niezmienne, musza by¢ z soba w zetknigciu
bez tarcia miedzy ich powierzchniami, mozna otrzymaé ten sam
wynik przez dwie sity réwne i przeciwne, dziatajace na te dwie
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“czesei w punktach ich zetknigcia i wedle spdlnej normalnej do ich
powierzchni; te dwie sity powinny dzialaé jako sity przyciagajace
albo odpychajace, wedlug jak czesci brylowe w zetknieciu maja
daznos¢ do oddalenia sig jedna od drugiej albo do przeniknienia sig
na wzajem.

Whprowadzajac sity zamiast zwigzkéw, przywodzimy uktad mate-
ryalny do ogélnego przypadku dla ktérego twierdzenie pracy pray-
sposobionej bylo dowiedzione. Owoz, na mocy tego twierdze-
nia, aby uklad materyalny byl w réwnowadze, trzeba i dosé jest
-zeby summa prac wszystkich sit przylozonych, wlacznie z silami
ktére zastepuja zwiazki, byla zero jakiekolwiek dano przemieszcze-
nie przysposobione ukladowi. Ale, jesli migdzy przemieszczeniami
przysposobionemi mozehnemi, wybrano wylacznie te ktore sa zgodne
ze zwiazkami uktadu materyalnego, sity zastepujace te zwiazki znikng
same z siebie w réwnaniach ktérych twierdzenie pracy przysposo-
bionej dostarcza. T w same] rzeczy, uwazajac najpierwej dwie sity
mogace utrzymac¢ niezmiennosé odlegtosci dwoeh punktow mate-
ryalnych ukladu, widzimy zaraz ze summa ich prac przysposobio-
nych, 1dr, jest zero- dla wszelkiego przemieszezenia w ktérem od-
legtosé tych dwoch punktow zostaje ta sama. Powtdre, {uwazajac
sife ktora nie pozwala punktowi materyalnemﬁ opuszczad linii stalej
albo powierzchni stalej, widzimy nie mniej Yatwo ze praca tej sily,
odpowiedajaca przemieszczeniu przysposobionemu punktu mate-
ryalnego na tej linii albo powierzchni, jest zero, poniewaz to prze-
mieszczenie jest normalne do kierunku sily. Nakoniec, uwazajmy
dwie sity mogace trzymaé w zetknieciu i bez tarcia powierzchnie
B i B’ dwdch czesci uktadu materyalnego wzietych za bryly nie-

W
H
|
S AN —
B’ /i',;;’ e
N

zmienne. Summa prac tych dwéch sif jest zero dla wszelkiego prze-
mieszezenia przysposobionego w ktérem te dwie powierzchnie nie
przestaja sie stykaé. Albowiem, punkta dwoch powierzehni B i B,
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pierwotnie schodzace sie w A, biora w przemieszezeniu przyspo-
sobionem ukladu polozenia- A, i A’y, bedace na plasczyznie stycz-
nej, spdlnej tym powierzchniom po ich przemieszczeniu; ta zas
plasczyzna styczna czyni kat nieskonczenie maly z plasczyzna styczna
spélng w A; ztad wynika ze przemieszezenia AA(, AA'; punktow
przylozenia dwoch sit, utrzymujacych w zetknigeiu powierzchnie
B, B, maja ten sam rzut na spélnym kierunku NN sit, poniewaz
NN" jest normalng spélna tym powierzchniom w A ; zatem sum-
ma prac przysposobionych tych dwéch sif rownych i przeciwnych
jest zero dla podobnego przemieszezenia. Mozemy wiee, odsuwajac
na bok sily zaslepujace zwiazki, i uwazajac same tylko sily wprost
przylozone P, P', P’..... powiedzie¢ ze, aby ukiad materyalny,
punktow powiqzanych miedzy sobg sposobem jakimkolwiek, byt w r-
wnowadze, tracba T dosé jest zeby summa prac praysposobionych, sit
wprost praytozonych do tych punktow, byta zero dia kaidego prze-
mieszczenia priysposobionego, ZGODNEGO ZE ZWIAZKAML

Uklad brylowy niezmienny jest szczegolnym przypadkiem ukla-
déw materyalnych ze zwigzkamijy co sprawdza wyzej otrzymane
waranki jego réwnowagi.

328. Twierdzenie pracy przysposobionej daje metode znalezienia
warankéw rownowagi uktadu materyalnego punktow ze zwigzkami,
gdy wszystkie zwiazki sg wyrazone przez rownania migdzy spol-
rzednemi tych punktow. Oznaczmy przez k liczbe rownai zwiaz-
kowych, przez = liczbe punktéw materyalnych ukladu. Jest zawsze
k < 3n; gdyby bylo k= 3n, kazdy z tych punktow mialby poto-
zenie wyznaczone, i caly uklad materyalny bylby w spoczynku,
jakiebykolwiek do niego przylozono sity. Gdy k=3n—1, mowi
si¢ ze uktad materyalny jest ze zwigzhami supetnemi; wiedy jedna
tylko spohrzedna jest zmienna niezalezng a wszystkie inne jej funk-
cyami. W tym przypadku, kazdy punkt ukladu musi opisywaé linig
krzywa wyznaczong, i jedyne przemieszczenia, zgodne ze zwiazkami,
sa. przemieszezenia wzdluz tych linij, mozebne na dwie strony prze-
ciwne. Uklad brytowy niezmienny, mogacy sie tylko obracaé okoto
osi stalej, jest uktadem materyalnym ze zwigzkami niezmiennemi,

Niech beda «, ¥y, 5, &', ¥, 2,... spélrzgdne punktéow materyal-
nych A, A'... ukladu; zwiazki beda warunkami wyrazonemi przez
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rownania ksztattu

=] J Lsns iyt grEs g
L(;Z‘, Yo 2y T3 Yy &y & o) =0.

Oznaczmy przez 3z, 8y, dz, &', &y, &7',... zmiennosci odpowieda-
jace pewnemu przemieszezeniu przysposobionemu punktow ukfadu;

to przemieszezenie bedzie zgodne ze zwiazkiem Lz, y, z, 2'...) =0,
jesli sprawdza rownanie

(e-dx, y-F8y, z-03, &' +o«', y 8y, 748, &"4-dx”,...)=0,
albo, na mocy poprzedzajacego, réwnanie rozniczkowe

dL dL clL
e AT
d:BSx, dJ 6‘—]— m—{—.

Jest tu wazna uwaga do zrobienia. Przemieszezenia przysposo-
bione moga si¢ niezgadzaé z przemieszczeniami rzeczywistemi; to
sie zdarza gdy rownanie zwigzkowe zawiera czas ¢ wydatnie. Ja-
koz, w przemieszezeniu rzeczywistem, nazywajac dz, dy, dz, da'...
zmiennosci spéirzednych z, y, z, 2'... 1 przypuszezajac ze réwnanie
zwigzkowe L = 0 zawiera czas ¢ wydatnie, bedzie na koncu
czasu d¢

ﬂ;dz+j + d —|—d~d+ I

gdy przeciwnie, w przemieszezeniu przysposobionem, kidre jest
niezaleine od czasu, bedzie tylko

dL dL dL , fonh
Coot Ty e+ L 4 =0

wiec nie mozna braé dr=dz, Sy =dy, $z=dz,... tylko wtedy
kiedy % =0, {o jestkiedy zwiazkinie zawieraja wydatnie czasu ¢.

To ustaliwszy, szukajmy warunkéw rownowagi ukiadu materyal-
nego w ktérym zwiazki miedzy punktami sa.-wyrazone przez k 6=
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wnan
(5) il s =10, T yenais) =10
We(5 )55 e ) =108

Mamy réwnanie pracy przysposobionej
(6) 2(Xdz -+ Yoy -+ 78z) = 0; ,

a poniewai w przemieszezeniu przysposobionem, nieskoriczenie
matem i zgodnem ze zwigzkami ukladu, spélrzedne z 4 oz, y -3y,
58z, 2/ -} 8«/,... punktéw powinny zados¢ czyni¢ réwnaniom
zwigzkowym, mamy takze £ roéwnan rézniczkowych

dz
(Hn C]Lg | &

(7) et - 89 o ievnsnin e ey 2= 0, .
dL’”a +d”‘ Ak IRt 4 ok | ot o L)

Te & rownan zawieraja 3n zmiennodci Sz, dy, &z, 82'... z kio-
rych 3n — k sa zmienno$ciami dowolnemi, a wszystkie inne ich
funkeyami; jesli wiec poniesiemy wartosci tych ostatnich do ro-
whnania (6), to ono bedzie zawierato 3n — % wyrazdw pomnozonych
kazdy przez jedna z tych zmiennosci dowolnych. Ale réwnanie (6)
powinno sig sprawdzaé jakiekolwiek wzigto przemieszczenia przy-
sposobione, hyle zgodne ze zwiazkami (5); musza wige wszystkie
3n — k spolczynniki zmiennogci dowolnych byé zero. Co daje
3n—k rownan réwnowagi ukladu materyalnego. Te 3n—F% ro-
wnati, dolaczone do % réwnai (5), uczyniag 3% rownan dostatecz
nych do wyznaczenia 3n spélrzgdnych punktow ukladu, gdy
X, Y, Z, X"... beda wiadome.

Mozna wykonaé rugowanie zmiennosci dz, 3y, 82,0, tak zwang
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metodg mnoznikéw. W tym celu, pomnoézmy pierwsze réwnanie (7)
przez 3y, drugie przez Ay,... 1 dodajmy te réwnania do (6), bedzie

(®) ‘%“‘g( OO CEEE dL’~> ot} = 0.

Munozniki A w liczbie % sa niewyzuaczone, mozna wiec zrownad
do zera k spolczynnikéw zmiennosci dx, 8y, dz,... zostanie tym
sposobem 3n — £ zmiennosci w formule (6); poniewaZz one sa
zupelnie dowolne, ich spotezynniki musza byé zero. Otrzymuje si¢
wiec 3n rOwnand nastepujacych

(i dLl ALy dL‘; | 5
;’\ }‘d£+‘d1+3 i
dL, dly L
dJ + 2% - 0 = obot Gonasanoo ==
\ !
o Sy ‘””Jr} ‘”” i = 0,
dLa

x+>ldL1+x L

jesli wyrugujemy miedzy niemi mnozniki X, X, )

u7

znajdziemy
3n — & réwnan rownowagi wyzej otrzymanych. ’

Rownania (9) prowadza do waznych nastepstw. Patrzac na kszlalt
tych réwna, falwo spostrzegamy Ze one zostang te same, i rowno-
waga obecnie istniejaca w niczem sie nie zmieni, jesli odejmiemy
waranek wyrazony przez L, = 0, ktéremu uklad materyalny zadosé
czyni¢ powinien we wszystkich przemieszezeniach przysposobionych ;
bylesmy tylko do sit P, P, P,... przylozonych do punkidw mate-
ryalnych A, A, A”,... ukladu, dotpczyli nowe sity kiorych skla.
dowe réwnolegte do trzech osi spotrzednych sa :

dl, Wl dL,
e TS ;\ i - § .
A & G ME dla punklu A
dL, dL,

) g aL dLl
-1 dz’’ i a’Z/”

Moo= dlapunktu Al
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Natgzenie sity przylozonej do punktu A ma za miare
dL\2 | [dL;\? dL{\?
V(@) (G (2

Dostawy katow jakie ta sita czyni z trzema osiami spélrzednemi

sa proporeyonalne do d—L‘, Ci[ﬂ, gdo®

de = dy dz’

normalna do powierzchni ktéra przedstawia réwnanie zwiazkowe

L =0, gdy wniem spélrzedne z, y,z sa uwazane jako zmienne
same jedne. . :

to pokazuje ze ona jest

Mozna tak samo, zamiast zwipzkéw Ly = 0, L; =0,... podsta=
wié sity, przyzwoitej wielkosei i kierunkow, przylozone do wszys-
tkich punktéw ukladu materyalnego. Te sity mogace zastepowac
zwigzki miedzy punktami ukladu, i dlatego nazwane sitami zwigz-
kowemi, wyrazaja parcia i teznosci wiazadel.

ROWNOWARTOSG DWOCH UKEADOW SIE.

329. Mowi sig ze dwa uklady sit S i S, sa réwnowarte, gdy
kazdy z nich, uwazany jako przytozony do tego samego ciata brylo-
Wwego niezmiennego, moze by¢ trzymany w rownowadze przez trzeci
uktad S,. Wynika z tego okreslenia ze prace przysposobione dwéck
rownowartych ukladow sit sa rowne dla wszelkiego przemiesz-
czenia.

Oznaczmy przez X, Y, 2, X, Yi,Zy, X, Yo,Zy rzuty sit 8, S,, S,
na trzech osiach prostokatnych, przez L, M, N, L,,M;, N;, Ly, M, Ny
summy momentow sit wzgledem tych samych osi.

Na mocy ogélnych warunkow réwnowagi, aby dwa uktady sit
S 1 8y, przylozone do jednego ciala bryfowego niezmiennego, czy-
- nity sobie rownowage, trzeba i dos¢ jest zeby sprawdzaty nastepu-
jace szes¢ rOwnan rownowagi :

L—]—-L):(), M-—'—-N[»_),ZO, N-—I—N;):—_‘O

MECHANIKA« 33
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Aby potem dwa uklady sit S, i Sy, przylozone do tego samego
ciala brylowego, czynily sobie rownowage, trzeba i do$é jest zeby
takze sprawdzaly szesé rownai rownowagi

X, + 32X, =0, =Y, +3V,=0, =Z }3572,=0,
LitLo=0, M, 4My=0, Ny Ny=0.
Ztad wynika
X =3X,, sY=2%Y,, 3Z=737,

b=l " M=M,, N—=:N,.

Wige, dla réwnowartosci dwdch ukladéw sit S i Sy, lrzeba
dos¢ jest: 1° zeby summy rzutéw tych sit na trzech osiach prosto-
katnych byly sobie réwne na kazdej; 2° zeby summy momentow
sit wzgledem kazdej z trzech osi prostokatnych byly takze sobie
rowne.

Ostatnie rownania znacza ze dwa uktady sit rownowartych, prze-
niesione (rownolegle) do jednego jakiegokolwiek punktu przestrzeni,
powinny mie¢ te sama wynikowe przeniesienia i ten sam dwojan
wynikowy.

W ogo6lnosci ruch ciala zmienia sie przez podstawienie ukladu
rownowartego sif na miejsce pierwszego. Gdy cialo jest brylowe
niezmienne, rownowaga, jesli istnieje, pozostanie; ale, gdy cialo
brytowe jest odksztalcalne, ta réwnowaga bedzie zerwana, z przy-
czyny sit wewnetrznych za pomoca ktérych sity zewnetrzne czynily
sobie réwnowage; ze zimiang ostatnich zmienia sig stan pierwszych.
Jednakze we wszystkich przypadkach ogdlne sze$é réwnan réwno-
wagi beda zawsze sprawdzone, gdy na miejsce jednego ukladu sit
zostanie podstawiony drugi uklad rownowarty.

Najprostszy z uktadéw sit rownowartych jest uklad sit praytozo-
nych do jednego punkiu materyalnego i ich wynikowa. Réwnowar-
to$é wynika z dwoch dobrze znanych twierdzer : 1° Rzut wynikowej
na osi jakiejkolwiek jest réwny summie rzutéw sit skladowych,
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2° Moment wynikowej wzgledem osi jakiejkolwiek jest réwny sum-
mie momentéw sit skladowych.

Mamy takze site réwnowarta danej sile P, przytozonej do punk-
tu A ciata brylowego, przenoszac te sitg do punktu jakiegokolwiek
jej kierunku; poniewaz to przeniesienie sily nie zmienia ani jej rzutu
na osi jakiejkolwiek anijejmomentu wzgledem tej osi. Jesli sifa jest
przytozona do jednego z punktow ciala brylowego w rownowadze,
mozna, nie zmieniajac réwnowagi, przylozy¢ te site do innego jakie-
gokolwiek punktu jej kierunku, byle ten drugi punkt byt niezmien-
nie polaczony z pierwszym. Ale, tem przeniesieniem sily sklad
wewnetrzny ciala bedzie przynajmnjej w czesci zmieniony, bo
W nowym stanie rzeézy nastapi cigganie punktéw materyalnych
lezacych w kierunku sily.

Widzimy wiec ze, majac jakakolwiek liczbe sit praytozonych do
ciata brylowego w r6wnowadze, mozna oczywiscie w szesciu rdwna-
niach réwnowagi zastapi¢ te sity przez uktad sit rownowartych ;
to podstawienie, nie psujac réwnar, zmieni w ogéle réwnowage
ciala a przynajmniej jego sklad wewnetrzny; chyba ze cialo jest
doskonale brylowe, rozumie si¢ idealnie, wtedy 1odstawienie sit
rownowartych nie naruszy w niczem istniejacej rownowagi.

Nastepujace przyklady lepiej to wyjasnia. Gdy sity przytozone do
ciata brytowego maja wynikowe, méwi sie wtedy ze istnieje jedyna
sita zdolna wydaé ten sam skutek jaki sprawiaja wszystkie razem
sity przylozone. Ale, aby ta prawda Mechaniki rozumowej data sie
zastosowaé¢ w rzeczywistosci, trzeba zeby ma kierunku wynikowej
znajdowal sig punkt ciala, albo punkt niezmiennie z cialem pota-
czony, do ktoregoby mozna bylo przytozyé te wynikowe. Sity dzia-
tajace na dane cialo maja punkta przylozenia rzeczywiste, a ich
wynikowa jest sita idealna, prostem zmysleniem; dlatego wlasnie
nic nie przeszkadza powiedzie¢ ze jakikolwiek punkt kierunku wy-
nikowej moze by¢ wzigty za punkt jej przylozenia. Cokolwiek bhadz,
ta wynikowa idealna jest zawsze sifa rownowarta ktoéra moze,
w pewnych przypadkach, zastgpowaé sily rzeczywiscie przytozone.

330. To pojawszy, nietrudno znalezé réwnania rownowagi
w szezegolnych przypadkach sit.
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1° SiEY zBIEGAJACE SIE. W tym przypadku mamy twierdzenie
oczywiste :

Jesli wszysthie sity praytozone do ciata brytowego zbiegajy sie
w jednym punkeie, traebo i dosé jest dia réwnowagi zeby ich wynikowa
byjta zero ;

2 ktérego wynikaja zaraz trzy konieczne i dostateczne réwnania
rownowagi. Jakoz, odnoszac caty uktad do punktu zbiegu sit wzie -
tego za poczatek spStrzednych, widzimy ze réwnania momentow
sprawdzaja sie same z siebie; zostaja wiec tylko rownania rzutow

IX=={0) SVe=—=10j 37 = 0.
2° SIEY LEZACE NA JEDNEJ PLASCZYZNTE. Jesli weZmiemy plasczyzne
sif za ptasczyzne xy, i na niej dwie osie prostokatne jakiekolwiek,
réwnania

== 0 2(Zy — Yz) =0, 2(Xz — Zy) =0,

sprawdzy sig same z siebie. Wiec jedyne rownania réwnowagi
w tym przypadku s :

X =0, 2Y =0, N =5Yz —Xpy)=0.

30 SILY ROWNOLEGLE. WeZmy 0§ rzednych z rownolegta do spol-
nego kierunku sit. Rownania

X =0, N0, 2(Ye — Xy) =0
sprawdzaja sie same z siebie; zatem rownania rownowagi sa

27— 0, L=0o, M=o,
albo

SP =0, 2Py =0, =Pz=¢(.

Wiee, aby sity réwnolegle, przylozene do ciala brylowego nie-
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zmiennego, czynity sobie réwnowage, trzeba i dosé jest zeby snmma
algebryczna tych sit byta zero, i zeby summy ich momentow wagle-
dem kazdej z dwoch plasczyzn, przecinajacych sie réwnolegle do
kierunku sit, byla takze zero. Tym sposobem sprawdzaja sie juz
wiadome warunki.

381. Powyzsze sze§¢ rownar réwnowagi, wywiedzione wprost
z twierdzenia pracy przysposobionej, sa ogélne; mozemy wiec za
pomocg nich dowiesdz z cata scistoscia twierdzen ktorych udowo-
dnienie przedstawia pewne trudnosci, i temsamem zostawia zawsze
do zyczenia. Wezmy naprzyktad twierdzenie.

Dwie sity nie moga byé w réwnowadze jesli nie sg réwne 7 wprost
przeciwne. ‘

Dla réwnowagi sit, trzeba najpierwej zeby summa ich rzutow
na osi jakiejkolwiek byla zero; zatem dwie sily w rownowadze
powinny byé réwne i dziataé w kierunkach przeciwnych. Trzeba
powtdre zeby summa momentéw tych sit wzgledem osi jakiejkol-
wiek byla zero; zatem dwie rzeczone sity réwne musza byé wprost
przeciwne. Co dowodzi wyslowionego twierdzenia.

Wzajemnica nie zawSze prawdziwa. Albowiem, jesli dwie sity
rowne i wprost przeciwne sa przylozone do jednego punktu, to
oczywiscie niszeza sie miedzy soba; a jesli sa przylozone do ciata
brytowego niezmiennego, to sobie czynia rownowage za posrednic-
twem tego ciata; ale, jesli sa przytozone do ciata brylowego od-
ksztafcalnego, to sie ani niszeza ani sp w réwnowadze, i wplywaja
na ksztalt tego ciala.

Drugie twierdzenie, ktérego $ciSle dowiesdz nalezy, jest naste-
pujace
Dwojan nie ma wynikowey.

Méwié ze dwie sity P i — P stanowiace dwojan maja wyni-
kowe R, jest to samo co mowié ze sa w rOwnowadze z sita R' rowna
i wprost przeciwna tej wynikowej. Owéz, jesli sity P, —P, R' sa
w réwnowadze, summa ich rzutéw na osi jakiejkolwiek jest zero;
ale summa rzutow sit P i —P jest juz zero, wiec rzut sity R’
musi byé zero. Co wymaga zeby sila R’ 1 temsamem R byla zero:

-
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Wiee dwojan (P, — P) nie ma wynikowej; a na mocy poprzedza-
jacego twierdzenia nie moze byé w réwnowadze.

Nic dziwnego ze dwie sily, nieprzytozone do tego samego punktu,
nie moga by¢ zastapione przezsite jedyng, dzialajaca napewny punkt.
Co powinno zadziwiaé to wlasnie to ze sily w liczbie jakiejkolwiek,
przytozone do punktéw niezmiennic migdzy soba powiazanych,
moga sie zawsze sprowadzié do jednej sity albo do dwdch najwiecej.

Wrytozylismy juz na wiasciwem miejscu ogéln@ teorye dwojanow,
nie potrzebujemy jej powtarzaé; dodamy tylko kilka stéw objasnia~
jacych ten wainy przedmiot.

Zobaczmy jak dwojany figuruja w szesciu ogélnych réwnaniach
réwnowagi. 3

Widzimy najpierwej ze dwojany znikaja zupelnie w trzech ro-
wnaniach rzutow ; bo oczywiscie rzut sit dwojanu na osi jakiejkol-
wiek jest zero.

Co do momentéw sit wzgledem trzech osi prostokatnych, te mo-
menta, jakoSmy okazali w numerze 56, sa wiasnie momentami
linijnemi dwojandw skladowych wzglednie do tych osi. Teorya
dwojanéw jest poprostu teorya momentow sit, ktéra niejako ozywia
te cze$¢ Mechaniki. Owoz, wiedzac ze wieloczyn Pp znaczy mo-
ment linijny dwojanu, a rzut tego mementu na osi 0Z, naprzyklad,
wyrazony przez Ppdosy jest to samo co moment sity P wzgledem
tej osi wyrazony przez Pgwsty, pojmujemy latwo Ze summa mo-
mentéw sit wzgledem osi wyraza summe rzutéw dwojandw na tej
osi ; wiee dwojany wehodza do ogélnych réwnan réwnowagi takim
samym sposobem jakim wchodza sily, to jest przez rzuty na trzech
osiach prostokatnych. Ztad wynika juz wiadome ale jeszeze wiecej
zogolnione twierdzenie :

Mozna zawsze praeniesé dwojan na jego plasczyznie, albo na ptasczy-
znie rownolegtey, © obricic go na tych ptasczyznach, o nawet zmienic
site © ramie diwigni; byle tylko nie zmieniono momentu ani strony
obrotu, skutek dzz‘alam’a dwojanu zostanie ten sam.

Przez dzialania dwojanu trzeba zawsze rozumieé niezalezne dzia-
tanie jego sit na cialo do ktdrego sg przytozone, Owoz, jakikolwiek
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est skutek tych dwoch dzialan, ktérych zadna pojedyiicza sita za-
stapié nie mozna, jesli ogblne sze$é réwnan réwnowagi sprawdzaja
sig z pierwszym dwojanem, to sie jeszeze sprawdza z drugim ; albo-
wiem dwojan wehodzi tylko do tych rownan przez wieloczyn Pp
ktory przypuszezamy staly, i przez kierunek swojej ptasczyzny ktory
przpuszezamy takze niezmienny.

ROWNOWAGA CIAE BRYEOWYCH CIEZKICH,

3392. Pnaca pocmopzacA z ciEzro§cr. Jakikolwiek jest uktad ma-
teryalny ciezki, ezy jego czasteczki sktadowe sa w spoczynku czy
‘tez w ruchu jedne wzgledem drugich, jesli, biorgc go taki jaki
istnieje w danej chwili, przypuscimy ze stal si¢ niezmiennym co do
ksztaltu, ten uklad, przeksztalcony idealnie na brylowy niezmienny,
bedzie mial $rodek ciezkosei w chwili uwazanej. Oczywiscie tak
okreslony srodek ciezkosci nie jest punktem przytozenia wynikowej
dziatany cigzkosei na wszystkic czgstki uktadu; bo nie mozna sktadaé
sit ktore dzialaja na te czastki osobne i mogace si¢ poruszaé nieza-
leznie'jedne od drugich; ale, uwazajac tego rodzaju srodek ciezkosei,
uprosei sie wyrazenie pracy wydanej przez ciezkosé.

Niech bedzie p ciezar czasteczki jakiejkolwiek ukladu materyal-
nego, z jej odleglosé od plasczyzny poziomej, wzietej za plasczy-
zng zy na poczatku czasu w ktorym chcemy obrachowad prace;
niech bedzie tak samo P ciezar calego ukladu materyalnego, i z,
rzedna jego $rodka ciezkosci. Praca odpowiedajaca ciezkosci wyraza
sie przez

Spda.

Owoz, whasno$é srodka ciezkosci ukladu materyalnego, uwaza-
nego jako brylowy niezmienny, daje

2pz = Pz ;
zkad, rdézniczkujac, wynika

Epdz = Pdz;.
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Wiec praca pochodzaca z dziatania cigzkosci na ukiad materyalny,
przez czas dt, jest rowna pracy kidraby rozwinela, w tym samym
czasie, sita réwna ciezarowi P ukladu i przylozona do jego srodka
ciezkoscei. '

333. ROWNOWAGA WZGLEDNA CIAL NA zremi. Wszystko co powie-
dziano o rownowadze wzglednej punktu materyalnego, stosuje sie
oczywiscie: do rownowagi jakiegokolwiek ukladu punktéw mate-
ryalnych. Ta réwnowaga przywodzi si¢ do réwnowagi samoistej,
jesli do sit, rzeczywiscie przylozonych do roznych punktéw, zostang
przydane sity pozorne odpowiedajace tym punktom. Zatem, stosujac
do- wszystkich sit razem, tak rzeczywistych jak pozornych, twier-
dzenie pracy przysposobionej, otrzyma si¢ rownania ktorym te sily
zado$é czynié powinny zeby uklad materyalny byt w rownowadze
wzglednej, to jest nie wychodzil ze stanu spoczynku wzglednego,
jesli sig w nim pierwotnie znajduje. '

Owoz, w rownowadze wzglednej punktu materyalnego, z dwdch
sil pozornych zostaje tylko sila bezwladnosci odpowiedajaca jego
rzeczywistemu ruchowi uniesienia ; sila od$rodkowa skladana jest
zero, ho v’ = 0. Jesli zatem, miedzy sitami istotnie dzialajacemi
na punkt materyalny, bedziemy uwazali same tylko przyciagania
ktorych on doznaje od mass ziemi, storica i ksiezyca, i zlozymy
je z rzeczong sita bezwtadnosci, otrzymamy wynikowe ktora bedzie
wladnie ciezarem punktu materyalnego, a jej kierunek bedzie kie-
runkiem pionowej odpowiedajacej poltozeniu tego punktu. Wiec,
aby przyréwnaé stan spoczynku ciala na ziemi do rownowagi sa-
moistej, dosé jest uwazaé ciezar kazdego z jego punktow materyal-
nych jak gdyby to byla sita rzeczywiscie do niego przylozona wedle
pionowej miejsca, i wyrazi¢ ze ten cigzar zarazem z innemi sitami
rzeczywistemi, précz przyciagail juz wchodzacych do ciezaru, two-
rzy uklad sit ktore zado$é czynia réwnaniom rownowagi, danym
przez twierdzenie pracy przysposobionej. Cheac zas wyznaczyé wiel-
kosé i kierunek ciezaru kazdej czastki ciala, a temsamem cigzar catego
ciala uwazanego jako bryla niezmienna, niema potrzeby wykony-
waé skladania sit ktére go tworza; do$wiadcezenie daje wprost
wielkosé i kierunek ciezaru cial na powierzchni ziemi. Ten cigzar
cial ziemskich i kierunek pionowej miejsca, jako juz wiemy (291),
zmieniaja sie okresowo w kazdej dnia godzinie. Ztad wynika ze
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réwnowaga cial na ziemi ciagle si¢ zmieniaé musi. Ale te zmiany
sa tak male ze dostrzedz ich skutkow prawie nie mozna, a tylko
w bardzo rzadkich przypadkach oceniaé je wypada; dlatego uwaza
sie zwykle ciezary czastek cial lezacych na ziemi jako sity stale
z wielkosci i z kierunku.

334, ROWNOWAGA CIAL CIEZKICH MAJACYCH zWIAZKI. Uwazajmy
uklad materyalny, majacy zwiazki takie jakiesmy okreslili w nu-
merze 327, i poddany dzialanin samej ciezkosci. Aby podobny
uklad materyalny byt w rownowadze, trzeba i do$é jest zeby summa
prac przysposobionych, wykonanych przez ciezary czastek ukladu,
byla zero dla wszelkiego przemieszczenia przysposobionego zgodnego
ze zwiazkami. Co daje

=pdz — Pdz; = 0;

wiec powinno by¢
851 =101,

Ztad ogblne twierdzenie : Aby uktad materyalny cieiki, ze zwigz-
kami, byt w réwnowadze, tracba © dosé jest zeby, dla wszelkiego ru-
chu zgodnego ze zwigzhami, $rodek ciezkosci zostawat na ptasczyznie
pronowey.

Wiynika z istniejacych zwigzkow uktadu materyalnego cieikiego,
7e $rodek cigzkosci moze sie tylko poruszaé na pewnej linii albo
na powierzchni ; wiec ten uklad bedzie w réwnowadze, gdy srodek
ciezkosci wezmie polozenie najnizsze albo mnajwyzsze mozebne,
to jest gdy zajmie punkt w ktorym styczna do przebieganej linii,
albo plasezyzna styczna do przebieganej powierzchni, jest pozioma,
a temsamem gdy ta powierzchnia jest plasczyzna pozioma. W pierw-
szym przypadku (polozenie najnizsze), mowi si¢ ze rdwnowaga jeSL
stata, bo uklad nieco oddalony od polozenia réwnowagi wraca do
niego, oscyllujac jako wahadlo; w drugim przypadku (polozenie
najwyzsze) réwnowaga jest niestala, bo uklad jakkolwiek malo od-
dalony od potozenia réwnowagi nie wraca juz do niego, oddalajac
si¢ coraz wigcej. Nakoniec, gdy srodek ciezkosci porusza sie na
plasczyznie poziomej, uklad jest w réwnowadze we wszystkich po-
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Yozeniach, i dla tej przyczyny mowi sie ze réwnowaga jest obojetna.
Rownowaga jest jeszeze obojetna gdy srodek ciezkosei zostaje zawsze
w tym samym punkcie przestrzeni, jakiekolwiek dano przemieszcze~
nia réznym czgsciom uktadu.

335. MOSTY ZWODZONE JAKO PRZYKEAD ROWNOWAGI 0B0JETNES. Po-
most AB mostu zwodzonego jest ruchomy okolo osi pionowej A;

dwa tacuchy BC, taczace dwa boki mostu z kraricami dwéch belek
rownoleglych, tworza ramy ruchome okolo osi poziomej E; cie-
zav Q, ubrzymany przez te belki stuzy do réwnowazenia pomostu.
Wiieto diugos¢ EC = AB, i dano faricuchom dlugos¢ BC = AE.
Tak utworzona figura ABCE jest rownoleglobokiem, we wszys-
tkich polozeniach ktore mozna daé uktadowi, obracajac zwiazane
belki okoto osi E i pomost okolo osi A, afaricuchy nie przestaja
byé¢ wytezone. W tym ruchu, kat pod ktérym pomost obraca sie
okolo osi A jest rowny katowi pod ktdrym belki obracajy sie,
w tym samym czasie, okoto osi E. Niech bedzie G $rodek cigz-
kosci pomostu, G’ srodek ciezkosci wiazania dwéch belek i cig-
‘zaru Q ktdry na niem jest polozony. Wyznaczono ten ciezar Q i jego
polozenie na wiazaniu tak zeby linia EG” byta réwnolegta do GA.
Eatwo si¢ pojmuje ze mozna wszystko urzadzi¢ w sposob zeby $ro-
dek cigzkosci calego ukladu znajdowat sie zawsze w punkcie O le-
zacym na prostej AE.

‘Wynika ztad ze most zwodzony, zbudowany jakosmy powiedzieli,
zostaje w rédwnowadze ohojetnej we wszystkich potozeniach ktdre
~mu dad mozna, obracajac zwiazane belki okolo osi E.

Zamiast przyczepiaé laricuchy, ktore utrzgmuja pomost, do-belek
zaopatrzonych przyzwoitym ciezarem, zwykle przeprowadza sie te
taricuchy przez krazki umieszezone ponad pomostem, przywieszajac



ZASADY PBEDKOSCI PRZYSPOSOBIONYCH, 523
do ich skrajnosci ciezarki trzymajace w rownowadze cigzar pomostu.
Mozna jeszcze zmusié te ciézarki do'slizgania sie po liniach krzy-

wych stalych, aby tezno$é kazdego taicucha zmieniala sie w miare
jak pomost jest mniej albo wiecej wzniesiony. Jesli wyznaczono te
krzywe stale tak, zeby srodek ciezkosci calego skladu pomostu,
Taricuchéw i cigzarkéw zostawal zawsze na jednej plasczyznie po-
ziomej, most zwodzony bedzie w rownowadze obojetnej we wszyst-
kich polozeniach mozebnych.

Most zwodzony jednego i drugiego rodzaju nie wchodzi zupelnie
do przypadku uktadéw materyalnych majacych zwiazki ktéresmy
uwazali. O$ pomostu i o8 zwiazanych belek doznaja tarcia, a
cigzarki slizgaja sie takze z pewnem tarciem wzdtuz linij stalych
na ktérych zostawaé musza. Ale mozna, w budowie mostéw zwo-
dzonych, nie zwazaé na te wszystkie tarcia, i rozumowaé jak gdyby
ich nie byto. Albowiem, jesli urzadzono most zwodzony sposobem
Zzeby zostawal w rownowadze obojetnej we wszystkich potozeniach
ktére bra¢ powiniecn, w przypadku w ktérymby nie bylo tarcia
w zadnej jego czgsci, to oczywiscie zostanie tem bardziej w réwno-
wadze w kazdem z tych polozen, gdy sie do nich rézne tarcia przy-
tacza. '

336. Zakorczymy rozdzial kilkoma stowami o réownowadze cial
cigzkich stojacych na plasczyznie poziomej, i poddanych sitom ktore
je wywrocié moga. ‘

Trzy sa warunki réwnowagi tych cial

Pierwszy : zeby cialo nie moglo sie slizgaé. Zwykle temu warun-
kowi staje si¢ zadosé. Mur nie ma w ogéle daznosei do $lizgania
si¢ na gruncie na ktorym go postawiono; chyba ze grunt jest liski,
jakoby mydlany; co sig rzadko zdarza.
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Drugi warunek : zeby cialo nie moglo byé wywrocone okolo je-
dnej ze swoich krawedzi. Dla dopelnienia tego warunku, trzeba
zeby pionowa GO s$rodka ciezkosci padata wewnatrz wielokala
wypuklego ABCDE, ktory zawiera wszystkie punkta zetknigé pod-
stawy ciata z plasczyzna pozioma. Albowiem gdyby ta pionowa

padalta zewnatrz, na przyktad w punkeie G’, ciezar ciata usitowatby
je wywrocié okolo krawedzi AB; oddziatywania punktow oparcia
nietylkoby si¢ nie sprzeciwialy temu wywrotowi, ale owszem dzia-
latyby w jego strone. Niech bedzie P ciezar ciala, / najkrotsza
‘odlegtosé pionowej srodka cigzkodci od najblizszego boku wielo-
kata ABCDE; wieloczyn P/ nazywano dawniej moméntem sta-
tecznoscr ciata. Oznaczmy przez Sk moment sity S wzgledem pewnej
krawedzi okoo ktorej ma dazno$é do wywrdcenia ciala ; poniewaz
moment P/ cigzaru tego ciata usituje utrzymad je na miejscu, wiec
scista réwnowaga wymaga zeby bylo

Sh = PI.
Wieloczyn P/ wyraza moment maximum jaki sita S mieéby

mogla nie wywracajac ciata.

Nakoniec {irzeci warunek rOwnowagi ciata stojacego na plasczy-
znie poziomej : nie trzeba zeby na przyklad mur zgniot! sie pod
ciezarem ktory wytrzymuje. Niech P oznacza cate parcie, Q po-

wierzchnie parta; stosunek 3 bedzie parciem Sredniem na jed-

nosé¢ powierzchni. Trzeba wiec zeby stosunek o Dhie przechodzit

wytrzymatosei muru przeciw zgnieceniu. To wszystko nie wystarcza



ZASADY PREDKOSGI RRZYSPOSOBIONYCH. 525

jeszcze; trzeba nadto wiedzie¢ jak si¢ cale parcie rozdziela na
wszystkie czesci muru, aby byé pewnym ie w kazdym punkcie
parcie na jednosé powierzchni nie jest dos¢ mocne zeby sprawié
moglo zgniecenie. Ale tu niema nic pewnego; sa tylko przypuszcze-
nia, wigcej niz zaprzeczalne, ktorych zadnem doswiadczeniem spraw-
dzié nie zdotano. Nie bedziemy ich rozbierali, bo ta rzecz, dotyczaca
wytrzymatosci materyalow, do Mechaniki zastosowanej nalezy.

KONIEG TOMU PIERWSZEGO.



NOTY I DODATKI

NOTA PIERWSZA

DRUGIE DOWODZENIE ROWNOLEGLOBOKU Sik.

TWIERDZENIE. Wynikowa dwdch sit przytozonych do jednego punktu ma-
teryalnego, w dwdch kierunkach jakichkolwiek, jest przedstawiona co do
kierunku ¢ do wielkosci przez przekging rdwnolegioboku, wystawionego na
dwdch prostych ktore przedstawiajg te sily co do kierunku ¢ do wielkosci.

Niech beda dwie sity spétmierne P i Q; dla utkwienia mysli, przypusémy

= 5f, Q== 38f. Jesli na kierunkach sit P i Q weZmiemy dwie proste AB
i AG proporcyonalne do liczb 5 i 3, i wystawimy ra nich réwnoleglobok ABDC,
przekatna AD, wyznaczy kierunek wynikowej tych sil. Na dowodzenie tego,
podzielmy bok AB na 5 czesei rownych a bok AG na 3 czesci réwne; te
czesci réwne beda wWyrazaly wielkos¢ i kierunek sit f na kt6reSmy roziozyli
sily P i Q. Naveszcie, przez punkta podzialéw poprowadimy, do hokéw
AB i AG, réwnolegle ktdre podziela réwnolegtobok na ukosniki réwne. To
uczyniwszy, uwazajmy ze, w ukosniku AEGF wynikowa dwdch sit f, wyra-
zonych przez AE i AF, ma kierunek dwdjsiecznej AG katow A i EGF; ta
wynikowa przeniesiona do punktu G, rozklada sig na swoje skladowe w kie-
runkach GO i GI. Co pokazuje ze w ukosniku AEGF mozna przenies¢ sity
AE i AF do wierzcholka G na boki FG i EG. Nastepnie w ukosniku FGIH,
mozna -przeniesé sity FG i FH do wierz¢hotka I na boki HI 7 GI; i tak
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dalej. Ztad wynika ze mozna uwaza¢ sily AE i AC jako przylozone do punktu L
i wyrazone przez boki CL i EL. Zatem, mozna podobnie uwazac sily EM
i EL ]ako przylozone do punktu N i wyrazone plzez boki LN i MN; itak
dalej az sie dojdzie do boku BD.

Tym sposobem sila AG zostaje przeniesiona na kierunek BD, a sity skla-
dajace sife AB na kierunek CD. Wiec, nie naruszajac skutku sit AB i AG,
mozna je uwazaé¢ jako przylozone do punktu D w kierunku CD i BD; co
dowodzi ze punkt D nalezy do wynikowej tych sit. Ztad wnosimy ze wynikowa
sit spotmiernych P i Q, przechodzaca przez punkta A i D, ma Kierunek
przekatnej réwnolegloboku wystawionego na liniach prostych AB i AG ktdre
przedstawiaja te sily, co do wielkosci i do kierunku.

NOTA DRUGA.

TEORYA MOMENTOW SI%.

Dali$my juz w tekscie wszystkie twierdzenia dotyczace momentow sif, uwa-
zajac je jako wlasnosci dwojandw; wylozymy w obecnej nocie teorye tych
momentdéw niezaleznie od dwojanéw, aby mogla stuzyé tym kidrzy sie bez
dwojanéw obywaja.

1. MOMENT SIEY WZGLEDEM PUNKTU. Nazywa si¢ momentem sity wzgledem
punktu wieloczyn tej sily przez odleglos¢ jej kierunku od tego punktu. [ tak,
ésli z punktu O spuscimy prostopadte OE na kierunek AB sily P, wielo-
czyn P.OE albo Pp bedzie momentem sily wzgledem punktu O. Pankt O
nazywa sig srodkiem momentdw.

TWIERDZENIE. Gdy sity leig na jednej plasczyznie, moment wynikowes
tych sit wzgledem jakiegokolwiek punktu ich plasczyzny jest réwny summie
algebrycznej momentéw sit skiadowych.

 1° Niech beda najpierwej dwie sity P, P/ przylozone do jednego punktu A,
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Jesli na dwdch prostych AB, AG kiére przedstawiaja wielkos¢ i kierunek tych
dwdch sit, wystawimy rownoleglobok, przekatna AD bedzie przedstawiala
wielkos¢ i kierunek ‘ich wynikowej R, Wezmy teraz zewnatrz kata BAG, na
jego plasczyznie, jakikolwiek punkt O, i spusémy na kierunki trzeh sit P, P’, R
prostopadle OE, OF, OG. Trzeba dowiesdz ze

a R.0G = P.OE + P'.OF.

Te trzy wieloczyny sa podwdjna miara odpowiednyéh tréjkatow 0AD, 0AB,
OAG, majacych spiny wierzchotek O i podstawy AD, AB, AG; dos¢ wiec
okaza¢ ze trdjkat OAD jest réwny summie trdjkatéw OAB i OAC. Owoz,
trzy wymienione tréjkaty moga by¢ uwazane jako majace spolna podstawe OA,
i wysokosci DD/, BB/, CC/; zatem. twierdzenie bedzie dowiedzione jesli oka-
zemy ze wysokos¢ DD/ jest rowna summie wysokosci BB/ i GC/.

W tym celu, z wievzchotkéw B i G spuémy na DD’ prostopadie BH i CK.
Widzimy zaraz ze wysokos¢ BB'—=HD’; a wysoko$¢ CC/, réwna rzutowi
KD’ boku AC na DD/, jest rdwna rzutowi DH boku BD, ho dwa boki AG
i BD sa réwne i rownolegle. Wiec

DD/ = DH —+ HD' = BB/ CC'.
Co bylo do okazania.

Wezmy teraz punkti O wewnaurz kata BAG, i powtérzmy poprzedzajace

wykreslenia. Tréjkaly OAD, OAB, OAC maja spdlna podstawe OA i wyso-
kosci DD/, BB/, CC'.

‘Owoz, wysokos¢ CC, rowna rzutowi KD’ hoku GCA na DD/, jest réwna
rzutowi DH boku DB, bo dwa boki GA i DB sa réwne i rownolegle. Wiec

DD/ = DH — D'H = CC' — BB

-Co pokazuje ze tréjkat OAD jest réznicp tréjkatow OAC i OAB; zatem

mamy, miedzy- momentami dwéch sitP, P’ i momentem wynikowej R wzgledem
MECHANIKA, 34
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punktu wewnetrznego O nastepujace réwnanie

(2) R.0G = P!.OF — P.OL.

Réwnanie (2) wywiedzie si¢ z réwnania (1) jesli przyjmiemy ‘pewna ugode
znakéw dla momentéw sit. Jakoz, przypuszczajac ze punkta przytoZenia sil
p, P/, R sa przeniesione do punktéw E, F, G, stale polaczonych z punktami
A i O, widzimy Ze na pierwszej figurze wszystkie trzy sity P, P’, R maja
dazno$é do obracania tej figury okolo punktu O w jedna strong; przeciwnie
na drugiej figurze, sily P’ i R maja daznos¢ do obracania jej w jedna strone
asita P w strone przeciwng : wiec, jesli damy znak - momentom kiérych
sily obracalyby figure w jedna strone, a znak — momentom ktérych sily obra-
catyby te figure w strong przeciwna, réwnanie (2) wejdzie do réwnania (4).

Ogdlne réwnanie (1) wyraza twicrdzenie kidre podal VARIGNON :

Gdy dwie sity sq przyfozone do jednego punkiu, moment wynikowej wzgle-
dem punktu leZgcego na ich plasozyznie, jest réwny summie momentéw tych
dwdch sit. : iy

Za pomoca leoryi rzutéw mozna latwo i ogélnie dowiesdz twierdzenia VaA-
RIGNON’A. \

Dosgé tylko uwazaé ze wysokosci BB, CC/, DD’ sa rzatami bokéw AB, AC
albo BD, AD na osi AX prostopadiej do AO; a wiadomo (*) ze rzuty dwéch
drég AD iAB - BD na osi jakiejkolwiek sa réwne. Owo6z, jesli prosta AO lezy
zewnatrz kata BAC, boki AB i AC tworza oba z pdl-usia AX katy ostre,
wiec ich rzuty sa dodatne ; co daje DD/= BB’ 4 GCG'. Jedli przeciwnie prosta
AO wechodzi w kat BAG, jeden z bokéw AB, AG tworzy z pot-osia AX kat
ostry, drugi zas tworzy kat rozwarty, wiec ich rzuty sa znakéw przeciwnych ;
co daje DD’ ==& (BB’ — GC'). Tym sposobem réwnania (1)1 (2) sa dowie-
dzione odrazu. :

90 Niech bheda dwie sily rownelegle P, P’ 'i ich wynikowa R przyloZone

]

Fig-.1

do punktéw A, By C. Twierdzenie VARIGNON'A slosuje si¢ do tych sik Jakoz,

(*) Zobacz w naszej TRYGONOMETRYT Teorye rzutéw prostolinijnych.
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przez punkt O, wzigty na plasczyznie trzech sit réwanoleglych, poprowadzmy
proste OK prostopadta do ich kierunkéw, Mamy najpierwej

aw {rapezie AEFB réwnolegla- GG do podstaw daje

EG __ FG,
ARG Be" .
"z tych dwoch proporeyj wynika
P.EG=P'.FG.

Odnoszac tg r6wnos¢ do pierwszej figury, otrzymujemy

P(0G — OE) = P/(OF — 0G),

zkad s,
(P 4+~P').0G = P.OE -+ P’.OF
“albo
(3) R.0G = P.OE -} P'.OF.

Odnoszac powyzsza réwnosé do figury (2), znajdziemy
P(O — OE) = P(OF + 0G),
‘zkad » 2
(P — P')0G = P.OE -+ P.OF;
wiec
7 R.OG = P.OE 4 P’.OF.

Gdyby wzigto punkt - O" miedzy kierunkami sit P, P’ wprost réwnolegtych
na pierwszej figurze, a poza kierunkami sil przeciwnie réwnoleglych na drugiej

figurze, otrzymanoby réwnanie momentéw

) . R.0'G=P.0F = P.O'E.



532 NOTY 1 DODATKI.

To réwnanie wejdzie do (1), jesli momentom sit beda dane znaki stosowne
do juz przyjelej ugody. ]

3° Uwazajmy szczegblny przypadek w kiorym punkt O jest wzigty na kie-
runku wynikowej; wtedy OG = 0, i rédwnanie momenléw staje si¢

P. P. .

P.OE —P.OF =0 albo - OF — OoR’

co widoczne a priori.

Niech beda teraz jakiekolwiek sity P, P/, pY,... w liczbie m, lezace na
jednej plasczyznie. Przypuszczajac ze te sily maja wynikowe R, nazwijmy
B, R R”... wynikowe kidre si¢ otrzymuje skladajac po kolei sily P i P,
R i P, R’ i P",.., i oznaczmy przez p, p', p",... 7, 7%y 7",... odpo-
wiedajgce odleglosci tych sit od punktu O wzigtego na ich plasczyznie;
bedzie

Ry = Pp + P/,
RI'7" = R'y! 4 PVp!l,

Ry = RG—1) p(n—1) - pln- 1 plr=ty
zkad, dodajac, wyuiika ogolne rownanie

Rr=Pp -+ P'p' 4 P'P! 4 ... = =Pp,

ktore dowodzi wystowionego twierdzenia momentéw sit wzgledem punktu.

Uwaea. Jedli $rodek O momenléw znajduje sig na wynikowej, bedzie
r=0; zalem

EPP = 0.
To znaczy ze wtedy summa momentéw, ktérych sity maja dazno$é do obracania
figury w jedna strone, jest réwna summie momentdw sit kidreby ja mogly
obraca¢ w strone przeciwng. Nawzajem, jesli summa algebryczna momentow



NOTY [ DODATKIL 533
sit wzgledem pewnego punktu ich plasczyzny jest zero, bedzie Rr = 0; wtedy,
przypuszczajac ze R nie jest.zero musi by¢ =0, to jest punkt O musi
leze¢ na kierunku wynikowej R.

II. MOMENTA SIE WZGLEDEM PLASCZYZNY. Gdy sily dzialajace na ukiad mate-
ryalny sa réwnolegle w przestrzeni, wtedy, do wyrazenia réwnowagi albo do
wyznaczenia kierunku wynikowej, wchodza innego rodzaju momenta ktére
teraz wylozymy.

Nazywa sie momentem sity wzgledem plasczyzny, réwnoleglej do jej kie-
runku, wieloczyn tej sily przez jej odleglo$¢ od plasczyzny. Ta odleglo$é moze
I)yc brana niekoniecznie na prostopadlej do piaszczyzny, ale tylko na rownoleglej
do’danej prostej.

TWIERDZENIE. Moment wynikowej, ilukolwiek sit rownolegtych, wzgledem
piasczyzny jest réwny summie algebrycznej.momentow tych sit. '

Njech beda najpierwej dwie sily réwnolegle P, P’ i ich wynikowa R,

przylozone do punktéw A, B, G; i plasczyzna M rownolegla do ich kierun-
kow. Przez} punkta A, B, C poprowadZmy do lej plasczyzny prostopadie
AA’, BB, €C, i przypusémy ze prostasAB spolyka plasczyzne M w punk-
cie, 0. Jesli wezmiemy momenta sil wzgledem punkia O, bedzie

Ry = Pp + P'p.

Owoz, odlegtosci .7, p, p’ punktu O od kierunkéw sil rownoleglych CR,
AP, BP sa proporcyonalne do OC, OA, OB, te za$ sa proporcyonalne do
GC/, AA’, BB'; wiec podstawiajac w réwnaniu ostatnie odleglosci za pierwsze,
otrzymujeiny

®) R.CC/ = P.AA’. 4 P.BB'.

" Gdy prosta AB jest rownolegta do plasczyzny M, twierdzenic jest przez sie
oczywiste,
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UwaGA. Dowodzenie nie wymaga zeby proste AA’, BB, GG byly prosto-
padie do pasczyzny M : dosé tylko zeby one byly réwnolegle do {jednego kie-
runku. Wiec twierdzenie zgadza sie z wylozonem w lekscie ; byle tylko dano
znak -} sitom ktére dzialaja w jedna strong a znak — tym] kidre dziataja
w strone przeciwna, i uwazano za dodatne albo odjemne rzedne AA’, BB, CC/,
wedtug jak punkia A, B, G sa z jednej albo z drugiej strony plasczyzny M.

Gdy liczba sit réwnoleglych jest wigksza od dwéeh, zogdinia si¢ réwnanie (5)
juz wiadomym sposobem.

1II. MOMENTA SIL WZGLEDEM 0s1. Nazywa si¢ momentem sity wazgledem osi
wieloczyn rzutu tej sily na plasczyznie prostopadlej do osi przez najkrdisza
odleglo$¢ sily i osi. Teorya tych momentdw jest dostatecznie wylozona w Lekscie
nt 56 i 58. Nadto, dowiedliémif Wprost, Zza pomoca pracy przysposobionej, ze
moment wynikowej wzgledem osi jest réwny summie algebrycznej momentow
sit skiadowych.

Nakoniec, trzeba uwazaé ze momenta sity wzgledem punktui wzgledem plas-
czyzny sa szczegllnym przypadkiem jej momentu wzgledem osi. I w samej
rzeczy, moment sily wzgledem punktu jest jej momentem wzglgdem osi prze-
chodzacej przez ten punkt i prostopadiej do plasczyzny sily i punktu; a za$
moment sity wzgledem plasczyzny jest jej momentem wzgledem osi lezgce]
na tej ptasczyznie i prostopadiej do kieranku sily. Wiec wlasciwie jest tylko
jeden rodzaj momentdw sit, moment wzgledem osi.

SELADANIE SIL JAKICHKOLWIEK PRZYLOZONYCH DO CIAEA
BRYLOWEGO NIEZMIENNEGO.

TWIERDZENIE, Wszelki ukiad sit przyloZomych do ciata brylowego nie-
zmiennego moze ste zawsze praywiesds do dwdch sid najwiece], z kidrych,
Jjedna przechodzt przez punkt dany.

Niech bedzie cialo hrylowe niezmnienne, do kidrego punktéw m, m!, m",...
sa przylozone sily P, P/, P’.., Wezmy dowolnie tray punkta A, B, C lego ciata,
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albo punkta-z niem stale potaczone. Jesli punkt przylozenia m sity P lezy ze-
whnatrz plasczyzny ABC, mozemy rozlozy¢ sile P na trzy inne wedle kierunkéw
mA, mB, mGC, i przenies¢ punkia przylozenia trzech skladowych do A, B, C;
a jedli punkt przylozenia jakiej sily jest na plasczyznie ABG, to mozemy rozio-
zy¢ te sile na sktadowe réwnolegle przylozone w A, B, C. Rozkladajac podobnie
awszystkie sily przylozone, przeksztalcimy caly uklad na trzy grupy sit majacych
punkta przylozenia w A, B, C. Owoz, kazda z tych grup moze by¢ zastapiona
‘przez jedna site; wige tym sposobem ukiad sit przylozonych do ciala brylowego
'przywodzi si¢ do trzech sit R, S, T' przylozonych do'punktéw A, B, C.

Przypusémy teraz ze punkt A jest dany; przez proste AB i przez kierunek
sity S poprowadimy plasczyzng ABS; tak samo, przez prosl¢ AC i kierunek
sily T poprowadimy druga plasczyzne ACT, ktdra przetnie pierwsza wedle
prostej AD. WeZmy na AD jakikolwick pankt O, i polaczmy go niezmiennie
-z uwazanem cialem ; poczem, roziézmy sile S na dwie inne wedle kierunkéw
BA, BO, i przeniesmy punkta przylozen tych dwéch sit do A i O; roziézmy
podobnie site T na dwie inne wedle kierunkow CA, CO, i przenieSmy
punkta przylozern do A i O. Tak postepujac, widzimy ze wszystkie sily przy-
lozone do punkiu A skiadaja si¢ w jedna sile U, a dwie sily przylozone do O
w jedna sile V. Wiec wszystkie sity P, P/, P"... przylozone do ciala brylowego
niezmiennego, przywodza sie do dwéch sit U i V, z ktdrych. pierwsza prze-
chodzi p.zez dany punkt A ; druga przechodzi przez punkt dowolny O, wziety
na przecigciu sie plasczyzn ABS, ACT, albo tylko spélny tym plasczyznom
jesli one schodza si¢ w jedna. ‘

Ta dawna metoda, sprowadzania wszystkich sil dzialajacych na cialo brylowe
niezmienne do dwdck sit rdwnowartych UiV, jest jeszcze dotad czesto uzywa-
na przez wiele autoréw. Ale niezawodnie nowa metoda, przywodzaca wszystkie
sity ukladu do jednej sily i do dwojanu, ma niczaprzeczalna wyzszo$¢ w tem
7e jasno i wydatnie pokazuje wynikowe przeniesienia, kiora, jakosmy widzieli,
gra tak wieliia role w Dynamice. ;

. Niema zapewne potrzeby dodawaé ze dwie sily U i V moga by¢ w réwno-
wadze, mie¢ wynikowe, albo nakoniec nie by¢ na jednej plasczyznie. '



536 NOTY I DODATKI.

NOTA TRZECIA.

W wyznaczaniu Srodka cigzkosci cykloidy (n*° 98), rachunek rzednej vy
przedstawia trudnos¢ catkowania wprost, kiéra najznakomitszych nawel male-
matykéw zalrzymala, StTukM, na jednej z prelekcyj Mechaniki rozumowej,
ktéra wykladal w Sorhonie w Paryzu 1840 r., przezwyciezy! te trudnos¢, har-
dzo dowcipnem i picknem zastosowaniem calkowania przez czedei. Oto jakim

sposobem :
1= Limed >
Syi =5 | Ylw =35 xy — | xydy.
2 0 2 0

Owoz,

20 — @
dy = d l/ ;
y = do =

podstawiajac te wartos¢ bedzie

.fmydy = y\/;c \/Qa-fcd<x:

3 d
:—-—y\/oc n-—-w)"—l— f\/ao a——ac)Qdy—F—fy(Qa—-m \/f

——-——y\/w ‘)a,—ac [(‘2(z—w2dw+ f(QG—"UUCZTI
9 = S | 1
= A= — e — S e = dy s
3y\/m(2a of —5 (20— @) + 5 a2, 3fmy Y
zkad

fwydy:—j:)y(Qa; m)\/Qaw—w? —% (Qa—’—ac)‘n’—[—%ay2 + C.

Sy =%my2+21/(2a—00 \/ﬁaw—fv?+ --(‘>a-ac) ——an~ —é—lzﬁ.
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NOTA CZWARTA,

NOWA METODA DO WYZNACZENIA CALEK WIELOWNYCH,
PRZEZ LEJEUNE-DIRICHLET.

Comptes rendus hebdomadaires des séances de I'Académie des sciences de
Paris, tome VIII, page 156, — 1839.

Przedrukowane w pi$mie : Journal de mathématiques pures et appliquées
par M. J. LiouviLLE. Tome IV, 1839 r.

« Wiadomo Zze obliczanie i redukeya catek wielownych przedstawia ogdlnie
bardzo wielkie frudnosci, gdy nieréwnosci warunkow, ktére okreslaja roz-
ciagtoscé catkowari, zawieraja zarazem wiele zmiennych. Zajmujac sie niektéremi
kwestyami Fizyki matematycznej ktére zaleza, oslatecznie, od obliczania pe-
wnej klassy calek wielownych rzedu okreslonego, przyszedtem do metody kidra
zdaje sie zmniejszaé, w wielu przypadkach, trudnosci o jakich: dopiero co
moéwilem. Ta metoda polega poprostu na mnozeniu wyrazenia do catkowania,
przez czynnik ktdrego wartos¢ jest rowna jednosei w zakresie jaki catkowania
maja obejmowa¢, i kiéry znika poza lym zakresem. A poniewaz wyrazenie
rozniczkowe, tak zmodyfikowane, moze si¢ calkowaé¢ w granicach statecznych
i bardzo prostych jako 0 i ., albo — o i o, kweslya bedzie najczesciej
daleko latwiejsza do traklowania. Ten sposob postepowania zastosuje do nie-
ktérych szczegdlnych zagadnien. Na pierwszy przyklad wybiore tak stawna
kwestye przyciagan ellipsoid jednorodnych. Metoda zastosowana do tego za-
gadnienia ma to znakomilego Ze rozwigzanie dla obydwdch przypadkéw punktu
zewnelrznego i punktu wewnetrznego, ktdére zawsze sprowadzano pierwszy do,
drugiego, albo (raklowano sposobami zupelnie réznemi, wynika z analizy
jednostajnej ktéra si¢ rozciaga ogélnie do wszelkiej ustawy przyciggania
proporcyonalnego do potegi jakiejkolwiek, calkowitej albo ulamkowej, odle-
glogci. Ta sama analiza przyprowadza zagadnienie do kwadratur, gdy gestosc,
zamiast by¢ stateczna, jest funkeya stosunkowa. i catkowita trzech spéirzednych
prostokatnych; ale, dla wigkszej prostoly, przypuszcze gestosé stateczna ird-
wna jednosci.

» Niech beda «, y, z spétrzedne punktu jakiegokolwiek massy przyciagajacej,
a, b, ¢ spélrzedne punktu przyciaganego. Poldzmy

2= (o= a4 (g — bR (= = 6
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; e AL : . :
i niech bedzie o ustawa przyciagania ; stateczng p przypuszcza sig zawarta

miedzy 2 i3, przypadek do kidrego latwo sprowadzié wszysikie inne. To

majac, kwestya przywodzi sie do wyznaczenia polr(’ijnej calki nastepujacej, kto-
vej spdlezynnik rézniczkowy, wziely wzgledem «, daje sktadowe puycnggann
réwnolegla do osi @dw, ktora oznacze przez A.

o, el @@

Owoz, poniewaz calka

oo}
e f Y32 dosgo dy
y @

T

jest réwna je&ndéci'albo zeru, wedlug jak stateczna dodatna g jest mniejsza
albo wieksza od jednosei, ztad wnosimy ze calka (1) jest czeseia rzeczywista
nastepujacej

@ wsteo >2+; <§> }P\/_ dodydz
—4)/ f e f s

:calkowania wzgledem ax, 9, 5 moga sie leraz rozciagad od — coaz do oo

‘Dla otrzymania potrdjnej calki, wzglednej do tych niezmiennych, wyrazi sig ula-

‘mek Ppi_l = % przez catke okreslong, za pomoca wiadomej formuly
() ®

EuLeEra kidrej dowiddl Porssow, i kidra. praypuszcza stateczne g i r do-

datne i nadto r < 1,

[e] rv

L 2l =]
o e I O
q'r‘

Tym sposobem, zast@puj@c ¢2 przez jego wartos¢, bedzie

(P*') \/— ! J—l (n’+b2 ]_ﬂ)‘b
wslw U

ﬁ]l@

(p—l

*) Potegownik (155 1 157).
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U znaczy, dla skrdcenia, wieloczyn trzech calek pojedynczych, z kidrych catka
wzgledna do @, na mocy wiadomej formuty pochodzacej z réwnania (2), jest

a2l?

v ™ V=1
NS ol = i St ae
{(4""@)” 2w |y i q;+m$2 ot 1"'”\\//2 et

Podstawiajac te wartosé, i wartosci dwéch innych calek podobnego ksztattu,
zastepujac polem zmienne ¢ przezinna s taka zeby L};:t‘g, rozniczkujac

wzgledem @, nastepnie uwazajac ze
1 Y=
< +\/ LT 164 !
\/2

; ; SRR a? b2 2
i czyniac dla skrécenia ¢ = _|_

3 ‘ a2 s €~+s

znajdziemy

= etg V=T _,, %

‘iif V= 2 59 V=1 wsty

o I‘(p_.l]_ P — 1 I/ = e 2—J~:dfp
5 (145 4+€7)(4+ e T

Poniewa? to wyrazenie powinno sig zredukowaé do swojej czesci rzeczy-
wislej, wszystko schodzi do tego zeby mieé

@
s NG — WSt
P95 V=1 ecw—i_:’ dy.
P
0 o 2

Owoz, ta calka, zastgpujac w niej wste przez wykladnikowe urojone,
bedzie bezposrednio dana przez réwnanie (2), pami(;lajgc ze druga strona tego
= s
réwnania powinna by¢ zaslapiona przez T(T)%r—
il

odjemng. Znajduje sie tym sposobem Ze czesé rzeczywista o ktéra chodzi jest

, gdy g ma wartosé
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zero, alho’
— I‘ T— 1) wst
—_— W ’
. wPRu el e skindorve
—a)2 oo DN b 2
21 —¢ 21( 2)(1 o

wedlugjak ¢ >1  albo o< 1.

;s NP PR 9 9
I. Jesli punkt przyciggany jest wewnetrzny, hedzie % + é)—z’*',%z <1,

zatem takie o < 1, poniewaz zmienna s jest dodama. Otrzymuje si¢ wiec
poprostu ‘

[SST) :)I_
lem

2am / a? 02 c? )

Ry f d“ (o s
V() (45)(3)

If. Jedli punkt jest zewnetrzny, wyznaczy si¢ pierwiastek dodatny jedyny i
réwnania ¢ = 1, i bedzie oczywiscie ¢ > 1 albo ¢ < 1, wedlug jak s << A
albo s > 2. Wiec wyrazenie dla A bedzie w tym przypadku

(2]

91

2axn . ds s g (1 a2 b2 ¢l )
—ap—1)' (P—l 2__ i/ 1+P))<1+%) o2t 45 S

Jedli w tem os[almem wyrazeniu naplszemy A8 zamlast s, 1 jesli uczy-
nimy

: a : b6’ ; oy
o2 L a=02, a’=a—?, 62 4 =€) bl=_g’ 2 r=x"?, C'——';l,a

-2

1o ono wezmie taki sam ksztalt jaki si¢ odnosi do punkiu wewnetrznego ; co
by¢ powinno na mocy  wierdzenia Pana Ivory, kidre, ‘jak lo juz PoIssON
uwazal, rozciaga si¢ do wszystkich ustaw przyciggania w funkeyi odleglosci.
Niema zapewne potrzeby dodawaé Ze analiza, kiérasmy dopiero co rozwineli,
stosuje sie do wszelkiej catki majacej ksztalt podobny do ksztattu calki (4),
jakakolwiek jest liczha zmiennych kidra moze zawierac. » ‘_

Wit

7’
3



NOTY I DODATKIL Sht.

NOTA PIATA.

SIEREG LAGRANGE/A JEST SZCZEGOLNYM PRZYPADKIEM NASTEPUJACEGO.

Niech bedzie funkcya F(z) w ktérej
(1) - z=o{w+ 2f(z)};

¢ i fsa funkcye dane, « zmienna jakakolwiek, « parametr mnicjszy od

jednosci. Chodzi o to zeby rozwinaé F(z) na szereg wedle poteg rosnacych
parametru a.

Do tego rozwoju moze stuzyé szereg MAKLAURINA, kidry daje

Wskazy zero znaczy ze trzeba najpierwej wziaé pochodne funkeyi F(z)
wzgledem o, i'w niej uczyni¢ ‘o = 0.

Trzeba wiec przede wszystkiem szukaé ustawy wedle ktérej tworza sie te
pochodne. Owoz, mamy '

d. ., . dF dz d. dF dz
TR mTOTE ®
: dar :
Z1ad, rugujac pochodne czasikowy —ak wywodzimy
dz
d .. de.
2) @-'1 (z) = T F(z) -
do

Ale réwnanie (1) rézniczkowane wzgledem « i wzgledem w, ktdre sa nie-
zalezne, daje "

dz
 da

i

o4 1) +of ) )

dz ,_‘dz :
%z@’.gi—}—af(g,)c—lg}q

S
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ztad wynika rownosé stosunkdéw

dz dz

do. 32 T B 0 '
dz T dz ds * dz
&) +aof(z) o Adafle) 2 fa) - — T
Wiec
dz  dz dz dz
| (8) . f(z)% R T 0, zkpd - =f(3) =

Podstawiajac te: warto$¢é w réwnaniu (2), otrzymujemy szukana pochodng
pierwsza c

diie

() = flo) 420).

Aby miec pochodne druga, rézniczkujmy ostatnia formute wzgledem «, bedzie

21 (z)

d.F(z) d. d.T(z)
dx

= figs) 2 TG e BT

albo, na mocy réwnan (3) i (4),

5{%@:]@) f’(z)j dgc +f( )dm (ﬂ )dF)

= 2fla)f(e) 22 ) L PO,
Wiec
G ddff)— ANk

Kontynujac rachunek takim samym sposobem, znajduje sie fatwo pochodne
trzecia

dLF(z)

e dad dwlgf( I dw ;

Ustawa sie uwydatnia ale tylko przez analogic, Trzcba wiee jej dowiesdz,



NOTY I DODATKI. 5!;3

Owoz, jesli ta ustawa jest prawdziwa dla pochodnej nt¢/ wzgledem « to bedzie
prawdziwa dla pochodnej 1zedu n + 1. Przypuéémy tedy ze ]est

% = e S5,

i wezmy pochodng nastepujaca; rézniczkujac wzgledem « znajdujem y

= e @ % EE . o e (1) SE )

danrt1 = ggn—1

albo
dr+LF(z)  dr—i. wpr(y @5 d.F , dz d.F d2.F
W“d‘ao?—?%"ﬂz)f()dw o i el Lza,zg

_deldg, dr‘>
== d"oé(f ) o }

mamy nakoniec réwnanie

dn+LR(z) _ do. { s dlf'},

don+1 dmn T

ktére sprawdza zalozona ustawe. A poniewaz ta ustawa jest wprost dowiedziona
dla pochodnej drugiej, wiec jest prawdziwa.

“To ustaliwszy, podstawmy w szeregu MAKLAURINA warto$ci wszysikich po-
chodnych czyniac w nich « = 0, otrzymamy szereg ogdlny

o .F a2 d. ;
(8) F(2) =TF(2)o+ I{ fle) S %{"F 0% {f(z)?(‘ii—;}o—}- ;o

at dn—1 d.F
o +12 n dacn—lgf() da:}o_'_'”

Jesli teraz wezmiemy z=w + «f(z), bedzie

Flelo = F(a)y - (d__ﬂz))u= ¥ @),
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i szereg zamieni sie w nastepujacy

7 a a2 d.
(9) F(a) = F(@) + 7 f@F(@)+ 75 7 {10 @)} +

an  dn—l,

S 1.2...0° da—1

{flamFla) b+ ...

Z oslalniego szeregu wywodzi sig, jako przypadek szczegdlny, szereg podany
przez LAGRANGE’A. Dosé tylko polozyé

F(z) =2z =2+ +f(z)

bedzie F/(x) =1, i szereg stanie sie

(10) w+afw)+” dwf(w)2+1‘,3 d.ﬁf

ar  dn—t, |
g ipc e e A

KONIEG NOT I DODATKOW.



Stronica Wiersz
48 6
51 14
58 h
72 44 od dotu
117 8 od dotu
178 11
181 6
213 13 od dolu
263 2 od dolu
255 7 od dotu
266 13
9272 2
295 13

WAZNIEJSZE OMYLKI DRUKU.

Zamiast Czyta)
sktadawnych skladanych
= = 0
6re ktére
bylo byla
Vy2ay — 2 Vaay —
daj-my dajemy
zcalkgjmy zcalkzjmy
pochodne «, B, v, pochodne wzgledem ., 8, v.
wiec wiec
zatrzymaja zatrzymuja
g &
karicu koncu

— 3Vaw —2yaw

304 Tak wystowi¢ ZAGADNIENIE IV : Punkt materyalny, prayciggany przes
srodek posiadajgcy moc przyciggajgcg proporcyonalng do odleglosci, prze-
biega ruchem jednostajnym linig prostg, ¢ kierunek jego predkosci poczgtko-
wej jest na jednej plasczyznie z tg prosta. Wyznaczyc rownanie ruchu.

307
324

326
326

329

360
363
389
415
425
430
u77
519

7 od dotu
1 od dotu
1/ od dotu

3
9

S(a

11 od dotu
10

h
1

MECH ANIKA.

M/'T" — MT = A,

M'T/ — MT = Av,

—_— p —p’
Vit p? Vitp?
_ 1
14 pg2 l/i P
Vidp -+ e
Zkad Ztad
dy &z
—Yge Yoz
AB; AB,
powierzchnie powierzchnie
bylo byt
b, ,db db ab , d db"
%-{—-a (_i?+a m)'ﬂ (a%—l—a E—l—(l" '—E')’ll
nazwana nazwana
skorczong skurczong
G G
9 — 106 9.106
pojedyncza pojedyncza
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TYMZE SAMYM NAKLADEM WYSZLY
W DZIEDZINIE MATEMATYKI :

. NorzeEwskl Rocm. Nouvelle théorie des proportions et progressions har-
montques avec ses applications a la géomélrie. Paris, 1852, in-8°, avee
planches (wyczerpane).

2. G, H. NIEWEGLOWSKI, professor analizy w Szkole wyzszéj Dolskicj Montpar-

nasse, egzaminator matematyki w: licenm Swigtego Tiudwika. Arytmetyka

z teoryq prayblizen liczebnych i t. d. (Kurs zupelny, zawierajacy dzialania

skrdcone, bledy samoistine i wzgledne ; noty dolyczace wlasnosci liczb, wicle

rozwiazanych zagadmen i¢wiczenta), in-8°, stron 352. laryz, 1866. Cenal tal.

10 srg.

. — Geometryi czesé I. Geometrya plaska, (wydanie dragie) w Paryzu, 1868r.,
stron /136, in-8°, figury w tekscie. Cena 1 talar 10 srg.

. — Geometryi czesé I¢ 11, kurs zupelny, dragie wydanie catkiem przero-
bione, zawierajace cala geomeltrye starozytnych i metody geometryi nowo-
czesné] (pierwsze wydanie z 1852 roku). Paryz, 1868, in-8°, stron viiri 778.
Cena 2 tal, 20 srg. :

. — Trygonomelrya prostolinijne 1 sferyczna = teoryg ilosci wrojonych
i z notami. Paryz, 1870 roku, in-8°, siron xv i/07. Cena 1 tal. 15 srg.

5. Zasady rachunku rézniczhkowego i catkoweyo = zastosvwaniami, wylozyl

W. FOLKIERSKI, inzynier cyw, b. uczen Szkoly Politechnicznéj w Karlsruhe,

licencyat n. m. P. I, Sorbony, Professor mechaniki w Szkole Wyzszéj Przy-

gotowaweczéj w Paryzu, tom [, zawierajacy rachunek rézniczkowy, oraz do-

datek Wladyslawa Trzaski o wyznacznikach. Paryz, 1870, in-8°, str. XLIII

i 1087 figur w tekscie 136, Cena 3 tal. 10 srg. i

. Pamictrile Towarzystwa Naul Scishych w Paryzu, tom 1 (Gléwne artykuly

przez pp. Frankego, Gosiewskiego, Sagajte, Trzaske, Zmurke). Paryz, 1871,
in-/°, stron 186, figur 5. Gena 2 tal.

Pamietnik Towarzystwa Nauk Sczs?ych w Paryzu, tom 1l (Allykuiy
pp- Gosiewskiego, Kucharzewskiego, Sagajly, Trzaski i Zaliniskiego). Paryz,
1872, in-4°, stron 240, figur 8. Cena 2 tal. (Obydwa tomy razem oprawne
31al. 22 srg. 6 fen.).

NA CZTERECHSETNA ROCZNICE URODZIN KOPERNIKA 19 LUTEGO
“4873 ROKU WYSZLY NASTEPUJACE DZIELA :

. Wyktad Ilydrauliki wraz z teorya machin wodny<ch, poprzedzony wia-
domo$ciami wslepnemi z hydrostatyki i hydrodynamiki, przez pp. FELIKsA
KucHARZEWSKIEGO I Wi. KLUGERA (Inzynierow dyplomowanych szkoly Drég
i Mostow w Paryzu). Paryz, 1873, str. Lvti 1019. Figur w tekscie 110, opra-
wa angielska. Gena 20 fr.



10. Zasady Rachunku réZniczkowego ¢ catkoweyo, przez WELADYSEAWA FoL-
KIERSKIEGO, stalego Sekretarza i Wice-prezesa Towarzystwa Nauk Scistych,
tom II. Rachunek Catlowy. Cre$é pierwsza : Catkowanie rézniczek it d.
Paryz, 1873, stron xvi i 740, figur 76, oprawa angielska. Cena 12 frankdw.

1. Wyktad mechaniki czgsteczkowéj (molekularnéj) przez WEADYSEAWA
GOSIEWSKIEGO, prof. Fizyki imatematycznéj. Tomu 1s°, Czesci rézniczkowé|
zeszyt pierwszy, Paryz, 1873, stron 176. Cena fr. /4.

12. Pamigtnik Towarzystwa Nauk Seishych w Paryzu, tom III, zawierajacy
prace pp. W. Folkierskiego , Klugera, Kucharzewskiego, Doliniskiego,
Gosiewskiego i Martynowskeigo. Paryz, 4853, str. vur i 358, figur 96.
Cena fr. 12.

13. Kurs Mechaniki Rozumowej przez G. H. NIEWEGELOWSKIEGO, dwa tomy.
Tom 1, Statyka. — Dynamika punktu. Paryz, 1873. In-§°, stron 54/,
z figurami, cena fr. 40.

14. Wykiad zupetny Algebry, przez ADOLFA SAGAJELE W czterech tomach.
Tom 1 : Poczgtki Algebry. Paryz, 1873, in-8°, stron 632 z figurami.
Cena 6 fr.

15. Bibliografia Pismiennictwa Polskiego z dziatu Matematylki i Fizyki
oraz ich zastosowar, przez Dr. TEOFILA ZEBRAWSKIEGO, Czion. Akad. Kra-
kowskiéj. Krakéw, 1873, in-8°, stron 617 z /4 tablicami. Cena 3 tal.

W ROKU 1873 i 74 DRUKOWAG SIE BEDA :

16. Wyltad mechaniki czgsteczlowéj WLADYSEAWA GOSIEWSKIEGO, professora
Fizyki matematycznéj, tomu I8° czesci rézniczkowéj zeszyt drugi.

17. ADOLF SAGAJLO, professor Matematyki :-Algebry tom II o Wyznacz-
nikach, in-8°.

18. — Geomelrya Analityczna, w trzech tomach, in-4°, Tom [.

19. Zasady Rachunku Réziniczkowego < Calkowego, tom IIl. Cathkowanie
réwnan réZniczkowych, przez WEADYSEAWA FOLKIERSKIEGO. Wice-rezesa
i stalego sekretarza Tow. Nauk Scislych, in-8°.

20. Kurs Mechaniki Rozumowdj G. H. NIEWEGLOWSKIEGO tom Il : Dynu-
mika uktaddw materyalnych, Hidrostatyka ¢ Hidrodynamika, in-8°.

24, Pamiginika Towarzysiwa Nauk Scistych 1 Paryzu, Tom 1V.

Zarzad Biblioteki Kornickiéj czuje potrzebe wyrazi¢ zal swéj, ze byt zmu-
szonym znacznie podnies¢ cene ostatnich naklad6w. Ma to miejsce szczegolniéj
w' dzielach matematycznych, drukowanych w Paryzu, gdzie papier nowym
oblozony podatkiem, podwyzszone taryfy drukarskie i nieslychane tradnogei
korekty wplynely tak nickorzysinie na koszta draku, iz nawet podniesione ceny
o wiele jeszcze pokryé ich nie moga.




Dotychezas nizej wymienione ksiggarnie zgtosily sig z obietnica
sprzedawania po stalych cenach wszystkich nakltadow Biblioteki
Kornickiej i odbieraja je wprost od Zarzadu zaraz po wykoriezeniu

kazdego tomu.

w WARSZAWIE, pp. GEBETONER i WOLFF.

w POZNANIU,
»
»

w SREMIE,
w TORUNIU,
w DREZNIE,

w BERLINIE ,

w PARYZU,

Michal GLUCGESBERG.
J. J. OrONSKI.
Maurycy ORGELBRAND.
SENNEWALD.

Jozef Czech.

D. E. Frieoteiy (Rynek, 11).

Fr. Trzecioski (ksiggarnia wydawnictwa dziel
tanich i pozyteczuych). ;

NOWOLECEL

KrzYZANOWSKI.

A. D. Bartoszewicz (ksiegarnia Polska, ulica
Kopernika 1. 12).

GUBRYNOWICZ i SCHMIDT.

MILIKOWSKI.

F. H. RICHTER.

Karol WiLp,

W. E. CzapiXsgr (ksiggarnia P. H. Richtera).
Mieczystaw LEITGEBER i SPOLEA.

J. K. ZUPAKSKI.

K. GASIOROWSKI.

F. T. Rarowicz.

J. 1. KRASZEWSKI.

E. Bock (ksiegarnia Behra, ulica pod Li-
pami, 27).

Ksiegarnia Luksemburska, 16, rue de Tournon.

Z zamoOwieniami zglaszaé sie nalezy do Zarzadu Biblioteki Kor-
nickiej, pod adressem : Dr. Z. Celichowski w Korniku (W. Ks. Po-

znanskie).

Paryi — Drukarnia E. MARTINET, rue Mignon, 2.
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