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Rozdziat 1

Wstep

W ponizszej rozprawie doktorskiej przedstawione jest zagadnienie testowania zbioru hipotez
z zadang relacja hierarchii. Przedstawione sa nowe procedury testowania, dla ktérych wykaza-
no kontrole wspoétczynnikéw FWER, PFER i FDR. Rozprawe konczy przykitad zastosowania
opracowanych procedur w analizie danych genetycznych oraz studium symulacyjne poréwnujace
opracowane procedury testowania. Wyniki te sg czescia rezultatéw uzyskanych podczas studiéw
doktoranckich w Instytucie Matematyki i Informatyki Politechniki Wroctawskiej. Kompletna
lista prac przeprowadzonych podczas studiéw doktoranckich znajduje sie w Dodatku B.

Badania nad zagadnieniem testowania zbioru hipotez z zadana relacja hierarchii rozpocza-
tem po wystuchaniu referatu dra Adama Zagdanskiego poswieconego predykcji funkcji gendéw
z uwzglednieniem struktury Gene Ontology [Harris i inni 2004]. Istniejace procedury testowa-
nia uwzgledniajace hierarchiczna relacje pomiedzy hipotezami (np. wyniki [Marcus i inni 1976],
[Finner, Strassburger 2002]) dotycza tylko kontroli wspétczynnika FWER. Co wiecej, nie mo-
ga by¢ wykorzystane w zagadnieniu predykcji funkcji genéw z uwagi na trudnosé w okresleniu
przestrzeni parametréow © tak, by byta zachowana zadana hierarchia.

Ze wzgledu na te trudno$ci, zaproponowalem inne sformulowanie zagadnienia testowania
zbioru hipotez z zadana relacja hierarchii oraz przedstawitlem procedury testowania pozwalaja-
ce na kontrole najpopularniejszych wspélczynnikéw btedéw. Wyniki te zostaly opisane w pra-
cy [Biecek 2007] oraz sa przedstawione w ponizszej rozprawie. Prezentowane ujecie zagadnie-
nia testowania zbiorczego z zadana relacja hierarchii moze by¢ zastosowane do szerszej klasy
probleméw niz ujecie prezentowane w pracy [Finner, Strassburger 2002]. W rozdziale 5 przed-
stawione sg przyktady dwéch zagadnien w ktoérych mozna wykorzystaé wyniki teoretyczne
przedstawione w tej pracy, a do ktérych nie mozna zastosowaé procedur opisanych w pracach
[Finner, Strassburger 2002] i [Marcus i inni 1976].

W calej pracy rozwazany jest proces testowania hipotez w ujeciu czestosciowym. W Rozdzia-
le 2 zaprezentowane sa podstawowe pojecia Neymanowsko-Pearsonowskiej teorii testowania hipo-
tez. W Rozdziale 3 wprowadzone jest zagadnienie testowania zbioru hipotez oraz przedstawione
sa najpopularniejsze procedury testowania, ktore beda poréwnywane z nowo proponowanymi.
W Rozdziale 4 przedstawione sa gléwne wyniki tej pracy dotyczace modyfikacji zagadnienia
testowania zbioru hipotez uwzgledniajacej relacje hierarchii pomiedzy rozwazanymi hipotezami.
Wprowadzone sg dwie procedury testowania ,wstepujaca” i ,zstepujaca” oraz przedstawione sa
metody wyznaczania poziomow istotnoéci dla tych procedur. Prezentowane twierdzenia dowo-
dza, iz te procedury kontroluja wspoétczynniki PFER, FWER i FDR na zadanym poziomie «.



W Rozdziale 5 przedstawione jest studium symulacyjne oraz podsumowanie zastosowania pre-
zentowanych procedur w analizie danych rzeczywistych. Wskazane sa tez sytuacje, w ktérych
proponowane procedury prowadza do znaczacej poprawy wynikéw testowania. W Dodatku A
umieszczone sa kody programéw w jezyku R, wyznaczajace poziomy istotnosci dla zapropono-
wanych procedur. W Dodatku B przedstawiona jest lista zagadnien nad ktérymi pracowalem
w trakcie studiéw doktoranckich. W Dodatku C znajduje sie krétki opis tta historycznego dla za-
gadnienia testowania hipotez, testowania zbioru hipotez oraz testowania zbioru hipotez z relacja
hierarchii.

Uzyskane wyniki stanowia wktad w prace nad zagadnieniem testowania zbioru hipotez. Kon-
tynuacja tych badan bedzie rozwazanie innych, niz hierarchiczne, relacji na zbiorze hipotez (np.
relacji wykluczenia) oraz uwzglednienie w procedurach testowania struktury korelacji pomiedzy
statystykami testowymi.

Chcialbym podziekowaé promotorowi, profesorowi Witoldowi Kloneckiemu, za niezapomnia-
na i inspirujaca wspoélprace oraz za pomoc w redagowaniu tej i innych prac. Chciatbym po-
dzickowaé¢ réwniez profesor Teresie Ledwinie oraz obu recenzentom profesorowi Jarostawowi
Bartoszewiczowi oraz profesorowi Tadeuszowi Calinskiemu za wiele cennych uwag, ktore pozwo-
lity ulepszy¢ te prace. Najbardziej jednak chciatbym podziekowaé mojej zonie Karolinie Biecek,
za anielska cierpliwosé, wsparcie i zrozumienie, oraz moim rodzicom, za wszystko czego mnie
nauczyli.



Rozdziat 2

Testowanie hipotezy statystycznej
w ujeciu klasycznym

Hipoteza (gr. hypéthesis ’podstawa, przypuszczenie’

od hypotithénai ’podstawiaé, przypuszczad’)
yotownik Wyrazow Obeych” Wydawnictwa Europa

2.1 Eksperyment losowy i hipoteza statystyczna

Zagadnienie testowania hipotezy statystycznej w ujeciu czestoSciowym jest nieroztacznie zwia-
zane 7 pojeciem eksperymentu losowego.

Definicja 1 FEksperymentem losowym (lub mechanizmem losowym) € nazywamy eksperyment,
ktory ma nastepujgce wilasciwosci:

o wiemy jakie wyniki mozemy zaobserwowaé (zbior wynikéw oznaczamy przez Z),

e nie wiemy, jaki wynik zaobserwujemy,

o cksperyment mozemy wielokrotnie powtarzacé w identycznych warunkach,

o wraz ze wzrostem liczby powtorzen eksperymentu stabilizujg sie odpowiednie czestosci.

Eksperymentowi £ odpowiada pewien nieznany rozklad prawdopodobienstwa P(x) na 2,
zgodnie z ktorym generowane sa wyniki eksperymentu €. Zakladamy, ze nalezy on do przyjetej
rodziny rozkladéw P = {Py(x) : 0 € O} czyli, ze P(x) = Py-(x) dla pewnego 0" € ©. Badacza
interesuje weryfikacja przypuszczenia czy nieznany parametr 6* nalezy do zbioru Qg C ©.

Definicja 2 Hipotezq zerowq Hy nazywamy przypuszczenie, Ze 0% € Og.
Definicja 3 Hipotezq alternatywng Ha nazywamy przypuszczenie, Ze 0% ¢ ©y.

Wprowadzamy indeks H, okredlajacy faktyczny stan hipotezy zerowej (warto$é tego indeksu
jest nieznana badaczowi),

I— 0 gdy hipoteza zerowa jest prawdziwa, 6* € O,
~ | 1 gdy hipoteza zerowa jest falszywa, 6* ¢ .



Roéwnowaznie do powyzszych definicji, hipoteza zerowa Hy nazywamy przypuszczenie, ze ob-
serwowany wynik eksperymentu £ byt wygenerowany zgodnie z rozktadem nalezacym do rodziny
{Py(z) : 6 € Op}. Hipoteza alternatywna H 4 nazywamy przypuszczenie, ze obserwowany wynik
zostal wygenerowany zgodnie z rozkladem z rodziny {Py(x) : 6 € ©\Op}.

Jezeli zbior ©¢ sklada sie z dokladnie jednego punktu, tj. ©9 = {6y}, to hipoteze zerowa
nazywamy hipotezg prosta, w przeciwnym przypadku bedziemy ja nazywali hipoteza ztozona.

Bez straty ogélnosci dla prezentowanych twierdzen w tej pracy rozwazamy jedynie proste
hipotezy zerowe oraz prawostronne hipotezy alternatywne. Tak wiec, o ile nie zostanie napisane
inaczej, © = [y, 00), hipoteza zerowa to przypuszczenie, ze 0* = 6y, a hipoteza alternatywna to
przypuszczenie, ze 0% > 6.

2.2 Testowanie hipotezy statystycznej

Na podstawie obserwacji x € %, otrzymanej w wyniku przeprowadzenia eksperymentu £, mamy
podjaé decyzje czy hipoteze zerowa przyjaé¢ czy odrzucié.

Definicja 4 Testem statystycznym v : & — {0,1} nazywamy funkcje, ktora okresla, dla jakich
wynikéw eksperymentu nalezy podjaé decyzje o przyjeciu Hy (¥(x) = 0), a dla jakich o odrzuceniu
Hy i przyjeciu Hy (Y(z) =1).

Uwaga 1 W przyjetej nomenklaturze dla 1(z) = 0 stosuje si¢ okreslenie, Ze ,posiadane prze-
stanki nie dajg podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej na ustalonym poziomie istotnosci”. Dla
uproszczenia zapisu w tej pracy bedziemy pisaé, zZe hipoteze zerowq przyjmujemy, gdy (x) =0
albo odrzucamy, gdy ¥ (x) = 1.

Przyjecie hipotezy zerowej nie oznacza, ze jestedmy przekonani o jej prawdziwosci. Ozna-
cza jedynie, ze posiadane przestanki (czyli wynik eksperymentu &) nie daja podstaw do od-
rzucenia hipotezy zerowej i przyjecia hipotezy alternatywnej na ustalonym poziomie istotnosci
[Neyman, Pearson 1933]. Podobnie odrzucenie hipotezy zerowej nie oznacza, ze jestesmy prze-
konani o falszywosci hipotezy zerowej.

Uwaga 2 Funkcja ¢ jest zmienng losowq, podczas gdy 1(z) oznacza jej realizacje. W dalszej
cze$ci pracy dla uproszczenia zapisu symbolem v bedziemy oznaczac zarowno zmienng losowg
jak 1 jej realizacje.

Test statystyczny dzieli przestrzen 2 na dwa roztaczne podzbiory: obszar odrzucenia hi-
potezy zerowej (nazywany tez obszarem krytycznym) B = {z : ¢(z) = 1} C £ oraz jego
dopetnienie BY, czyli obszar przyjecia hipotezy zerowej.

Obszary odrzucenia i przyjecia wygodnie jest opisywa¢ w terminach statystyki testowe;
T : 2 — R nastepujaco:

B={xe Z :T(x) > c},

BY={ze 2 :T(x)<c}.
Liczbe ¢ € R nazywamy wartoscia krytyczna testu. Statystyke testowa wybiera si¢ tak by dla
hipotez alternatywnych jej rozklad byl stochastycznie wiekszy (patrz Definicja 5) od jej rozktadu

dla hipotezy zerowej oraz by uzyska¢ mozliwie duza moc, czyli aby Py«(B) bylo mozliwie duze
dla 6* € ©\0y.



Definicja 5 Mowimy, ze rozklad zmiennej losowej Y1, okreslonej na przestrzeni X, jest stocha-
stycznie wiekszy od rozkladu zmiennej losowej Ya, okreslonej na przestrzeni X, jezeli dla kazdego
ceX

Pr(Y1 >c¢)> Pr(Ya >c¢)

oraz dla pewnego ¢ € X
Pr(Y1>c) > Pr(Ys > ).

2.3 Btlad I rodzaju oraz btad II rodzaju

Testujac hipoteze zerowa mozemy popelni¢ jeden z dwoéch rodzajow bledow. Jezeli odrzucimy
hipoteze zerowa, gdy jest ona prawdziwa (H = 0), to méwimy, ze popelniamy blad I rodzaju.
Jezeli przyjmiemy hipoteze zerowa, gdy jest ona falszywa (H = 1), to popelniamy blad II
rodzaju. W pozostalych przypadkach podejmujemy poprawna decyzje (patrz Tabela 2.1).

Decyzja
Stan faktyczny P(x) =0 P(z) =1
H=0 decyzja poprawna blad I rodzaju
H=1 btad II rodzaju | decyzja poprawna

Tabela 2.1: Mozliwe scenariusze w procesie testowania hipotezy zerowej.

Prawdopodobienstwo popetniania bledu I rodzaju dla prostej hipotezy zerowej wyraza sie
wzorem
Py, (B) = Py, (h(x) = 1).
Prawdopodobienistwo popelnienia btedu I rodzaju bedziemy tez oznacza¢ P(B|H = 0) (nie jest
to prawdopodobienstwo warunkowe, poniewaz H nie jest zmienna losowa). Prawdopodobienstwo
popelniania btedu II rodzaju zalezy od wartosci 6*. Maksymalne prawdopodobienstwo popet-
niania btedu II rodzaju wynosi

max Pr(popelnimy blad II rodzaju) = sup Py(BY) =1— inf Py(B).
0€6\69 6€O0\Oo

Nie zawsze mozna minimalizowaé jednoczesnie prawdopodobienstwa popelienia btedu I
i IT rodzaju. J. Neyman i E. Pearson zaproponowali, by uznaé¢ btad I rodzaju za istotniejszy.
Jezeli regula testowania gwarantuje, ze prawdopodobienstwo popetnienia btedu I rodzaju jest
nie wigksze niz a € (0, 1), to méwimy, ze kontrolowany jest blad pierwszego rodzaju na poziomie
a. W praktyce oznacza to, ze wielokrotnie powtarzajac eksperyment losowy $rednio nie czeSciej
niz z czestoscig a odrzucimy prawdziwa hipoteze zerows.

Konstruujac testy statystyczne wymagamy, by kontrolowany byt btad pierwszego rodzaju na
poziomie « oraz by prawdopodobiefistwo popelnienia btedu II rodzaju bylo mozliwie mate (lub
réwnowaznie by moc testu byta mozliwie duza). Z grupy procedur kontrolujacych btad I rodzaju
wybieramy te, dla ktérej uzyskuje sie najwigksza moc. W tej pracy rozwazania teoretyczne
dotycza wytacznie kontroli btedu I rodzaju. W rozdziale 4 przedstawione sa wyniki symulacyjne
dla pewnego odpowiednika mocy.

Wybér poziomu istotnosci zalezy zaréwno od natury problemu jak i badacza. W zastosowa-
niach, najczesciej wybiera sie a = 0.05 lub o = 0.01.



2.4 Wartosc¢ p

Definicja 6 Warto$é p (lub p—warto$é, ang. p—value) jest réwna najmniejszemu poziomowi
istotno$ci, na ktéorym dla obserwacji x € X przyjmiemy hipoteze Hy. Wartosé p wyraza sie
wzorem,

p(x) =1— Fp,(T(x)|H = 0), (2.1)

gdzie Fy, (T (x)|H = 0) jest wartosciq dystrybuanty rozkladu statystyki testowej T' dla prawdziwej
hipotezy zerowej, w punkcie T(x).

Wartosé p, jest zmienng losowa okreslona na odcinku [0, 1]. Ma ona nastepujace wlasnosci:

e jezeli dystrybuanta Fy,(.|H = 0) jest ciagla, a hipoteza zerowa jest prawdziwa, to p-wartosé
ma rozklad jednostajny na odcinku [0, 1], czyli p(z) ~ U]0, 1],

e jezeli hipoteza alternatywna jest prawdziwa, to p-wartos¢ ma rozklad stochastycznie mniej-
szy od rozkladu jednostajnego U[0, 1].

Ze wzgledu na te wlasnosci, wygodnie jest opisywaé obszary przyjecia i odrzucenia w ter-
minach p-wartos$ci. Wszystkie prezentowane w kolejnych rozdziatach procedury testowania opi-
sywane beda w ten sposdb, dzieki czemu uniezalezniamy si¢ od wyboru przestrzeni 2, rodziny
rozkltadéw P oraz statystyki testowej T'.

Jezeli dystrybuanta Fy,(T'(z)|H = 0) nie jest ciagla, to p-warto$¢ mozna zastapic¢ przez zran-
domizowana p-warto$¢ (ang. fuzzy p-value [Geyer, Meeden 2005]), ktéra ma wszystkie opisane
powyzej wlasnodci.



Rozdziat 3

Testowanie zbioru hipotez

Technologia, wykorzystywana w badaniach genetycznych, pozwala dzi$§ na pomiar 22 tys. cech
w trwajacym zaledwie kilka godzin eksperymencie (ekspresje tylu genéw mozna zmierzy¢ w jed-
nym badaniu mikromacierzowym). Dostep do tak otrzymanych zbioréw danych pozwala na
postawienie i weryfikacje tysiecy hipotez. Rozwazajac tak wiele hipotez, kontrolowanie wspol-
czynnika opisujacego $rednia liczbe bledéw popelnionych dla wszystkich hipotez jest wazniejsze
niz kontrolowanie prawdopodobienstwa popelnienia btedu I rodzaju dla poszczegdlnych hipo-
tez. W tym rozdziale przedstawione sa najpopularniejsze wspdtczynniki btedéw oraz procedury
pozwalajace na ich kontrole.

3.1 Zbiér eksperymentéow losowych i zbior hipotez statystycz-
nych

Rozwazmy zbiér m eksperymentéw losowych € = {€ 0. el = {1,2,...,m}}, okreslonych tak
jak w Rozdziale 2. Symbolem 2" () oznaczmy zbiér wszystkich mozliwych wynikéw eksperymentu
M.

Na zbiorze 2" okreglamy rodzine rozktadéw prawdopodobiefistwa P () {PO(ZU 90 ¢ el )}
indeksowang parametrem 09 € ©@ . Eksperymentowi £ odpowiada pewien nieznany rozklad
prawdopodobienstwa P® na 2@, zgodnie z ktérym w wyniku przeprowadzenia eksperymen-

tu £ obserwujemy (9 € 2. Zakladamy, ze rozklad ten nalezy do rodziny P®, czyli ze

PO = 9(*31) dla pewnego 6*() € @),

Do kazdego eksperymentu €@, i € I, badacz formutuje przypuszczenie dotyczace parametru
(4)

0*(1) . Przypuszczenia te sa zwiazane z wyborem podzbioréw O, C O, Przypuszczenie, ze

0+ ¢ @g) nazywamy ¢-tg hipoteza zerowa oraz oznaczamy symbolem H(()i). Przypuszczenie, ze

) ¢ 98) nazywamy i-tg hipoteza alternatywna oraz oznaczamy symbolem HX). Dlai el
okreslamy indeksy

o 0, gdy hipoteza Héi) jest prawdziwa, 6*() ¢ G)g),

1, gdy hipoteza H(()Z) jest falszywa, 6*() ¢ @éz).

Wprowadzmy ponadto nastepujace oznaczenia: 2" = 27 x ... x 27 g = (x(l), ey :c(m)),
6= (00, .. 00m),



Na podstawie wektora obserwacji x mamy zdecydowaé, ktére hipotezy zerowe H(gi), 1el

przyjaé, a ktore odrzucié.

Definicja 7 Procedurqg testowania zbioru hipotez nazywamy requle okre$lajocq, w jakiej kolej-
nosci oraz na jakim poziomie istotnosci nalezy testowac poszczegdlne hipotezy zerowe.

Okreslenie procedury testowania zbioru hipotez jest réwnowazne z okreleniem rozbicia 2" na
dwa rozlaczne podzbiory BOU(BW)C ze wzgledu na kazda hipoteze Hél). Odrzucamy hipoteze
Zerowa H((]l), jezeli z € B ¢ 27, a przyjmujemy w przeciwnym wypadku.

Definicja 8 Symbolem iy = (w(l), o w(m)) oznaczamy decyzje podjete w wyniku testowania zbio-
ru m hipotez. Wspélrzedne @) e {0,1} okreslajq, czy hipoteza Hél) zostala przyjeta (w(i) =0),
czy odrzucona (P =1).

Procedury testowania oraz obszary przyjecia i odrzucenia w kolejnych rozdziatach sa przed-
stawione w terminach p-wartosci. Symbolem p(¥ oznaczamy p-warto$¢ wyznaczona dla hipote-
zy i-tej ze wzoru (2.1). O ile nie zaznaczymy, ze jest inaczej, w tej pracy ograniczamy si¢ do
przypadku, gdy p-wartosci (statystyki testowe) dla réznych hipotez sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi.

Rozklady zmiennych 9@, dla i € I, zaleza od obranych obszaréw przyjecia i odrzucenia
(B i B oraz wartosci 6*(%)

. (@)
(4) _ 0, gdy x ¢ B X

3.2 Zmienne losowe V, R, S, () i wspolczynniki bledéw
Okreslmy zmienne losowe V', R, S, i @ nastepujaco (patrz Tabela 3.1).

e Zmienng losowa V okreslamy liczbe odrzuconych prawdziwych hipotez zerowych,

V=>y01-HY) (3.2)

iel
e Zmienng losowa S okre$lamy liczbe odrzuconych fatszywych hipotez zerowych,

S=3¢pOWHo, (3.3)

i€l
e Zmienng losowa R okre$lamy liczbe odrzuconych hipotez zerowych,

R=V+S=> 4. (3.4)

i€l

e Zmienng losowa () okreslamy nastepujaco

_J V/R, gdy R>0,
@= { 0, gdy R =0. (3.5)
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#przyjetych #odrzuconych
hipotez zerowych | hipotez zerowych | suma
#prawdziwych hipotez zerowych mo-V A% mo
#falszywych hipotez zerowych mi-S S m
suma m- R R m

Tabela 3.1: Zmienne losowe V, S i R [Benjamini, Hochberg 1995].

Stan hipotezy Héi)
H® =0 HO =1
Decyzja Decyzja
Y@ =1 9@ =0]¢@E) =14 =0
V@ 1 0 0 0
5@ 0 0
RO 1 0 0

Tabela 3.2: Zmienne losowe V& S0 i RO,

Rozklady tych zmiennych zaleza od rozktadéw (), i € I (patrz wzér (3.1)). Symbolami V®),
S® i R oznaczmy odpowiedniki zmiennych V, S i R wyznaczone dla jednej hipotezy zerowej
Hél) (patrz Tabela 3.2).

W literaturze poswieconej zagadnieniu testowania zbioru hipotez rozwaza sie wiele réznych
wspélezynnikéw bledéw (przeglad mozna znalezé w pracach [Dudoit i inni 2002], [Sarkar 2002]).
W tej pracy jest rozwazana kontrola trzech najpopularniejszych, tj. FWER, PFER i FDR.
Ponizej przedstawiamy definicje tych wspotczynnikow, a w Sekcjach 3.4, 3.5 i 3.6 przedstawimy
procedury kontrolujace te wspdtezynniki.

Wspélczynnik PFER (ang. per-family error rate) réwny jest oczekiwanej liczbie od-
rzuconych prawdziwych hipotez,

PFER = E(V).

Wspélczynnik FWER (ang. family-wise error rate) réwny jest prawdopodobienstwu

odrzucenia co najmniej jednej prawdziwej hipotezy

FWER = Pr(V > 1).

Wspoélczynnik FDR (ang. false discovery rate), zaproponowany przez Yoava Benjami-
niego i Yosefa Hochberga [Benjamini, Hochberg 1995], réwny jest wartoSci oczekiwanej frakcji
falszywie odrzuconych hipotez zerowych w zbiorze wszystkich odrzuconych hipotez zerowych

FDR=E(Q)=E(V/R|R > 0)Pr(R > 0).
Pomiedzy tymi wspélczynnikami zachodza nieréwnoéci
PFER > FWER > FDR,
ktore wynikaja z nieréwnosci
V2 1ysey 2 %1{R>O}>

gdzie 1¢y oznacza funkcj¢ charakterystyczna.
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Definicja 9 Mowimy, Ze procedura kontroluje w sensie mocnym wspotczynnik bledu na poziomie
a > 0, jezeli bez wzgledu na to ile oraz ktore hipotezy zerowe sqg prawdziwe, przyjete obszary od-
rzucenia BW i € I gwarantujq, Ze powtarzajge 2bidr eksperymentéw losowych dany wspdlezynnik
nie bedzie $rednio wiekszy niz «.

W literaturze rozwazana jest réwniez kontrola w sensie stabym, jednak bez dodatkowych za-
lozen jest ona nieprzydatna w praktycznych zastosowaniach i nie jest rozwazana w tej pracy. Dzi$
na znaczeniu zyskuje wspoétczynnik FDR, poniewaz kontrolujace go procedury charakteryzuja sie
$rednio wieksza liczba poprawnych odrzucen niz w przypadku kontroli innych wspélczynnikéw.

Podkreslmy réznice pomiedzy interpretacja zmiennych V' i S w ujeciu czestosciowym i w uje-
ciu Bayesowskim. W ujeciu Bayesowskim stan hipotezy zerowej H(®) jest zmienna losowa, pod-
czas gdy w ujeciu czestodciowym jest to nieznana wartosé stata dla eksperymentu. Zatem roz-
ktady zmiennych V' i S sa rézne w zaleznosci od przyjetego ujecia (patrz wzory (3.2) i (3.3))

W literaturze prezentowane sa procedury kontrolujace wspétczynniki PFER, FWER i FDR
zaro6wno w ujeciu Bayesowskim jak i w ujeciu czesto$ciowym.

W ujeciu Bayesowskim kontrole danego wspotczynnika bledu wykazuje sie dla ustalonego
rozkladu a priori zmiennych H® i € I. W ujeciu czestosciowym kontrole danego wspélczynnika
wykazuje sie dla kazdego mozliwego stanu hipotez zerowych, a wiec dla kazdego mozliwego stanu
wektora H = (H W, H (m)). Kontrola w ujeciu czestoSciowym oznacza, ze Srednia wartosé
danego wspotczynnika btedu usredniona z wielu powtoérzen zbioru eksperymentéw jest mniejsza
lub réwna ustalonej wielko$ci.

Procedura kontrolujaca wspélczynnik btedu w ujeciu czestosciowym kontroluje ten wspol-
czynnik réwniez w ujeciu Bayesowskim, mozna wiec powiedzieé, ze ujecie czestosSciowe jest ,,bar-
dziej wymagajace”. W tej pracy rozwazamy kontrole wspétczynnikéw btedu w ujeciu czestoscio-
Wym.

3.3 Procedury testowania zbioru hipotez

Opisywanie procedur testowania hipotez przez specyfikowanie obszaréw przyjecia (B(i))c i od-
rzucenia B jest niepraktyczne w uzyciu. Procedury testowania sg najczesciej opisywane jako
jednokrokowe lub wielokrokowe reguty.

Procedury jednokrokowe

W procedurze jednokrokowej kazda z m hipotez zerowych jest testowana niezaleznie od wyniku
testowania pozostalych. Wszystkie hipotezy zerowe sa testowane na takim samym poziomie
istotnosci ayg. Schemat procedury jednokrokowej przedstawiamy na Rysunku 3.1. Odrzucane sg
hipotezy zerowe, dla ktérych p—wartoéci p( sq mniejsze niz og. W sekcji 3.5 przedstawiamy
metody wyboru poziomu istotnosci ay.

Zauwazmy, ze obszary odrzucen okre$lone przez procedury jednokrokowe sa postaci

B = MW«  x 20D x By x D « M)

gdzie By c 2™ dlaieI.
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1) (m) (m)

przyjecie H," odrzucenie H,"” przyjecie H,™ odrzucenie H,"

Rysunek 3.1: Schemat procedury jednokrokowej. Kazda z m hipotez testowana jest niezaleznie
od pozostatych na tym samym poziomie istotnosci ag.

Procedury wielokrokowe

Procedury jednokrokowe sa konserwatywne, to znaczy, ze dla duzych zbioréw hipotez prowadza
do odrzucenia bardzo malej liczby hipotez. Dlatego tez opracowano procedury wielokrokowe,
wykorzystujace informacje o tacznym rozktadzie p-wartosci dla wszystkich hipotez. To podejscie
prowadzi do wyzszej liczby odrzuconych hipotez, przy zapewnieniu kontroli danego wspotczyn-
nika btedu.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia. Indeks gérny (#7) dla p-wartoéci oznacza i-ta sta-

tystyke pozycyjna, a wiec p™ oznacza najmniejsza p-wartosé, a p{"™) najwicksza. Hipoteze
zerowa odpowiadajaca p-wartosci plé™) oznaczamy Hélzm). Poziom istotnosci dla hipotezy Hélzm)

oznaczamy o™, Zakladamy, ze poziomy istotnosci tworza niemalejacy ciag

0 <al™ <al®m <. <al™™ < 1. W kolejnych rozdziatach przedstawimy metody wyzna-
czania pozioméw istotnosei alé™).

W procedurze wielokrokowej kolejno$é¢ testowania hipotez zalezy od kolejnosci odpowiada-
jacych im p—wartosci.

Procedura step—down
Testowanie rozpoczynamy od hipotezy H(()lzm). Jezeli p(i™) > (1™ o przyjmujemy wszystkie

H(l:m)

m hipotez zerowych. W przeciwnym przypadku odrzucamy hipotez¢ H, i powyzsze poste-

)

powanie powtarzamy dla zbioru hipotez {HéQZm ,...,Hém:m)}. W i-tym kroku poréwnujemy
p-wartosé p(™) z o#m)  Jezeli pti™) > (™M) to kohiczymy testowanie i przyjmujemy hipotezy
H(()i:m) .. .Hém:m). Jezeli pt™) < a#™) to odrzucamy hipoteze H[gi:m) i przechodzimy do kroku
1+ 1.

Schemat tej procedury przedstawiamy na Rysunku 3.2.

Procedura step—up

Testowanie rozpoczynamy od hipotezy Hém:m). Jezeli pm™) L oM™ o odrzucamy wszystkie
m hipotez zerowych. W przeciwnym przypadku przyjmujemy hipoteze Hém:m) i powyzsze poste-

powanie powtarzamy dla zbioru hipotez {H(()lzm), e ,Hém_lzm)}. W i-tym kroku poréwnujemy
p-wartogé p(m—itlm) ;. o(m—itlm) Jezelj plm—itlm) < q(m—i+lm) {4 kofczymy testowanie

i odrzucamy hipotezy Hélzm) . ém_iJrl:m). Jezeli plm—itlm) ~ q(m=itlm) o przyvimujemy
H(m—i+1:m)

hipoteze H, i przechodzimy do kroku i + 1.
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Schemat tej procedury przedstawiamy na Rysunku 3.3.

o™ q)y &")Z p“ m)

przyjecie hipotez odrzucenie H,"™
H (1:m) H (m:m)
o =T
o™ q’y &“)2 o
przyjecie hipotez odrzucenie H,*™
H (2:m) H (m:m)
o T

przyjecie hipotez
HO(S:m).“HO(m:m)

Rysunek 3.2: Schemat procedury step—down. W i-tym kroku podejmowana jest decyzja o od-

rzuceniu hipotezy H(gi:m) albo o przyjeciu hipotez Héi:m)’ o ’Hémim)‘

przyjecie H,™™ odrzucenie hipotez

I I 1:m m:m
0( )' - 0( )
(m-1:m) < (m-1:m) a(’“'"m) >p(‘“'11“‘)

przyjecie H,""™

o™ wyw 2p(“"zrm)

odrzucenie hipotez
(1:m) (m-2:m)
Hy ™...H,

odrzucenie hipotez
(1:m) (m-1:m)
H0 m, ,,,Hom m,

Rysunek 3.3: Schemat procedury step—up. W i-tym kroku podejmowana jest decyzja o przyjeciu

H(m—i+1:m) H(l:m) (m—i+1:m)

hipotezy H,, albo o odrzuceniu hipotez Hy ", ..., H; .
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Obszary odrzucenia

Na Rysunkach 3.4-3.5 przedstawiamy obszary odrzucenia i przyjecia odpowiadajace oméwionym
procedurom testowania dla zbioru dwéch hipotez zerowych. Przestrzen 2~ zostala rozbita na
trzy obszary: A - jedna hipoteza zerowa jest odrzucona, B - obie hipotezy zerowe sg odrzucone
i C' - obie hipotezy zerowe sa przyjete. Obszar odrzucenia B®) to suma obszaru B z jednym
z obszaréw A.

o2
A
1
A [
%
B A
o o1
ao 1

Rysunek 3.4: Obszary przyjecia i odrzucenia dla procedury jednokrokowej dla m = 2. A to
obszar przyjecia dokladnie jednej z hipotez, B to obszar odrzucenia obu hipotez, C' to obszar
przyjecia obu hipotez.

p@ p@
1 1
A Cc A c
a2 o2:2
al2 o2
B A B A
S o1 > pll)
a) b)

Rysunek 3.5: Obszary przyjecia i odrzucenia (patrz oznaczenia przy Rysunku 3.4) dla procedury
step—down dla m = 2 (a) oraz dla procedury step—up (b).
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3.4 Procedury kontroli wspélczynnika PFER

Procedura Bonferroniego (nazywana tez korekta Bonferroniego)

Twierdzenie 1 [Bonferroni 1936] Jednokrokowa procedura testowania z poziomem istotnosci
Qg WYraZonym wzorem

ap = a/m, (3.7)
kontroluje wspotczynnik PFER na poziomie . JeZeli mg = m, to wspolczynnik PFER jest rowny
a, w pozostatych przypadkach wspolczynnik PFER jest mniejszy niz .

Procedura ta kontroluje wspétczynnik PFER, réwniez w przypadku skorelowanych staty-
styk testowych. Wiecej informacji o kontroli PFER mozna znalezé w pracach [Sidak 1967],
[Simes 1986], [Ge i inni 2003]. Zaleta i przyczyna popularnosci tej procedury jest jej prostota
i tatwosé stosowania.

3.5 Procedury kontroli wspétczynnika FWER

Procedura Bonferroniego

Twierdzenie 2 Jednokrokowa procedura testowania z poziomem istotnosci ayg, wyrazonym wzo-
rem (3.7), kontroluje wspdlczynnik FWER na poziomie a.

Procedura ta kontroluje wspoétczynnik FWER réwniez w przypadku skorelowanych statystyk
testowych. Twierdzenie 1 pokazuje, ze ta procedura kontroluje wspétczynnik PFER, a poniewaz
FWERKPFER (patrz wzor (3.6)), to réwniez kontroluje wspdlczynnik FWER.

Procedura Holma

W roku 1979 Holm zaproponowal procedure wielokrokowa, kontrolujaca wspotczynnik FWER
na poziomie «. Procedura ta odpowiada wiekszym obszarom odrzucenia w poréwnaniu do proce-
dury Bonferroniego, dzieki czemu $rednio odrzucanych jest wiecej falszywych hipotez zerowych.

Twierdzenie 3 [Holm 1979] Jezeli statystyki testowe testowanych hipotez sq niezalezne, to pro-
cedura wielokrokowa step—down z poziomami istotnosci &™) wyrazonymi wzorem

(itm) _ o 3.8

“ m—i+1 (38)

dla 1 < i < m, kontroluje wspolczynnik FWER na poziomie c.

Procedura Hochberga

Twierdzenie 4 [Hochberg 1988] Jezeli statystyki testowe weryfikowanych hipotez sq niezalezne,

to procedura wielokrokowa step—up z poziomami istotnosci o™ wyrazonymi wzorem
(m) _ _ * 3.9
Q = , .
m—1+1 (3.9)
dla 1 < i < m, kontroluje wspolczynnik FWER na poziomie c.

W pordéwnaniu do procedury Holma procedura Hochberga ma wigksze obszary odrzucenia,
przez co odrzuca $rednio wiecej falszywych hipotez zerowych.
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3.6 Procedury kontroli wspétczynnika FDR

Procedura Benjaminiego Hochberga

Twierdzenie 5 [Benjamini, Hochberg 1995] Jezeli statystyki testowe weryfikowanych hipotez sq
pozytywnie zalezne (macierz korelacji statystyk testowych jest dodatnio okreslona), to procedura
wielokrokowa step—up z poziomami istotnodci o™ wyYraZonymsi wzorem

a —a, (3.10)

dla 1 < i < m, kontroluje wspotczynnik FDR na poziomie a.

Ta procedura zostala przedstawiona w pracy [Benjamini, Hochberg 1995, w ktérej przedsta-
wiono dowdd kontroli wspotczynnika FDR, przy zalozeniu, ze statystyki testowe sa niezalezne.
W pracy [Benjamini, Yekutieli 2001] przedstawiono ogélniejszy dowdd tego twierdzenia, przy
zalozeniu, ze statystyki testowe sg pozytywnie zalezne.

Kontroli wspélezynnika FDR poswieconych jest wiele prac, miedzy innymi [Benjamini i inni 2005],
[Kulinskaya, Lewin 2006], [Futschik, Posch 2005] [Owen 2005], [Storey 2002], [Storey i inni 2004].

Inne procedury

Powyzej przedstawione procedury testowania nie uwzgledniajg informacji o strukturze korelacji
statystyk testowych. Dla wybranych zastosowan (i zwiazanych z nimi specyficznych struktur
korelacji) opracowano procedury testowania pozwalajace na wykorzystanie tej dodatkowej in-
formacji. Wiele korekt zaproponowano dla zagadnienia lokalizacji gendéw sprzezonych z cechami
ilosciowymi [Siegmund 1985], [Rebai i inni 1994], [Cheverud 2001] i [Biecek 2005].
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Rozdziat 4

Testowanie zbioru hipotez z relacja
hierarchii

4.1 Zbiér hipotez i relacja hierarchii

Rozwazmy zbiér m eksperymentéw losowych oraz zbiér m odpowiadajacych im hipotez, tak jak
w Rozdziale 3. Na zbiorze rozwazanych hipotez okreslamy relacje hierarchii R.

Definicja 10 Relacjg hierarchit nazywamy antyzwrotng, przechodnig i antysymetryczng relacje
R:Ix1 —{0,1} okreslong na iloczynie kartezjariskim zbioru indekséw I.

Jezeli R(i,j) =1 to hipoteza Héi) jest w relacji z hipoteza H(gj). W myél Definicji 10, relacja
hierarchii R spelnia dla kazdego ¢, j, k € I nastepujace warunki:

o (R(i,j) = 1) A (R(j,k) =1) = (R(i,k) = 1),
e R(i,j) + R(j,i) < 1.

Kazda relacje hierarchii mozna przedstawi¢ jako acykliczny graf skierowany (ang. DAG,
directed acyclic graph). Przykladowe relacje przedstawiamy w postaci grafowej na Rysunku 4.1
oraz w postaci funkcyjnej w Tabelach 4.1-4.3. Przykladem relacji hierarchii jest relacja liniowa.

Definicja 11 Relacjg liniowg Ry, na zbiorze H nazywamy kazdg relacje hierarchii speiniajgcq
warunek
VijerRin(i, ) + Run(j, 1) = 1] & [i # j].

Przykladowa relacje liniowa przedstawia Rysunek 4.1 i Tabela 4.3.
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Ri(i,j) | j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=T
i=1 0 1 1 1 1 1 1
i=2 0 0 0 0 0 0 0
i=3 0 0 0 1 1 1 1
i=4 0 0 0 0 0 0 0
i=5 0 0 0 0 0 1 1
i=6 0 0 0 0 0 0 0
i=7 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 4.1: Relacja hierarchii R;.

Ro(i,§) | j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=7 j=8
i=1 0 0 1 1 1 1 1 1
i=2 0 0 1 1 1 1 1 1
i=3 0 0 0 0 1 1 1 1
i=4 0 0 0 0 1 1 1 1
i=5 0 0 0 0 0 0 1 1
i=6 0 0 0 0 0 0 1 1
i=7 0 0 0 0 0 0 0 0
i=8 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 4.2: Relacja hierarchii Rs.

Rin(i,7) | j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=7 j=8
i=1 0 1 1 1 1 1 1 1
i=2 0 0 1 1 1 1 1 1
i=3 0 0 0 1 1 1 1 1
i=4 0 0 0 0 1 1 1 1
i=5 0 0 0 0 0 1 1 1
i=6 0 0 0 0 0 0 1 1
i=7 0 0 0 0 0 0 0 1
i=8 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 4.3: Liniowa relacja hierarchii Ry, dla m = 8.

1
g Hp ue !
¥ ¥
W P HP R 2
1<
5 6
H(5) H'i;i} B]’ HE)]'
1<

(7) (6) (7) (8) (m)
Ri Ho Ho Ra 0 Ho Riin Ho

Rysunek 4.1: Grafowa reprezentacja relacji hierarchii Rq, Ro oraz liniowej relacji hierarchii Ry;,.
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Relacja hierarchii opisuje semantyczng zaleznos¢ pomiedzy stanami hipotez zerowych i wy-
nika ona z rozwazanego zagadnienia. Jezeli hipoteza Héz) jest w relacji do hipotezy Hé] ), to

prawdziwos$é¢ hipotezy Héi) implikuje prawdziwo$¢ hipotezy Héj ), czyli

Vijer[R(i,7) =1] = [(H(i) =0)= (HY = 0)} '

Przyktad relacji hierarchii dla zagadnienia zwigzanego z analiza danych genetycznych jest
przedstawiony w Rozdziale 5.

Wszystkich mozliwych decyzji, ktére mozna podja¢ w procesie testowania, jest 2™ (w mysl
Definicji 8). Jednak w procesie testowania rozsadnie jest podejmowaé tylko decyzje odpowia-
dajace mozliwym stanom hipotez zerowych. Dlatego decyzje z procesu testowania powinny by¢
zgodne z relacja R i tylko takie decyzje bedziemy rozwazaé w dalszej czeSci pracy.

Definicja 12 Decyzja ¢ = (w(l), ...,w(m)) jest zgodna z relacjg R wtedy i tylko wtedy, gdy
Vijer[R(i,7) = 1] = [(1,!)(“ =0)=> (V) = 0)} .

Zauwazmy, ze kazda decyzja jest zgodna z relacjg pusta, tzn. taka, dla ktorej V; ;R(i, j) = 0.

Zagadnienie testowania zbioru hipotez, w ktérym decyzje musza byé¢ zgodne z relacja R
nazywamy zagadnieniem testowania zbioru hipotez z relacjg hierarchii R. Nad kontrolg wspot-
czynnika FWER w zagadnieniach tego typu pracowalo wielu statystykéw od ponad 30 lat (taka
struktura zaleznosci pomiedzy hipotezami wystepuje miedzy innymi w zagadnieniu ,, Maximum
safe dose”). Pierwsze badania nad tym zagadnieniem prowadzil E. Peritz (wyniki na ten te-
mat znalazly sie w jego rozprawie doktorskiej). Wiele istotnych prac pochodzi z lat 70-tych
[Marcus i inni 1976], [Sonnemann, Finner 1988]. Przeglad wynikéw mozna znalezé w pracach
[Bauer 1997], [Finner, Strassburger 2002], [Tamhane i inni 1996] lub [Tamhane, Logan 2004].

W tych pracach relacje hierarchii pomiedzy hipotezami wprowadza sie w odmienny sposéb niz
prezentowany tutaj. Relacja hierarchii jest wywiedziona z relacji pomiedzy zbiorami @(()Z),i el
odpowiadajacymi poszczegblnym hipotezom zerowym. Autorzy okreélaja dla zbioru wszystkich
hipotez wspdlng przestrzen parametréw ©. Hipoteza zerowa H[()Z) odpowiada przypuszczeniu, ze
0" € @(()i) C ©. Poniewaz zbiory @((]i),i € I sa z tej samej przestrzeni O, wiec moga zachodzié
pomiedzy nimi relacje zawierania.( ')I‘e relacje mozna przeksztalci¢ w relacje hierarchii na zbiorze
(2
0

hipotez zerowych. Jezeli zbior Oy’ jest zawarty w zbiorze 6(()3 ), to przyjecie hipotezy zerowej

H(()Z) wymaga przyjecia hipotezy zerowej H(()J ),

W pewnych zagadnieniach (jak np. w oméwionym w nastepnym rozdziale zagadnieniu do-
tyczacym hierarchicznej struktury Gene Ontology [Goeman 2004]) relacja hierarchii pomiedzy
hipotezami nie wynika wprost z zaleznosci pomiedzy testowanymi zbiorami parametréw, ale
z interpretacji poszczegblnych hipotez. Trudno jest okresli¢ w naturalny sposéb zbiér © i pod-
zbiory @éz),z' € I tak, by zachowa¢ pomiedzy hipotezami relacje wynikajaca ze struktury Gene
Ontology (patrz Rozdzial 5). W tego typu zagadnieniach nie mozna zastosowaé procedur wyko-
rzystujacych relacje pomiedzy zbiorami parametrow 9[()1).

W tej pracy relacja hierarchii okreslona jest niezaleznie od postaci hipotez zerowych. To po-
dejécie pozwala na stosowanie uzyskanych wynikow dla szerszej klasy problemoéw. Poza wynikami
dla kontroli wspoétczynnika FWER w tej pracy sa réwniez przedstawione procedury testowania
kontrolujace wspotczynniki FDR oraz PFER. W kontekscie oméwionych w Rozdziale 5 zastoso-
wan szczegblnie interesujaca jest kontrola wspdétezynnika FDR.
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4.2 Procedury testowania zbioru hipotez

W tej sekcji przedstawiamy dwie nowe procedury testowania, ktorych wyniki sg zgodne z zadang,
relacja R.

Wstepujagca procedura testowania

W wielokrokowej wstepujacej procedurze testowania w kazdym kroku testowana jest hipoteza

zerowa, nie bedaca w relacji do zadnej innej nieprzetestowanej hipotezy zerowej. W jednym

kroku przyjmowana jest jedna hipoteza zerowa albo odrzucany jest podzbiér hipotez zerowych.
Wstepujaca procedure testowania opisuje algorytm:

1. Przez K oznaczmy zbiér indeksow nie przetestowanych dotychczas hipotez. W pierwszym
kroku K =1 = {1,...,m}.

2. Ze zbioru K wybieramy indeks 7 hipotezy zerowej nie bedacej w relacji do zadnej innej
hipotezy zerowej o indeksie ze zbioru K, tzn. ze zbioru

{i:i eK /\VjeKR(i,j) = 0}.

W przypadku, gdy zbiér ten zawiera wiecej niz jeden element, wybieramy dowolny.

3. Jezeli test odrzuci hipoteze H(gi) na poziomie istotnoéci ¥, to odrzucamy réwniez wszyst-
kie hipotezy bedace w relacji do Hél)

razie przyjemy te hipoteze, a ze zbioru K usuwamy indeks .

i usuwamy ich indeksy ze zbioru K. W przeciwnym

4. Jezeli zbiér K nie jest pusty, to wracamy do punktu 2.

Zstepujaca procedura testowania

W wielokrokowej zstepujacej procedurze testowania w kazdym kroku testowana jest hipoteza
zerowa, w stosunku do ktérej zadna inna nieprzetestowana hipoteza nie jest w relacji. W jednym
kroku odrzucana jest jedna hipoteza zerowa albo przyjmowany jest podzbiér hipotez zerowych.
Zstepujaca procedure testowania opisuje algorytm:

1. Przez K oznaczmy zbiér indeksow nie przetestowanych dotychczas hipotez. W pierwszym
kroku K =1 ={1,...,m}.

2. Ze zbioru K wybieramy indeks ¢ hipotezy zerowej do ktérej zadna inna hipoteza o indeksie
ze zbioru K nie jest w relacji, tzn. ze zbioru

{j:7 € KAViegR(i,j) = 0}.
W przypadku, gdy zbiér ten zawiera wiecej niz jeden element, wybieramy dowolny.

3. Jezeli test przyjmie hipoteze Héi) na poziomie istotnosci a?, to przyjmujemy réwniez

wszystkie hipotezy do ktorych w relacji jest Héi) i usuwamy ich indeksy ze zbioru K.
W przeciwnym razie odrzucamy hipoteze H(gz), a ze zbioru K wykreslamy indeks 1.

4. Jezeli zbiér K nie jest pusty, to wracamy do punktu 2.

Przyktad obu procedur testowania sa przedstawione na Rysunkach 4.2 i 4.3.

21



Krok 1: Testujemy hipoteze zerowa H,"
p">a", wiec przyjmujemy hipoteze H,"”

Krok 2: Testujemy hipoteze zerowa H,"”
p®<a®, wiec odrzucamy hipotezy
Ho(") Ho(3) HO(5) HO(G)

Krok 3: Testujemy hipoteze zerowa H,"
p“>a, wiec przyjmujemy hipoteze H,""

Krok 4: Testujemy hipoteze zerowg H,”
p®>a®, wiec przyjmujemy hipoteze H,"”

Rysunek 4.2: Przyklad wstepujacej procedury testowania dla relacji Ry,

1
HD
¥

3 2
H®  HP@
L

5 4
H®  HY
1\

Rysunek 4.3: Przyktad
p(l) < Oé(l)’ p(2) < a(2)’ p(3) > a(3)

Krok 1: Testujemy hipoteze zerowg H,"”
p®<a'”, wiec odrzucamy hipoteze H,"

Krok 2: Testujemy hipoteze zerowag H,"”
p®>a®, wiec przyjmujemy hipotezy
HO(3)7 HO(“)7 HO(5) , Ho(e)7 HO(7)

Krok 3: Testujemy hipoteze zerowa H,”
p®<a®, wigc odrzucamy hipoteze H,”

zstepujacej procedury testowania dla relacji Ry,

22

gdy

gdy



4.3 Przyktad testowania zbioru dwéch hipotez zerowych beda-
cych w relacji hierarchii

Rozwazmy dwie hipotezy zerowe Hél) i H(g2), z ktorych druga jest falszywa tylko wtedy, jezeli

pierwsza jest falszywa. Odpowiada to relacji liniowej na zbiorze dwéch hipotez (patrz Rysunek

4.4 oraz Tabela 4.4).

)

e

Rysunek 4.4: Reprezentacja grafowa relacji Rs.

Ra(i,j) | j=1 j=2
=1 | 0
i=2 | 0

1
0
Tabela 4.4: Relacja R3. Symbole i, j odpowiadaja indeksom hipotez.

W tym wypadku mozliwe sa trzy nastepujace stany rozwazanych hipotez Hél) =0i H(()Q) =0
albo HY"Y =11 H{® = 0 albo HY =11 H = 1.
Decyzje zgodne z relacja Rs to:

o 1= (0,0): prayja¢ H" i prayjac HY,
e 9 = (1,0): odrzucié H(()l) 1 przyjac H(()2)’
e 3 = (1,1): odrzucié Hél) i odrzucié HO(Q).

W kolejnych sekcjach przedstawiamy procedury testowania umozliwiajace kontrole wspot-
czynnikow zdefiniowanych w Sekcjach 3.4-3.6. Obszary odrzucenia okreslone przez te procedury
przedstawiamy w terminach p—wartosci (patrz Rysunki 4.5-4.7).

Jezeli hipoteza zerowa jest prawdziwa, to odpowiadajaca jej p—warto$¢ ma rozktad jednostaj-
ny na odcinku [0, 1]. Jezeli obie hipotezy zerowe sa prawdziwe, a statystyki testowe sa niezalezne,
to p—wartosci maja rozktad jednostajny na kwadracie [0, 1] x [0, 1].

Decyzja
Stan faktyczny 1 =(0,0) | Y2 =(1,0) | Y3 =(1,1) | 3
HY =0, H® =0 Py I Pgo 1
HY =1, H® =0 Py Py Plg 1
HU =1, H® =1 Py Py Pt 1

Tabela 4.5: Oznaczenia prawdopodobienstw podjecia decyzji ¢ dla ustalonego stanu hipotez.
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Symbolem Pi];-l oznaczamy prawdopodobienstwo podjecia decyzji ) = (k, 1), gdy stan hipotez
to HV =4, H® = j dlai,j,k,1 € {0,1} (patrz Tabela (4.5)).
Procedura testowania gwarantuje kontrole wspotczynnika FWER na poziomie «, jezeli
Py + Pgy < «,
Pl < .
Dwie przedstawione ponizej procedury kontroluja wspotczynnik FWER na poziomie a.

1. Procedura jednokrokowa. Jezeli p@ < a/2, to odrzucamy obie hipotezy zerowe. Jeze-
li pM) < /2, to odrzucamy hipoteze Hél). W przeciwnym wypadku przyjmujemy obie
hipotezy zerowe. Obszary odrzucenia sa przedstawione na Rysunku 4.5a.

2. Procedura step-down. Jezeli p(® < a/2 lub max(p(V), p?) < a, to odrzucamy obie hipo-
tezy zerowe. Jezeli p(t) < « /2, to odrzucamy H(gl . W przeciwnym wypadku przyjmujemy
obie hipotezy zerowe. Obszary odrzucenia sg przedstawione na Rysunku 4.5b.

Procedura testowania gwarantuje kontrole wspoétczynnika PFER na poziomie «, jezeli
Py +2+ Py < a,
Pl} < a.
Dwie przedstawione ponizej procedury gwarantujg kontrole wspotczynnika PFER na pozio-
mie .

1. Procedura wstepujaca. Jezeli p(® < a/4, to odrzucamy obie hipotezy zerowe. Jezeli
pM < a/2, to odrzucamy hipoteze H[gl). W przeciwnym wypadku przyjmujemy obie hi-
potezy zerowe. Obszary odrzucenia dla tej procedury zostaly przedstawione na Rysunku
4.6a.

2. Procedura zstepujaca. Jezeli p) > /(1 4+ «), to przyjmujemy obie hipotezy zerowe.
W przeciwnym wypadku, jezeli p® > a/(1 + «), to przyjmujemy tylko hipoteze HSQ),
a jezeli rnax(p(l) , p(2)) < a/(14a), to odrzucamy obie hipotezy zerowe. Obszary odrzucenia
dla tej procedury zostaly przedstawione na Rysunku 4.6b.

Procedura testowania gwarantuje kontrole wspotczynnika FDR na poziomie «, jezeli
Py + Py < a,
1 pll
§P10 < Q.

Dwie ponizej przedstawione procedury gwarantuja kontrole wspoétczynnika FDR na poziomie

1. Procedura wstepujaca. Jezeli p® < a/2, to odrzucamy obie hipotezy zerowe. Jezeli
pM < a/2, to odrzucamy hipoteze Hél) . W przeciwnym wypadku przyjmujemy obie hi-
potezy zerowe. Obszary odrzucenia dla tej procedury zostaly przedstawione na Rysunku
4.7a.

2. Procedura zstepujaca. Jezeli pt) > «, to przyjmujemy obie hipotezy zerowe. W przeciw-
nym wypadku, jezeli p@ > 2a, to przyjmujemy tylko hipoteze Hé2), a jezeli p® < 2a, to
odrzucamy obie hipotezy zerowe. Obszary odrzucenia dla tej procedury zostaly przedsta-
wione na Rysunku 4.7b.
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Rysunek 4.5: Obszary odrzucenia procedur kontrolujacych wspétczynnik FWER: a) procedu-
ry jednokrokowej, b) procedury step—down. A to obszar odrzucenia obu hipotez (v = (1,1)),

(1,0)), C przyjecia obu hipotez (1 = (0,0)).
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Rysunek 4.6: Obszary odrzucenia procedur kontrolujacych wspélezynnik PFER: a) procedury
wstepujacej, b) procedury zstepujacej. Okreslenie obszaréw A, B, C' jak na Rysunku 4.5.
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Rysunek 4.7: Obszary odrzucenia procedur kontrolujacych wspélczynnik FDR: a) procedury
wstepujacej, b) procedury zstepujacej. Okreslenie obszaréw A, B, C' jak na Rysunku 4.5.
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4.4 Procedury kontroli wspétczynnika PFER
Wybér pozioméw istotnoéci al?),i € I zalezy od liczebnosci cieciw relacji R w punkcie 1.

Definicja 13 Cieciwa relacjs.

Cieciwg relacji R nazywamy kazdy podzbior J C {1...m}, ktérego Zadne dwa elementy nie sq
ze sobg w relacji R.

Symbolem ¢(i) oznaczamy liczebnosé najwiekszej cieciwy relacji R zawierajgcej punkt i. Wy-
raza sie ona wzorem

¢(i) = max{#J : i € J,Vie R(i,1) = 0}.

Cieciwami relacji R; z Rysunku 4.1 sg miedzy innymi podzbiory {2,4,6,7}, {2,4,5}, {2},
{2,6,7}, a wiec ¢(2) = 4. Cieciwami relacji Ry z Rysunku 4.1 sa miedzy innymi podzbiory {1, 2},
{2}, a wigc ¢(2) = 2.

Zstepujaca procedura testowania

Zstepujaca procedura testowania odrzuca w jednym kroku co najwyzej jedng hipoteze zerowa.
Nie ma zatem mozliwosci odrzucenia wielu prawdziwych hipotez zerowych w jednym kroku, tak
jak to moze si¢ zdarzy¢ w przypadku procedury wstepujace;j.

Twierdzenie 6 Jezeli statystyki testowe sqg niezalezne, to zstepujgca procedura testowania z po-
ziomamya istotnosct wyraZonymi wzorem
@

(14 a)p(i)’

kontroluje wspotczynnik PFER na poziomie o.

a(i) —_

Dowéd
Niech I; = {i : H®) = 0} bedzie zbiorem indekséw prawdziwych hipotez zerowych, a I r=1I\I
zbiorem indekséw falszywych hipotez zerowych. Dla i € Iy mamy V@) =0, wiec

PFER=E(V)=E ( > V(i)) —FE (Z V@) = PFER(I}), (4.1)

ie{l..m} i€l

gdzie PFER(I;) oznacza warto$¢ wspoétezynnika PFER dla hipotez ze zbioru ;.

Niech relacja R; : Iy x I; — {0,1} bedzie obcieciem relacji R do podzbioru I;, a wiec
R(i,7) = Ry(i,7) dla i,j € I;. Rozwazmy testowanie hipotez zerowych o indeksach ze zbioru I;.
Symbolem V;(Z) oznaczamy odpowiednik zmiennej V) w procesie testowania hipotez o indeksach
ze zbioru I;.

Poniewaz

E(V(l)|H(Z) 0) = PT(@ZJ(Z) =1 /\vje{l..m}:R(j,i):lw(j) = 1|H(Z) = O)a
EVIHD =0) = Prv(i) = 1 AVep.ma-10() = 11HD = 0),

to ‘ '
BV < BV,
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Ze wzoru (4.1) otrzymujemy

V)< Y E(VY) = PFER,(I).
i€l

Przez L, oznaczamy podzbior I; odpowiadajacy hipotezom, z ktérych zadne dwie nie sg ze
soba w relacji (jest to podzbiér hipotez maksymalnych w zbiorze L)

Ly ={i € It : Vjer, Ru(i, j) = 0}
Niech ny = #L1. Poniewaz V; jer, R(i,j) = 0, wiec dla kazdego ¢ € Ly zachodzi nier6wnosé

o(i) > 1.

Zatem, dla i € Iy ‘
o = /(@) * (14 a)) < a/(ng * (1 +a))

oraz

PFER(L) = E(Y. V) = Y o <a/(1 +a). (4.2)
i€l i€lq

W procesie testowania moze zdarzy¢ sie jedna z dwéch nastepujacych sytuacji:
e wszystkie hipotezy zerowe o indeksach ze zbioru L; zostang przyjete;
e przynajmniej jedna z hipotez zerowych o indeksach ze zbioru L; zostanie odrzucona.

Pierwsza sytuacja konczy proces testowania. Zgodnie z procedura zstepujaca przyjete zostana
wszystkie hipotezy o indeksach ze zbioru I;. Druga sytuacja zdarza sie z prawdopodobienstwem
nie wiekszym niz «/(1 + «), poniewaz

Pr@ic, V) =1)=pPr(3 VP > 1) < B V) < a/(1 + a).
1€l i€l

Zauwazmy, ze

ECY. VOIS v > <BC Y ViOWen ¥ =1). (4.3)

ZEIt\Ll Jjel ZEIt\Ll

Oznaczmy symbolem PFER;(I;\L1|L1) oczekiwana wartos¢ wspélezynnika PFER, gdy testu-
jemy zbiér hipotez zerowych o indeksach ze zbioru I;\ L przy zalozeniu, ze hipotez z Ly zostaly
odrzucone. Po wykonaniu testéw dla hipotez ze zbioru L; mamy

PFER,(I\L1|L,) = E ( Y Ve, v = 1) _
iEIz\Ll

Zatem, jezeli zstepujaca procedura testowania gwarantuje, ze

PFER,(I\L1|L1) < o
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to
PFER = E( i, V) < E(Sier, V) = ECier, V) + B(Siernz, Vi)

<a/(L+a) + Pr(Sier, Vi > DESiern, V1 Zien, VP > D)
<ao/(l+a)+a/(1+a)PFER(I\L1|L1)
<a/(l4+a)+a?/(1+a)=a.

Pokazalismy, ze jezeli kontrolujemy PFER dla zbioru I;\ L1, to kontrolujemy PFER réwniez dla

zbioru I;. Zauwazmy, ze dla zbioru pustego wspélezynnik PFER(©) = 0, a wiec jest kontrolo-

wany. A zatem, z zalezno$ci rekurencyjnej, jest on rowniez kontrolowany dla kazdego zbioru I;.

|

W procedurze wstepujacej btad popelniony podczas btednego przyjecia lub odrzucenia hi-
(i) . . : L
potezy H;~ zalezy od stopnia oddzialywania tej hipotezy.

Definicja 14 Stopien oddziatywania hipotezy H(gi) w relacji R. Stopien oddzialywania
hipotezy Héz) w relacyi R oznaczamy symbolem p(i) i okreslamy jako 1 + liczba hipotez zerowych

w relacyi do Héi). Wyraza sie on wzorem
p(i) =1+ #{j : R(j,i) = 1}.

Stopien oddziatywania hipotezy Hé7) w relacji Rq przedstawionej na Rysunku 4.1 wynosi 4,
a w relacji Ro wynosi 7.

Wstepujaca procedura testowania

W procedurze wstepujacej odrzucenie hipotezy prawdziwej, do ktérej wiele innych jest w relacji,
powoduje znaczne zwigkszenie catkowitej liczby blednych odrzucen. Dlatego tez hipotezy, do
ktorych wiele innych jest w relacji, powinny by¢ testowane na nizszym poziomie istotnosci.

Twierdzenie 7 Wstepujgca procedura testowania z poziomamsi istotnosci wyrazonymi wzorem
al® = Lﬁ
m * p(i)

kontroluje wspotczynnik PFER na poziomie «.

Dowéd Dowdd tego twierdzenia opiera sie na addytywnosci wartoéci oczekiwanej i nie wy-
maga zalozenia o niezaleznosci statystyk testowych.

PFER = B(Siey V) = Sy B(VO) = S0y Pr(vVO) = 1) =
= Yier Pr(max;.p ;=1 (¢ (2)) HO) = 1) <
< Yier Xjir(ijy=1 Pre@(z)HD = 1) <

< Siera/m=a.
[
Relacja liniowa

Jezeli Ry, jest relacja liniowa na zbiorze m hipotez (patrz Definicja 11), to kontrole wspdlczyn-
nika PFER na poziomie a zapewnia:

e wstepujaca procedura testowania z parametrami a” = « /(m 1),

e zstepujaca procedura testowania z parametrami o) = a/(1 + a).
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4.5 Procedury kontroli wspétczynnika FWER

W Rozdziale 3.5 przedstawiliSmy rézne procedury testowania kontrolujace wspétczynnik FWER.
W tej sekcji pokazemy jak transformowaé¢ wyniki tych procedur do zgodnych z relacja R.

Domkniecie procedury testowania

Wyniki kazdej procedury testowania mozna przeksztalcié do wynikéw zgodnych z zadana relacja
R. Funkcje przeksztalcajaca wyniki testowania na zgodne z relacja R nazywamy domknieciem
procedury testowania.

Ponizej prezentujemy dwa przykladowe domkniecia. Takich domknie¢ mozna zaproponowaé
wiele, ale z praktycznego punktu widzenia interesujace jest wylacznie domkniecie w dot.

Definicja 15 Domkniecie w dét.
Domknieciem w dét decyzji p = (Y : i € T) nazywamy decyzje v = (YW i € I), gdzie

) = max{y), max{y¥ : R(i,j) = 1}}.
J

Domkniecie w dot decyzji ¢ polega na odrzuceniu réwniez tych hipotez zerowych H(gi), dla

ktérych przynajmniej jedna hipoteza, do ktoérej H(()i) jest w relacji, zostala odrzucona.

Definicja 16 Domkniecie w géore.
Domknieciem w gore decyzji 1y = (w(i) 21 € I) nazywamy decyzje ¢ = {zp(i) 11 €1}, gdzie

@ = min{y® min{y@ : R(j,i) = 1}}.
J

Domkniecie w gére decyzji 1 polega na przyjeciu réowniez tych hipotez zerowych, ktérych
hipotezy nadrzedne zostaly przyjete. W dalszej czeéci pracy nie bedziemy rozwazaé tego do-
mkniecia, poniewaz prowadzi ono do bardzo niewielu odrzucen. Przyktad domkniecia w goére
i w dot decyzji dla relacji Ry zostat przedstawiony w Tabeli 4.6.

PO @ B @ B p6) (D)
decyzja 1@ 1 1 0 1 0 1 0
domkniecie w dot () | 1 1 1 1 1 1 0
domkniecie w goére () | 1 1 0 0 0 0 0

Tabela 4.6: Przyklad domkniecia w gore i w doét przyktadowej decyzji dla Relacji R;.

Definicja 17 Domkniecie w dét (w gére) procedury testowania.
Domkniecie w dot (w gore) procedury testowania, to procedura, ktorej decyzjq jest domkniecie
w dot (w gdre) decyzji procedury wyjsciowe;.

Domkniecie procedury testowania pozwala na uzyskanie wynikéw zgodnych z zadang relacja.

Twierdzenie 8 Domkniecie (zardwno w dél jak i w gdre) procedury testowania kontrolujgcej
wspotczynnik FWER na poziomie o gwarantuje zgodno$é wynikow testowania z zadang relacjg
hierarchiczng R oraz kontrole wspdtczynnika FWER na poziomie «.
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Twierdzenie to przedstawili [Marcus i inni 1976]. Wynika ono ze spostrzezenia, iz domknigcie
w dét decyzji ¢ powoduje odrzucenie prawdziwych hipotez jedynie wtedy, gdy decyzja 1 odrzuca
cho¢ jedng prawdziwg hipoteze. Wiec

FWER=Pr(V>1)=Pr(d ¢ @)H" > 1) =Prd_¢vD(2)HY > 1) < o

7 twierdzenia 8 wynika, ze do kontroli wspotczynnika FWER dla zbioru hipotez o zadanej
strukturze hierarchicznej, mozna wykorzysta¢ domkniecie w dot procedury step-up Hochberga
(patrz Twierdzenie 4) lub procedury step-down Holma (patrz Twierdzenie 3).

Domkniecie w dét procedury testowania zwieksza wspotczynnik PFER i FDR. Tym samym,
procedura kontrolujaca wspétczynnik PFER lub FDR, po domknieciu nie zapewnia juz kontroli
na tym samym poziomie. Dlatego tez potrzebne sa nowe procedury kontrolujace te wspotczyn-
niki.

4.6 Procedury kontroli wspétczynnika FDR

Najpopularniejsza procedura kontroli wspotczynnika FDR w zagadnieniu testowania zbioru hi-
potez jest procedura step-up Benjaminiego Hochberga (patrz Twierdzenie 5). Podobnie jak
w przypadku wspélczynnika PFER, domkniecie w dét tej procedury nie gwarantuje kontroli
wspoélczynnika FDR, cho¢ nie jest to tak oczywiste jak dla wspoélczynnika PFER.

Przyklad, gdy domkniecie w dél procedury step-up Benjaminiego Hochberga,
nie kontroluje wspoétczynnika FDR.

Rozwazmy zbiér 100 hipotez zerowych z zadana relacja liniowa. Niech HY) = 1 oraz H® = 0
dla 2 < i < 100. Przyjmijmy, ze p-wartoéé pt) odpowiadajaca hipotezie H(gl) jest tak mata, ze
falszywa hipoteza Hél) jest zawsze odrzucana. 7Z uwagi na jednostajny rozktad p-wartosci przy
prawdziwo$ci hipotezy zerowej, z niezerowym prawdopodobienstwem ktéras prawdziwa hipoteza
zerowa moze mie¢ mniejsza p-warto$¢ niz falszywa hipoteza zerowa. Mozemy jednak dobraé
hipoteze alternatywna tak, ze to prawdopodobienstwo bedzie dowolnie mate.

W przedostatnim kroku procedury step—up p—wartosé p(2:100) — min{p(i) 12 <4 < 100}
jest poréwnywana z a(%100) — %a. Prawdopodobienstwo, ze najmniejsza z 99 p—wartosci,
odpowiadajacych prawdziwym hipotezom, kazda o rozkladzie jednostajnym, jest mniejsza od
%a Wynosi

2:100 2 2 199

Pr(pt )<ﬁa)—1—(1—ﬁa) .
Jezeli p(#100) < o(2:100) ¢4 odrzucana jest hipoteza Hél) i jedna z pozostalych 99 hipotez zero-
()

wych, ktére oznaczmy symbolem Hy’. W tym wypadku domkniecie w dét procedury step-up

odrzuca wszystkie hipotezy Héi) takie, ze i < j (z czego j — 1 to prawdziwe hipotezy zerowe).
Wspdlezynnik FDR mozna wiec oszacowaé z dotu

2 1 2x99 1
FDR> (1—-(1—-— 99) ~ —(99 — In(99)) > a,
( TV 992%1 100 Y999 ~n(99)) > e

co oznacza, ze domkniecie w dét procedury step-up nie gwarantuje kontroli wspétczynnika FDR.
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Kontrola wspétczynnika FDR dla relacji liniowej
Twierdzenie 9 Zstepujgca procedura testowania z poziomamsi istotnosci wyrazonymi wzorami

(1)

QXpin, =,

-1
O‘l(;)z = min (Oémam [Zm Pl — alF P IE e all) 4 m= mthlpm Hla(l)} ), dla 1 <i

Apiny lin lin

(m)

Q. = Min(amaegz, ma),
(4.4)
kontroluje wspotczynnik F DR na poziomie o dla relacji lintowey.

Parametr ay,q; jest dowolna liczba z przedzialu (0,1]. Prezentowane wyniki symulacyjne
sag wyznaczone dla amme, = 0.5. Przedstawiona procedura gwarantuje kontrole wspoétczynnika
FDR dla kazdej warto$ci cunaz, jednak wyboér aun., powinien zaleze¢ od spodziewanej liczby
falszywych hipotez zerowych oraz rozkladu statystyki testowej dla prawdziwej hipotezy alter-
natywnej. Generalnie, im mniej spodziewamy sie falszywych hipotez zerowych, tym parametr
Qmae POWIinien byé mniejszy. Odpowiednio dobierajac ten parametr mozemy uzyskaé¢ wyzsza
liczbe poprawnie odrzuconych hipotez zerowych. Problem doboru tego wspoétczynnika nie jest
rozwazany w tej pracy.

Dowéd

Niech my oznacza liczbe fatszywych hipotez zerowych.

Dla m; = 0 zachodzi FDR < o), gdyz Q = 0, jezeli nie odrzucimy zadnej hipotezy
zerowej i Q) = 1, jezeli odrzucimy przynajmniej jedna hipoteze zerowa. Odrzucenie przynajmniej
jednej hipotezy zerowej wymaga odrzucenia hipotezy H(()l) (bedacej w relacji do wszystkich
pozostalych) na poziomie istotnosci al.

Dla m; > 0 w procedurze zstepujacej dla liniowej relacji odrzucenie prawdziwej hipotezy
zerowej jest mozliwe po odrzuceniu wszystkich falszywych hipotez zerowych. Wiec

FDR(H) =E(Q|R>0)Pr(R>0)< E(Q|R>m;)=
FDR(Hy|Vicr(i) > H®),

gdzie FDR(H) oznacza wspoOleczynnik FDR wyznaczony dla zbioru hipotez H a
FDR(Hy|Vicrib(i) > H®Y) oznacza wspblezynnik FDR wyznaczony dla zbioru prawdziwych
hipotez zerowych, przy zalozeniu, ze wszystkie falszywe zostaly odrzucone.

Wartosé oczekiwana F(Q|R > my) jest nie wigksza od

BQIR> ) =S, PR iRZm)< 0
-1 j— i+
< 1 (1= gy )Hl m1+1alzjn + S m1+10‘zfn =
+1 -1 +1) ) j
= al(in:bl ) {( ;imﬁ-l = iml (1 - l(zln >Hl m1+2al(1]n) + mrn;m1 Hm m1+2al(7,720 :

Podstawiajac parametry (4.4) z Twierdzenia 9 otrzymujemy

> E(Q|R > m1) > E(Q|R > 0) > FDR.
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Kontrola wspétczynnika FDR dla hierarchicznej relacji zaleznosci

Twierdzenie 9 mozna uogdlnié¢ na dowolna relacje hierarchii R odpowiednio modyfikujac poziomy
istotnosci w procedurze zstepujacej.

Definicja 18 Stopien oddziatywania zbioru hipotez.
Niech K C I bedzie podzbiorem indeksow zbioru hipotez. Stopien oddziatywania zbioru hipotez

{H(gi) 11 € K}, oznaczamy symbolem p(K) i wyrazamy wzorem

p(K)=1+#{j: R(j,i) = 1,i € K},
Twierdzenie 10 Niech K(i) bedzie zbiorem cieciw dla relacji R zawierajgcych indeks i. Zste-
pujgca procedura testowania z poziomami istotnosci wyrazonymi wzorem

a Krg,g%i){alzn /# }7 ( )

(p(K))

gdzie ap; wyrazajg sie wzorem (4.4), kontroluje wspélezynnik FDR na poziomie a.

W zalaczniku zostal umieszczony program w jezyku R wyznaczajacy parametry a ().

Dowdéd

Niech Iy oznacza zbiér indekséw falszywych hipotez, I }% oznacza podzbiér zbioru Iy z in-
deksami odrzuconych falszywych hipotez. Niech L; bedzie podzbiorem maksymalnych hipotez
ze zbioru I, (tzn. takich, ze zadne dwie z tego podzbioru nie sa ze soba w relacji).

Poniewaz poziom istotnosci dla testowania hipotez ze zbioru L; jest mniejszy lub réwny

(p(L1 (p(L1)

lin lin ) testowanie konczy sie

i wszystkie hipotezy ze zbioru L; sa przyjmowane. Z prawdopodobienstwem QZ(ZELI)) przynaj-

mniej jedna hipoteza jest odrzucona (zauwazmy, ze p(L1) < #1 J@)

Symbolem Ly oznaczmy podzbior hipotez zerowych, dla ktérych wszystkie hipotezy nad-
rzedne zostaly odrzucone. Zachodzi nieréwnosé p(L1) + 1 > p(L2), a wigc prawdopodobienstwo
odrzucenia hipotezy ze zbioru Lo spelnia nieréwnosé

) /#L1, to z prawdopodobiefistwem nie mniejszym od 1 — «

Pr(Jicr, (i) = 13jen, () = 1) < affF2) < o (PE0HD,

lin
Iterujac te procedure otrzymujemy

(#1f+k)
lin .

lin

IR+k
Poziomy istotnosci al(j; sHR) wyrazone wzorem (4.4) kontroluja wspélezynnik FDR na poziomie

«a dla liniowej relacji, wiec wspdlczynniki z Twierdzenia 10 pozwalaja na kontrole FDR na
poziomie « dla dowolnej relacji hierarchicznej. [

Uwaga

Jezeli liczebnosé zbioru hipotez jest duza, to wyznaczenie wszystkich cieciw zawierajacych
punkt ¢ moze by¢ bardzo czasochtonne. W takim przypadku zamiast parametréw wyrazonych
wzorem (4.5) mozna stosowaé parametry a ()

o/ = aifi" [ max (). (4.6)

Parametry o) gwarantuja kontrole wspélczynnika FDR, poniewaz o) < (. Jednak
ich stosowanie prowadzi do mniejszej sredniej liczby odrzuconych hipotez. Réznica ta jest tym
wigksza, im wigksze jest zréznicowanie wspélezynnikéw ¢(i) dla danej relacji.
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Rozdziat 5

Zastosowanie uzyskanych wynikéw
w badaniach genetycznych

,Statistics is the servant to all sciences”

Jerzy Splawa-Neyman.

5.1 Wprowadzenie

W tym rozdziale przedstawiamy zastosowanie wynikéw opisanych w poprzednich rozdziatach
w zagadnieniu identyfikacji aktywnych proceséw biologicznych (z wykorzystaniem danych mi-
kromacierzowych) oraz w zagadnieniu predykcji funkcji genu (z wykorzystaniem danych o in-
terakcjach pomiedzy bialkami). Na poczatku wprowadzimy kilka terminéw genetycznych, ktére
beda wykorzystywane w kolejnych sekcjach.

Genetyka to nauka o dziedzicznosci i zmiennoéci organizméw wynikajacej z informacji za-
wartej w genach. Kazdy zywy organizm ma ustalony zestaw genow.

Definicja 19 Gen [gr. génos ‘réd’, ‘pochodzenie’, ‘gatunek’], to odcinek laricucha kwasu deok-
syrybonukleinowego (DNA), w ktorym kolejnosé ulozenia nukleotydow stanowi informacje gene-
tyczng o zdolnosci organizmu do syntezy okreslonych bialek.

Pomimo, iz wszystkie komérki w zywym organizmie maja ten sam zestaw gendéw, komérki te
pelnia rézne funkcje. Dzieje sie tak, poniewaz pewne geny sg aktywne we wszystkich komérkach
(sa to geny niezbedne do zycia komérki), inne sa aktywowane tylko w niektérych komorkach.
Aby opisaé¢ aktywnos$é genu w komérce korzysta sie z terminu ,ekspresja genu”.

Definicja 20 FEkspresja genu to miara iloSci genu w komdrce, odpowiada aktywnosci tego
genu. Ekspresje mozna mierzyé stezeniem pikomolarnym lub $redniq liczbg transkryptow.

Istnieje wiele metod pozwalajacych na pomiar ekspresji zbioru genéw jednoczesnie. Obecnie
najpopularniejsze sg badania z wykorzystaniem techniki mikromacierzowej, ktore umozliwiaja
pomiar ekspresji wielu tysiecy genéw jednoczesnie w jednym eksperymencie mikromacierzowym.
Mikromacierz U-133A firmy Affymetrix mierzy ekspresje 22 tys. ludzkich genéw jednoczesnie.

Analizujac fizjologie komoérki nie wystarczy badaé ekspresji pojedynczych gendéw poniewaz
wspoldziataja one ze soba. Dla genetyka, bardziej interesujace od badania aktywnosci poszcze-
gblnych genéw jest badanie aktywnosci proceséw biologicznych.
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Definicja 21 Proces biologiczny, to proces wystepujocy w Zywych organizmach. Jest regulo-
wany przez geny, a w jego wyniku mogq powstawaé, byé naprawiane lub ulegaé degradacji rozne
zwiqzki @ struktury.

Przykladami proceséw biologicznych sa: ,transkrypcja DNA”, ,denaturalizacja bialek”, ,trans-
port czasteczek energetycznych”, . transport czasteczek ATP”. Procesy te moga by¢ okreslone
na réznym poziomie szczegdltowosci.

Gene Ontology [GO]

W 1998 roku powstalo Konsorcjum Gene Ontology ([Harris i inni 2004] www. geneontology.org).
Organizacja ta postawita sobie za zadanie uporzadkowanie istniejacej wiedzy o procesach biolo-
gicznych, opracowala i aktualizuje trzy ontologie opisujace rézne aspekty funkcjonowania gendw:

e procesy biologiczne (ang. biological process);
e komponenty komérkowe (ang. cellular component);
e funkcje molekularne (ang. molecular function).

Kazda ontologia opisana jest przez acykliczny graf skierowany. Wyniki przedstawione w tym
rozdziale dotycza ontologii ,procesy biologiczne”. Wierzchotki odpowiadajacego tej ontologii
grafu reprezentuja procesy biologiczne, a krawedzie odpowiadajg relacjom pomiedzy poszczegdl-
nymi procesami. Ontologia proceséw biologicznych, to nieustannie aktualizowany graf, na dzien
dzisiejszy o 18834 weztach. Fragment tego grafu przedstawiony jest na Rysunku 5.1. Zamiast
nazw procesOw stosuje sie etykiety w postaci ,GO : zxxxrrx”, gdzie xxrxxxrr to identyfikator
procesu biologicznego.

Wyrdznia sie dwa rodzaje relacji pomiedzy procesami biologicznymi. Relacje is-a” oraz
relacje ,is-a-part-of”. Relacja ,is-a” pomiedzy procesami, oznacza, ze jeden proces jest przykla-
dem drugiego, bardziej ogdlnego, procesu. Np. proces ,rozklad cukréw” jest specyficzng wersja
procesu ,,metabolizm”, jest tez ogdlniejszy niz proces ,rozktad glukozy”. Relacja ,is-part-of” po-
miedzy procesami, oznacza, ze jeden proces jest czescig sktadows drugiego procesu. Np. proces
ySranslacja”, sktada sie z wielu podproceséw, miedzy innymi inicjujacego podprocesu ,przyla-
czenie kompleksu inicjacji translacji” oraz konczacego podprocesu ,zatrzymanie translacji”.

W prowadzonych analizach najczesciej zaniedbuje sie réznice pomiedzy relacjami ,is a” i ,is
a part of”. Suma obu relacji jest relacja antyzwrotna, antysymetryczna i przechodnia, jest wiec
relacja hierarchii w sensie Definicji 10 (z Rozdziatu 4).

Baza adnotacji

Informacje o tym, ktory gen uczestniczy w danym procesie znalezé mozna w bazach adnotacji
gen6éw. Obecnie takie bazy, nazywane réwniez bazami funkcji gendéw, sa intensywnie rozwijane.
Najpopularniejsza baza funkcji jest Entrez Gene (http://www.ncbi.nlm.nih.gov/entrez/). Zgro-
madzono w niej dane o funkcjach ponad 2.075.132 gendéw wystepujacych w 3.572 organizmach
(informacje z konca roku 2006). Wpisy w tej bazie danych okreslaja w ktérych procesach bio-
logicznych udziat poszczegdlnych gendéw jest potwierdzony. Informacje te pochodza z publikacji,
w ktorych autorzy pracowali nad identyfikacja pojedynczych gendéw w procesach biologicznych.
Baza ta jest nieustannie uaktualniana.
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GO-BP root
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Rysunek 5.1: Fragment grafu reprezentujacego ontologie ,,procesy biologiczne”. Wezel oznaczony
etykietka GO:0009058 reprezentuje proces ,biosynteza’, wezel o etykiecie GO:0016049 repre-
zentuje proces ,wzrost komoérki”, a o etykiecie GO:0007582 reprezentuje ,,procesy fizjologiczne”.
Krawedzie grafu okreslaja hierarchie pomiedzy procesami.

W dalszej czedci tego rozdzialu bedziemy korzystaé¢ ze sformulowania ,gen (biatko) pelni
funkcje f7, co oznacza, ze dany gen (biatko) uczestniczy w procesie biologicznym f.
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5.2 Zagadnienie identyfikacji aktywnych proces6w biologicznych

Celem identyfikacji aktywnych proceséw biologicznych jest wskazanie aktywnych procesow na
podstawie mikromacierzowych pomiaréw ekspresji genéw.

Metoda

Przyjmujemy, ze jezeli pewien proces biologiczny jest aktywny, to ekspresja gendéw uczestnicza-
cych w tym procesie jest wyzsza niz Srednia ekspresja wszystkich genéw.

Okreslamy zbiér badanych proceséw biologicznych I. Dla kazdego z nich stawiamy hipoteze
Zerowa H(()i), 1 € I, ze ekspresja gendéw uczestniczacych w tym procesie jest réwna 0, przeciw
hipotezie alternatywnej, ze ekspresja gendéw uczestniczacych w tym procesie jest wieksza od zera.

Do testowania kazdej z tych hipotez wykorzystywany jest test ¢-Studenta lub jego niepara-
metryczny odpowiednik, test Wilcoxona.

Studium symulacyjne

Podczas studium symulacyjnego bedziemy rozwazaé 7-elementowe zbiory proceséw biologicz-
nych. Ze zbiorem proceséw skojarzony jest zbior hipotez zerowych, z ktérych kazda dotyczy
pewnego procesu biologicznego. Dla kazdego zbioru hipotez zerowych bedziemy rozwazali re-
lacje R1, Ra i Rg3, przedstawione na Rysunku 5.2. Relacje te réznia sie wspélczynnikami ¢(7)
i p(i) dla poszczegélnych hipotez (patrz Tabela 5.1).

Rysunek 5.2: Grafowa reprezentacja relacji hierarchicznych Rq, Rs i R3.

W Tabeli 5.1 przedstawiamy poziomy istotnoéci wyznaczone dla réznych procedur dla o = 0.05.
Dolny indeks przy poziomach istotnoéci okresla, dla ktorej procedury testowania sa one wyliczo-
ne (py dla procedury wstepujacej oraz pp dla procedury zstepujacej). Gérny indeks wskazuje,
ktéry wspotezynnik jest kontrolowany. Warto zauwazyé, ze poziomy istotnosci aBF(i) (a wiec
kontrolujace wspolczynnik F'DR dla procedury zstepujacej) sa wieksze od «, a pomimo to przy-
jeta procedura testowania gwarantuje kontrole wspélczynnika FDR na poziomie a.

W prezentowanym studium symulacyjnym losowaliSmy wartosci statystyki testowej z rozkta-
du t-Studenta z 9 stopniami swobody. Niech u = (p1, ..., pi7), gdzie p; oznacza Srednia warto$é
statystyki testowej dla i-tej hipotezy. A zatem u; = 0, gdy hipoteza H(gz) jest prawdziwa i pu; > 0
w przeciwnym wypadku.



Relacja R1 Relacja Ro
p(i) ¢() app"i(@) appie)  app"() | p(i) ¢() ap("tE)  appti() kBt
i=1] 1 1 0.0071 0.0476 0.0500 1 0.0071 0.0476 0.0500
i=2] 2 1 0.0036 0.0476 0.0952 2 2 0.0036 0.0238 0.0476
i=3| 3 1 0.0024 0.0476 0.1364 2 2 0.0036 0.0238 0.0476
i=4 | 4 1 0.0018 0.0476 0.1739 3 2 0.0024 0.0238 0.0682
i=5] 5 1 0.0014 0.0476 0.2083 4 2 0.0018 0.0238 0.0870
i=6 | 6 1 0.0012 0.0476 0.2400 4 2 0.0018 0.0238 0.1042
=7 7 1 0.0010 0.0476 0.3500 5 2 0.0014 0.0238 0.1042

Tabela 5.1: Wspdlczynniki p(i), ¢(i) oraz poziomy istotnosci o dla relacji R1 1 Ro.

W symulacjach rozwazaliSmy nastepujace przypadki:

° ,u,(l) =(0,0,0,0,0,0,0), zaden proces nie jest aktywny,
° ,u(Q) =(2,2,2,2,0,0,0), aktywne sa pierwsze cztery procesy,

(

(

° ,u(3) = (3,2.75,2.5,2.25,0,0,0), aktywne sa pierwsze cztery procesy, ale w réznym stopniu,

° ,u(4) =(2,2,2,2,2,2,2), wszystkie procesy sa jednakowo aktywne,

o 1) = (3,2.75,2.5,2.25,2,1.75,1.5), wszystkie procesy sa aktywne, ale w r6znym stopniu,
(

° ,u(G) = (3,0,0,0,0,0,0), aktywny jest tylko pierwszy proces.

Procedure losowania wartosci statystyki testowej oraz proces testowania powtérzylismy 100
razy. Dla takiej liczby powtérzen wariancja oceny wspoélczynnika bledu jest pomijalnie mala.
W Tabeli 5.2 prezentujemy usrednione wyniki z symulacji. Potwierdzaja one, ze zapropono-
wane procedury kontroluja rozwazane wspotczynniki na poziomie a. W kolumnie oznaczonej
E(S) przedstawiono $rednia liczbe odrzuconych falszywych hipotez zerowych, dla kazdego roz-
wazanego scenariusza. W kazdym scenariuszu empiryczne wspélczynniki bledéw sa nizsze od
postulowanego poziomu o = 0.05. Gdy frakcja prawdziwych hipotez zerowych jest niewielka, em-
piryczny wspotczynnik bledu jest znacznie mniejszy od . W wiekszo$ci scenariuszy najwieksza
oczekiwang liczbe odrzuconych hipotez uzyskuje sie stosujac procedure zstepujaca z wspotczyn-
nikami a?BR. Ta procedura prowadzi do najlepszych wynikow w sytuacji, gdy dla najbardziej
specjalistycznych hipotez moc testowania jest najnizsza (co jest czesta sytuacja w tym zagad-
nieniu). W pewnych scenariuszach, szczegélnie dla relacji typu R3 najlepsze wyniki uzyskuje sie
dla procedury zstepujacej. Wybér procedury (pomiedzy wstepujaca a zstepujaca) powinien by¢
uzalezniony od struktury relacji oraz od réznicy w Srednich mocach pomiedzy hipotezami spe-
cjalistycznymi a ogélnymi. Gdy hipotezy specjalistyczne majg srednio nizsza moc, lepsze wyniki
otrzymuje sie korzystajac z procedury zstepujace;j.
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Procedura

wstepujaca | zstepujaca | zstepujaca | wstepujaca | zstepujaca | zstepujaca
z apg i) | 2 appP ) | 2 appti) | 2 apGPRG) | 2 appPR(0) | 2 appt()
z Tw. (7) z Tw. (6) | z Tw. (10) | z Tw. (7) z Tw. (6) | z Tw. (10)
Relacja Stan Wspdlezynnik bledu
hipotez | PFER PFER FDR E(S)
R1 p 0.050 0.050 0.050 — — —
R1 e 0.007 0.008 0.017 1.712 1.433 1.852
R1 13 0.007 0.022 0.035 2.503 2.761 3.236
R1 p4 — — — 3.384 1.634 2.670
R1 (%) — — — 3.425 3.258 4.842
R1 () 0.031 0.045 0.045 0.712 0.909 0.912
R p 0.050 0.050 0.050 — — —
Ro e 0.006 0.008 0.010 1.552 1.432 1.722
R 13 0.006 0.022 0.023 2.314 2.679 3.034
R p4 — — — 2.975 1.638 2.265
R (%) — — — 3.092 3.184 4.186
R () 0.028 0.044 0.043 0.712 0.909 0.912
Rs p® 0.050 0.050 0.050 — — —
Rs e 0.011 0.015 0.006 1.448 1.272 1.303
Rs 13 0.011 0.022 0.007 2.225 2.365 2.394
Rs p — — — 2.345 1.915 1.967
R (%) — — — 2.784 3.069 3.116
R () 0.021 0.043 0.022 0.714 0.909 0.912

Tabela 5.2: W kolumnach 3, 4 i 5 sg przedstawione empirycznie wyznaczone wspotczynniki PFER
i FDR dla trzech prezentowanych procedur testowania. W kolumnach 6, 7 i 8 sg przedstawione
$rednie liczby odrzuconych falszywych hipotez zerowych.

Domkniecie
procedury single-step procedury step-up
Bonferroniego Benjaminiego-Hochberga

Relacja | Wektor p | Wspotezynnik PFER Wspdlezynnik FDR
R1 p® 0.201 0.050
R1 e 0.073 0.046
R1 () 0.151 0.061
Ro p® 0.151 0.050
Ro e 0.045 0.035
Ro () 0.102 0.056
R p 0.093 0.050
R e 0.294 0.028
R () 0.044 0.042

Tabela 5.3: Wyniki dla domknigcia procedury jednokrokowej Bonferroniego oraz procedury step-
up Benjaminiego-Hochberga.
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W Tabeli 5.3 prezentujemy wyniki domkniecia w doét procedur testowania ,single step”
i ,step-up” dla zagadnienia testowania zbioru hipotez. Potwierdzaja one, ze domkniecie pro-
cedury kontrolujacej wspoétczynnik FDR lub PFER juz nie kontroluje tych wspoétczynnikow.
Uzasadnia to potrzebe opracowania nowych procedur testowania.

5.3 Predykcja funkcji biatek

W tej sekcji przedstawiamy przyktad zastosowania procedur wprowadzonych w Rozdziale 4, w za-
gadnieniu predykcji funkcji biatek dla danych rzeczywistych. Przedstawione ponizej zagadnienie
dotyczy prognozy funkcji biologicznych dla pojedynczych bialek. Dla kazdego z rozwazanych
biatek oraz dla kazdej z rozwazanych funkcji nalezy zdecydowacé, czy s przestanki, ze dane bial-
ko pelni dang funkcje. Wykonanie takiej wstepnej prognozy pozwala genetykom okresli¢, ktére
biatka warto poddaé¢ dalszym badaniom laboratoryjnym.

Do wykonania takiej prognozy stosuje si¢ wiele ré6znych metod wnioskowania, np. sieci bay-
esowskie [Troyanskaya i inni 2003], uczenie maszynowe [Vinayagam 2004|, analize czynnikowa
[Kustra i inni 2006] oraz wiele innych. Ponizej przedstawiona jest metoda zwiazana z badaniem
czestosci wystapienia interesujacej funkcji w zbiorze bialek wspoéldziatajacych z interesujagcym
nas biatkiem.

Dane

Do ponizszych analiz zostal wykorzystany zbiér danych opisany w pracy [Wu i inni 2004]. Za-
wiera on dane o 3224 bialtkach oraz 1829 procesach biologicznych. Symbolem I, = {1...3224}
oznaczamy zbiér indeksow bialek, symbolem Iy = {1...1829} zbiér indekséw proceséw biologicz-
nych. Przez G = {g; : i € I} oznaczamy zbior wszystkich bialek, gdzie g; to biatko o indeksie 1.
Przez F = {f; : j € It} oznaczamy zbiér wszystkich proceséw biologicznych, gdzie f; to proces
biologiczny o indeksie j.

Informacje o bialkach przedstawione sa w postaci macierzy interakcji PPI (ang. protein-
protein interaction), o wymiarach 3224 x3224. Symbolem PPI(i, j) oznaczamy komérke o wspél-
rzednych i,j € I, tej macierzy. Jezeli PPI(i,j) = 1, to w bazie danych znaleziono informacje
o tym, ze bialko i-te wspéldziala z biatkiem j-tym, a jezeli PPI(i,7) = 0, to takiej informa-
cji nie znaleziono (nie oznacza to, ze biatka te nie wspoldzialaja ze soba, poniewaz najczesciej
w publikacjach nie sa odnotowane, tzw. ,przyklady negatywne”).

Informacje o odnotowanych funkcjach poszczegdlnych biatek przedstawione sa w postaci
macierzy adnotacji o wymiarach 3224 x1829. Symbolem Adnot(i, j) bedziemy oznaczali komérke
o wspoélrzednych (i, j) tej macierzy, gdzie i € Iy, j € Iy. Jezeli Adnot(i,j) = 1, to w bazie danych
znaleziono informacje o tym, ze biatko i-te pelni funkcje j-ta, a jezeli Adnot(i,j) = 0, to takiej
informacji nie znaleziono (nie oznacza to, ze dane bialko tej funkcji nie pelni, poniewaz nie
wszystkie funkcje bialek sa jeszcze poznane). Na zbiorze funkcji okreslona jest relacja hierarchii
okreslona przez strukture Gene Ontology.

Dla analizowanego zbioru danych wykazano Zielg Zjelg PPI(i,j) = 61020 par interakcji
(opisanych w bazie BioGrid) oraz wykazano 3¢ 1, 2jel ; Adnot(i,7) = 78841 udokumentowa-
nych przypadkéw pelnienia danej funkcji przez dane biatko (opisanych w bazie danych Entrez).

Na Rysunku 5.3 przedstawione sa histogramy opisujace liczby biatek pelniacych poszczegolne
funkcje oraz liczby biatek w interakcji z ktérymi jest badane biatko.

39



CczZestosc

czestosc

20

20

10

150

100

50

ﬂmwmmmww Mmﬂ 2L

O
T ]
0 50 100 150 200
liczha bialek pelniacych dana funkcje
M [ O = I = S SN,
T T T T 1
0 50 100 150 200

liczba bialek w interakcji

Rysunek 5.3: Statystyki opisowe dla danych [Wu i inni 2004].
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Metoda

Zaklada sie, ze jezeli badane biatko wspoéldziata z grupa bialek pelniacych pewng funkcje, to
najprawdopodobniej réwniez pelni dana funkcje (z aktualnego stanu wiedzy wynika, ze okolo
70 — 80% wspoldziatajacych bialek pelni réwniez takie same funkcje). Przyjmujac to zalozenie,
predykcje funkcji biatek mozna wykonaé stosujac nastepujacy algorytm:

e Okreslamy podzbiér biatek G C G, dla ktérych chcemy przeprowadzié¢ prognoze;

e Dla kazdego biatka g; € G okreslamy zbiér biatek bedacych w interakcji z biatkiem g;,
oznaczmy ten zbiér przez G; € G;

e Okreslamy podzbiér procesow biologicznych F' C F, dla ktérych chcemy przeprowadzié
prognoze;

e Dla kazdego biatka g; € G i kazdego procesu biologicznego f; € F weryfikujemy hipoteze
HY : p(£51Gy) = p(£11G), praeciwko HYY + p(f;]G:) > p(f1G). edzie p(f;|G;) omacza
czesto$¢é wystepowania procesu biologicznego f; w zbiorze biatek Gj. Jezeli test odrzuci
hipoteze zerowa na poziomie istotnoéci a9, to uznajemy, ze bialko g; moze uczestniczy¢
w procesie biologicznym f;, poniewaz biatka bedace z nim w interakcji, uczestnicza w tym
procesie istotnie czesciej niz biatka nie bedace z nim w interakcji.

Aby zweryfikowa¢ hipoteze, czy dana funkcja wystepuje istotnie czedciej wykorzystywany
jest doktadny test Fishera dla tablic kontyngencji 2 x 2 (patrz np. [Xiao, Pan 2005]). Wartosé¢ p
dla tego testu wyraza sie wzorem

o k’i’j—l (k‘]) (n—k3>
) =1 — %’ (5.1)
=0 g

gdzie:
e n = #(, to liczba wszystkich biatek,

o ki = #G|f; = Yiel, Adnot(i, ), to liczba bialek ze zbioru G uczestniczacych w procesie
fja
o n; = #Gi =3 ;cr, PPI(i, ), to liczba bialek w interakeji z biatkiem g;,

o kij = #Gilfj = Xyer, PPI(i,1)Adnot(l, j), to liczba bialek w zbiorze G; uczestniczacych
w procesie fj.

7 przyczyn praktycznych do zbioru F' wybiera sig¢ procesy biologiczne pelnione przez przy-
najmniej 10 biatek, czyli F' = {f; € F : k; > 10}. Do zbioru G wybiera sie¢ bialka, z ktérymi
przynajmniej 10 innych jest w interakcji, czyli G = {¢g; € G : n; > 10}. Uwzgledniajac te
wymagania, zbior G liczy 1099 bialek, a zbiér F' liczy 271 funkcji.

Wartosci p wyznaczone ze wzoru (5.1) nie maja rozkladu ciaglego, mozna wiec zamiast nich
stosowaé ,fuzzy p—values” [Kulinskaya, Lewin 2006]. Wyniki testowania, uzyskane z uzyciem
zwyktych p-wartosci oraz fuzzy p-wartodci nie réznig sie istotnie.

Aby ocenié¢ wspdlczynniki bledéw wykorzystano procedure one leave out cross validation.
A wiec, wyznaczajac predykcje dla biatka g; wykorzystane sg informacje o pelnionych funkcjach
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przez wszystkie biatka za wyjatkiem biatka g;. Wyniki predykcji poréwnywane sa ze znana
adnotacja danej funkcji dla danego biatka. Wspoétczynnik bledu wyznacza sie usredniajac wyniki
dla wszystkich funkcji ze zbioru F' i wszystkich biatek ze zbioru G.

Na Rysunku 5.4 przedstawiony jest histogram dla p-wartosci wyznaczonych dla prawdziwych
i falszywych hipotez zerowych. Dla danych rzeczywistych rozktad p-wartosci dla prawdziwych
hipotez zerowych odbiega od rozktadu jednostajnego. Moze to byé¢ spowodowane brakiem odno-
towanej informacji o genach, ktore nie petnig rozpatrywanej funkcji.
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Rysunek 5.4: Histogram p-wartosci dla prawdziwych hipotez zerowych (a) oraz falszywych hi-
potez zerowych (b).
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Wyniki

Dla kazdego z 1099 biatek rozwazano zbiér 271 hipotez. Kazda hipoteza odpowiada przypusz-
czeniu, ze biatko g; uczestniczy w procesie biologicznym f;. Wszystkie zbiory hipotez zostaty
przetestowane czterema réznymi procedurami testowania, dwoma kontrolujacymi wspétczynnik
PFER, jednej kontrolujacej wspotczynnik FWER, i jednej kontrolujacej wspotczynnik FDR.

Metoda one leave out cross validation dla zbioru hipotez dotyczacych kazdego biatka wy-
znaczyliSmy empirycznie oceny zmiennych V', S i R, oraz oceny wspotczynnikow PFER, FWER
i FDR. W Tabeli 5.4 przedstawilismy usrednione oceny wspotczynnikoéw uzyskanych dla réznych
bialek oraz dla réznych procedur testowania.

Otrzymane wyniki potwierdzaja, ze kazda z zastosowanych procedur kontroluje odpowiedni
wspoélczynnik bledu na postulowanym poziomie 0.05. Najmniejsza srednig liczbe odrzucen fal-
szywych hipotez zanotowano dla procedur kontroli wspétczynnika PFER (podobnie jak w stu-
dium symulacyjnym). Najwieksza Srednia liczbe odrzucen falszywych hipotez zanotowano dla
procedury zstepujacej kontrolujacej wspotczynnik FDR.

Wyniki przedstawione w Tabeli 5.4 obrazuja, jak istotny wplyw na wyniki testowania ma
wybor procedury testowania. W tym przypadku zdecydowanie lepsze wyniki uzyskuje sie dla
procedury zstepujacej. Moze to by¢ spowodowane duza liczba weztéw w relacji opisujacej struk-
ture Gene Ontology.

Procedura testowania #odrzuconych ocena wspolczyn- | #odrzuconych
hipotez zero- | nika btedu fatszywych hipo-
wych tez zerowych

Procedura zstepujaca kontro- | 1706 PFER = 0.0209 1683

lujaca PFER (Tw. 6)

Procedura wstepujaca kontro- | 1191 PFER = 0.0164 1173

lujaca PFER (Tw. 7)

Domkniecie w dét procedury | 2300 FWER = 0.0382 | 2255

step-up Hochberga

Procedura zstepujaca kontro- | 3892 FDR = 0.01725 3823

lujaca FDR (Tw. 10)

Tabela 5.4: Wyniki zastosowania proponowanych procedur w zagadnieniu predykcji funkcji bia-

lek.
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Dodatek A

Program wyznaczajgcy poziomy
istotnosci (¥

Programy w jezyku R, wyliczajace poziomy istotnoéci a® dla procedur przedstawionych w tej
pracy.

#

# poziomy istotnosci dla procedury wstepujacej dla wspéiczynnika PFER
# alpha - zadany poziom kontroli wspétczynnika PFER

# phi - wektor ze wspétczynnikami Srednich

get.parametry.PFER.follow.up <- function(alpha, phi) {
alpha/((1+alpha)*phi)
}

#

# poziomy istotnosci dla procedury zstepujacej dla wspéiczynnika PFER
# alpha - zadany poziom kontroli wspétczynnika PFER

# rho - wektor ze wspéiczynnikami stopni oddziatywania

get.parametry.PFER.follow.down <- function(alpha, rho) {
alpha/(length(rho)*rho)
}

pprod <- function(parametry,m,n) {
if (m<=n)
return (prod(parametry[m:n]))
return (1)

3
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#

# poziomy istotnoSci dla procedury zstepujacej dla wspdéiczynnika FDR w relacji liniowe]j
# alpha - zadany poziom kontroli wspétczynnika FDR

# N - liczba hipotez

get.parametry.FDR.1lin <- function(alpha, N) {
parametry = NULL
parametry[N] = min(1,N * alpha)
for (m in (N-1):2) {
sum = O
for (n in m:(N-1)) {
sum = sum + ((n-m+1)/n)*(1 - parametry[n+1])*pprod(parametry,m+1,n)
}
parametry[m] = min(1l,alpha/(sum + ((N-m+1)/N) * prod(parametry[(m+1):N])))
}
parametry[1] = alpha

parametry

}

#

# poziomy istotnoSci dla procedury zstepujacej dla wspétczynnika FDR
# alpha - zadany poziom kontroli wspétczynnika FDR

# rho - wektor stopni oddziatywania Srednich

get.parametry.FDR <- function(alpha, rho) {
parametry.lin = get.parametry.FDR.lin(alpha, length(rho))
parametry.lin/rho

}
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Dodatek B

Badania prowadzone podczas
studiéw doktoranckich

Podczas studiéw doktoranckich prowadzilem badania nad zagadnieniem testowania zbioru hi-
potez. Pierwsze wyniki, zawarte w pracy magisterskiej [Biecek 2003], dotycza metody doboru
poziomoéw istotnosci dla uogélnionej procedury step-up step-down oraz zastosowania tej meto-
dy do analiz danych mikromacierzowych. Prace nad metodami analiz danych mikromacierzo-
wych byly kontynuowane i w ich rezultacie, wspdlnie z dr Anng Jasinska, opracowaliSmy me-
tode estymacji stezenia transkryptu genu na podstawie mikromacierzowych pomiaréw jasnosci
[Biecek, Jasinska 2004]. M6j wkiad polegal na wyborze modelu zaleznoséci pomiedzy stezeniem
transkryptu a jasnoscig luminescencji oraz estymacja wspétczynnikéw w tym modelu.

Kolejne badania dotyczyly zastosowania metod testowania wielokrotnego w zagadnieniu de-
tekcji gendéw wplywajacych na cechy ilosciowe (ang. Quantitive Trait Loci, QTL). W tym zagad-
nieniu mamy do czynienia z wysoka korelacja pomiedzy statystykami testowymi, ktora prowadzi,
w przypadku wiekszosci procedur testowania, do matej mocy. Podczas stazu w Purdue Univer-
sity pracowalem nad doborem wartosci krytycznej dla kryterium mBIC, dla silnie skorelowa-
nych statystyk testowych. Wyniki tych badan sa przedstawione w pracach [Biecek i inni 2004],
[Szyda i inni 2004]. Méj wklad polegal na opracowaniu procedury wyznaczajacej wspélezynniki
kary w modelu mBIC uwzgledniajac korelacje pomiedzy statystykami testowymi.

Ogodlniejsze wyniki, dla dowolnej znanej struktury korelacji pomiedzy statystykami testo-
wymi, zostaly przedstawione w pracy [Biecek 2005]. W tej pracy wykorzystano koncepcje efek-
tywnej liczby hipotez [Cheverud 2001] oraz zaproponowano korekte poziomu istotnosci kontro-
lujaca wspoétczynnik FWER. Zaproponowana korekta prowadzi do znacznie wyzszej mocy niz
korekta Cheveruda. Najistotniejsze zalety zaproponowanej korekty, to duza ogélnosé (kontrole
wspolezynnika FWER uzyskujemy dla wielu struktur korelacji statystyk testowych) oraz nizsze
wymagania obliczeniowe niz w przypadku procedur permutacyjnych.

7 kryterium mBIC zwigzane sg réwniez wyniki uzyskane we wspolpracy z Instytutem Sta-
tystyki Uniwersytetu Wiedenskiego [Baierl i inni 2006], dotyczace analizy wplywu niespelnie-
nia zatozenia o normalnosci rozktadu badanej cechy na efektywnos¢ detekcji QTLi. Méj wkiad
w te prace polegal na przygotowaniu programéw komputerowych implementujacych estymatory
odporne (m-estymatory: Hubera, Bisquare i Hampela) w kryterium mBIC oraz na wykona-
niu studium symulacyjnego poréwnujacego wyniki uzyskane z wykorzystaniem m-estymatoréw,
z wynikami uzyskanymi z uzyciem estymatoréw maksymalnej wiarygodno$ci.
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Zagadnieniu modelowania efektéw QTLi poswigcona jest praca [Biecek, Klonecki 2006]. Ba-
dany jest w niej wplyw przyjetej parametryzacji efektéw genetycznych na obcigzenie ocen efek-
téw statystycznych w sytuacjach, gdy rozwazany jest niepelny lub niezrownowazony model. Méj
wktad w te prace polegal na wyznaczeniu obciazenia ocen dla parametryzacji Cockerhama, pa-
rametryzacji F5 i Fiy w modelu z dwoma QTLami i dwoma markerami oraz w modelu z jednym
QTLem i n markerami.

Przygotowywana praca [Biecek 2007] poswiecona jest tematyce oméwionej w tej rozprawie
doktorskiej. Zaproponowano w niej inne sformutowanie zagadnienia testowania zbioru hipotez
z zadang relacja hierarchii oraz przedstawiono procedury testowania pozwalajace na kontrole
najpopularniejszych wspdétczynnikéw btedéw. Prezentowane ujecie zagadnienia testowania zbior-
czego z zadang relacjg hierarchii moze byé zastosowane do szerszej klasy probleméw niz ujecie
prezentowane w pracy [Finner, Strassburger 2002].
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Dodatek C

Tlo historyczne zagadnienia
testowania zbioru hipotez

Pojecie hipotezy statystycznej ewoluowalo przez setki lat. Pierwsze zachowane wzmianki o termi-
nie hipoteza mozna znalezé w pracy ,, Teoria Matematyki” greckiego filozofa Geminusa (pierwsze
dziesigciolecia naszej ery). Termin ten byl przez kolejne wieki uzywany w astrologii oraz fizy-
ce. Przykladami sa prace Gottfrieda Wilhelma Leibniza (,,Nowe hipotezy fizyczne”, 1671) oraz
Isaaca Newtona (,Hipotezy o $wietle”, 1675).

Wzmianki o pierwszej hipotezie zweryfikowanej na gruncie analizy statystycznej dotycza
pracy medyka Johna Arbuthnota (1667 — 1735), ktéry w roku 1710 opublikowal w Royal Society
prace ,An argument for Divine Providence, taken from the constant regularity observ’d in the
births of both sexes”. W pracy tej przedstawil roczne liczby urodzen chlopcéw oraz dziewczat
w Londynie w latach 1625-1710 oraz zauwazyl, ze w kazdym roku rodzito si¢ wiecej chtopcdw
niz dziewczat. Przyjmujac, ze czesto$é urodzin chlopcéw jest réwna 1/2, prawdopodobienstwo,
ze przez 86 lat co roku rodzito sie wiecej chlopcow niz dziewczat jest réwne 1/28¢ < 10724
czyli jest niezmiernie mate. Bylto to dla niego dowodem na to, ze czesto$¢ urodzin chtopcow jest
statystycznie istotnie wigksza niz czesto$é urodzin dziewczat.

Whioskowanie Johna Arbuthnota zostalo skrytykowane miedzy innymi przez Nicholasa Ber-
noulliego, co prawdopodobnie spowodowalo, ze pierwszenstwo w konstrukcji pierwszego staty-
stycznego testu czesto przypisuje sie Pierreowi-Simonowi Laplaceowi (1749 — 1827). Przedstawil
on w roku 1796 fizykalno-matematyczne uzasadnienie ,nebular hypothesis” (hipotezy mglawico-
wej, nazywanej tez hipoteza Kanta-Laplacea), opisujacej geneze powstania Uktadu Stonecznego.
Hipoteza ta zakltada, ze planety powstaly w wyniku stopniowego odrywania si¢ od wirujacego
Stonica pierécieni gazowej materii, przeksztalcajacych sie z czasem w zwarte kule. Jako uzasad-
nienie tej hipotezy Laplace wykazal, ze ekliptyki planet nie sa losowe, lecz leza blisko jednej
pierwotnej ekliptyki. Laplace byl zwolennikiem subiektywnej interpretacji prawdopodobienstwa,
dlatego przeprowadzone przez niego wnioskowanie byto bliskie wnioskowaniu Bayesowskiemu.

Przez kolejny wiek uczeni stawiajac i weryfikujac hipotezy statystyczne kierowali sie intuicja.
Dopiero w latach dwudziestych XX wieku aksjomatyczne podstawy dla zagadnienia testowania
opracowali Jerzy Sptawa-Neyman (matematyk polskiego pochodzenia) i Egon Pearson (syn zna-
komitego matematyka Karla Pearsona). Matematyczne wyksztalcenie Jerzego Neymana, wspol-
nie z intuicjami jego wspolpracownika Egona Pearsona, pozwolilo na spdjne przedstawienie teorii
testowania hipotez. W latach 1928-1933 napisali wspélnie wiele istotnych prac o procesie testo-
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wania hipotez, testach statystycznych, testach najefektywniejszych, rozmiarach testu, poziomach
istotnosci itp. Jako pierwsi do procesu testowania wprowadzili pojecie hipotezy alternatywnej
(dzi$ oczywiste i niekwestionowane), przez co byli dlugo krytykowani przez wspélczesne im au-
torytety, miedzy innymi Ronalda Aylmera Fishera.

Jerzy Sptawa-Neyman podczas studiéw wyzszych w Charkowie poznal, wywodzaca sie z Ro-
sji, czestosciows interpretacje prawdopodobienstwa, ktérej aksjomaty zostaly pdzniej opisane
przez Andrieja Kolomogorowa. Na czesto$ciowe] interpretacji prawdopodobienstwa opart on
swoja aksjomatyczng teorie testowania hipotez, przez co jest ona nazywana réwniez czesto$cio-
wym, lub klasycznym ujeciem testowania hipotez. Na czesé jej twércéw jest rowniez nazywana
Neymanowsko-Pearsonowska teoria testowania hipotez. Takie ujecie procesu testowania hipotez
dominowato od lat 30-40 do konca XX wieku.

Metody testowania byly i sg rozwijane nie tylko przez matematykow, ale réwniez przez bio-
logbéw, fizykow oraz chemikéw. Przykladowo znaczacy wkilad do statystyki wniosty prace pod-
pisywane pseudonimem ,,Student”, ktérych autorem byl pracownik browaru Guinness, chemik
William Gosset.

W teorii testowania hipotez wazny jest wybor poziomu istotnosci, czyli dopuszczalnego praw-
dopodobienstwa odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej. Najczedciej przyjmowany poziom istot-
nosci to 0.05, co oznacza, ze Srednio blednie odrzucimy hipoteze zerowa nie czesciej niz raz na 20
razy. Rozwazmy jednak zbior 100 hipotez zerowych, kazda orzekajaca, ze pewien lek nie wpltywa
na stan pacjenta. Wykonajmy 100 testéw, kazdy na poziomie istotnosci a = 0.05. Nawet, jezeli
zaden z rozwazanych lekow nie wplywa na zdrowie pacjenta, to w okoto 5 przypadkach test od-
rzuci btednie hipoteze zerowa, a przyjmie hipoteze alternatywna. Czy to oznacza, ze te 5 lekéw
istotnie wplywa na stan pacjenta? Oczywidcie, ze nie. Jednak ze wzrostem liczby przeprowadzo-
nych testow na ustalonym poziomie istotnoéci, roénie prawdopodobienstwo btednego odrzucenia
przynajmniej jednej hipotezy zerowej.

Zwrécil na to uwage biostatystyk Graham Martin, ktory w grudniu 1984 roku w The Lancet
opublikowal list zatytulowany ,Munchausen Statistical Grid, that makes all trials look signifi-
cant”. W liscie tym Graham Martin oskarzal badaczy stosujacych metody statystyczne, szcze-
gélnie w medycynie, o powtarzanie eksperymentu wielokrotnie lub tez wykorzystywanie réznych
testow, tak dtugo, az ktérys test odrzuci hipoteze zerowa i ,potwierdzi” stusznoéé ich przypusz-
czen. Taka procedura nazwana zostala statystycznag siatka Munchausena. Nazwa pochodzi od
nazwiska Barona von Munchausena, ktory znany byl z opowiadania niesamowitych i nierzeczy-
wistych historii (historia o tym, jak to Baron von Munchausen wyciagnatl sie z bagna za wlasne
paski od butéw pojawia sie czesto w genezie nazwy metody bootstrap). Zarzuty tego typu spra-
wily, ze przy publikacji wynikow zaczeto stawia¢ wymog stosowania korekty poziomu istotnoéci
uwzgledniajacej liczbe weryfikowanych hipotez. Historycznie pierwsza i wcigz najpopularniejsza
korekta jest korekta Bonferroniego [Bonferroni 1936]. Korekta ta byta z powodzeniem wykorzy-
stywana w przypadku, gdy testowano kilka lub kilkadziesiat hipotez.

Od lat 80. XX wieku trwa rewolucja bioinformatyczna. Coraz cze$ciej w eksperymentach
wykorzystywane sa techniki wysokoprzepustowe, dostarczajace badaczom olbrzymia ilo$¢ da-
nych. Ogrom pozyskanych danych pozwala na testowanie wielu tysiecy (a czesto setek tysiecy)
hipotez. Dla tak duzej liczby hipotez korekta Bonferroniego prowadzi do znaczacego zmniej-
szenia poziomu istotno$ci w pojedynczym teécie, co prowadzi do dramatycznego spadku mocy.
Konieczne stalo si¢ opracowanie nowych, mniej konserwatywnych, procedur testowania. Do dzi§
powstalo wiele prac poswieconych Multiple Hypothesis Testing (polskie thumaczenia to ,testo-
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wanie jednoczesne”, ,testowanie wielokrotne”, ,testowanie zbiorcze” oraz stosowane w tej pracy
,testowanie zbioru hipotez”). Prace nad procedurami testowania zbioru hipotez prowadzi wielu
statystykow miedzy innymi Terry Speed, Sandrine Dudoit, Yoseph Hochberg, John D. Storey
i Brad Efron ([Sarkar 2002], [Dudoit i inni 2002], Storey2002). Teoria testowania zbioru hipotez
stata sie popularnym zagadnieniem, rozwijanym tak w ujeciu klasycznym jak i Bayesowskim.
Zdarza sie jednak, ze badacze korzystaja z Bayesowskiego lub czestosciowego ujecia zagadnienia
testowania bez wzgledu na charakter eksperymentu, zapominajac, ze oba te ujecia zagadnienia
testowania réznig sie znacznie zaréwno w interpretacji wynikéw, jak i w mozliwosci stosowania
réznych metod statystycznych ([Efron 2005]).

Procedury wykorzystywane w zagadnieniu testowania zbioru hipotez zakladaja, ze decyzje
o przyjeciu lub odrzuceniu kazdej z hipotez moga by¢ podejmowane niezaleznie. Przyktadem
zagadnienia, w ktérym decyzja podjeta dla jednej hipotezy wplywa na decyzje podjete dla in-
nych hipotez jest problem okreslenia maksymalnej bezpiecznej dawki lekarstwa (ang. ,,Maximum
safe dose”). Przeglad wynikéw dla tego zagadnienia znalezé mozna w pracach [Bauer 1997,
[Liu 1997]. Przypusémy, ze przeprowadziliSmy eksperymenty, w wyniku ktérych zmierzyliSmy
jak na stan pacjenta wplywaja rézne dawki pewnego leku. Pytanie, ktére stawia badacz, to jaka
maksymalna dawka leku nie ma szkodliwego wplywu na stan pacjenta. Stawiamy wiec zbiér
hipotez zerowych postaci ,,dawka mniejsza réwna z; nie ma szkodliwego wpltywu na stan pacjen-
ta”. Tak postawione hipotezy sa zalezne semantycznie. Statystyki testowe dla poszczegdlnych
hipotez, moga by¢ niezalezne, jednak decyzja o przyjeciu lub odrzuceniu jednej hipotezy wplywa
na decyzje podjete dla innych hipotez. Wynik testowania musi by¢ logicznie spdjny, a wiec jezeli
odrzucimy hipoteze, ze x jest bezpieczna dawka, to musimy tez odrzuci¢ hipoteze zerowa dla
kazdej dawki y > x. Prace nad tym zagadnieniem rozpoczal E. Peritz (z tematem tym zwia-
zana byla jego praca doktorska). Badania nad takimi zalezno$ciami prowadzili miedzy innymi
[Marcus i inni 1976], [Dror 1990], [Hommel 1988], [Tamhane, Logan 2004].

W literaturze rozwazane sg réwniez bardziej ztozone relacje. Wiele prac poswieconych hierar-
chicznej relacji pomiedzy hipotezami opublikowali E. Sonnemann i H. Finner
(np. [Sonnemann, Finner 1988], [Finner, Strassburger 2002]). Hierarchiczna zalezno$é¢ pomiedzy
hipotezami jest w tych pracach wywiedziona z postaci hipotez zerowych. Autorzy okreslaja
dla zbioru wszystkich hipotez wspdlng przestrzen parametréw O, a rzeczywisty stan wszyst-
kich hipotez opisuja parametrem 6* € ©. Hipotezy zerowe H(()l) odpowiadajg przypuszczeniu,
ze 0% € @éz) C 0. Poniewaz wszystkie zbiory @éz) sg podzbiorami w tej samej przestrzeni, wiec
moga zachodzi¢ pomiedzy nimi relacje zawierania, co odpowiada hierarchicznej relacji pomie-

dzy hipotezami. Jezeli zbiér G)g) jest zawarty w zbiorze @éj ), to przyjecie hipotezy zerowej H(()Z)

wymaga przyjecia hipotezy zerowej Héj ),

W tej pracy réwniez rozwazamy relacje hierarchii pomiedzy hipotezami, jednak wprowadzona
w odmienny sposob. Badania nad tym zagadnieniem zostaly zainspirowane hierarchiczng struk-
turg funkcji biologicznych Gene Ontology wykorzystywana miedzy innymi w analizach mikro-
macierzowych [Goeman 2004]. W tym przypadku trudno jest opisa¢ hipotezy zerowe okreslajac
wspoélng przestrzen parametrow © tak by zachowaé relacje pomiedzy hipotezami odpowiadaja-
ce relacjom pomiedzy funkcjami biologicznymi. Wyniki zaprezentowane w tej pracy moga by¢
wykorzystane w analizach mikromacierzowych, przedstawione procedury pozwalaja na kontrole
bledéw PFER, FDR i FWER.

Przedstawione w tym rozdziale informacje powstaly gléwnie na podstawie pozycji
[Fenton 1921], [Beattie 1967], [Numbers 1978], [Reid 1982], [Klonecki 1995], [Ledwina 2005].
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